84 TURUN
?’/a \\\\ YLIOPISTO

LINEAARISET OPTIMOINTIMALLIT

Eveliina Karhapéa

LuK -tutkielma
Huhtikuu 2025

Tarkastaja:
FT S. Emet

MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS



Turun yliopiston laatujarjestelmén mukaisesti tdmén julkaisun alkuperéisyys on tar-
kastettu Turnitin OriginalityCheck-jarjestelmalla



TURUN YLIOPISTO
Matematiikan ja tilastotieteen laitos

EVELIINA KARHAPAA: Lineaariset optimointimallit
LuK -tutkielma, s. 13,

Matematiikka

Huhtikuu 2025

Tutkielmassa késitellddn lineaarista optimointia, jonka avulla etsitdin tavoitefunk-
tion suurimpia ja pienimpid arvoja annettujen rajoitteiden puitteissa. TyoOssé esitel-
ldan keskeisid lineaarisen optimoinnin malleja ja niiden sovelluksia, kuten allokaatio-
ja sekoitusmalleja. Ratkaisumenetelmina tutkitaan sekd visuaalisia ettéd laskennalli-
sia tapoja, ja erityisesti perehdytain Simplex-menetelmén toimintaan vaihe vaiheel-
ta. Tutkielmassa havainnollistetaan esimerkkien avulla, miten matemaattisia opti-
mointiongelmia muotoillaan ja ratkaistaan tehokkaasti. Lineaarinen optimointi tar-
joaa hyodyllisia tyokaluja mm. teollisuuden, talouden ja logistiikan péatoksenteon
tueksi.
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1 Johdanto

Lineaarinen optimointi on matemaattinen menetelmaé, jonka avulla etsitdan lineaa-
risen tavoitefunktion suurinta tai pieninta arvoa tiettyjen rajoitteiden vélissa. Line-
aarisessa optimoinnissa kaikki muuttujat ovat jatkuvia, jos kaikki muuttujat eivat
ole jatkuvia silloin on kyseessa sekalukumuuttujat ja tutkitaan sekalukuoptimoin-
tia. Téassé tutkielmassa tutkitaan erilaisia tapoja, joilla voidaan ratkaista lineaarinen
optimointitehtéva. Lineaarisessa optimoinnissa ongelmat voivat olla yksinkertaisia,
mutta rajoitteet seké ehdot tuovat haasteita tehtdvin ratkaisemiseen. Epayhtalot
muutetaan lineaarisissa optimointitehtévissd perusmuotoon.

Mallin rakentaminen on térkeé osa lineaarisessa optimointitehtavéssa. Malli voi-
daan rakentaa eri tavoin ja prosessin tutkimista jatketaan riittavin kauan, kunnes
kaikki ongelman tarpeelliset tiedot on selvitetty. Kaikki ehdot ovat lineaarisessa
optimoinnissa lineaarisia, mikéd helpottaa ongelman ratkaisualueen tutkimista. T&-
mén avulla yksinkertaiset lineaarisen optimoinnin ongelmat on mahdollista ratkaista
myo0s visuaalisesti. Kun visuaalisesti ratkaiseminen ei enéd onnistu, kiytetadn eri-
laisia ratkaisualgoritmeja. Simplex-menetelmé on esimerkki téllaisesta algoritmis-
ta. Simplex-menetelmén ratkaisu perustuu vaihe vaiheelta tutkimiseen, ja sité voi-
daan tarvittaessa toistaa useita kierroksia, jotta péadstaén haluttuun optimiratkai-
suun. Téssd tutkielmassa perehdytédén vain yksinkertaisen Simplex-algoritmin toi-
mintaan. Tutkielman alussa perehdytéan lineaarisiin optimointimalleihin sekd niiden
ongelmiin. Kolmannessa luvussa kasitelladn lineaaristen optimointitehtévien raken-
tamista. Neljdnnessa luvussa tutkitaan erilaisia ratkaisutapoja. Viidennessa luvussa
kisitellddn Simplex-menetelméd ja Simplex-algortimin kiyttod.

Lineaarinen optimointi on keskeinen osa myo0s operaatioanalyysié ja tarjoaa te-
hokkaita tyokaluja padtoksenteon tueksi, erityisesti tilanteissa, joissa resurssit ovat
rajallisia. Tassa tutkielmassa tarkastellaan aihetta teoreettisesta ja kdaytannollisesta
nékokulmasta. Mallinnustekniikoiden liséksi tutustutaan esimerkkien kautta siihen,
kuinka erilaiset optimointiongelmat voidaan ratkaista laskennallisesti ja visuaali-
sesti. Tutkielma tarjoaa néin johdannon aiheeseen, joka on térked sekéd soveltavan
matematiikan ettd monien muiden tieteenalojen kannalta.



2 Lineaariset optimointimallit ja niiden ongelmat

Lineaarisen optimoinnin ongelmiin on erilaisia ratkaisutapoja ratkaista ongelmia.
Kaikissa ongelmissa ei kuitenkaan aina ole selvaéd, miten ongelma tulisi ratkaista
eli mitd tehtédvésséd lasketaan. Yksinkertainen lineaarinen optimointiongelma voisi
nayttaa esimerkiksi talta:

Esimerkki 1. Opiskelija voi kiyttda 120 minuuttia ajastaan tehtévien tekemiseen.
Opiskelija voi valita tekeekd héan tehtédvia todennékoisyyslaskennan kurssilta vai al-
gebran kurssilta. Opiskelija saa jokaisesta todennékdisyyslaskennan tehtévésta 2 lisi-
pistetta tenttiin ja algebran tehtavista 3 lisdpistettd. Todennédkoisyyslaskennan kurs-
sin yhden tehtédvén tekemiseen aikaa kuluu 10 minuuttia ja algebran yhden tehtévan
tekemiseen aikaa kuluu 20 minuuttia. Miten opiskelijan kannattaa valita tehtavét,
jotta hén saa mahdollisimman monta lisdpistetta tuleviin tentteihin? Valitaan aluksi
muuttujat ja merkataan todenndkoisyyslaskennan tehtavia x; ja algebran tehtavia
X9. Aikaa on kiytettavissid rajallisesti tehtdvien tekemiseen. Todennékoisyyslasken-
nan tehtdvin tekemiseen aikaa kuluu 10 minuuttia ja algebran tehtévin tekemiseen
20 minuuttia. Muodostetaan néista yhtalo:

10x; + 20x9 < 120

Lisdpisteet muodostuvat seuraavalla tavalla:
2X1 + 3X2 =7

z kertoo yhtéalossa kokonaispisteiden méaédrdan. Huomataan, ettd opiskelijalla menee
puolet vihemmaén aikaa todennikoisyyslaskennan tehtévien tekemiseen. Opiskelija
saa algebran tehtdvistd vain yhden pisteen enemmén, vaikka aikaa kuluu kaksin-
kertainen méara tehtdvin tekemiseen, joten kannattaa tehdé vain todennakoéisyys-
laskennan tehtéivid saadakseen parhaimmat pisteet tentteihin. Asetetaan algebran
tehtaville arvoksi 0 ja ratkaistaan ajankayton epayhtalo jakamalla luvulla 10, jolloin
saadaan x; arvo.

10x; < 120
X1 S 12

Eli opiskelija pystyy tekeméan enintdan 12 tehtavad, joista hédn saa 2 - 12 = 24 pis-
tetta.

2.1 Lineaarisen optimoinnin malleja

Lineaarisessa optimoinnissa on kiytossa paljon erilaisia malleja erilaisten ongelmien
ratkaisemiseen. Allokaatiomalleissa jaetaan rajoitettuja resursseja keskendén kilpai-
leviin tarpeisiin. Sekoitusmalleissa eri raaka-aineita yhdistetdan siten, etta lopputuo-
te tayttéda tietyt vaatimukset, kuten laatu- tai koostumusrajat. Tavoitteena on 16ytaa
paras mahdollinen yhdistelmé, joka esimerkiksi minimoi kustannukset tai maksimoi
tuoton. Allokaatiomalleissa sen sijaan keskitytdéin resurssien jakamiseen eri kiytto-
kohteisiin mahdollisimman tehokkaasti. Metalliseokset, eldinten rehut seké ihmisen



ruokavalio ovat esimerkkeja talldisistd malleista. Useat lineaarisen optimoinnin teh-
tavista ovat dynaamisia malleja. Usein mallinnuksessa voidaan esittaa tilayhtaloita,
joissa jakson t aloitustilaan lisdtaén kyseisen jakson paatoksista aiheutuvat muutok-
set, ja ndin saadaan seuraavan jakson t + 1 aloitustila. Lineaariset optimointimallit
ovat yleensd helpommin ratkaistavissa kuin epélineaariset, joten on suositeltavaa
pyrkié lineaariseen muotoon aina kun mahdollista. Joissakin tapauksissa alun pe-
rin epéalineaarinen ongelma voidaan muuntaa lineaariseksi. Téallaisia ovat esimerkik-
si maxmin-ongelmat, joissa tavoitteena on maksimoida aérellisestd joukosta valittu
minimi. Tyypillinen esimerkki tallaisesta ongelmasta on...

max ?;Tk {CiTX}
s.t. Ax=Db
x > 0,

min

jossa kohdefunktio {27 | {CiTX} on paloittain lineaarinen, mutta epélineaarinen ko-
konaisuutena. Tehtéva on kuitenkin ekvivalentti lineaarisen optimointitehtavin

max f
st. f<cfx, i=1,...,k
Ax=b
x>0,felR

kanssa, jossa on otettu kayttoon yksi uusi padatosmuuttuja f. Ratkaisun taytyy to-
teuttaa ehto

f* = min {ciTx*} .

Minmax-ongelmat ovat vastaavasti tehtavié, joissa minimoidaan maksimia. Minmax-
ongelmasta

min 3, {¢fx)

st.Ax="b

x>0
saadaan puolestaan lineaarinen ongelma
min f
st.f>clx, i=1,..,k

Ax=Db

x>0,f e R.

Molemmat ovat ns. pullonkaulaongelmia. [1]
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2.2 Lineaarisen optimoinnin ongelmien rakenne

Lineaarisessa optimoinnissa ongelmat muodostuvat kohdefunktion liséksi rajoitteis-
ta, joita voi olla yksi tai useampi. Tavoitteena on loytda kohdefunktiolle paras mah-
dollinen ratkaisu siten, ettd kaikki ehtolauseet pitavét paikkansa. Ongelmasta riip-
puen ehtolauseita voi olla paljon erilaisia. Tyovuorojen suunnittelu on kiytdnnonlé-
heinen esimerkki lineaarisen optimoinnin ongelmasta. Kaikille lineaarisille optimoin-
titehtaville on voimassa seuraavat ehdot:

1. Verrannollisuus: Jokaisen paatosmuuttujan vaikutus kohdefunktioon ja rajoit-
teisiin on suoraan verrannollinen muuttujan arvoon.

2. Additiivisuus: Pdatosmuuttujien vaikutukset ovat riippumattomia toisistaan —
kokonaisvaikutus on yksittaisten vaikutusten summa.

3. Jaollisuus: Paatosmuuttujat voivat saada jatkuvia, reaalilukuarvoja.

4. Deterministisyys: Kaikki mallin parametrit ovat tunnettuja ja vakioita, eivét
satunnaisia.

5. Mallissa optimoidaan vain yhté tavoitefunktiota.

Ehdot 1 ja 2 varmistavat mallin lineaarisuuden. Jos ehto 3 ei toteudu, kyseessa on
diskreetti optimointi, jossa muuttujat voivat saada vain erillisid arvoja. Talloin rat-
kaisuja voidaan lahestyé lineaarista mallia hyodyntéen ja pyoristamélla saadut arvot
kokonaisluvuiksi. Mikéli ehto 4 ei pade, kyse on stokastisesta optimoinnista, jossa
osa mallin tiedoista on satunnaisia. Jos tavoitteita on useita, puhutaan monitavoi-
teoptimoinnista.. [I]

2.3 Lineaarisen optimoinnin epayhtalot

Lineaarisen optimoinnin ongelmat esitetddn usein epayhtdlomuotoisina rajoittei-
na. Kuitenkin mallin perusmuodossa kaikki rajoitteet ilmaistaan yhtéaloind. Tamén
vuoksi epayhtéalot on muunnettava perusmuotoon lisaamaéllé niithin sopivat apumuut-
tujat, kuten ylijadmaé- tai alijaamamuuttujat. Esimerkiksi epayhtaloon:

X1+ .. +x,<Db
taytyy lisata tarvittava ylijadmamuuttuja x,,1 < 0, jolloin padstadn perusmuotoon
X|{ 4+ ..+ Xy + X1 =Db

[2]. Jos malli siséltdad useita epéyhtaldité, jokaiselle niisté on liséttéva oma ylijadmé-
tal alijdidmamuuttujansa.

Epéayhtalon merkista riippuen lisdtadn tai vihennetéadn, joko alijaama- tai ylijaa-
mamuuttuja. Alijidméamuuttuja vihennetdén epayhtélostd, kun epdyhtélé on "suu-
rempi tai yhtd suuri kuin-muotoa. Vastaavasti ylijadmamuuttuja lisatdan epayh-
taloon, kun se on muotoa "pienempi tai yhtd suuri kuin". N&in kaikki rajoitteet
voidaan muuntaa perusmuotoon, eli yhtdlomuotoon. Muuntaminen tapahtuu seu-
raavasti:



4x1 4+ 3x0 > 9
6x1 + 8x9 > 10
Lisatdan alijadméamuuttujat x4 < 0 ja x3 >0
4x1 +3x9 —x3 =9
6x1 + 8%y — x4 = 10

Niéin ollaan péadsty yhtédldiden perusmuotoihin.

3 Lineaarisen optimoinnin mallintaminen

Ongelman muodostaminen tehtévéstéa on lineaarisessa optimoinnissa yhtd merkitta-
va, osa ratkaisua, kuin ratkaisun saaminen numeerisessa muodossa. Malli rakenne-
taan tehtavasta poimittujen tietojen perusteella. Lopullisessa ratkaisussa tulee olla
kaikki ongelman kannalta merkittavait tiedot. Tutkitaan seuraavaksi perinteista li-
neaarisen optimoinnin ongelmaa ja sen ratkaisua.

3.1 Sekoitusmalli tehtavan ratkaiseminen

Tutkitaan sekoitusmalli tehtavad. Sekoitusmalli tehtdvissa tyypillistd on, ettd re-
sursseja yhdistetdan toisiinsa. Tarkoituksena on méarittdaa, millainen ldhtoaineiden
sekoitus parhaiten tayttdéd asetetut vaatimukset. [1]

Esimerkki 2. Erailla terdstehtaalla halutaan tayttad 1000 kg:n uuni kiyttéen eri-
laista romurautaa sekd tdydentdmalld hiukan arvokkaammilla lisdaineilla. Oheisessa
taulukossa on esitetty raaka-aineiden koostumus prosentteina seké tavoiteosuudet

Taulukko 1. raaka-aineiden koostumus prosentteina seké tavoiteosuudet:

hiili % | nikkeli % | kromi % | molybdeeni % | saataavissa kg = hinta ”

romu 1 0.80 18 12 — 75 16
romu 2 0.70 3.2 1.1 0.1 250 10
romu 3 0.85 — — — rajatta 8

romu 4 0.40 — — — rajatta 9
nikkelq 100 — — rajatta 48
kromi — — 100 — rajatta 60
molybdeeni — — — 100 rajatta 53

min imiarvo | 0.65 3.0 1.0 1.1

maksimiarvo | 0.75 3.5 1.2 1.3

Valitaan paatosmuuttujiksi:

x; = kiytetty raaka-aineen j maara kiloina, j=1,...,7,

>



arvoilla 1-4 viitataan erilaisiin romurautoihin, arvolla 5 nikkeliin, 6 kromiin ja 7
molybdeeniin. Saadaan optimointitehtavi

min 16x; + 10x9 + 8x3 + 9x4 + 48x5 + 60xg + H3x7
S.t. X1 + Xg + X3 + X4 + X5 + Xg + x7 = 1000
0.0080x; + 0.0070x2 + 0.0085x3 + 0.0040 > 0.0065 - 1000
0.0080x; + 0.0070x2 + 0.0085x3 + 0.0040x4 < 0.0075 - 1000
0.180x; + 0.032x2 + 1.0x5 > 0.030 - 1000
0.180x; + 0.032x5 + 1.0x5 < 0.035 - 1000
0.120x; + 0.011x5 + 1.0xg > 0.010 - 1000
0.120x; + 0.011x9 + 1.0x¢ < 0.012 - 1000
0.001x5 + 1.0x7 > 0.011 - 1000
0.011x5 + 1.0x7 < 0.013 - 1000
x1 <75
x9 < 250
X1,...,X7 > 0,
Tehtévélle saadaan yksikasitteinen ratkaisu, joka on xj = 75.00kg, x5 = 90.91kg,

X} = 672.28kg, x; = 137.31 kg, xt = 13.59kg, x} = 0.00kg, x; = 10.91kg ja minimi-
kustannus 9953.7 kr.

4 Yksinkertaisen lineaarisen optimointi ongelman
ratkaiseminen

Lineaaristen optimoinnin tehtédvid voi ratkaista useilla eri tavoilla. Ratkaisutapo-
ja on valittavana useita erilaisia, niin kauan kuin ongelma pysyy yksinkertaisena.
Visuaalista ratkaisua voidaan kiyttaa silloin, kun ongelma pysyy tasossa. Kun rat-
kaistaan lineaarisen optimoinnin ongelmaa tasossa tarvitaan siihen seuraava lause

[2]:

Lause 1. Lineaarisen optimointiongelman suurin ja pienin arvo loytyvdt tasossa
rajatun alueen ddripisteista.



Todistus. Oletetaan, ettd kiytossd on alue A, joka on rajattu lineaarisilla yhtaloilla
kohdefunktio z = ¢1x; + c9Xs. jota halutaan optimoida. Koska kohdefunktio on line-
aarinen, sen osittaisderivaatat ovat vakioita eikéd ne riipu muuttujien arvoista 5% ja

5‘% Osittaisderivaatat voivat olla nollia vain silloin, kun niitd vastaavat kertoimet
ovat nollia. Tésté seuraa, etté lineaarisella kohdefunktiolla ei ole lokaaleja dériarvo-
kohtia alueen sisdpuolella, vaan sen maksimi- ja minimiarvot sijaitsevat alueen reu-
noilla. Néin ollen kohdefunktion &&riarvot 16ytyvéit pisteistd, joissa sen tasokiyrat
sivuavat tai leikkaavat alueen A rajoja. Koska alue A on muodostettu lineaarisista
ehdoista, sen reuna koostuu suoraviivaisista osista. Jos kohdefunktio leikkaa alueen
A jossakin kohdassa u, joka ei ole kdrkipiste. Lisdksi kohdefunktio saavuttaa suu-
rimman arvonsa kyseisessd pisteessd. Koska reuna on lineaarinen, liikuttaessa sité
pitkin kohdefunktion arvo joko kasvaa, pienenee tai pysyy vakiona. Jos arvo piene-
nee toiseen suuntaan liikuttaessa, sitd voidaan kasvattaa liikkumalla vastakkaiseen
suuntaan. Tésta seuraa, ettd jos ollaan kahden kérkipisteen vélilld, suurin arvo ei
voi pienentya, silla toiseen suuntaan liikkuessa sen tulisi kasvaa. O]

4.1 Lineaarisen optimointitehtiavian ratkaiseminen visuaalises-
ti

Helpoimmat lineaarisen optimoinnin ongelmat voidaan ratkaista visuaalisesti graa-

fisen menetelmén avulla. Kun tarkasteltavassa ongelmassa on vain kaksi positiivista

paatosmuuttujaa, kaikki rajoitteet voidaan esittéda koordinaatistossa. Nain muodos-

tuu alue, jonka kulmapisteet eli kirkipisteet ovat mahdollisia ratkaisuja. Suurin ja

pienin arvo kohdefunktiolle 16ytyy néista kirkipisteistd. [4]. Tutkitaan kohdefunk-
tion minimointi tehtdvad Dantzigin kirjasta [2].

—2X1 — X9 = Z
seuraavat ehdot rajoittavat alueen:
X1 +x2 <5
2x1 + 3x9 < 12
x; < 4

kun x; > 0,x9 > 0.

Kun ldhdetaan ratkaisemaan tehtévaa, voidaan joko etsia kuvasta leikkauskohdat
tai voidaan ratkaista yhtéloparit. Tarkasteltavan alueen kéirkipisteet ovat (0,0), (4,0),
(0,4), (4,1) ja (3,2). Sijoitetaan saadut koordinaatit ylld olevaan kohdefunktioon:

—2.0-0=0
—2.4-0=-8
—2.4-1=-9
—2.0-4=—4
—2.3-2=-7

Pisteessé (4,1) kohdefunktio saa pienimmén arvonsa.
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X1+X5=5

2x,+3x,<12

Kuva 1: Rajattu alue

5 Simplex-menetelma

Simplex-menetelméa on George Dantzigin vuonna 1947 kehittdméa parantava hakual-
goritmi, joka hyodyntéé lineaaristen optimointitehtévien rakennetta tehokkaasti. Li-
neaarinen kohdefunktio on unimodaalinen, ja lineaariset rajoitteet muodostavat kon-
veksin toteutusjoukon. Téamén ansiosta mikéd tahansa paikallinen optimi on samal-
la my0Os globaali optimi. Lineaarisessa optimointiongelmassa tavoitteena on 16ytia
paatosmuuttujille sellaiset arvot, jotka maksimoivat tai minimoivat kohdefunktion
annettujen rajoitusten puitteissa. Lineaarisessa optimointitehtévassa tavoitteena on
maarittaa paatosmuuttujille x; sellaiset arvot, ettd kohdefunktio

C1X1 + CoXg + ... + CpXy
saa mahdollisimman suuren tai pienen arvon annettujen rajoitteiden puitteissa. Eli
paatosmuuttujille etsitdan sellaiset arvot, jotka joko maksimoivat tai minimoivat
kohdefunktion tehtédvin tavoitteen mukaan, ottaen huomioon joukon rajoituksia.

Néama rajoitukset voivat olla seuraavan tyyppisié:

a1xXy + agXg + ... +apX, > b
a1X] + agXg + ... + apx, = b
a1Xy + a9Xo + ... + apXy, < b

Ensimmaéinen rajoitustyyppi kattaa erityistapauksena myos etumerkkirajoitukse x; > 0,
joka yleensé késitellddn erillisené ehtona. [1] [5]
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5.1 Lineaarisen optimointitehtivin muunnokset

Lineaarisia optimointitehtavia voidaan muokata seuraavilla tavoilla tai muunnoksil-

la: [1] [3]:
1. Optimointisuuntaa voidaan muuttaa muuttamalla kohdefunktion kertoimien

etumerkit vastakkaisiksi. Talloin maksimointitehtava muuttuu minimointiteh-
taviksi — ja painvastoin. Koska nyt

max {Z?:l cjxj} = —min {Z;:l (—¢) Xj} ,
kohdefunktion arvoksi tulee alkuperéisen arvon vastaluku.

2. Epayhtdlon suunta voidaan muuttaa kertomalla se luvulla -1, jolloin kaikki
epayhtélot saadaan esitettyd samaan suuntaan.

Yo ax; <be ) (—ay)x > —b.

3. Epéyhtdlo voidaan muuntaa yhtaloksi lisadmalld siihen ei-negatiivinen apu-
muuttuja.

dimiax; <be Yl axjts=b,s>0
Siiaxg 2be Y jax—t=b,t>0

Muuttuja s on téydennys- eli alijidmamuuttuja (slack) ja muuttuja t taas
ylijidméamuuttuja (surplus).

4. Yhtalot
Siiax; =bi=1..m
voidaan muuttaa ekvivalenteiksi epéayhtéloiksi
Z?:l a;xj <bj,i=1,..m
21 niX S8
ottamalla kiyttoon yksi lisdrajoitus. Téassad on merkitty
rj=—>y. a8 j=1,.1n

s=—> i bi

Usein muunnos tehdéén kirjoittamalla jokainen yhtélo kahdeksi epayhtéloksi,
jolloin saadaan vaihtoehtoinen esitys edelld oleville rajoitusyhtéloille



n .
Ej:l ajjX; < bi, 1= 1,...,H1

2;1:1 (—aij)xj S —bi, i= 1,...,m.
5. Merkiltaan rajoittamattomat muuttujat x; voidaan korvata kahden ei-negatiivisen
muuttujan erotuksella muotoa x; = x; — x{,x{ > 0,x;’ > 0. Téllainen esitys ei
ole yksikasitteinen, mutta Simplex-algoritmissa muuttujien arvot méaraytyvét
siten, ettd vithintdén toinen muuttujista x| tai x}’ saa arvon nolla. Timi vastaa

. R .
seuraavaa médrittelyd: x; = max {0,x;} ja x{' = —min {0,x;}.

6. Ei-positiiviset muuttujat x; < 0 voidaan muuntaa ei-negatiivisiksi ottamalla
kiyttoon muuttuja y; = —x;. Ndiden muunnosten perusteella mikéd tahansa li-
neaarinen optimointitehtava voidaan esittda niin sanotussa kanonisessa muo-
dossa, jossa kaikki muuttujat ovat ei-negatiivisia, kaikki rajoitteet ovat yhtéa-
l6muodossa sekéd kohdefunktio on lineaarinen.

max » | CjXj
s.t. D axy < b, i=1..m
x;>0,j=1,..,n
eli matriisimuotoon kirjoitettuna

max c'x
s.t. Ax<b

x > 0.

5.2 Simplex-algoritmi

Simplex-algoritmin tavoitteena on liikkkua standardimuotoisen tehtavin kérjesté toi-
seen siten, ettd objektifunktion arvo paranee kokoajan. Kaydadn seuraavaksi lépi
Simplex-algoritmin vaiheet [I]:

1. (Alustus) Valitaan jokin sallittu lahtokanta ja muodostetaan sité vastaava kan-
taratkaisu x°. Kierroslaskurille asetetaan arvo t < 0.

2. (Simplex-suunnat) Muodostetaan jokaiselle ei-kantamuuttujalle x; Simplex-
suunta. Kasvattamalla saatava Simplex-suunta Ax ja lasketaan sen redusoitu
kustannus ¢ =c’ Ax.

3. (Optimaalisuus) Jos parantavaa Simplex-suuntaa ei ole eli ¢ < 0 maksimoin-
titehtavissa tai ¢ > 0 minimointitehtavissa algoritmi lopetetaan. Koska ny-
kyinen kantaratkaisu x! on globaali optimipiste. Muussa tapauksessa valitaan
jokin parantava suunta seuraavaksi etenemissuunnaksi Ax‘*!, ja merkitdin
x,:114 kantaan tulevaa muuttujaa.
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4. (Askelpituus) Jos kaikki kantamuuttujia vastaavat suunnan Ax**! komponen-

tit ovat ei-negatiivisia, algoritmi lopetetaan. T&lloin tehtavalla ei ole darellista
ratkaisua. Muussa tapauksessa valitaan kannasta poistuva paatosmuuttuja x,
siten, etta

t . x} .
— T = min {ﬁ <0, x; kantamuuttuja}
r A%

ja asetetaan

5. (Uusi kéirki ja kanta) Lasketaan uusi kirkipiste
x" = x' + ANAx! !

ja korvataan kannassa oleva muuttuja x, uudella muuttujalla x,. Asetetaan
t <t + 1 ja palataan askeleeseen 1.

Vaikka algoritmi tarkastelee vain pisteesté lahtevien sdrmien suuntaisia Simplex-
suuntia, muita suuntia ei tarvitse erikseen tutkia, koska jos mikdan Simplex-suunta
ei ole parantava, parantavia suuntia ei ole lainkaan. Tamé& perustuu siihen, etté
kaikki muut suunnat voidaan esittdd Simplex-suuntaisten vektoreiden konveksina
yhdistelména.

5.3 Simplex-algoritmin kaytto

Tutkitaan seuraavaksi lyhyttd esimerkkid Simplex-algoritmin kiyttdmisestd. Kun
suoritetaan Simplex-algoritmi, saadaan

11



Taulukko 2. Esimerkki Simplex-algoritmista:

max ¢
A

t=0
20

Axr 1
Ax: x9
=1

o

Az 1 a9
Ax : x3
t=2

22

Axr : w3
Axr : wg
t=3

23

Ax : xp
Az @ wg
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A = 1000

cTxy = 12000
=9

¢y =—12

A =400

cl'2? = 15600
c3 =6

¢g = —4.5

A =350



Esimerkki 3. Kun vaiheessa 0 valitaan p=1, seuraa siité, ettd r=3 ja A = 1000.
Vaiheessa t—1 on valittava p=2, josta taas seuraa r—=6 ja A = 400. Piste x? on my0s
kirkipiste. Vaiheessa t=2 on p—3 seki r=>5 ja paidytiin pisteeseen x*, joka on op-
timi, silli kumpikin redusoiduista kustannuksista <0. Nyt pisteessid x* ei ole mi-
tdan muutakaan parantavaa suuntaa, koska jos pisteesta haluttaisiin menné vaikka-
pa suuntaan Axs = 3, Azg = 7, niin Ax = 3(Ax’) + 7(Ax"), missd Ax’jaAx” ovat
muuttujia x5 ja Xg vastaavat Simplex-suunnat. T&ll6in

cTAx = cT(BAX + 7TAX") = 3(cTAx') + 7(cT Az") = 3(—6) + 7(—=1.5) = —29.5.

6 Yhteenveto

Tutkielmassa perehdyttiin lineaarisen optimoinnin keskeisiiin periaatteisiin, mallien
muodostamiseen ja ratkaisumenetelmiin. Lineaarinen optimointi on tehokas mate-
maattinen tyokalu, jonka avulla voidaan etsid tavoitefunktion maksimi- tai mini-
miarvo annettujen lineaaristen rajoitteiden puitteissa.

Tutkielmassa esiteltiin erilaisia lineaarisia optimointimalleja, kuten allokaatio-
ja sekoitusmalleja, seké tarkasteltiin kuinka todellisia ongelmia voidaan muotoilla
matemaattisiksi malleiksi.

Yksinkertaisissa tapauksissa ongelmat voidaan ratkaista visuaalisesti, mutta mo-
nimutkaisemmissa tilanteissa tarvitaan algoritmipohjaisia menetelmia. Tutkielmassa
perehdyttiin my6s Simplex-menetelméén, joka on klassinen ja laajasti kiytetty algo-
ritmi lineaarisessa optimoinnissa. Simplex-algoritmi hyddyntaa ongelman rakenteel-
lisia ominaisuuksia siirtyen karkipisteesta toiseen tavoitefunktion arvoa parantaen.
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