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Téassé Pro gradu tutkielmassa tutkitaan, milla erilaisilla tavoilla Pareto-optimaalista
ratkaisua voidaan havainnollistaa monitavoiteoptimoinnissa. Monitavoiteoptimoin-
nissa saadaan usein monia eri Pareto-optimaalisia ratkaisuja. Matemaatikolla ei
valttaméatta ole kaikkea tarvittavaa tietoa valita néistd tehtévilleen paras Pareto-
optimaalinen ratkaisu, koska matemaatikolle kaikki Pareto-optimaaliset ratkaisut
ovat samanarvoisia. Jotta Pareto-optimaalisista ratkaisuista saadaan valittua tehta-
valle paras, on mukana usein paatoksentekija. Paatoksentekija on henkild, ryhmaé ih-
misia tai kone, jolla on tietoa alkuperiisesta tehtavasta. Paatoksentekijéa tarvitaan
paattdmadn, mikd monitavoiteoptimointiongelman Pareto-optimaalisista ratkaisuis-
ta otetaan kiayttoon. Paatoksentekija voi olla mukana ongelmanratkaisussa kolmella
eri tapaa. Hén voi olla mukana joko ongelman ratkaisemisen jalkeen (A Posterio-
ri), ennen ongelman ratkaisua (A Priori) tai monessa eri kohtaa ongelmanratkaisua
(Interactive). Tutkielmassa kiydéadn ldpi monenlaisia tapoja ja algoritmeja niille
kolmelle tavalle.

Koska péaatoksentekijalla ei vilttamétta ole matemaattista osaamista, on hénelle
hyvéa tehdé graafisia havainnollistuksia Pareto-optimaalisista ratkaisuista helpotta-
maan valintaa, miké Pareto-optimaalinen ratkaisu valitaan. Tutkitaan, millaisia ta-
poja kirjallisuudessa on kiytetty havainnollistamaan Pareto-optimaalisia pisteita se-
ki Pareto-pintoja. Kaydadn 1dpi my6s, miten a posteriori, a priori ja interaktiivisia
menetelmia on havainnollistettu, sekd miten niitd voidaan havainnollistaa.

Asiasanat: Pareto-optimaalisuus, Pro gradu -tutkielma, Monitavoiteoptimointi, Ha-
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Sisallys

1__Johdantol 1
2_Maaritelmial 3
[2.1 ~Monitavoiteoptimointy . . . . . .. .. ..o 3
[2.2  Pareto-optimaalisuus| . . . . . . .. ... ..o 4

[3 Paatoksentekija monitavoiteoptimoinnissal 6
[3.1 A posteriori menetelmat| . . . . .. ... ... .00 6
B.1.1 Painokerroinmenetelmal . . . . . . ... ... ... ... .. .. 7

[3.1.2  Rajoiteyhtalomenetelmal . . . . . . ... ... ... ... ... 9

[3.2 A priort menetelmat| . . . ... ... ... 10
[3.2.1 Hyotyfunktiomenetelma| . . . . . . ... ... ... ... ... 11

[3.2.2  Leksikaalinen optimointil . . . . . . ... ... ... ... ... 11

[3.2.3  Tavoiteoptimointi . . . . . . ... ..o 12

B.3 TInteraktilvisia menetelmial . . . . . .. .. ... ... ... ... ... 14
3.3.1 ISWT menetelmal . . . . ... ... .. ... ... ... .... 14

[3.3.2  Reterenssipistemenetelmal . . . . . ... ... ... ... ... 16

(3.3.3  NIMBUS-menetelmal . . . . ... ... ... ... ... ... 17

e § ] . G . l 21
[4.1  Erilaisia havainnollistamiskeinojal . . . . . . . .. .. ... ... ... 21
[4.2 A posteriori menetelmien havainnollistaminen| . . . . . . . . . . . .. 29
[4.3 A prior1 menetelmien havainnollistaminen| . . . . . . . ... ... .. 29
4.4 Interaktiivisten menetelmien havainnollistaminen/ . . . . . . . . . .. 31

4.0 WWW-NIMBUS esimerkki 32

[>  Loppupaatelmat| 37
[Lahteet] 38







1 Johdanto

Monitavoiteoptimointi on optimointia, jossa halutaan minimoida tai maksimoida
useaa asiaa samaan aikaan samoilla ehdoilla. Téllaisista tehtévistd harvoin saa-
daan kaikkien tavoitteiden suhteen optimaalista ratkaisua, joten tarvitaan Pareto-
optimaalinen ratkaisu. Pareto-optimaalisuudella tarkoitetaan parasta mahdollista
kompromissia. Jos jokin piste on Pareto-optimaalinen, ei ole olemassa toista pistet-
té, joka parantaisi yhden kohdefunktion arvoa ilman, ettd yhdenkdén toisen koh-
defunktion arvo ei huononisi. Yhdestd monitavoiteoptimointiongelmasta voi tulla
useita Pareto-optimaalisia ratkaisuja, joten jonkun on tehtéva pa#tos, mika néista
ratkaisuista valitaan. Tamén takia monitavoiteoptimointiongelmissa tarvitaan paa-
toksentekijad, joka tekee paidtoksen, mikd Pareto-optimaalinen piste valitaan. Paa-
toksentekija voi olla ihminen, ryhmé ihmisié tai kone. Tésta eteenpéin tutkielmassa
oletetaan paatoksentekijén olevan yksi ihminen.

Tutkielman kolmannessa kappaleessa késitellaéan erilaisia tapoja, miten paatok-
sentekija voi olla mukana monitavoiteoptimointiongelman ratkaisemisessa. On ole-
massa erilaisia tapoja, miten paatoksentekija tekee padtoksen. Matemaatikko voi
laskea héanelle kaikki Pareto-optimaaliset ratkaisut valmiiksi, ja paatoksentekija va-
litsee niistd hyotyfunktionsa mukaisen ratkaisun. Naitd kutsutaan a posteriori me-
netelmiksi ja esimerkiksi painokerroinmenetelmé on yksi téallaisista menetelmista.
Paatoksentekija voi ilmaista ennen ongelman ratkaisemista matemaatikolle, millaiset
ehdot hin haluaa ratkaisuun. Télloin matemaatikko laskee ratkaisun néilla ehdoilla
paatoksentekijalle. Téllaista tapaa kutsutaan a priori menetelméksi. Tutkielmassa
kiydaan lapi kolme téllaista menetelméaa. Kolmas tapa on, ettd paatoksentekija ja
matemaatikko tekevit kokoaikaista yhteistyotd. Padtoksentekijaltd kysytdan mie-
lipidettda ennen ongelman muodostamista sekéd ratkaisuprosessin aikana ja lopuksi
hén valitsee Pareto-optimaalisista pisteista lopullisen ratkaisun. Téllaisia menetel-
mié kutsutaan interaktiivisiksi.

Kun monitavoiteoptimointiongelmaan on saatu ratkaisuja, ja kiytetaan sellaista
menetelmad, ettd ne esitetddn paatoksentekijalle, pitda ottaa huomioon hédnen ma-
temaattinen osaamisensa. Paatoksentekijan péadtoksentekoa helpottamaan voidaan
tuottaa erilaisia visualisointeja ja havainnollistuksia. Paatoksentekijalla ei valtta-
méttéa ole matemaattista osaamista, jolloin hin tarvitsee apua Pareto-optimaalisten
ratkaisujen tulkitsemisessa. Graafinen kaavio on yksi hyva tapa tukea paatoksente-
kijad. Kirjallisuudessa on esitetty monia eri tapoja havainnollistaa Pareto-optimaa-
lisuutta. Naitd tapoja esitellidn tutkielman luvussa nelja. Mika havainnollistusta-
pa valitaan, riippuu suurilta osin paatoksentekijasta ja paljonko Pareto-optimaalisia
ratkaisuja ollaan saatu. Graafisen havainnollistamisen toimivuus riippuu paljon myo6s
paatoksentekijasta itsestadan. Jotta kaaviot ovat toimivia, on niiden oltava selkeitd ja
sisdllettéva kaikki tarpeellinen tieto. Eri menetelmille voidaan tuottaa erilaisia graa-
fisia havainnollistuksia. Tutkielmassa késitelldan kirjallisuudessa esitettyja kuvia ja
kaavioita, joilla Pareto-optimaalisia ratkaisuja on havainnollistettu.

Neljéannessa kappaleessa esitetéddn epélineaarisen monitavoiteoptimoinnin esimerk-
ki. Esimerkki on saatu WWW-NIMBUS ohjelmistosta. Ohjelmistosta saadaan val-
miita havainnollistuksia ongelmasta. Havainnollistuksien avulla verrataan, miten on-
gelman Pareto-optimaaliset ratkaisut muuttuvat, kun muutetaan menetelmén sisal-



tavia luokkia ja arvoja.

Havainnollistukset ovat hyva tapa varmistaa paatoksentekijan ymmérrys Pareto-
optimaalisista pisteistd. Nain saadaan varmemmin péatoksentekijan tavoittelema
ratkaisu. On olemassa muitakin tapoja ratkaista monitavoiteoptimointiongelma ja
havainnollistaa siitd saatuja ratkaisuja kuin ne, jotka téssé tutkielmassa esitelldéan.

Tutkielman péaaldhteené on toiminut Kaisa Miettisen kirja Nonlinear Multiobjective
Optimization [11].



2 Maaritelmia

Kiésitelladn aluksi médritelmié ja merkint6ja Miettisen (1999 [11]) mukaisesti. Aloi-
tetaan méadrittelemélld konveksi funktio ja joukko (Miettinen, 1999 [11]).
Funktio f : R™ — R on konveksi, jos kaikille z1, x5 € R™ pétee

Joukko S on konveksi, jos x1, 25 € S ja dz1 + (1 — d)xe € S kaikille 0 < § < 1.
Seuraavaksi médritelladan funktion differentioituvuus (Miettinen, 1999 [11]).
Funktio f : R™ — R on differentioituva pisteessa x*, jos

fla*+d) = f(z") = Vf(@")"d + ||d||e(z", ),

missd V f(z*) on gradientti f:lle pisteessi z* ja e(x*,d) — 0 kun ||d|| — 0.
Funktio f : R™ — R on kahdesti differentioituva pisteessa x* jos

Flat +d) — f(@*) = Vi) d + Sd"Vf(a)d + ld]Pela”, ),

missi V f(z*) on gradientti ja symmetrinen n x n matriisi V2f(z*) on Hessen mat-
riisi funktiosta f pisteessd x* ja e(x*,d) — 0 kun ||d|| — 0. Hessen matriisi kahdes-
ti differentioituvasta funktiosta sisaltéd toisen asteen osittaisderivaatat, eli Hessen
matriisi saa muodon:

*f(z*) 9 f(z*)
81‘% e 0210y
Vi) =] S
9% f(x*) 9% f(z*)
Orndx1 7 022

Funktio f on kaksi kertaa jatkuvasti differentioituva pisteessa x*, jos kaikki sen osit-
taisderivaatat ovat jatkuvia pisteessd x*. Symmetrinen n X n matriisi on positiivi-
definiitti, jos 7 Mz > 0 kaikille 0 # x € R". (Miettinen, 1999 [L1])

Funktio f : R® — R on vahvasti vihenevd, jos z' ja 2> € R" seki x} < 27 kaikille
j=1,...,njax <a? jollekin [ pitee f(z') < f(x?) (Miettinen, 1999 [11]).

2.1 Monitavoiteoptimointi

Monitavoiteoptimointi on yksi optimoinnin monista aloista. Monitavoiteoptimoin-
nissa optimoidaan samalla kertaa viahintdédn kahta eri kohdefunktiota. Ongelmaan
kuuluu kohdefunktiot ja ehdot, jotka kohdefunktioiden téytyy toteuttaa. Monitavoi-
teoptimointiongelma muodostetaan seuraavalla tavalla (Miettinen, 1999 [I1]):

minimoi { f1(z), fa(z), ..., fr(x)} (1)

siten, ettd x € S,

kun k£ > 1 ja kohdefunktiot f; : R® — R, ¢ = 1,... k. Joukko S on paatosvektori
x:n epatyhja sallittu alue.



Monitavoiteoptimointiongelmassa yleensd joko minimoidaan tai maksimoidaan
kaikkia kohdefunktioita. Ongelmaan voidaan 16ytda ratkaisu, joka on optimaalinen
kaikille kohdefunktioille. Télldisen ratkaisun l6ytdminen on kuitenkin erittdin har-
vinaista. Jos néin ei kily, etsitaan Pareto-optimaaliset (Pareto optimality) ratkaisut.

Monitavoiteoptimointiongelma voi olla lineaarinen tai epélineaarinen. Epéline-
aariseksi ongelman tekee se, ettd véhintddn yksi kohdefunktio on epélineaarinen.
Monitavoiteoptimointiongelma on lineaarinen silloin, kun kaikki kohdefunktiot ovat
lineaarisia. Moniavoiteoptimointiongelma on konveksi, jos kaikki kohdefunktiot ja
sallittu alue ovat konvekseja. (Miettinen, 1999 [11])

2.2 Pareto-optimaalisuus

Yhden tavoitteen optimoinnissa on vain yksi kohdefunktio, jolloin sille usein 16yde-
taan vahintddn yksi optimaalinen ratkaisu. Monitavoiteoptimoinnissa on monta koh-
defunktiota, jolloin harvemmin loydetaéin edes yhté optimaalista ratkaisua, joka ké-
visi kaikille kohdefunktioille. Siksi pyritdénkin lI0ytdméaén usein Pareto-optimaalinen
ratkaisu. Pareto-optimaalisuuden mukaan, jos ratkaisu on Pareto-optimaalinen, ei
ole toista ratkaisua, joka parantaisi yhden kohdefunktion arvoa, kun muut kohde-
funktiot pysyvét viahintaan yhta hyvind (Miettinen, 1999 [I1]). Seuraavaksi muotoil-
laan télle tarkka méaaritelma.

Maaritelma 1. (Miettinen, 1999 [I1]) Paétosvektori * € S on Pareto-optimaalinen,
jos el ole olemassa toista paatosvektoria x € S, joka toteuttaisi ehdon f;(z) < fi(z*)
kaikilla i = 1,...,k ja f;(z) < f;j(z*) véhint&dén yhdelle indeksille j.

Madritelladn myos varsinainen Pareto-optimaalisuus.

Maaritelma 2. (Geoffrion, 1968 [0]) Paatosvektori * on varsinaisesti Pareto-opti-
maalinen, jos paatosvektori on Pareto-optimaalinen ja jos on olemassa luku
M > 0 niin, etta jokaiselle f; ja jokaiselle x € S, jotka toteuttavat ehdon

fi(x) < fi(z*), on olemassa ainakin yksi f; niin, ettd f;(z*) < f;(z) ja —]{Zg;)_}féf)) <
J J
M

Jos Pareto-optimaalisia ratkaisuja on paljon, kuten usein ratkaisujoukoissa on,
kutsutaan sité Pareto-joukoksi (Pareto set). Kun avaruudesta R siirrytdén avaruu-
teen R?, Pareto-joukkoa kutsutaan Pareto-pinnaksi (Pareto front). Monitavoiteop-
timoinnissa kdytetddn myos heikosti Pareto-optimaalisia ( Weakly Pareto optimal)
ratkaisuja, koska niiden tuottaminen on usein helpompaa kuin Pareto-optimaalisten
ratkaisujen tuottaminen. Pareto-optimaaliset ratkaisut muodostavat osajoukon hei-
kosti Pareto-optimaalisista ratkaisuista. Varsinaisesti Pareto-optimaaliset ratkaisut
muodostavat puolestaan osajoukon Pareto-optimaalisista ratkaisuista. (Miettinen,
1999 [11])

Maéritelmé 3. (Miettinen, 2003 [12]) Piste * € S on heikosti Pareto-optimaalinen,
jos ei ole olemassa toista sallittua pistettd x € S siten, ettd f;(z) < fi(z*) kaikilla
i=1... .k



Maéaritelladn apuongelma

minimoi Z fi(zx) (2)

siten, ettd f;(x) < fi(Z), kaikille: =1,... k,
x €S,

misséd  on miké tahansa vektori S:sséd. Merkitdan optimaalista kohdefunktion arvoa
O (2).(Miettinen, 1999 [I1])

Lemma 1. (Miettinen, 1999 [11]) Olkoon pdditésvektori x* € S annettu. Vektori z*
on Pareto-optimaalinen, jos ja vain jos se on ratkaisu apuongelmaan (@ niin, etta
a*) = YL, fila").

Toisaalta, olkoon z* € S ratkaisu apuongelmaan (@ Silloin x* on Pareto-
optimaalinen ja f;(z*) < fi(z), kaikillei =1,... k.

Lemma 2. (Miettinen, 1999 [11]) Olkoon pédtisvektori & € S annettu ja ®(Z) =
—o00. Silloin ratkaisu x* € S on Pareto-optimaalinen, jos ja vain jos apuongelman
@ ja sen duaaliongelman vdlilla on duaaliaukko pisteessd x*. Jos tdillainen aukko
on olemassa, optimaalinen ratkaisu apuongelmaan (@ on Pareto-optimaalinen.

Maéaritelmé 4. (Miettinen, 2003 [13]) Ideaalin kriteerivektorin (ideal criterion vec-
tor) z* komponentit saadaan minimoimalla kukin kohdefunktio f; (i = 1,...,k)
yksitellen

minimoi f;(x)

siten, etta x € S

ja merkitsemalld kutakin funktion minimiarvoa z:114.

Ideaalin kriteerivektorin avulla loydetdén Pareto-optimaalisten ratkaisujen ala-
raja. Pareto-optimaalisten ratkaisujen yldrajat saadaan nadiirien kriteerivektorei-
den 2" avulla. Nadiiria kriteerivektoria ei yleensi voida laskea tarkasti, mutta si-
ta voidaan arvioida. Sen arvioimiseen kiytetdan arvotaulukkoa, joka muodostetaan
muiden kohdefunktioiden arvoista pisteissé, jotka saatiin, kun laskettiin ideaalista
kriteerivektoria. (Miettinen, 2003 [13])



3 Paatoksentekija monitavoiteoptimoinnissa

Kaikki Pareto-optimaaliset ratkaisut ovat yhtd hyvid matemaattisesti. Silti kaikki
ratkaisut eivit tuota yhta hyvaa kidytdnnon tulosta. Silloin olisi hyvé olla olemassa
joku, joka paattad, mika ratkaisu otetaan kiayttoon. Hanta kutsutaan paatoksente-
kijaksi (Decision maker). Padtoksentekija voi olla ihminen tai ryhmé ihmisid, joilla
on tietoa aiheesta, mitd optimoidaan. Paidtoksentekijalla oletetaan olevan kaytos-
sdan skalaariarvoinen hyotyfunktio, jota hén pyrkii maksimoimaan. Hyo6tyfunktio
sisaltdd hanen mielipiteensa siitd, mitd kohtaa painotetaan ratkaisussa ja mita rat-
kaisun halutaan sisaltavén.

Yleenséd monitavoiteoptimoinnissa saadaan useita Pareto-optimaalisia ratkaisu-
ja. Paatoksentekijalla olisi hyva olla tietoa, mitd matemaattisella ongelmalla ja on-
gelmanratkaisijalla ei valttamatta ole. Tarkastellaan esimerkiksi tilannetta, ettd ha-
lutaan kuljettaa 20 ihmistd Turusta Lahteen maksimoiden asiakastyytyvéisyytta ja
minimoiden aikaa ja kustannuksia. Ongelmaan saadaan Pareto-optimaalisia ratkai-
suja niin, ettd jossain on parempi asiakastyytyviisyys, mutta korkeampi kustannus
ja aika. Toisessa Pareto-optimaalisessa ratkaisussa voi olla pienempi kustannus ja ly-
hyempi aika, mutta myos huonompi asiakastyytyvaisyys. Paatoksentekijalla on tieto
ja taito valita Pareto-optimaalisista ratkaisuista tdhan tilanteeseen paras. Néista
kolmesta tavoitteesta paatoksentekijalla on tiedossa, mité oikeasti halutaan painot-
taa eniten. Kun ollaan saatu matemaattiset ratkaisut, ja paatoksentekijé on valinnut
niistéd tilanteelle parhaimman, padstaan lopulliseen ratkaisuun (Final solution).

Péaatoksentekija voi olla mukana monessa kohtaa ongelmanratkaisutilannetta.
Y1la olevassa esimerkissa, paatoksentekija oli mukana, kun ongelma oli ratkaistu.
Télloin oltiin kéytetty a posteriori menetelmié (A Posteriori Methods). Jos paa-
toksentekija on mukana ennen ongelmanratkaisua, kiytetddn a priori menetelmia
(A Priori Methods). Paatoksentekijalta voidaan myos kysyd mielipidettd ja tietoa
kesken ongelmanratkaisun. Talloin kiytetaan interaktiivisia menetelmia (Interactive
Methods).

Lopputulokseen on suuri vaikutus silld, kuka on paatoksentekijana. Paatoksen-
tekijéalla on omien mielipiteiden mukaiset hyotyfunktiot (value function), joiden mu-
kaan han tekee paiatokset. Vaikka kahdella eri paatoksentekijalla olisi sama tieta-
mys ja kokemus aiheesta, voi heilld silti olla erilaiset hyotyfunktiot. Talloin kaksi
eri paatoksentekijaa samoilla tiedoilla paatyvit eri Pareto-optimaalisiin ratkaisui-
hin. Lopulliseen ratkaisuun paadytaan siis padtoksentekijan mieltymyksen mukaan.
(Miettinen, 1999 [11])

3.1 A posteriori menetelmat

A posteriori menetelmissa paatoksentekija saa Pareto-optimaaliset ratkaisut, jonka
jalkeen han paattad tilanteelle parhaan Pareto-optimaalisen ratkaisun. Koska tut-
kitaan epalineaarista optimointia, osa menetelmisté antaa Pareto-optimaalisia rat-
kaisuja vain, jos tehtédvit ovat konvekseja. Epédkonvekseja ongelmia niilla ei voida
ratkaista.

On olemassa monia eri menetelmié, joita voidaan kiyttda a posteriori mene-
telmien tapaan. Menetelmié, joissa ei tarvita paatoksentekijéad, voidaan muokata



a posteriori menetelmaksi lisédmalla metriikoihin painokertoimet. Naita kutsutaan
painotetun metriikan menetelmiksi. Voidaan kiayttda myos saatavuusfunktioita, jos-
sa liikutetaan referenssipistettd. (Miettinen, 1999 [I1]) Naisté 16ytyy lisétietoa 1&h-
teistd Miettinen 1999 [11] tai Miettinen 2003 [13]. Késitellddn seuraavaksi kaksi
perusmenetelméaé a posteriori menetelmista.

3.1.1 Painokerroinmenetelma

Gass ja Saaty (1955 [5]) ovat esitelleet painokerroinmenetelmén, jonka ideana on
muuttaa monitavoiteoptimointiongelman kohdefunktiot painokertoimen avulla sum-
maksi. Jokaiselle kohdefunktiolle méarédtaéan tietty painokerroin w;. Ndin ongelma
saadaan muutettua yhden tavoitteen optimointiongelmaksi. Ongelma on muotoa

k
minimoi Z w; fi(x) (3)
i=1
siten, ettd x € S,

missa w; > 0 kaikillaz =1,...,k ja Zle w; = 1. Ongelma voidaan ratkaista mill&
tahansa yksitavoitteisen optimoinnin ratkaisumenetelmélld. Painokertoimia w; va-
rioimalla voidaan tuottaa erilaisia Pareto-optimaalisia ratkaisuja. Jos kohdefunk-
tioiden arvoja ei skaalata samaan suurusluokkaan, voi painokertoimen vaikutus hei-
kentyé. (Miettinen, 1999 [11]) Seuraavat lemmat takaavat painokerroinmenetelmén
antaman ratkaisun Pareto-optimaalisuuden:

Lemma 3. (Miettinen, 1999 [11]) Ratkaisu painokerroinongelmaan (3) on heikosti
Pareto-optimaalinen.

Lemma 4. (Miettinen, 1999 [11]) Ratkaisu painokerroinongelmaan (3) on Pareto-
optimaalinen, jos painokerroin on posititvinen eli w; > 0 kaikilla v =1,... k.

Lemma 5. (Miettinen, 1999 [11]) Yksikdsitteinen ratkaisu painokerroinongelmaan
(@) on Pareto-optimaalinen.

Kirjan Miettinen, 1999 [I1] sivuilta 78-79 l6ytyy todistukset ylla oleviin lemmoi-
hin ja [fl Lemman [ perusteella voidaan todeta, etté painokerroinmenetelmén
ratkaisu on aina Pareto-optimaalinen, kun w; > 0. Menetelmén avulla 16ydetaén
kaikki Pareto-optimaaliset ratkaisut, kunhan tehtévéit ovat konvekseja. Painoker-
roinmenetelmalld ei siis aina saada ratkaistua ongelmia, jotka eivat ole konvekseja.
Tama johtuu siitd, ettd kaikkia Pareto-optimaalisia ratkaisuja ei valttamatta loydeta
milldén painokertoimilla. (Miettinen, 2003 [13])

Lemma 6. (Miettinen, 1999 [11]) Olkoon monitavoiteoptimointiongelma konveksi.
Jos x* € S on Pareto-optimaalinen, on olemassa painokertoimet, jolla x* on ratkaisu
ongelmaan (@)

Lemman (4] tulosta voidaan parantaa niin, ettd ratkaisun voidaan osoittaa olevan
varsinaisesti Pareto-optimaalinen.



Lemma 7. (Miettinen, 1999 [11]) Ratkaisu painokerroinongelmaan (3) on varsi-
naisesti Pareto-optimaalinen, jos kaikki painokertoimet ovat positiivisia.

Todistus. (Miettinen, 1999 [11]) Olkoon z* € S ratkaisu painokerroinongelmaan po-
sitiivisilla painokertoimilla. Lemmassal[d] todettiin, etté ratkaisu on Pareto-optimaalinen.
Nyt tdytyy osoittaa, ettd ratkaisu x* on varsinaisesti Pareto-optimaalinen paramet-
rilla M = (k — 1) maXi,j(Z_Z)-

Oletetaan, ettd x* ei ole varsinaisesti Pareto-optimaalinen. Nyt jollekin 7 ja x € S
on voimassa f;(z*) > f;(x). Néin ollen pétee

fila®™) = fi(x) > M(f;(z) — fi(z"))
kaikille j, joille f;(z*) < f;(x). Nyt voidaan kirjoittaa

fila®) = fi(x) > (k — 1)%(]%(:6) — fi(@").

Kerrotaan molemmat puolet vakiolla :*; > 0, saadaan

k

wy

k—1

(fiz") = fi(w)) > w;(fi(x) = £3(@")) (> 0 = w(fi(x) = fi(z"))),

missd [ on eri kuin indeksit 7 ja j. Tdmén jalkeen voidaan summata kaikki i # j.
Saadaan

wi(fila®) = fi@)) > D (wi(fi(z) — f3(2%)),

=1,

mik4 tarkoittaa, etta

k k
Z wj fi(x*) > Z w; f;(x).

Saatiin ristiriita, miké tarkoittaa sitd, ettd x* on varsinaisesti Pareto-optimaalinen
ratkaisu. O

Painokerroinmenetelméa on yksinkertainen menetelma, jonka avulla saadaan
Pareto-optimaalinen ratkaisu. Painokertoimien on talloin oltava positiivisia tai rat-
kaisun yksikésitteinen. Pareto-optimaalisten ratkaisujen joukko saadaan, kun rat-
kaistaan tehtévaa erilaisilla painokertoimilla w;. Menetelméan heikkous on, etté kaik-
ki Pareto-optimaaliset ratkaisut voidaan l0ytaé vain, jos tehtéva on konveksi. Paa-
toksentekija paattaa lopullisen ratkaisun saaduista Pareto-optimaalisista ratkaisuis-
ta. Lopullisen ratkaisun valinta ei ole helppoa, koska useasti Pareto-optimaalisia
ratkaisuja tulee paljon. Paatoksentekijankin voi olla vaikea paattda, mika ratkaisu
valitaan, vaikka hénella olisikin asiasta tietoutta. (Miettinen, 1999 [I1])



3.1.2 Rajoiteyhtialomenetelma

Haimes & al esittiviit rajoiteyhtéalomenetelméan (1971, [7]). Rajoiteyhtéalomenetel-
mén tarkoituksena on valita yksi kohdefunktioista, joka jaa ainoaksi kohdefunktiok-
si. Lopuille kohdefunktioille asetetaan ylarajat, joita merkitadn €; ja ne siirretdan ra-
joitteiksi. Kohdefunktioista voi siis valita minké tahansa. On kuitenkin tarkeaé, etta
lopuille kohdefunktioille onnistutaan 16ytaméén paikkaansapitévit ylarajat. (Miet-
tinen, 1999 [11])

Ongelma saadaan muotoon: (Miettinen, 1999 [I1])

minimoi f;(z) (4)
siten, ettd f;(x) <e;, kaikilla j =1,...,k,j #1,
x €S,
missa [ € {1,...,k}. Kuten painokerroinmenetelmélla myos rajoiteyhtalomenetel-

malld saadaan monitavoiteoptimointiongelma muunnettua yhden tavoitteen opti-
mointiongelmaksi, joka on usein helpompi ratkaista. Ongelman voi ratkaista mil-
1& tahansa yhden tavoitteen optimointiongelman ratkaisumenetelmalld. Seuraavien
lemmojen perusteella ratkaisu on Pareto-optimaalinen:

Lemma 8. (Miettinen, 1999 [11]) Ratkaisu rajoiteyhtiléongelmaan on heikosti
Pareto-optimaalinen.

Todistus. (Miettinen, 1999 [I1]) Olkoon z* € S ratkaisu rajoiteyhtdloongelmaan (4)).
Oletetaan, ettd x* ei ole heikosti Pareto-optimaalinen. On oltava jokin muu ratkaisu
z € S, jolle fi(x) < fi(z*) kaikille i = 1,... k.

Nyt siis fj(x) < fj(z*) <, kaikille j = 1,...,k, j # [. Siis  on rajoiteyhtdloon-
gelman sallittu ratkaisu. Lisdksi fi(z) < fi(«*) on ristiriita oletukselle, ettd x* olisi
ratkaisu rajoiteyhtédloongelmaan. Siis z* on oltava heikosti Pareto-optimaalinen. [J

Lemma 9. (Miettinen, 1999 [11]) Pddtosvektori x* € S on Pareto-optimaalinen,
jos se on ratkaisu rajoiteyhtaléongelmaan kaikille l = 1, ..., k, missd €; = f;(x*)
kaikilla j =1,... k, 7 # 1.

Lemma 10. (Miettinen, 1999 [11]) Piste x* € S on Pareto-optimaalinen, jos se on
yksikdsitteinen ratkaisu rajoiteyhtaléongelmaan jollakin | ja €; = f;(z*) katkilla
j=1,...,k, 5 #1.

Lemma 11. (Miettinen, 1999 [11]) Yksikdsitteinen ratkaisu rajoiteyhtiléongelmaan
on Pareto-optimaalinen mille tahansa annetulle ylarajavektorille

€ = (61,...,61_1,€l+1,...,Ek).

Y& esiteltyjen lemmojen [9] ja todistukset 16ytyvét kirjasta Miettinen
1999 [11]]. Paatoksentekijélle tarvitaan Pareto-optimaalisten ratkaisujen joukko. Se
saadaan, kun vaihdetaan minimoitavaa kohdefunktiota ja rajoitefunktiota. Joukon
laskeminen voi olla hankalaa, koska rajoitteet muuttuvat koko ajan. Lemman [9] mu-
kaan rajoiteyhtal6ongelma on ratkaistava k kertaa. Menetelmé vaatii siis monia
eri ongelmia, ja niille monia eri ratkaisuja ennen kuin saadaan Pareto-optimaalisten
ratkaisujen joukko.



Rajoiteyhtalomenetelmén hankaluus on valita tarpeeksi hyvéat ylarajat kohde-
funktioille. Ongelma pitdd muodostaa oikein, jotta menetelmé toimii. Rajoiteyhta-
lomenetelmé on kuitenkin helpompi hahmottaa kuin painokerroinmenetelmé. Sen
takia se on suositumpi, vaikka rajoitteet lisddntyvéit ja kohdefunktioiden ylarajoja
voi olla hankala 16ytéa.

Kaydaan viela 1api kaksi huomautusta, joita tarvitaan mychemmassa kohtaa tut-
kielmaa, liittyen rajoiteyhtalomenetelméan. Sallittu alue S madritellaén seuraavasti
S={reR"|gij(z) <0, Vj=1,...,m}. Huomautuksissa g; on epiyhtélorajoi-
tefunktio, joka on aktiivinen pisteessé ¥, jos g;(z*) = 0. (Miettinen, 1999 [I1])

Huomautus 1. (Miettinen, 1999 [11]) Karush-Kuhn-Tuckerin vdlttdmdton opti-
maalisuusehto rajoiteyhtaléongelmalle. Olkoon kohdefunktio ja rajoitteet differen-
tioituvia pisteessa z* € S. Oletetaan myos, etta piste 2* on sddnnollinen (regular), eli
kaikkien aktiivisten rajoitteiden gradientit ovat lineaarisesti riippumattomia. Valt-
taméaton ehto sille, ettd z* on rajoiteyhtidloongelman ratkaisu on se, ettd on
olemassa vektorit 0 < A € R¥"! ja 0 < € R™ ja seuraavat ehdot toteutuvat

k m
LV + Y MV(fi(a®) —a) + > pVgi(a®) =0
i=1,i#l J=1

20 (fi(z") — &) =0, kaikille ¢ # [, pujg;(«*) = 0, kaikille i = 1,...,m.

Huomautus 2. (Miettinen, 1999 [I1]|) Toisen kertaluvun riittdvd optimaalisuusehto
rajoiteyhtiloongelmalle. Olkoon kohdefunktio ja rajoitteet kahdesti differentioituvia
pisteessd x* € S. Oletetaan, etté piste £* on sddnnollinen. Riittava ehto sille, etta x*
on rajoiteyhtildongelman (4)) ratkaisu on, ettd on olemassa vektorit 0 < A € RF1
ja 0 < p € R™, joilla huomautuksen (1| optimaalisuusehdot tayttyvat ja Lagrangen
funktion Hessen matriisi

k m
VA + > AVA(filat) —a) + > 1 Vig;(x7)

i=1il j=1

on positiividefiniitti joukossa {d € R" | Vg;(2*)Td = 0 kaikille j siten, ettd p; > 0}.

3.2 A priori menetelmat

A priori menetelmissé paatoksentekija on mukana ratkaisuprosessissa ennen ongel-
man ratkaisua. Hédnen tehtdvinddan on ilmaista mielipiteet ja toiveet ennen kuin
ongelma on muodostettu kokonaan. Matemaatikko, joka laatii ongelman, ottaa paa-
toksentekijan toiveet huomioon jo téssd vaiheessa. Paatoksentekijalld oletetaan ole-
van tiedossa hidnen hyotyfunktionsa. Ongelmaksi a priori menetelmissa tulee se, etta
paatoksentekijalla ei ole valttamatta tarpeeksi tietoa ongelmasta ennen ratkaisupro-
sessin aloittamista. Han ei tied4, kuinka ongelma toimii ja miten se ratkaistaan. Néin
paatoksentekija ei valttdmatta saa sellaista ratkaisua, mité aluksi toivoi. (Miettinen,
1999 [11])
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3.2.1 Hyotyfunktiomenetelma

Hyotyfunktiomenetelméssé, jonka esitteli Rosenthal (1985, [18]), paatoksentekijan

on tiedettdava, ennen ongelman muodostamista, tarkat matemaattiset ehdot hyoty-
funktiolle U : R — R. Tamin jilkeen voidaan muodostaa seuraavanlainen hyétyfunktio-
ongelma (Miettinen, 1999 [11]):

maksimoi U(fi(x),. .., fe(z)) (5)
siten, ettd z € S.

Ongelma saatiin taas yhden tavoitteen optimointiongelmaksi ja se voidaan ratkaista
minké tahansa yhden tavoitteen optimointiongelman tavoin. Lemman (12| perusteella
ratkaisut ovat Pareto-optimaalisia (Miettinen, 1999 [11]):

Lemma 12. Olkoon hydtyfunktio U : R*¥ — R wvahvasti vihenevi. Oletetaan U:n
saavuttavan maksimiarvonsa pisteessa z* € 7. Silloin z* on Pareto-optimaalinen.

Ongelmaksi hyotyfunktiomenetelméssa tulee se, ettd péadtoksentekijin hyoty-
funktiota ei tunneta eksplisiittisesti. Menetelmé toimii hyvin silloin, kun paatok-
sentekija antaa validin hyotyfunktion. (Miettinen, 1999 [11])

3.2.2 Leksikaalinen optimointi

Leksikaalinen optimoinnin on esitellyt Fisburn (1974, [4]). Leksikaalisessa optimoin-
nissa halutaan paatoksentekijaltd kohdefunktioiden jarjestys niin, etta térkein koh-
defunktio on ensimmaisené. Kohdefunktiot halutaan ehdottomaan tarkeysjarjestyk-
seen. Ratkaisu leksikaaliseen optimointiin haetaan niin, etté térkeinta kohdefunktio-
ta minimoidaan monitavoiteoptimointiongelman alkuperaisilld rajoitteilla. Jos rat-
kaisu on yksikésitteinen, péatee sama ratkaisu koko monitavoiteoptimointiongelmaan.
Mutta jos ratkaisu ei ole yksikésitteinen, joudutaan minimoimaan seuraavaa kohde-
funktiota monitavoiteoptimointiongelman rajoitteilla. Naihin rajoitteisiin taytyy li-
sdtd uusi rajoite, jonka avulla varmistetaan ensimmaéisen kohdefunktion pysyminen
edelld saadussa arvossaan. Ratkaisun ollessa yksikésitteinen, voidaan siis tyytyéa sii-
hen ja jos se ei ole yksikésitteinen, minimoidaan seuraavaksi téarkeintd kohdefunktio-
ta ja lisdtadn rajoite. Taté jatketaan niin pitkdan, kunnes 16ydetadan yksikésitteinen
ratkaisu. (Miettinen, 1999 [11])

Leksikaalinen optimointiongelma voidaan muodostaa seuraavanlaisesti (Mietti-
nen, 1999 [11]):

lex minimoi f1(z), f2(z), ..., fu(2) (6)
siten, ettd x € S.

Leksikaalisen optimointiongelman ratkaisu on Pareto-optimaalineen seuraavan lem-
man perusteella.

Lemma 13. (Miettinen, 1999 [11)]) Leksikaalisella optimoinnilla saatu ratkaisu on
Pareto-optimaalinen.
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Todistus. (Miettinen, 1999 [II]) Olkoon z* € S ratkaisu leksikaaliseen optimoin-
tiongelmaan. Oletetaan, ettd ratkaisu ei ole Pareto-optimaalinen. Silloin on olemas-
sa sellainen piste x € S, ettd f;(x) < fi(z*) kaikille 7 = 1, ..., k ja vihintd4n yhdelle
J pétee erisuuruus, eli f;(x) < f;(z*).

Olkoon ¢ = 1. Leksikaalisen menetelmédn méaaritelmdn mukaan, f; saavuttaa
miniminsd pisteessd x*. Koska fi(z) < fi(2*) niin ainut mahdollisuus on, etti
filw) = fila").

Seuraavaksi joko 16ydetdan yksikésitteinen ratkaisu, tai optimoidaan leksikaali-
nen ongelma jokaiselle ¢ = 1, ..., k. Kun optimoidaan ongelma ¢ = 1, ..., k, huoma-
taan, ettd fo(z) = fo(z*), kuten my6s fi(z) = fi(z*), kaikille i = 1,..., k. Tdma& on
ristiriidassa sen kanssa, ettd viahintadn yksi epayhtaloisté piti olla aito. Siispé, z* on
Pareto-optimaalinen. Jos leksikaalinen optimointi lopetetaan ennen kuin kaikki koh-
defunktiot on kasitelty, ollaan l6ydetty yksikésitteinen ratkaisu z* kohdefunktiolle
fi- Nyt ndhdéan, ettd f;(z) = fi(z*). Taméa on puolestaan ristiriidassa sen kanssa,
ettd ratkaisun piti olla yksikésitteinen. Néin ollen z* on Pareto-optimaalinen. n

Jos painokerroinmenetelméssa painokertoimet ovat eri suuruusluokkaa keske-
néan, vastaa se leksikaalista optimointia. Leksikaalisen optimoinnin haaste on kohde-
funktioiden laittaminen tarkeysjéarjestykseen. Se on padtoksentekijin ongelma, mut-
ta jos pa#toksentekija ei pysty maéaadrittaméadn parhainta tarkeysjarjestysté, ei ma-
temaatikko saa ongelmaa ratkaistua. Menetelméssa unohtuu myd6s helposti kohde-
funktioiden merkityksid. Jos ensimméiselld kohdefunktiolla saadaan yksikésitteinen
ratkaisu, ei muita kohdefunktioita oteta edes huomioon. (Miettinen, 1999 [I1])

3.2.3 Tavoiteoptimointi

Tavoiteoptimoinnissa, jonka on esitelleet Charnes & al (1955, [3]), halutaan méaa-
rittéd kaikille kohdefunktioille tavoitetaso (target level). Silla saadaan osoitettua jo-
kaisen kohdefunktion arvolle haluttu taso. Kohdefunktion f; tavoitetasoa merkitaéan
Zi, missd ¢ = 1,... k. Minimointiongelmien haluttu taso on muotoa: f;(z) < z.
Maksimointiongelmien haluttu taso on muotoa: f;(x) > 2 (Miettinen, 2003 [13]).
Halutaan loytaa sallittu piste, joka on niin ldhelld tavoitetasoa z; kuin mahdollista.
Tavoitetaso on siis paatoksentekijin valitsema taso, joka on hinen mieltymystensa
ja hyotyfunktionsa mukainen.

Jokaista tavoitetasoa vastaa minimoitava poikkeamamuuttuja (deviational va-
riable) §;. Poikkeamamuuttuja on halutun tason Zz; ja kohdefunktion f;(z) erotus:
0; = zi — fi(x). Tehtéavista riippuen, poikkemamuuttuja voi olla joko positiivinen tai
negatiivinen, mutta se on aina reaaliarvoinen. Se voidaan kirjoittaa kahden positii-
visen muuttujan erotuksena: ¢; = §; — 6;". Néiden kahden yhtélon avulla, voidaan
haluttu taso kirjoittaa poikkemamuuttujien avulla muotoon: z; = f;(x) +6; — d;".
Negatiivista poikkemamuuttujaa merkitdan o, ja positiivista poikkeamamuuttujaa
merkitiin ;7. Jos kohdefunktioita minimoidaan on tavoite siis f;(z) < z. Télléin
riittdé, ettd minimoidaan positiivista poikkemamuuttujaa ;" kaikilla i = 1,. .. k.

Nyt on saatu monitavoiteoptimointiongelma, jonka kohdefunktioina ovat poik-
keamamuuttujat. Ensimmaéinen tapa, milld saadaan muunnettua monitavoiteopti-
mointiongelma yhden tavoitteen optimoinniksi on ottaa painokerroin w; kohdefunk-
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tioille, tatd kutsutaan painokerroinldhestymistavaksi ( Weighting approach). Paatok-
sentekija valitsee jokaiselle kohdefunktioille painokertoimen kohdefunktion térkey-
den mukaan. Mité suurempi painokerroin kohdefunktiolla on, sité tarkedmpi kohde-
funktion arvo on paatoksentekijélle. (Miettinen, 1999 [11]) Kun kaikilla kohdefunk-
tioilla on painokerroin, otetaan termeistd summa ja muodostetaan seuraavanlainen
yhden tavoitteen optimointiongelma (Miettinen, 1999 [11]):

k
minimoi Z wy| fi(x) — Z4] (7)
i=1
siten, ettd x € S.

Kun kohdefunktioihin on lisdtty poikkeamamuuttujat saadaan ylla oleva ongelma
muunnettua painotetuksi tavoiteoptimointiongelmaksi (Miettinen, 1999 [IT]):

k
minimoi Z(w[@-_ +w; 6;") (8)
=1
siten, ettd f;(z) +0; —0;7 = z kaikillai =1,...,k
57, 6% > 0 kaikilla i = 1,..., k

T eSs.

Kaikkien tavoitteiden ollessa f;(z) < Z;, saadaan ongelma viela muotoon (Miet-
tinen, 1999 [11]):

k
minimoi Z w;t ot (9)
i=1
siten, ettd f;(z) — 6 < 7 kaikillai =1,... )k
67 > 0kaikillai =1,... k
x €S,

missd muuttujia ovat x ja 0.

Tavoiteoptimoinnin voi yhdistdd myds muihin optimointimenetelmiin. Leksikaa-
lisessa lahestymistavassa (Leziographic approach) paatoksentekija méérittelee funk-
tioille leksikaalisen tarkeysjirjestyksen tavoitetasojen lisdksi. Témaén jalkeen ongel-
ma ratkaistaan alaluvussa [8.2.2] kuvatulla tavalla.

Kun painokerroin ja leksikaalinen lahestymistapa yhdistetdén, saadaan yhdistet-
ty ldhestymistapa (Combined approach). Siind useampi kohdefunktio voi kuulua sa-
maan leksikaaliseen tarkeysluokkaan, ja jokaisessa vaiheessa painotettu summa néi-
den poikkemamuuttujista minimoidaan.(Miettinen, 1999 [I1]) Kaikkien tavoiteopti-
mointiongelmien ratkaisut ovat Pareto-optimaalisia seuraavan lemman myota:

Lemma 14. (Miettinen, 1999 [11|]) Painotetulla tai leksikaalisella tavoiteoptimoin-
nilla saatu ratkaisu on Pareto-optimaalinen, jos joko tavoitetasot muodostavat Pareto-
optimaalisen referenssipisteen kaikille poikkeamamuuttugille ; minimointiongelmas-
sa ja 5Z-+ maksimointiongelmassa tai ratkaisujen arvot ovat positiivisia.
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Paatoksentekijan on siis kerrottava mielipiteensd, mika on téarkeintd ja mité pai-
notetaan ennen kuin ongelmaa aletaan muodostamaan. Tavoiteoptimointia sovelle-
taan usein kaytdnnonldheisiin ongelmiin.

3.3 Interaktiivisia menetelmia

A priori ja a posteriori menetelmissa padtoksentekiji on mukana joko ennen tai jal-
keen matemaattisen ongelman ratkaisua. Interaktiivisissa menetelmissé paatoksen-
tekijé on mukana koko ongelmanmuodostus- ja ratkaisuvaiheen ajan. Jos paatoksen-
tekijalla on aikaa ja sitoutuneisuuttta ongelmaan, matemaatikko voi antaa monessa
eri kohdassa vaihtoehtoja, joista padtoksentekijan on valittava hyotyfunktionsa mu-
kaiset vaihtoehdot.

A posteriori menetelmien huono puoli on se, ettd niistd tulee todella paljon eri
Pareto-optimaalisia ratkaisuja. Paatoksentekijan voi olla hankala loytaa niista itsel-
leen paras vaihtoehto. Interaktiivisessa menetelmissa ei tuoteta niin paljoa Pareto-
optimaalisia ratkaisuja, koska paatoksentekijia on mukana koko prosessin ajan. Nain
turhia Pareto-optimaalisia ratkaisuja voidaan jattda pois jo kesken ongelmanratkai-
sun. Jos paatoksentekijan hyotyfunktio muuttuu kesken ongelmanratkaisun, inte-
raktiivisissa menetelmissé sekin voidaan ottaa heti huomioon. A priori menetelmien
huono puoli on se, ettd padtoksentekijalla ei valttamaéatta tunne tehtaviaa tarpeeksi
tarkasti antaakseen tarvittavat tiedot ennen ratkaisuprosessia. Ongelma poistuu, jos
kiytetadn interaktiivisia menetelmia, koska paatoksentekija on mukana koko proses-
sin ajan.

Péaatoksentekijan rooli on interaktiivisissa menetelmissa suuri. Hin on mukana
tehtavin laatimisessa ja ratkaisussa. Hanen on ymmaérrettdva muuttujien ja para-
metrien merkitysté ja niiden vélisid yhteyksié, jotta interaktiivista menetelméaé voi-
daan kayttaa. Paatoksentekija on useimmiten mukana jokaisen ongelmanratkaisun
vélivaiheessa néyttaméssé suuntaa, mihinpéin ratkaisua halutaan vieda. (Miettinen,
1999 [11])

Interaktiivisia menetelmid on olemassa useita erilaisia. Seuraavaksi kidydasan 1a-
pi kolme interaktiivista menetelméa: ISW'T, referenssipistemenetelmé ja NIMBUS
menetelma. Muita menetelmid on muun muassa GUESS menetelma, jossa ei tarvita
erityisia oletuksia. Néista ja muista menetelmisté voi lukea lisda kirjasta Miettinen,
1999 [I1] tai artikkelista Miettinen, Hakanen ja Podkopaev, 2016 [12].

3.3.1 ISWT menetelma

ISWT menetelmén (Interactive surrogate worth trade-off ) on kehittéanyt Chankong
ja Haimes (1978, [1], 1983 [2]). Menetelmé on interaktiivinen menetelmé, missé mak-
simoidaan hyotyfunktiota. Tarkeéd osa menetelmééd on rajoiteyhtdalomenetelma, jolla
aloitetaan ratkaisun hakeminen. Ratkaistava tehtava on ongelman (4) mukainen. Me-
netelmén edetessa ratkaistaan monia rajoiteyhtaloongelmia, joiden ratkaisuista paa-
toksentekija valitsee sen, joka on eniten hédnen hyotyfunktionsa mukainen. Lemmojen
B, [0} [10] ja [IT] mukaan tiedetdén millaiset ratkaisut ovat Pareto-optimaalisia. Lemma
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kertoo, millainen yhteys on vaihtosuhteilla ja Karush-Kuhn-Tucker-kertoimien
valilla on.

Lemma 15. (Miettinen, 1999 [11]) Olkoon x* € S ratkaisu rajoiteyhtiléongelmaan
, jollekin minimoidulle kohdefunktiolle f;, | = 1,... k. Olkoot \; = X\; kaikille
i=1,...,k ja j # 1. Karush-Kuhn-Tucker-kertoimet vastaten rajoitteita f;(z) < €
kaikille © # 1. Oletetaan, ettd seuraavat ehdot pdtevdt:

1. x* on sddnndllinen piste.
2. Huomautuksen |4 toisen kertaluvun riittdvd optimaalisuusehto on voimassa.

3. Pisteessd x* ei ole degeneroituja rajoitteita, eli kaikki Karush-Kuhn-Tucker-
kertoimet ovat aidosti positiivisia.

Silloin vaihtosuhde (trade-off rate) on % ==\, katkillei =1,... k jai# 1.

Kun rajoiteyhtdlomenetelmésta saadaan Pareto-optimaalisia pisteitéd, otetaan
kiyttoon ISWT algoritmi. Seuraavat oletukset takaavat rajoiteyhtidlomenetelmén
tuottaman ratkaisun Pareto-optimaalisuuden (Miettinen, 1999 [I1]):

1. Taustalla oleva hydtyfunktio U : R¥ — R on olemassa ja se on implisiittisesti
paatoksentekijalla tiedossa. Lisdksi U on jatkuvasti differentioituva ja vahvasti
vaheneva.

2. Kohdefunktio ja tehtévan rajoitefunktiot ovat kaksikertaa jatkuvasti differen-
tioituvia.

3. Sallittu alue S on epétyhja ja kompakti niin, ettd déreellinen ratkaisu on ole-
massa jokaiselle mahdolliselle rajoiteyhtaloongelmalle.

4. Kaikkien lemman |15 ehtojen on téaytyttava.

ISWT algoritmi (Miettinen, 1999 [11])

1. Valitaan kohdefunktio f;, jota minimoidaan. Annetaan lopuille kohdefunktioil-
le ylarajat. Olkoon h = 1.

2. Ratkaistaan valitulle kohdefunktiolle f; rajoiteyhtéléongelma , ja saadaan
Pareto-optimaalinen ratkaisu 2. Vaihtosuhteet saadaan Karush-Kuhn-Tucker
kertoimen avulla lemman [I5] mukaisesti.

3. Vaihtosuhteita hyodyntéen kysytdan padtoksentekijaltd, mitd muutoksia koh-
defunktioiden arvoissa han kannattaa.

4. Jos tietyt lopetuskriteerit taytyvét, algoritmi lopetetaan. Paivitetddn kohde-
funktioiden ylarajoja perustuen péatoksentekijan kohdassa 3 antamiin vas-
tauksiin. Ratkaistaan rajoiteyhtalotehtava (4f) uudestaan ja saadaan uusi Pareto-
optimaalinen ratkaisu 2"*!. Asetetaan h = h + 1 ja algoritmi suoritetaan uu-
destaan kohdasta 3.
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Jos paatoksentekija paattaa, etta algoritmin kaytto lopetetaan, on se yksi lope-
tuskriteereistd. Toinen kriteeri, joka lopettaa algoritmin, saadaan silloin kun vaih-
tosuhteet menevit nollaan. Padtoksentekija voi kuitenkin kumota toisen kriteerin,
ja paattaa jatkaa algoritmia johonkin toiseen suuntaan.

Algoritmissa paatoksentekija vastaa kysymyksiin jokaisen iteraation jélkeen hyo-
tyfunktionsa mukaisesti. Jos hén ei hyviksy ratkaisua, muutetaan kohdefunktioiden
yldrajoja niin, ettd saadaan uusi ongelma aikaan.

Menetelmén toimivuudessa on paljon kyse siitéd, kuinka paatoksentekija ymmar-
taa algoritmin. Jos paatoksentekijan mielipiteet ovat ristiriidassa keskendén, vaikut-
taa se tyydyttavan ratkaisun loytamiseen. Pa#toksentekijan on siis vastattava algo-
ritmin kysymyksiin jokaisen iteraation jéalkeen, ettd menetelmé toimisi. Jos paatok-
sentekija el ymmarra algoritmia, ei han valttamatta kykene vastaamaan kysymyksiin
johdonmukaisesti. (Miettinen, 1999 [11])

3.3.2 Referenssipistemenetelmi

Referenssipistemenetelmén esitti Wierzbicki (1980, [21]). Referenssipistemenetelmés-
sé (Reference point method) péaéatoksentekija valitsee jonkun referenssipisteen. Sen
jilkeen matemaatikko laskee hénelle referenssipistettd lahimmén sallitun Pareto-
optimaalisen ratkaisun. Liséksi tuotetaan myos k kappaletta muita Pareto-optimaalisia
ratkaisuja referenssipisteen laheltd. Néin varmistetaan, ettd paatoksentekija saa ku-
van Pareto-optimaalisten ratkaisujen joukosta. Jos padtoksentekijé ei 1oyda Pareto-
optimaalisten ratkaisujen joukosta mieleistddn ratkaisua, joutuu hén antamaan uu-
den referenssipisteen. Algoritmi pyoritetdan uudestaan, ja sitd pyoritetddn niin kau-
an kunnes paatoksentekija 16ytad mieleisenséd Pareto-optimaalisen ratkaisun. (Miet-
tinen, 1999 [11])

Heikosti Pareto-optimaalinen ratkaisu voidaan generoida milla tahansa referens-
sipisteelld z € R* ratkaisemalla seuraava aputehtiivii (Miettinen, 1999 [I1]):

minimoi Juax [w;(fi(x) — )] (10)

siten, ettd x € S.

Ennen kuin tehtéva ratkaistaan referenssipistealgoritmilla, annetaan pa#atoksen-
tekijalle lisdtietoa ongelmasta. Esitetdén ideaalinen kriteerivektori ja nadiirisen kri-
teerivektorin approksimaatio. Niiden avulla paatoksentekija saa paremman kasityk-
sen Pareto-optimaalisten ratkaisujen arvojoukosta.

Referenssipistealgoritmi (Miettinen, 1999 [I1])

1. Esitetddn ideaalinen kriteerivektorit ja nadiirisen kriteerivektorin approksi-
maatio paatoksentekijille. Asetetaan h = 1.

2. Pyydetiin péitoksentekijis asettamaan referenssipiste z" € R¥, joka koostuu
tavoitetasoista jokaiselle kohdefunktiolle.
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3. Ratkaistaan aputehtava ja saadaan heikosti Pareto-optimaalinen ratkaisu
z" ja sitéd vastaava kriteerivektori
2= (fi(z"),..., fr(z")). Esitetdéin kriteerivektori 2 paitoksentekijille.

4. Lasketaan k:n verran muita Pareto-optimaalisia ratkaisuja. Ne saadaan rat-
kaisemalla aputehtava verrokkireferenssipisteelld z(i) = 2" + d"e!, missi
d" = ||z" — 2"|| ja €' on i:s yksikkévektori kaikille i = 1, ..., k.

5. Vaihtoehdot esitetddn paiatoksentekijalle. Jos han hyvéiksyy yhden k+1 ratkai-
suista, vastaava 2" on lopullinen ratkaisu. Muussa tapauksessa paitoksenteki-
j4 madrid uuden referenssipisteen z"*! ja asetetaan h = h + 1 ja toistetaan

algoritmi kohdasta 3 eteenpéin. Toistetaan kohtia 3-5 niin pitkdén, kunnes

paatoksentekija hyviksyy lopullisen ratkaisun.

Referenssipistemenetelmé on yleensé helposti ymmarrettavissa. Nain paatoksen-
tekijan on helppo olla mukana menetelmén kiytossa. Referenssipistemenetelméssa
voidaan kiyttda muitakin aputehtivia kuin aputehtavaa . Jos paatoksentekija
muuttaa hyotyfunktiotaan kesken ratkaisuprosessin, silla ei ole vaikutusta ratkai-
suun.

3.3.3 NIMBUS-menetelma

NIMBUS-menetelméssé (Nondifferentiable interactive multiobjective Bundle-based
optimization system), jonka on esittdneet Miettinen & Mikeld (1995, [15]), ma-
temaatikon ja péaatoksentekijan kanssakdyminen on yritetty tehda mahdollisimman
helpoksi ja ymmérrettaviksi. Menetelméssé paatoksentekija tutkii kohdefunktioiden
arvoja, jotka on laskettu Pareto-optimaalisessa pisteessd z”. Témén jélkeen pastok-
sentekija jakaa kohdefunktiot erilaisiin luokkiin, joita voi olla korkeintaan viisi. Luo-
kat saadaan funktioiden f; arvojen mukaan (Miettinen, 1999 [11]):

1. Luokassa on funktiot, joiden arvoja halutaan pienemmaéksi, (i € I<).

2. Luokassa on funktiot, joiden arvot halutaan pienentiii tavoitetasolle z7,
(i € I®).

3. Luokassa on funktiot, joiden arvot ovat riittévia talla hetkelld (i € I7).

4. Luokassa on funktiot, joiden arvot voivat kasvaa ylirajalle € asti (i € I7).

5. Luokassa funktioiden arvot voivat vaihdella vapaasti (i € I°)

Luokassa 2 piitoksentekijin on annettava tavoitetasot z. Luokassa 2 kriteeri
minimoidaan tavoitetasolle asti, jonka padtoksentekija paattaa (Miettinen & al, 2003

[T4]). Luokassa 4 péiitoksentekijin on annettava ylirajat ?.
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Luokittelun jalkeen muodostetaan ongelma, joka on skalaarinen optimointiongel-
ma (Miettinen & al, 2003 [14]):

minimoi ie?i?éclﬁ [wh(fi(z) — 27), w;l max|f;(z) — 20 0]] (11)
siten, ettd fi(z) < f;(2"), i € [TUTSUI™

filw) <€, iel”

x €S,

misséd z on ideaalinen kriteerivektori.
Luokassa (i € I<) merkitdin w; = % jos |2}| > 6, jollekin pienelle positiiviselle
|27 v
skalaarille . Muuten merkitdan w; = 1.

Lemma 16. (Miettinen, 1999 [11l]) Skalaarisen optimointiongelman ratkaisu
on heikosti Pareto-optimaalinen, jos joukko I< on epdtyhja.

Todistus. (Miettinen, 1999 [I1]) Merkitéén skalaarin optimointiongelman koh-
defunktiota f(z), jota minimoidaan. Sallittua aluetta merkitéén S. Olkoon z* ska-
laarin optimointiongelman optimiratkaisu joukoilla I<, IS, I=, I” ja I°, missi
I< # 0. Tallsin f(z*) < f(z) kaikille z € S.

Oletetaan, ettd x* ei ole heikosti Pareto-optimaalinen. Siispd on olemassa sellai-
nen vektori z° € S, ettd f;(2°) < fi(z*) kaikilla ¢ = 1, ..., k. Oletetaan yksinkertai-
suuden vuoksi, etta jatkossa kaikki painokertoimet ovat positiivisia. Koska z* € S,
on fi(z°) < fi(z*) < fi(z") kaikille i € IS U IS UI= ja fi(2°) < fi(z*) < € kai-
kille i € I, niin myds 2° € S. Koska z* < fi(2°) < fi(z*) kaikille i € I< # 0, on
fi(x*) — zf > 0 kaikille s € I'<. Painokerrointen positiivisuudesta seuraa t&lloin, etta
w;(fi(x*) — 2F) > 0 kaikille ¢ € I=.

Nyt

f(z°) = iegl?é([g [w;(fi(2°) — 27), w; max[f;(z°) — 2?, 0]].

Maksimi voidaan saavuttaa joko joukossa I< tai joukossa I= tai molemmissa. Jou-
kossa I<, jollekin i € I< saadaan

f(@°) = wi(fi(2°) — 27) <wi(fi(z") — 2]) < f(27).

Joukossa I= on kaksi vaihtoehtoa. Ensimmiéinen on, etté jollekin j € IS ja kaikille
i € IS pitee

f(x°) = wjmax|f;(x°) — 2;‘,0] =0 <wi(fi(z*)—z") < f(z").
Toinen vaihtoehto on, etti jollekin j € IS
f(a®) = wymax[f;(2°) — 2},0] = w;(f;(«°) — 2}) < w;(fi(2*) — 2) < f(a").

Piste z* ei siis voi olla ratkaisu ongelmaan . Nain ollen pisteen z* on oltava
heikosti Pareto-optimaalinen. O
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Luokittelun jalkeen voidaan muodostaa vaihtoehtoisesti myos vektoriongelma,
joka on muotoa (Miettinen, 1999 [I1]):

minimoi {f;(z)(i € ), max[max[f;(x) — fz?, 0]} (12)
jeI=
siten, ettd fi(z) < fi(z") kaikille i € =,
fi(z) < €l kaikille i € 17,

res.

Vektoriongelma voidaan ratkaista esimerkiksi rajoiteyhtdlomenetelmaélld, painoker-
roinmenetelmallé, tavoiteoptimoinnilla tai leksikaalisella optimoinnilla.

Lemma 17. (Miettinen, 1999 [11]) Pareto-optimaalinen ratkaisu vektoriongelmaan
(@ on heikosti Pareto-optimaalinen, jos joukko I on epdtyhja.

NIMBUS-algoritmi (Miettinen, 1999 [11])

1.

Valitaan aloituspiste x € R™ ja projisoidaan se sallittuun joukkoon ratkaise-
malla apuongelma

minimoi maX[O, a1 (913)7 92(5U)> e 7gm(x)]

siten, ettd x € R".

Merkit##in saatua pistettd 2°. Seuraavaksi lasketaan sen heikosti Pareto-opti-
maalinen vastine x! asettamalla < = {1,..., k} ja ratkaisemalla ongelma
tai (12)). Asetetaan h = 1.

. Paitoksentekijii pyydetisn jakamaan kohdefunktiot luokkiin I<, IS, I=, I”

ja I° pisteessd 2" = (fi(z"),..., fu(z")). Kumpikaan yhdisteistid I< U IS ja
I= U I~ U I° eivat ole tyhjid. Jos jompi kumpi yhdisteistéd on tyhja, voidaan
suoraan siirtyd kohtaan 8.

. Lasketaan 2" ratkaisemalla ongelma tai . Jos " = zP kysytésn pai-

toksentekijaltd, haluaako han kokeilla toista luokittelua, jos ei halua siirrytadn

kohtaan 8. Jos hiin haluaa, asetetaan 2! = 2, h = h+1 ja siirrytéiin kohtaan
2.
. Uusi ratkaisu on 2. Merkitain 2" = (fi(2"),..., fu(@")). Pastoksentekijille

esitetian 2" ja z". Jos paatoksentekiji valitsee niistd ratkaisun 2", asetetaan

2"t = 2" ja h = h + 1 seki siirrytddn kohtaan 2. Jos péitoksentekiji haluaa
vaihtoehdot vililtd 2" ja 2", asetetaan d" = #" — 2" ja siirrytéidin kohtaan 6.

h+1 _ 2h

. Pastoksentekija valitsi vaihtoehdon 2". Jos I< # (), asetetaan z = 1",

h = h + 1 ja siirrytddn kohtaan 2. Muuten varmistetaan heikko Pareto-
optimaalisuus asettamalla I< = {1,... k} ja ratkaistaan ongelma (11 tai
(12). Olkoon ratkaisu i". Asetetaan x"*' = &" ja h = h + 1 ja siirrytéiin
kohtaan 2.
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9.

. Paétoksentekijé valitsee haluamansa vaihtoehtojen lukumééran P. Lasketaan

vilipisteet 2" + tjdh, J=2,...,P—1 missia t; = ];_11 ja varmistetaan niiden

P
heikko Pareto-optimaalisuus, kuten kohdassa 5.

Esitetdan kaikki P vaihtoehtoa paatoksentekijélle ja hdn valitsee niista par-
haan. Merkitéiéin vastaava piitosvektoria z"*! ja asetetaan h = h + 1. Jos
paatoksentekija haluaa vield jatkaa, siirrytadn kohtaan 2.

. Tarkistetaan 2" Pareto-optimaalisuus ratkaisemalla apuongelma (2)), missi

# = x". Olkoon ratkaisu z.

Algoritmi lopetetaan loppuratkaisuun x.

Moneen muuhun interaktiiviseen menetelmaén verrattuna NIMBUS-menetelméssa
paatoksentekijan luokittelu ja parametrien arvojen antaminen ei vaikuta liiaksi rat-
kaisun onnistumiseen. Paatoksentekija voi vaihtaa luokittelua algoritmin edetessé
tai silloin, jos ratkaisu ei ole toivotunlainen. Paatoksentekijin on myos helpompi
omaksua NIMBUS-menetelmé, koska kysymykset eiviit vilttdméatta ole niin haasta-
via. (Miettinen, 1999 [11])
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4 Graafinen havainnollistaminen

Péaatoksentekijalld on tieto asiasta, jota optimoidaan, mutta han ei valttamatta saa
tehtya paatosta pelkkien Pareto-optimaalisten ratkaisujen avulla. Matemaatikon oli-
sikin téstéd syysta tuotettava Pareto-optimaaliset ratkaisut muotoon, josta pa&atok-
sentekija voi valita lopullisen ratkaisun. Yksi helpoimmista tavoista on tuottaa saa-
duista Pareto-optimaalisista ratkaisuista graafinen kuva tai kaavio. Ratkaisua voi-
daan havainnollistaa pa&atoksentekijélle erilaisten diagrammien avulla.

Havainnollistamista kiytetdan vain ymmartamisen helpottamiseksi. Jos paatok-
sentekijille annetaan vain lista Pareto-optimaalisista ratkaisuista, voi hén valita
erilaisen ratkaisun, kuin alunperin ajatteli. Hanelld on omat tietonsa ja mieltymyk-
sensé, millainen ratkaisun kuuluu olla. Listasta voi jaadda huomaamatta helpommin
ratkaisu, joka olisi parempi tai tietdmyksen puute voi jattdd paremman ratkaisun
huomiotta. Kun paatoksentekijille annetaan ratkaisut graafisessa muodossa, on pai-
toksentekijan helpompi ndhdéa kaikkien ratkaisujen keskindiset suhteet. (Miettinen
& Lotov, 2008 [10])

Graafisen havainnollistamisen olisi hyvéa olla tehokas. Tarvitaan ehtoja, jotka

tayttyessadn havainnollistaminen on tehokasta. Miettinen kuvailee ehtoja seuraa-
vasti (Miettinen & Lotov, 2008 [10])

1. Yksinkertaisuus. Havainnollistamisen pitaé olla heti ymmérrettavissa.

2. Pysyvyys. Havainnollistuksen pitéisi pysyéa katsojan mielessa tarpeeksi pit-
kaan.

3. Valmius. Havainnollistuksessa on nayttava kaikki tarpeellinen informaatio.

Kun havainnollistus on tehokas, on ratkaisu kiinni vain paatoksentekijan mieltymyk-
sesté. Paatoksentekija voi tarvittaessa palata havainnollistuksiin. Hanelle on annettu
parhaimmat vaihtoehdot valita lopullinen ratkaisu. On monia eri tapoja havainnol-
listaa Pareto-optimaalisuutta. Havainnollistuksen on oltava péatoksentekijille hel-
posti ymmarrettavaa.

Vireilld voi olla suuri vaikutus havainnollistuksen ymmaértamisessa. Suurikokoi-
sien kaavioiden tulkitsemisessa voi olla hyodyksi, ettd tarkeimmaét asiat ovat ko-
rostettuina jollakin vérilla. Voidaan myos kiyttaéd useita erilaisia vireja kaavion te-
kemiseen. Vireilld voi olla myds haittavaikutuksia. Jos paatoksentekijalla on omia
mielipiteitd vareista, esimerkiksi tykkaa sinisestéd ja kammoksuu punaista, voi tdmé
vaikuttaa hénen péaétokseensi. (Miettinen & Lotov, 2008 [10])

4.1 Erilaisia havainnollistamiskeinoja

On monia eri tapoja havainnollistaa Pareto-optimaalisia ratkaisuja ja aluetta. Téssé
luvussa kasitellddan, millaisia visualisointeja on mahdollista tehdé paatoksentekijalle
ja millaisia havainnollistuksia kirjallisuudessa on tehty.

Yksi tapa havainnollistaa Pareto-optimaalista aluetta on kiayttda pylvasdiagram-
mia tai histogrammia (Bar charts). Kuvassa |1l ndhdaan kohdefunktioiden f1, f2 ja
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HFX 1 12271.85 f2 2945.z24 f3 10.0

1825.073
ROSE 160 4, 679762
HIN 7853975 471 7385 0.0

OBJECTIVE FUNCTIONS

Kuva 1: Pylviasdiagrammi Pareto-optimaalisesta ratkaisusta. Kuvan lahteena: www-
nimbus.it.jyu.fi [I7] .

f3 Pareto-optimaaliset alueet, seké niille ratkaistu yksi Pareto-optimaalinen ratkai-
su. Kuvassa [I| nadiirin kriteerivektorin avulla on saatu Pareto-optimaalisten ratkai-
sujen ylarajat, jotka on f1:lle 12271,83, f2:1le 2945,24 ja f3:lle 10,0. Alarajat ollaan
saatu ideaalisen kriteerivektorin avulla, jotka on f1:lle 785,3975, f2:lle 471,2385 ja
f3:1le 0. Kuvassa[2 on esitelty nelja kohdefunktiota ja kolme eri Pareto-optimaalista
ratkaisua. Jokaisen ratkaisun kohdalla on kohdefunktioiden arvot merkittyna omilla
vareillaan.

Paatoksentekijalle voidaan antaa pylviasdiagrammeja, joista nékyy Pareto-opti-
maalisia ratkaisuja. Péatoksentekija voi tehdd vertailun diagrammien pohjalta, ja
antaa lopullisen péatoksensa valittavasta ratkaisusta. Pylviasdiagrammeja voi olla
monenlaisia. Kuvissa [1] ja [2| on esitetty kaksi erilaista pylvisdiagrammia. Diagram-
mit voivat olla myos kolmiulotteisia, vaakatasossa tai sivuittain. Pylviasdiagrammeis-
ta voi periaattessa tehdd millaisia vain, tarkeinta kuitenkin on, ettd pylvasdiagram-
mit ovat helposti ymmérrettavia, koska paatoksentekijan on kyettéva tulkitsemaan
pylviasdiagrammeja myos itsendisesti.

Pylvasdiagrammeihin voi lisdtd Pareto-optimaaliset ratkaisut myo6s niin, etté jo-
kainen pylvas kuvaa tietyn kohdefunktion Pareto-optimaalista aluetta. Alueen alara-
ja on saatu ideaalisen kriteerivektorin avulla ja ylaraja on saatu nadiirilla kriteerivek-
torilla. Reitti, joka kiy kaikki ndma pylvaat lapi, on tehtédvin Pareto-optimaalinen
ratkaisu. Téllaisia diagrammeja kutsutaan painoarvoreittikaavioksi (value path). Pai-
noarvoreitit on yksi suosituin tapa havainnollistaa Pareto-optimaalisia ratkaisuja
paatoksentekijélle (Miettinen, 1999 [11]).

Kuvassa [3| on esitetty kolme kohdefunktioita ja nelji Pareto-optimaalista ratkai-
sua. Pylviilld havainnollistetaan Pareto-optimaalista aluetta. Pylviiden lapi kulke-
vat viivat havainnollistavat Pareto-optimaalisia ratkaisuja. Painoarvoreitit ovat hy-
vid havainnollistamistapoja, koska niihin voi liittda useita Pareto-optimaalisia rat-
kaisuja samaan diagrammiin. Padtoksentekijan on helppo hahmottaa, mitd kohde-
funktiota hén haluaa painottaa eniten. Reitit havainnollistavat eroa kohdefunktioi-
den arvojen valilla.

Kuvissa (3] ja 4] on esitelty kaksi erilaista tapaa havainnollistaa painoarvoreitti-
kaaviota. Kuvassa [3| kohdefunktioiden Pareto-optimaaliset alueet on skaalattu sa-
manmittaisiksi. Kuvassa [4] on puolestaan esitetty kohdefunktioiden absoluuttiset
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alternative | alternative 2 alternative 3

D criterion | - criterion 2 D criterion 3 - criterion 4

Kuva 2: Pylvisdiarammi Pareto-optimaalisista ratkaisuista. Ongelmaan on 16ydetty
kolme Pareto-optimaalista ratkaisua, jotka on havainnollistettu samassa pylvisdia-
grammissa. Kuvan ldhde: Miettinen, 2012 [16].

WALUE PATHS IN THE RELATIWE RANGE OF WALUES

Different alternatives have different colours

1 =¥olume 2 =Sn.r#aceﬁ*e;3 SHeightDiff  plternative 1 §2 £3 Colour
A 10,0 1: 5986.169 1825.073 4.679762
2! 12271.83 2945.24 10.0
3 7466414 2114.734 6.183979 .
4 B963.692 2018.711 5.697443 .

------- : Current classification

HIN FE3 3974 - I o 0.0

Kuva 3: Kolmesta Pareto-optimaalisesta ratkaisusta skaalattu painoarvoreittikaavio.
Kaavio on samasta ratkaisusta kuin kuvan [I] pylviasdiagrammi. Kuvan lahde: www-
nimbus.it.jyu.fi [17].
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Kuva 4: Absoluuttinen painoarvoreittikaavio kolmesta Pareto-optimaalisesta ratkai-
susta. Kaavio on havainnollistus samasta ongelmasta kuin kuva [2 Kuvan ldhde:
Miettinen, 2012 [16].

Kuva 5: Haméahékkiverkkokaavio kolmelle kohdefunktiolle. Jokainen kaavio esittdé
yhté Pareto-optimaalista ratkaisua. Kuvan lihde: Miettinen, 1999 [11],

arvoalueet. Molemmissa kuvissa on hyvét ja huonot puolensa paatoksentekijan kan-
nalta. Kuva [f] on selkedmpi kuin kuva [3| mutta kuvassa [4] ei ole merkitty tarkko-
ja arvoja, mitkd 16ytyvét taas kuvasta [3| Painoarvoreitit ovat yleensd tehokkaam-
pi havainnollistamistapa kuin pylviasdiagrammit. Pylvisdiagrammeja joutuu yleensa
tuottamaan useampia, ja ne tayttyvat helpommin. Nédin havainnollistuksen lopputu-
los ei ole yhté selked. Painoarvoreiteissé pysytadn yleensa yhdessa diagrammissa ja
se on yleensd helpommin luettavissa, kuin monta erillistd diagrammia. (Miettinen,
1999 [11])

Hamé&hakkiverkkokaaviossa (Spider- Web chart) jokainen huippu esittaé yhté koh-
defunktiota. Kaaviossa huiput esittavit Pareto-optimaalisuuden ylarajaa ja kaikista
sisin esittdd Pareto-optimaalisuuden alarajaa, eli ideaalista ratkaisua. Kuvassa [ on
esitetty kolme kaaviota, joista jokainen vastaa yhtd Pareto-optimaalista ratkaisua
kolmelle kohdefunktiolle z1, 29 ja z3.

Hamaéahakkiverkkokaavioita voi myos yhdistda. Yhdistamaélla niitd, saadaan hel-
pompilukuisempi kaavio. Kuvassa [0] ndhdaan ruskealla ideaalinen ratkaisu. Vaih-
toehdot 1, 2 ja 3 ovat Pareto-optimaalisia ratkaisuja ongelmalle. Usein ideaalista
ratkaisua ei saada kiyttoon, koska se ei ole sallittu. Kuvassa[6on esitelty neljan koh-
defunktion hamahakkiverkkokaavio. On saatu tehtyé vain yksi kaavio, joka nayttas
ideaalisen ratkaisun sekéd kolme Pareto-optimaalista ratkaisua. Hamahakkiverkko-
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Kuva 6: Yhdistetty hamé&hikkiverkkokaavio. Kaaviossa on kolme eri Pareto-
optimaalista ratkaisua yhdistetty eri varien avulla. Kaavio on havainnollistettu sa-
masta ongelmasta kuin kuvat 2] ja 4} Kuvan lihde: Miettinen, 2012 [16].

kaaviosta paatoksentekija nikee helposti, kuinka Pareto-optimaaliset ratkaisut si-
joittuvat kohdefunktioiden kesken.

Téhtikoordinaattikaaviossa (Star Coordinate System) viivalla merkitddn yhté
kohdefunktioita. Kuvassa [7] on nelja kohdefunktiota ja kolme Pareto-optimaalista
ratkaisua. Jokainen kaavio esittdd yhtd Pareto-optimaalista ratkaisua. Ideana on,
ettd paatoksentekijd ndkee mihin suuntaan Pareto-optimaalinen ratkaisu liikkuu,
kun painotetaan tiettyja kohdefunktioita. Myos téahtikoordinaattikaavioita voi yh-
distdd yhdeksi kokonaisuudeksi. Jos on tarpeeksi viahén Pareto-optimaalisia pistei-
ta, voidaan kaikki ratkaisut sijoittaa yhteen kaavioon. Tésta paatoksentekijalle ha-
vainnollistuu helpoiten eri Pareto-optimaalisten ratkaisujen ero. Téahtikoordinaatti-
kaaviossa keskelld kaaviota on Pareto-optimaalisten ratkaisujen alaraja ja kaavion
reunoilla Pareto-optimaalisten ratkaisujen ylaraja.

Petaldiagrammeissa ympyra jaetaan yhtd moneen samansuuruiseen osaan kuin
on kohdefunktioita. Ympyran osaa tdytetadn sen mukaan, kuinka paljon sen kohde-
funktion arvoa vaaditaan Pareto-optimaaliseen ratkaisuun.

Kuvassa [§ on esitetty nelja kohdefunktiota ja niille kolme Pareto-optimaalista
ratkaisua. Samoille kohdefunktioille on siis eri ratkaisut, joista paatoksentekija voi
katsoa painotuksensa mukaan, minka niisté valitsee. Jos paatoksentekija haluaa pai-
nottaa ennemmin esimerkiksi kohdefunktioita 4 kuin kohdefunktiota 1 kannattaa
hénen valita vaihtoehto 1. Kuvassa [0 on puolestaan esitetty kolmelle kohdefunktiol-
le neljd Pareto-optimaalista vaihtoehtoa.

Kuva [T} kuva [3] ja kuva [J] ovat kaikki erilaisia visualisointeja samasta monita-
voiteoptimointiongelmasta. Niistd ndhdééan, kuinka monella eri tapaa voidaan ha-
vainnollistaa samat Pareto-optimaaliset ratkaisut. Mika havainnollistus kannattaa
valita, on kiinni paatoksentekijasta. Eri paatoksentekija nakee eri kaaviot eri taval-
la. Esimerkiksi jollekin voi olla helpompi lukea haméahakkiverkkokaaviota ja toiselle
taas painoarvoreittikaaviota.
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Kuva 7: Téhtikoordinaattikaavio. Jokaisessa kaaviossa on esitetty yksi Pareto-
optimaalinen ratkaisu. Kaavio on havainnollistettu samasta ongelmasta kuin kuvat

M6l Kuvan lihde: Miettinen, 2012 [16].

criter. 1 criter. 1 criter. |

criter 4. criter 4. criter 4

criter 2. criter 2. criter 2.
criter. 3

criter. 3

criter. 3

alternative 1 alternative 2 alternative 3

Kuva 8: Petaldiagrammi kolmesta eri Pareto-optimaalisesta ratkaisusta. Kaavio on
havainnollistettu samasta ongelmasta kuin kuvat [2 [4 [6] ja [[} Kuvan 1dhde: Mietti-
nen, 2012 [16].
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PETAL DIAGRAM OF THE ALTERNATIVES

Alternative 1 Alternative 2 Alternative 3 Alternative 4 =Volumey
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Kuva 9: Petaldiagrammi neljdsta eri Pareto-optimaalisesta ratkaisusta. Diagram-
mi on havainnollistus samasta ongelmasta kuin kuvat [1| ja [3] Kuvan ldhde: www-
nimbus.it.jyu.fi [17].
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Kuva 10: Sirontakaaviomatriisi. Matriisissa on esilld monia eri vaihtoehtoja Pareto-
optimaaliseksi ratkaisuksi. Kuvan lahde: Miettinen & al, 2022 [§].
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Kuva 11: Sirontakaaviomatriisi lineaarisille ja pallomaisille ratkaisuille. Kuvan ldhde:
Tusar & al, 2014 [20].

Kuvassa [10] on esitetty sirontakaaviomatriisi (Scatterplot matriz). Jokainen nelié
vastaa yhta kohdefunktiota. Kuvassa nakyvéit pisteet antavat erilaisia Pareto-opti-
maalisia ratkaisuja kohdefunktiolle. Pisteet ovat varikoodattuja: Pareto-optimaaliset
ratkaisut ovat punaisia ja heikosti Pareto-optimaaliset ratkaisut keltaisia. Kun paa-
toksentekija valitsee mieltymyksensd mukaisen pisteen jollekin kohdefunktiolle, 16y-
tyy silloin automaattisesti loppujenkin kohdefunktioiden ratkaisut. (Tusar & al, 2014
120])

Kuvassa [I1] on eritavalla koostettu sirontakaaviomatriisi. Kaaviossa on lineaari-
set ja pallomaiset ratkaisut esitettyna. Kuvassa |11]| vihreélld on merkitty lineaarinen
Pareto-pinta, eli Pareto-pinnan reuna on lineaarinen. Siniselld on merkitty pallo-
mainen vaihtoehto, jossa Pareto-pinnan reuna on pallon muotoinen. Sirontakaavio-
matriiseja pystytdan tuottamaan useita erilaisia. Kaikista 16ytyy kuitenkin samat
tiedot, joiden avulla paidtoksentekija tekee ratkaisunsa eri ongelmissa.

Kuplakaaviolla (Bubble chart) saadaan havainnollistettua samat tiedot kuin si-
rontakaaviomatriisilla, mutta tiedot ovat yhdesséa kaaviossa. Kuvassa [12| on havain-
nollistettu Pareto-optimaalista pintaa lineaarisesti ja pallomaisesti. Sama ongelma
havainnollistettiin kuvan [L1] sirontamatriisissa.

Lampomattokaavioissa (Heat Maps) sarakkeet ovat kohdefunktioita ja rivit mah-
dollisia ratkaisuja. Laimpomattokaaviossa esitetdén suorat ratkaisut, niité ei ole muo-
kattu parempaan muotoon visualisointia varten. Kaavioissa on mukana erillinen sa-
rake, josta nikee, milla varilla mikéakin arvo merkitdén. Joihinkin kaavioihin on si-
sallytetty myos kohdefunktioiden arvot.

Kuvassa nikyvat kohdefunktioiden fi,..., fy Pareto-optimaaliset ratkaisut.
Kuvassa nikyy kohdefunktioiden fs, f3 ja f4 kohdalla monta rivid, jotka merkitsevét
tdmén ongelman Pareto-optimaalisia ratkaisuja. Jos kohdefunktio f; saa arvokseen
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Kuva 12: Kuplakaavio lineaarisessa ja pallomaisessa avaruudesta. Kaavio on havain-
nollistus samasta ongelmasta kuin kuvassa[11] Kuvan léhde: Tugar & al, 2014 [20].

esimerkiksi 1.0 ndhdé&an varien avulla heti muidenkin kohdefunktioiden arvot. Néin
paatoksentekija voi valita hédnen painottamansa kohdefunktion arvoja, ja ndhda heti,
millaisia arvoja muut kohdefunktiot néin saavat. Kuvassa[I4]on tehty eri ratkaisuille
omat ldmpomattokaavionsa.

Kuvissa [T}, [12]ja[I3] on havainnollistettu samaa optimointiongelmaa. Kuvissa
ja (12| ongelmaa on havainnollistettu lineaarisesti seké pallomaisesti.

4.2 A posteriori menetelmien havainnollistaminen

A posteriori menetelmissé ratkaistiin monitavoiteoptimointiongelma ensin, jonka jél-
keen paatoksentekijille esitetdan Pareto-optimaaliset ratkaisut. A posteriori mene-
telmissd havainnollistaminen on tehokas, koska sen avulla paiatoksentekija nékee
Pareto-optimaalisten ratkaisujen eron.

Kaikkia kappaleessa 4.1 esitettyja havainnollistustapoja kéytetddn a posterio-
ri menetelmien havainnollistamisessa. Sirontakaaviomatriisia (Skatter plot matriz),
paatoskarttoja (Decision map) ja laimpomattokaavioita (Heat map) kiytetaan usein
Pareto-optimaalisten ratkaisujen havainnollistamiseen etenkin, jos kohdefunktioita
on enemman kuin kolme. Néilld havainnollistamismenetelmilld saadaan helpommin
luettavia kaavioita, kun kohdefunktioita on paljon. Jos olisi esimerkiksi 20 kohde-
funktiota, voisi painoarvokaaviosta tulla iso ja hankalasti tulkittava.

4.3 A priori menetelmien havainnollistaminen

A priori menetelmissa péaatoksentekijé kertoo, millaisen vastauksen han haluaa en-
nen ongelman ratkaisua. Paatoksentekijélle ei kyetd havainnollistamaan lopullista
Pareto-optimaalista ratkaisua. A priori menetelmid voi havainnollistaa paatoksen-
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Kuva 13: Lampomattokaavio, jossa on esitetty monia Pareto-optimaalisia ratkaisuja
samassa kaaviossa. Kaavio on havainnollistus samasta ongelmasta kuin kuvat [I1] ja
Kuvan ldhde: Tusar & al, 2014 [20].
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Kuva 14: Lampomattokaavio kolmelle Pareto-optimaaliselle ratkaisulle. Jokaiselle
ratkaisulle on tehty oma kaavionsa. Kuvan ldhde: Shavazipour & al, 2021 [19].
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Kuva 15: Havinnollistus Pareto-optimaalisesta alueesta. Kuvan ldhde: Miettinen,
1999 [11].

tekijélle tekemalla hénelle siitd havainnollistuksen, millaiseen Pareto-optimaaliseen
alueeseen kohdefunktiot kuuluvat. Kuvassa [I5| havainnollistetaan paatoksentekijélle
Pareto-optimaalinen alue. Siind z; ja 2o ovat kohdefunktioita. Kuvassa on lek-
sikaalisen optimoinnin ongelman @ Pareto-optimaalinen alue havainnollistettuna.
Korhonen ja Wallenius [9] késittelevit pylvisdiagrammien avulla visualisointia moni-
tavoiteoptimointiongelmaan. Siind visualisoidaan muun muassa pylviasdiagrammein
ja viivadiagrammein ennen ongelman ratkaisua sitd, millaisesta datasta halutaan
Pareto-optimaalinen ratkaisu. Paatoksentekijan on helpompi antaa mielipiteensa sii-
td, millaisen ratkaisun haluaa, kun hénelle on ensin visualisoitu pohjadataa. T&ll6in
ratkaisusta saadaan helpommin péaatoksentekijan mielenmukainen, koska hénelle on
pystytty nayttamaan ongelman lahtokohdat.

A priori menetelmissd on hankalampi esittda havainnollistuksia paatoksenteki-
jélle. Naissd menetelmissa havainnollistamisesta ei koeta olevan niin paljon hyotyé,
kuin esimerkiksi a posteriori menetelmissé on (Miettinen, 1999 [11]).

4.4 Interaktiivisten menetelmien havainnollistaminen

Interaktiivisissa menetelmissé paatoksentekija on mukana ratkaisuprosessin useassa
vaiheessa. A posteriori ja a priori menetelemissa paédtoksentekija on mukana joko
alussa tai lopussa. Interaktiivisisa menetelmissa péaatoksentekijalta kysytdaan mieli-
pidetta alussa, vaihtelevasti ongelmanratkaisuvaiheessa seké lopussa. Havainnollis-
tamiseen toimiikin kaikki tutkielmassa esitetyt tavat.

Ongelman muodostusvaiheessa péadatoksentekijé on jo mukana kertomassa mieli-
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pidettaan. Héanelle voidaan jo téassé vaiheessa tehda erilaisia havainnollistuksia da-
tasta. Ennen ongelman ratkaisua, voidaan paatoksentekijélle havainnoillistaa my6s
Pareto-optimaalista aluetta, kuten kuvassa[I5] Ongelmaa ratkaistaessa voidaan paa-
toksentekijalle tehda erilaisia havainnollistuksia eri kohtaa ratkaisuprosessia. Useas-
ti saadaan monia Pareto-optimaalisia ratkaisuja. Paatoksentekijalle voidaan tehda
havainnollistus niistd. Esimerkiksi kuvassa nikyva lampomattokaavio voidaan
tehdé paatoksentekijalle. Nain paatoksentekija voi paremmin varmistua, etta ollaan
menossa paatoksentekijin haluamaan suuntaan.

Interaktiivisissa menetelmissé voidaan siis kidyttad eniten havainnollistamista,
koska niissa péaatoksentekija on myos eniten mukana koko prosessissa.

4.5 WWW-NIMBUS esimerkki

WWW-NIMBUS ohjelmassa [I7] on valmiina esimerkkiongelmia. Néista esimerkeis-
ta valittiin seuraavanlainen ongelma:

minimoi f; = 50z} + 10z (13)
minimoi f, = 30(z; — 5)* + 100(x4 — 3)*

minimoi f3 = 70(z; — 2)* + 20(zy — 4)*

siten, ettd (z, — 2)® + (25 — 2)* < 0.

Kohdefunktioiden arvot lahtopisteessa olivat fi:lle 960, fy:1le 2530 ja fs:1le 320. En-
simmaéisessé ratkaisuvaihtoehdossa valittiin kohdefunktioille seuraavanlaiset luokat:
f1 kuuluu luokkaan I<, fo kuuluu luokkaan I<, jonka tavoitetaso oli 2000 ja fs kuu-
luu luokkaan 7°. Luokat ovat samat kuin kappaleessa [3.3.3] mééaritellyt luokat. Nail-
14 luokilla saatiin viisi Pareto-optimaalista ratkaisuvaihtoehtoa. Namé ollaan saatu
NIMBUS-salgoritmin (3.3.3) askeleesta 6, jossa P = 5. Kohdefunktioiden f;, fo ja
f3 arvot néilla luokilla nikyvét kuvassa [18 Kuvat [16] [I7] ja [I8] ovat kaikki erilai-
sia havainnollistuksia ongelmasta ylla esitellyilla luokilla. Naistéa kuvista l0ytyy
my6s tehtéavan Pareto-optimaalisten ratkaisujen yla- ja alarajat.

Kun vaihdetaan kohdefunktioiden luokkia, saadaan erilaiset Pareto-optimaaliset
ratkaisut. Toisessa ratkaisuvaihtoehdossa valittiin kohdefunktioille seuraavanlaiset
luokat: f; kuuluu luokkaan I~, jonka ylaraja oli 400, fo kuuluu luokkaan I= ja f3
kuuluu luokkaan <. Kun nailla luokilla ratkaistaan ongelma saadaan viisi eri-
laista Pareto-optimaalista ratkaisua, joiden kohdefunktioiden arvot nakyvét kuvassa
Kuvat , ja |21 ovat kaikki erilaisia havainnollistuksia ongelmasta ylla
esitellyilla luokilla.

Kun verrataan havainnollistuksia ndhd&dén, ettd samasta ongelmasta voidaan
saada hyvinkin monia erilaisia Pareto-optimaalisia ratkaisuja. Ratkaisuja saadaan
paljon, etenkin kun ldhdetdén muuttamaan kappaleessa [3.3.3 esitettyja luokkia. Ku-
vassa [16| on painotettu kohdefunktioiden f; ja f3 arvoa. Kun taas kuvassa |19 on pai-
notettu enemmaén kohdefunktion f; arvoa. Kaikki esitetyt ratkaisut ovat yhtéa hyvia
matemaattisesti. Paatoksentekijille ne eiviat kuitenkaan véalttdméatta ole yhtd hy-
vid. Kun ratkaisuja havainnollistetaan eri tavoin, on paiatoksentekijan helpompaa
vertailla ratkaisuja ja hahmottaa niiden valisia riippuvuusuhteita. Taéméa helpottaa
my6s lopullisen ratkaisun valintaa.
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3D BAR DIAGEAM

Different alternatives have different colours

Alternative 1
Alternative 2
Alternative 3
Alternative 4
Alternative 5

fi fz 3

Kuva 16: 3D pylvasdiagrammi ensimmaisisté ratkaisuvaihtoehdoista. Kuvan lahde:
www-nimbus.it.jyu.fi [17]

PETAL DIAGRAM OF THE ALTERNATIVYES

Alternative 1 Alternative 2 Alternative 3 Alternative 4 Alternative 5 =f1y

PEe®E®"

Kuva 17: Petaldiagrammi ensimmaéisista ratkaisuvaihtoehdoista. Kuvan lihde: www-
nimbus.it.jyu.fi [17]
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YALUE PATHS IW THE ABSOLUTE RANGE OF YALUES

Different alternatives have different colours

Alternative ¥F1 £2 £3 Colour
VALUES  £1 £z £3 1@ 1153.603 22d47.4d2 212,026 |
Z 1 1114.43¢4 2247.4d2  353.6576 0|
FaRR.zEe T 3 : 132.713¢ 7294.635 782.0636 .
6306534 | 4 1 741.3446 3017.551 445.2899 .
sareazm | § :  737.7639 2871.794 427.3307 .
"""" ¢ Current classification
4562, 024 T
Se49.619 T
277214 T
1524500
aiz.4043 T
a

Kuva 18: Painoarvoreittikaavio ensimmaisista ratkaisuvaihtoehdoista. Kuvan lahde:
www-nimbus.it.jyu.fi [17]

3D BAR DIAGEAM

Different alternatives have different colours
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Kuva 19: 3D pylvasdiagrammi toisista ratkaisuvaihtoehdoista. Kuvan lihde: www-
nimbus.it.jyu.fi [I7]
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PETAL DIAGREAM OF THE ALTERMATIYES

Alternative 1 Alternative 2 Alternative 3

Kuva 20: Petaldiagrammi toisista ratkaisuvaihtoehdoista. Kuvan ldhde: www-

nimbus.it.jyu.fi [17]

WALUE PATHS IN THE ABSOLUTE REANGE OF WALUES

Different alternatives have different colours

VALUES  f1 £z £3

F9.239
BIG6.534
S4T4. 429
4562, 024
Jed9.619
2737.214
1824509

9124049

Kuva 21: Painoarvoreittikaavio toisista ratkaisuvaihtoehdoista. Kuvan lahde: www-

nimbus.it.jyu.fi [17]
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Kuvissa , ja on saman ongelman ([13)) ratkaisu samalla luokittelulla.
Kun kuvia verrataan keskendén, osassa niakyy enemmaén tietoa kuin muissa. Pai-
noarvoreittikaaviossa kuvassa [I§ ndkyy myos kohdefunktioiden arvot sekd niiden
ideaaliset kriteerivektorit ja nadiiriset kriteerivektorit. Ideaaliset kriteerivektorit ja
nadiiriset kriteerivektorit 16ytyvét kaikista muistakin kuvista, mutta niille ei ole an-
nettu minkdénlaisia arvoja. Nama vektorit esittaviat Pareto-optimaalisen alueen ala-
ja ylarajoja.

Petaldiagrammeista [I7] ja 20 ndhd&én selkedsti Pareto-optimaalisten ratkaisujen
ero, kun luokkia on muutettu. Molemmissa ongelmissa saadaan sama ensimmaéinen
Pareto-optimaalinen ratkaisu luokasta riippumatta, mutta muut ratkaisut eroavat
toisistaan.

Ongelmaan esitetyt havainnollistukset ovat kaikki periaatteessa yhta hyvia,
kuten myos Pareto-optimaaliset pisteetkin. Esimerkkiongelman avulla kyettiin ha-
vainnollistamaan monitavoiteoptimointiongelmien laajuutta seké sité, kuinka paljon
erilaisia Pareto-optimaalisia ratkaisuja on mahdollista saada tietystd ongelmasta.
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5 Loppupaatelmat

On olemassa monia eri tapoja ratkaista monitavoiteoptimointiongelmia. Tutkiel-
massa esiteltiin yhdeksén erilaista tapaa ratkaista téllaisia ongelmia. Millainen rat-
kaisutapa valitaan, riippuu monista tekijoistd. Se miten paidtoksentekija on muka-
na ratkaisuprosessissa vaikuttaa valitaanko a posteriori, a priori vai interaktiivinen
menetelmd. Taman valinnan jidlkeen on monia erilaisia menetelmié, joista kaikista
saadaan Pareto-optimaalisia ratkaisuja.

Péaatoksentekija on lopullisen ratkaisun loytamisessé keskeisessa roolissa. Hanen
tietdmystadn ja implisiittista hyotyfunktiota tarvitaan lopullisen Pareto-optimaalisen
ratkaisun saavuttamiseksi. Monitavoiteoptimointiongelmasta saatujen Pareto-optimaa-
listen ratkaisujen havainnollistaminen paatoksentekijélle voi auttaa merkitsevésti
héntd valitsemaan lopullisen ratkaisun. Ongelman laajuus vaikuttaa myos siihen,
mitd havainnollistamistapaa kannattaa kayttaa. Kaikki tavat eivat pysy yhta sel-
keind, jos on todella monta kohdefunktiota. Esimerkiksi petaldiagrammista tulee
todella taysi, jos tehtavissd on esimerkiksi kaksikymmentéd kohdefunktiota.

Tutkielman edetesséd huomattiin, ettd samasta ongelmasta pystytdan tekeméan
monia eri havainnollistamistapoja. Havainnollistuksia voi suoraan verrata keske-
néan, koska jokin tapa voi olla tietylle ongelmalle parempi kuin toinen. Ei ole 16ydet-
ty parasta havainnollistusta, joka toimisi kaikille ongelmille yhta hyvin. Havainnol-
listuksen avulla voidaan kuitenkin nopeuttaa paitoksentekijan paidtoksentekopro-
sessia. Paatoksentekija on usein ihminen, jolloin yksi ja sama havainnollistustapa
ei ole yhté selked kaikille paatoksentekijoille. Siksi havainnollistustavan valinnassa
tulee ottaa huomioon péaédtoksentekija ja hdnen kykynsd ymmaéartdd matemaattista
ongelmaa ja erilaisia kaaviota.

Tutkielman lopuksi kiytettiin WWW-NIMBUS [17] ohjelmassa olevaa esimerk-
kid havainnollistamiseen. Esimerkissé vaihdettiin kohdefunktioiden luokkia ja ver-
rattiin luokan vaihtamisen vaikutusta Pareto-optimaalisiin ratkaisuihin.
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