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Tamé LuK-tutkielma kéasittelee Frank Morleyn 16ytamaa Morleyn lausetta. Morleyn
lause kuvaa kolmioiden ominaisuutta. Jos kolmion kulmat jaetaan kolmanneksiin,
niin sen kulmia jakavien janojen leikkauspisteet muodostavat tasasivuisen kolmion.
Frank Morley ei kuitenkaan esittdnyt artikkelissa lauseelle todistusta. Ensimméainen
todistus lauseelle esitettiin vasta 15 vuotta lauseen julkaisun jéalkeen. Matematiikas-
sa tutkielma sisdltyy tasogeometriaan. Tutkielma rakentuu johdannosta, Morleyn
lauseesta ja sen historiasta sekd kolmesta erilaisesta todistustavasta. Lopuksi esi-
tetdan vield yhteenveto. Tyossa esitettavit todistukset perustuvat Conwayn, Bol-
lobasin ja Kissin todistustapoihin. Naméa todistukset poikkeavat toisistaan niiden
todistustyylien vuoksi. Conwayn todistus on helppolukuisin ja perustuu sanalliseen
selitykseen. Bollobasin todistus on trigonometrinen ja sisaltaé yhtéaloiden kasittelya.
Kissin todistuksessa todistetaan monikulmioiden kulmien suuruudet ja paddytaan
syklisiin monikulmioihin. Syklisten monikulmioiden avulla lause on osoitettu todek-
si. Tutkielmassa esiintyy myos todistuksia tukevaa kuvitusta.
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1 Johdanto

Téssa tyossa tutustutaan Morleyn lauseeseen ja kolmeen erilaiseen tapaan todistaa
se. Morleyn lause kuuluu matematiikan osa-alueista geometriaan, minké vuoksi geo-
metrian pohjatiedoista on hyotya tdmén tyon ymmaérrettavyyden kannalta. Morleyn
lauseessa madaritetaédn, ettd kolmion kulmat kolmanneksiin jakavien janojen leikkaus-
pisteet muodostavat tasasivuisen kolmion. Morleyn lause on erityinen siité, ettd sen
esittdja Frank Morley ei itse esittanyt lauseelleen todistusta. Ensimméinen todis-
tus julkaistiin vasta 15 vuotta myohemmin lauseen julkaisusta. Liséksi lauseelle on
kehitetty monia todistustapoja, miké ei ole tavanomaista jokaisen matematiikassa
esiintyvéin lauseen kohdalla.

Tamén tyon ensimmainen todistus luvussa 3.1 on luonteeltaan sanallisesti kerto-
va ja perustuu Conwayn todistustapaan. Luvussa 3.2 esitetdédn Bollobasin todistus,
joka pohjautuu enemmaén laskennalliseen todistustapaan. Bollobasin todistus hyo-
dyntéa trigonometriaa. Kolmas todistus luvussa 3.3 perustuu puolestaan sekd sa-
nalliseen etté laskennalliseen todistustapaan. Kolmas todistus on Kissin todistus ja
se etenee samoin kuin luvun 3.1 todistus eli takaperin. Todistuksien tueksi, tyohon
on laadittu geometrisia merkintoja noudattavia kuvituksia. Kaikki kolme todistusta
on kirjoitettu kiayttden matematiikan akateemista sanastoa. Todistuksissa oletetaan,
ettd lukija tuntee késitteet yhteneviisyys, sinilause sekd monikulmio.

2 DMorleyn lause ja sen historiaa

Morleyn lauseen 16ysi Frank Morley (1860-1937) vuonna 1899. Hén oli englantilainen
matematiikan professori Haverford collegesta [1]. Morley julkaisi lauseensa American
Mathematical Society Translation - lehdessé vuonna 1900. Lause esiintyi artikkelissa
nimeltd On the Metric Geometry of the Plane n-line. Morley ei kuitenkaan esittanyt
artikkelissaan lauseelle todistusta. [2] Muut matemaatikot kiinnostuivat lauseesta
ja ensimmaéinen todistus julkaistiin vasta 15 vuotta mychemmin todistuksen esit-
tamisestd. [3] Matemaatikot kehittivit Morleyn lauseelle myds lukuisia toisistaan
poikkeavia todistustapoja. Erilaiset todistukset perustuvat muun muassa algebraan
ja trigonometriaan. Liséksi on esitetty synteettisid ja takaperin etenevia todistuk-
sia. Tama tutkielma mahdollistaa Morleyn lauseen todistusten suomenkielisyyden.
Useat todistukset ovat alkuperdisesti englanninkielisid ja suomenkielisid vastineita
on verrattain vahan. Téssa luvussa esitetddn Morleyn lause ja havainnoidaan lause
kuvan avulla.

Lause 1. Kun jaetaan mielivaltaisen kolmion jokainen kulma kolmeen yhtdisuureen

kolmannekseen, kulmia jakavien janojen leikkauspisteet muodostavat tasasivuisen
kolmion.

3 Morleyn lauseen todistuksia

Esitetdén aluksi lukujen 3.1 ja 3.2 todistuksissa voimassa olevat méaéritelmat.
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Kuva 1: Morleyn lause mielivaltaisessa kolmiossa AABC.

Maaritelma 1. Mille tahansa kulmalle w merkitdan, ettd w™ on sama kuin w + T
Samoin wtt on sama kuin w + %’r

Niin ollen tasasivuisen kolmion % kulmat merkitidén 0T. Lisaksi tiedetdan, etté
kolmion kulmien summan tulee olla aina yhteensa .

Maaritelma 2. Mielivaltaisen kolmion A ABC kulmille pétee, ettd ZA = 3a, LB =
36, LC =3y, seki a4 B+ v = .

Maaritelmén 2 nojalla kolmioiden kulmien summa on halutun 7 suuruinen, silla

3-(a+ﬁ+7):3~%:7r.

3.1 Conwayn todistus

Téamén tyon ensimméinen todistus Morleyn lauseesta pohjautuu aineistoon [3]. To-
distus on luonteeltaan takaperin eteneva.

Todistus. Otetaan tasasivuinen kolmio ja muodostetaan sen ymparille kuusi kolmio-
ta, kuvan [2] mukaisesti. Madrataan irrallisten kolmioiden sivujen ja kulmien suuruu-
det. Aluksi muokataan kolmioiden AAK B, AB'K'C' ja AC"K" A’ sivujen pituuksia.

Sivujen pituudet skaalataan haluttuun muotoon yhtenevyyslauseen avulla.

Lause 2. Kaksi kolmiota ovat yhtenevit, jos niilld on kaksi samansuuruista vastin-
kulmaa, sekd yksi yhtenevd vastinsivu.

Muodostetaan jana KO kirkipisteestd K janalle AB niin, ettd kulma ZKOB =
~T, kuvan [3| mukaisesti. Tarkastellaan nyt muodostunutta kolmiota AKOB. Néah-
daan, ettd kolmioilla AB"LS ja AKOB on kaksi yhtdsuurta vastinkulmaa (3 ja
~T. Kuvasta huomataan, ettda kyseiset kolmiot AB”LS ja AKOB ovat toistensa
peilaukset sivun SB’ suhteen. Tall6in valitaan kolmion AAK B skaalaus siten, et-
td KO = SL. Nyt kahden yhtdsuuren kulman, sekd yhden yhtenevin sivun myotéa
kolmiot AB"LS ja AKOB ovat yhteneviit.
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Kuva 2: Tasasivuinen kolmio seké kuusi irrallista kolmiota.

Tarkastellaan nyt saman kolmion AAK B sivua KA. Koska kyseinen sivu KA
kuuluu jo skaalattuun kolmioon AAK B, sivun K A skaalaus on valmis. Vastaava kol-
mioiden sivujen skaalaus tehdéén kahdelle muulle kolmiolle AB'K'C' ja ACK"A’.
Skaalauksen jilkeen saadaan muodostettua kuvassa [ ndkyvét yhtenevit sivut. Tar-
kasteltavaksi jaa kolmioiden kulmien suuruudet.

Kuva 3: Kéarkipisteistd K, K’ ja K" piirretyt janat janoille AB, B'C ja C'A’.

Maaritelma 3. Kolmiot yhdistyvat tasasivuisen kolmion ympérille muodostaen
kolmion AABC, jos ja vain jos kulmien summa jokaisen kiertopisteen K, K’ ja K"
ympari on 27.



Kuva 4: Kolmioiden yhtenevét sivut.

Lasketaan summa S tyypillisen kiertopisteen K ympéri.

S=at 4+ 0"+ 87 41

T R
= —_ — f— JR—
3 3 3173
m
:(a+ﬁ+’y)+§-5

Tiedetddn méadritelmén 2 nojalla, ettd (a + 8 +v) = %. Néin ollen summaksi S
saadaan

T T
s="4T 5_on
513 T

Madritelmén 3 nojalla on muodostunut haluttu kolmio AABC| jossa Morleyn lause

toteutuu.
]

3.2 Bollobasin todistus

Seuraava todistus perustuu aineistoon [4] ja on luonteeltaan trigonometrinen. To-
distuksessa naytetadn sinilausetta useasti kiayttaen, ettd kolmion kulmat ovat o =
0,6 = X ja~ =& Néin ollen pystytddn osoittamaan, ettd kolmion AQT P on oltava
tasasivuinen.

Todistuksessa tarkastellaan kuvan [5 kolmiota AABC. Kuvaan on merkitty kaik-
kien kulmien suuruudet, mutta téssa todistuksessa tarkastellaan vain kiertopisteité
T ja Q ympéroivia kulmia, sekd niiden vastinsivuja AT ja AQ). Taysin samanlainen
tarkastelu toteutettaisiin huomioiden myés kiertopisteen P ympaéardivat kulmat, seka
niita vastaavat vastinsivut.



Todistus. Muodostetaan ympyra, joka kulkee pisteiden A, B ja C kautta ja mé&ara-
tadn ympyran siateeksi R = %

Kuva 5: Kolmio AABC' ja sen ympéri piirretty ympyra.

Aloitetaan nayttamalla kulman ZAT B suuruus. Tiedetddn, ettd minkd tahansa kol-
mion kulmien summan tulee olla yhteensd 7. Néin ollen saadaan néytettya, etta
tarkasteltava kulma ZATB = v*+.

2 2

Samoin voidaan niyttai, ettd kulmat ZBPC = att ja LZOQA = 51+,
Siirrytdan tarkastelemaan sivujen AB, BC' ja AC pituuksia sinilauseen avulla.

o — BC  AC  AB
~ sin3a  sin38  sin3y

1
AB=2- §-sin37 = sin 3y
BC = sin 3«
AC =sin 30

Tarkastellaan sinilauseen avulla myos sivujen AT ja AB suhdetta. Kolmiolle
AABT pitee sinilauseen mukaan seuraava yhtalo.

AT  AB
sinf  sinytt

Sijoitetaan tdhén yhtdloon jo saatu tulos sivun AB pituudesta AB = sin 3.

AT — sin.ﬁ - sin 3y
sin yt+

>



Samoin kolmiolle AAC(Q saadaan, etté

sin~y - sin 33
A =
@ sin ft+

Télloin kolmion AAT(Q sivujen AT ja AQ) suhteelle on voimassa seuraavat esi-

tysmuodot.
AT sin&*
AQ  sin At
ja
sin §-sin 3y
AT ~ga++
" sin~y-sin 383
AQ Tsin BT

AT sinf-sin3y sin ST+
AQ  sinytt sin~y - sin 33
AT -sin3f - siny - sinyt" =AQ - sin 3y - sin 8 - sin 8+

Maaritelma 4. Geometrisen identiteetin mukaan

sin3x =4-sinz-sinz™ -sinz™ .

Maaéritelméa 4 hyédyntden kolmion AAT(Q yhtdlo saadaan esitettyéd seuraavasti.
4-AT -sin B-sin 81 -sin BT -siny-siny™" = 4- AQ-siny-siny* -siny* " sin f-sin BT
4-AT  siny-siny* -siny**sin - sin gF
4-AQ  sinf-sin Bt -sin f++ - siny - sinytt
AT siny*

AQ  sinfpt
On siis naytetty, ettd kulmat & = v ja A = 5. Samoin pystytddan ndyttamain, etté
0 = a. Nyt Morleyn lause pétee, jos ja vain jos ZPTQ = /TQP = ZQPT = %.
Lasketaan kulman ZPT'(Q) suuruus, kun tiedetéén, ettd kiertopisteen 7T ympéa-

ryskulman on oltava yhteensa 27.

/PTQ =21 — (07 + T+ + ™)
:27r—((9+)\+7+4~g)

:27r—(0z+ﬁ+)\+4'g)

Madritelmén 2 mukaan tiedetddn, ettd o+ 8+ = %, joten

/PTQ =27 - T T

3 3
Vastaavalla tarkastelulla myos kaksi muuta kulmaa ovat suuruudeltaan %.

On néytetty, etta kaikilla mielivaltaisilla kolmioilla A ABC Morleyn lause toteu-
O

tuu.



3.3 Kissin todistus

Seuraava todistus perustuu aineistoon [5] ja on luonteeltaan takaperin etenevi. To-
distuksen luettavuutta on pyritty helpottamaan kuvien [6] ja [7] avulla.

Todistus. Olkoon AAyByCy tasasivuinen kolmio ja ByB1CyCy tasakylkinen puoli-
suunnikas.

C

By

By

Kuva 6: Kolmiot AAyByCy sekéd puolisuunnikkaat ByB1CyCl.

Tarkastellaan tasakylkisen puolisuunnikkaan ByB;C>Cj kulmia. Koska kyseessé
on tasakylkinen puolisuunnikas, pystytdan ratkaisemaan kulman /B, ByCj suuruus
helposti. Tiedetédn, ettd puolisuunnikkaan kulmien summan tulee olla suuruudel-
taan 27. Voidaan muodostaa janalta ByCj janalle B;Cy uusi jana, joka muodostaa
kohtisuoran kulman molempia janoja ByCy ja B;C5 vasten. Néin ollen saadaan las-
kettua kulman ZB;ByCj suuruus seuraavasti.

ABlBOCoz2w—g«2—2a:7r—2a

Muodostetaan nyt jana B;Cjy ja lasketaan kulmien ZCyB, By, ZByCyB; suuruu-
det. Tiedetddn, ettd kolmio AB;ByCy on tasakylkinen, silla kolmiolla on kaksi yh-
tapitkda sivua ByoB; = ByCy. Néin ollen kolmion kantakulmat ovat yhtasuuret ja
saadaan ratkaistua seuraavasti.

ZCOBlBO = ZB()C()Bl = w =«

Muodostetaan seuraavaksi kolmion AABC:n kanta niin, ettd tasakylkisten puo-
lisuunnikkaiden ByB,C2Cy ja BogBy A1 Ag kirkipisteet Ay, By, By ja Cs osuvat janoil-
le AB, AC ja C'B. Kuvaan [7] ei ole piirretty pistettd B nikyviin, silld tarkasteluun
riittda pisteet A ja C.

Siirrytddn tarkastelemaan tasakylkistd kolmiota ABgB;B,. Lasketaan kyseisen

kolmion kulma /By ByB,, kun pisteen B, ymparyskulman tulee olla suuruudeltaan
2.



T 2m 2T
4313032:27{'—g—(?—QOé)—(?—Q’)O
™

=2 2y — =

o+ 2y 3

™ ™

) VARG )

™
== 2

5 2P

Nyt saadaan laskettua tasakylkisen kolmion AByB;By kantakulmat /BB, By
ja £/ ByB1Bs,. Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhtasuuret.

T—(53-26) =

lBlBQBO = ABoBlBQ = f — § + 5
Myo6s kulmat ZByB A ja ZCyCsA saadaan helposti laskettua.
2 2
A&Bﬁ:?g—M—ﬂ+%w>§—ﬁ

Samoin )
LCyCaA =T =7
Ratkaistaan viela kulma
2 2
4&B¢h>§—aa—5—a:?§—a—ﬁ

Jolloin saadaan ratkaistua kulmien ZCyC5A ja ZCyB; A summa. Hyddynnetdan las-
kussa maaritelmaa 2.

2 2
A%@A+4%&A:él~wug—a—ﬁ
A7
=3 —(at+f+7)
_47?_7r
3 3
=T



Ollaan naytetty, ettd nelikulmion CoCsAB; vastakkaiset kulmat ZCyChA ja
/CyB1 A ovat suplementtikulmia eli niiden summa on yhteensd 7. Néin ollen neli-
kulmio CyCyAB; on syklinen eli kyseisen nelikulmion kérkipisteiden kautta voidaan
piirtdd ympyréa. Samalla todistusperiaatteella my6s nelikulmio CyAB; By toteuttaa
syklisyyden méaritelmén.

Edelld mainituilla syklisilla nelikulmioilla on molemmilla kolme yhteista pistet-
td. Téten myos viisikulmion CoCsAB By on oltava syklinen eli kaikkien pisteiden
Co,Cs, A, By ja By on oltava saman ympyran kehalla.

Ympaéripiirretyn ympyran, sekd yhtad pitkien sivujen ByB; = ByCy = CyCs
myota, taytyy olla, ettd janat ABg ja ACy jakavat kulman ZA kolmeen yhtdsuu-
reen osaan. Télloin on pystytty todistamaan, ettd kulmat ZCYACy = ZCyABy =
/ByAB; = a.

Samalla todistusperiaatteella ndytetddn, ettd kolmion AABC kaksi muuta kul-
maa /B ja ZC toteuttavat Morleyn lauseen méiritelmén ja ndin on Morleyn lause
todistettu todeksi. ]

4 Yhteenveto

Téahén kandiin valikoitui satunnaisesti vain pieni osa kaikista lauseen todistuksista.
Némaé todistukset kuitenkin havainnollistavat hyvin matematiikan luonnetta. Ma-
tematiikka tarjoaa erilaisia tapoja todistaa lauseita. Tamé mahdollistaa sekd ma-
tematiikan ymmarrettavyyden ettd matematiikan kehittymisen. Matematiikka on
kumulatiivinen aine, missa uusi tieto rakentuu vanhan tiedon péaélle. Kun lause on
todistettu, sitd voidaan kayttad uusien lauseiden todistuksissa. Nain uutta matema-
tiikkaa voidaan kehittdd hyodyntamalld jo olemassa olevaa tietoa. Morleyn lauseen
hyodyt ovat tasogeometrian osaamisessa ja kehittdmisessa.

Viitteet

[1] Pritsker, B. (2024). Morley’s theorem. In Geometrical Kaleidosco-
pe (Vol. 33, pp. 143-144). World Scientific Publishing Company.
https://doi.org/10.1142,/9789811285288 0012

[2] Oakley, C. O., & Baker, J. C. (1978). The Morley trisector theorem. The Ame-
rican Mathematical Monthly, 85(9), pp. 737-745.

[3] Conway, J.The Power of Mathematics,Verkkosivu,http://thewe.net /math/conway.pdf,
luettu 27.1.2026.

[4] Bollobéas, B. (2006). The Art of Mathematics: Coffee Time in Memphis. Cam-
bridge University Press, pp. 127-128.

[5] Kiss, G. Z. (2006). Morley’s Theorem: G. Zsolt Kiss’ proof. Cut-The-
Knot. https://www.cut-the-knot.org/triangle/Morley /MorleyZsolt.shtml (vii-
tattu 13.2.2026).



	Johdanto
	Morleyn lause ja sen historiaa
	Morleyn lauseen todistuksia
	Conwayn todistus
	Bollobásin todistus
	Kissin todistus

	Yhteenveto

