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Téasséd tutkielmassa tarkastellaan optimointia. Keskitytddan matemaattiseen opti-
mointiin ja monikriteeriseen optimointiin.

Tutkielmassa esitellidn matemaattista optimointia. Suurimmassa osassa késitellaan
lineaarisia optimointitehtévié, epélineaarisia optimointitehtavia seké niiden graafis-
ta ratkaisua. Esimerkiksi, kun kyseessd on lineaarinen optimointitehtéva, seuraavien
ehtojen tulee tayttya: verrannollisuus, additiivisuus, jaollisuus, deterministisyys ja
tavoitteena on optimoida vain yksi kriteeri. Jos optimointitehtavissé on vain kaksi
paadtosmuuttujaa, tehtivé voidaan ratkaista graafisesti. Tutkielmassa esitetddn myos
optimointitehtava verkkoteoriassa, jossa késitelladn Kruskalin algoritmin teoria, sii-
hen liittyvaa esimerkkid ja optimointitehtava.

Tutkielmassa késitelladn monikriteeristd optimointia, jossa esitelladn padtoksente-
koavaruus, kohdefunktion méérittelyalue, dominoimattomat pisteet, nadir-piste ja
ideal-piste. Esimerkiksi painotettu kompromissiohjelmointitehtéva voidaan ratkaista
ideal-pisteen perusteella. Tutkielmassa esitetdan myos monikriteerinen optimointi-
tehtava verkkoteoriassa, jossa tarkastellaan Primin algoritmin teoria, siithen liittyvéa
esimerkkié ja monikriteeristd optimointitehtéva. Lisdksi monikriteerisesséa optimoin-
titehtavissa kiaytetaan seka ideal-pistetta ettd painotettua kompromissiohjelmointia.
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1 Johdanto

Tutkielmassa esitellidn aluksi matemaattista optimointia. Matemaattisessa opti-
moinnissa késitelladn lineaarisia ja epélineaarisia optimointitehtavia. Tehtavan tyyp-
pi riippuu kohdefunktiosta ja rajoitefunktiosta [I]. Kun tehtévissid on vain kaksi
paatosmuuttujaa, se voidaan ratkaista graafisesti. Tutkitaan myos optimointitehté-
va, verkkoteoriassa. Verkkoteoriassa kdytetdan Kruskalin algoritmia, jonka Joseph
Kruskal julkaisi vuonna 1956. MyShemmin H. Loberman ja A. Weinberger kehit-
tivat algoritmia edelleen [14]. Pohditaan algoritmin perusteoriaa ja yhdistetddn se
optimointitehtavin ratkaisemiseen.

Seuraavaksi madritellidn paatoksentekoavaruus ja kohdefunktion méarittelyalue
esimerkin avulla. Lisdksi késitelladn monikriteerinen optimointi. Téssa tutkielmas-
sa esitetdadn ideal-pisteen ja nadir-pisteen méaritelmét ja niiden yhteys tehtavaan.
Tutkitaan my6s monikriteeristd optimointitehtavaa verkkoteoriassa. Pohditaan verk-
koteorian Primin algoritmin perusteoriaa ja yhdistetdan ideal-piste sekd painotettu
kompromissiohjelmointi tehtdvén ratkaisemiseen.

Tutkielman péaalahteenéd on kdytetty Dr. habil. Matthias Ehrgott, Multicriteria
Optimization, 2009, New Zealand.

Tamén tutkielman kirjoituksessa on hyddynnetty Hemingwayapp ja ChatGPT-
tekodlytyokalua kielenhuoltoon.



1.1 Merkinnat

Seuraavat matemaattiset merkinnét kdytetaén tutkielmassa.

Taulukko 1: Tutkielmassa kaytetyt matemaattiset merkinnét.

Merkinnét Selitteet
fo matemaattinen optimointitehtévin kohdefunktio
fi matemaattinen optimointitehtévéin rajoitefunktio
X optimointitehtavan ratkaisujoukko
Y% kriteerinavaruuden ratkaisujoukko
(RP; <) jarjestetty joukko
0 mallikuvaus
y[ ideal-piste
yN nadir-piste
MST minimivirittava puu




2 Matemaattinen optimointi

Optimointitehtévé voi olla joko lineaarinen tai epélineaarinen, riippuen kohdefunk-
tiosta ja rajoitefunktiosta. Optimointitehtava on lineaarinen, kun seké kohdefunktio
ettd rajoitefunktio ovat lineaarisia. Optimointitehtavi on epélineaarinen, jos kohde-
funktio tai rajoitefunktio tai molemmat ovat epélineaarisia. (Lineaarinen optimoin-
titehtéva ja epélineaarinen optimointitehtavé esitetdén luvussa 2). Kun optimointi-
tehtdva on lineaarinen, seuraavat ehdot taytyy olla voimassa [1]:

1. verrannollisuus: paatosmuuttujan vaikutus kohdefunktioon ja rajoituksiin on
suoraan verrannollinen sen arvoon.

2. additiivisuus: kukin paatosmuuttujan vaikutus kohdefunktioon ja rajoituksiin
on riippumaton muiden paatésmuuttujien arvoista.

3. jaollisuus: kukin paatosmuuttuja on jatkuva eli se voi saada mielivaltaisia re-
aalilukuarvoja.

4. deterministisyys: tehtavan parametrit ovat vakioita eivatkd satunnaismuuttu-
jla.

5. kriteereitd on vain yksi.

Mikali optimointitehtdva on lineaarinen, mutta paatosmuuttujat voivat saada vain
diskreetteja arvoja, puhutaan diskreetistd optimoinnista.

Mikéli optimointitehtdva on lineaarinen, mutta tehtédvin parametrit ovat satunnais-
muuttujia, puhutaan stokastisesta optimoinnista.

Mikali optimointitehtéva on lineaarinen ja siind on useita kriteereja, puhutaan mo-
nikriteerisestd optimoinnista [I].

2.1 Lineaarinen optimointitehtava

Matemaattisessa optimoinnissa pyritdan loytdméédn paras mahdollinen ja jarkeva
ratkaisu kaikista mahdollisista ratkaisuvaihtoehdoista joko minimoimalla tai maksi-
moimalla kohdefunktio. Seuraava lause on lédhteesta [7] ja [8].

Lause 2.1. Matemaattinen optimointiongelma voidaan kirjoittaa muodossa

max / min fy(z)
s.t. fi(zr) <0,i=0,...,m,

jossa vektori x = (z1, ..., ,) on ongelman padtosmuuttuja; kohdefunktio fy: R™ —
R; funktiot f;(z) : R — R | indeksit, jolla ¢ = i, ..., m ovat rajoitefunktio.

Optimointiongelma voidaan analyysoida seuraavasti

1. Luetaan ongelmananto lapi.



2. Mallinnetaan ongelma, jossa on mééritelty paatosmuuttuja ja rajoitukset.
3. Analyysoidaan mallinnus ja saadaan johtopdatokset.

4. Jos johtopaatos on jarkevé, esitetdan paatoksentekijalle. Jos johtopéatos ei ole
jarkeva palataan takaisin, aloitetaan alusta ja parannetaan malli.

Kuvassa esitetddn optimointiongelman operaatioanalyysin prosessin kaavio.

‘ ongelma ’ Mallinnus R ‘ Malli ’
Tarkkailu Analyysi
‘ Toimeenpano ’ - Endotus Johtopaatokset

Kuva 1: optimointiongelman operaatioanalyysin prosessi.

Iy
Seuraavien esimerkien (2.2)) ja (2.4 tehtdvinannot ovat lahteesté [6].

Esimerkki 2.2. (Matemaattinen ongelma, jossa on kaksi muuttujaa) Késitellaan
ongelma

min 0, 922 — 0,42,29 + 0,623 — 6,42, — 0,875 : —1 <27 <2, 0 < 25 < 3.

Téssd ongelmassa voidaan lauseen (2.1) perusteella paattad, ettd paatésmuuttuja
on x = (x1,T3) € R? kohdefunktio fy : R* — R on

fo(z) = 0,922 — 0,42,29 + 0,623 — 6,42, — 0, 8T;
rajoitefunktio f; : R” — R, i=1,2,3,4 on

filx) = =21 =1, fox) = 21 — 2, f3(2) = —29, fu(x) = 22 — 3.

Esimerkki 2.3. Kosmetiikkafirma tuottaa deodoranttia. Valittavana on kaksi eri
menetelma, joista tavalla 1 saadaan 3 pulloa deodoranttia, kun kéytetddan 1 tyotunti
ja 2 pulloa kemikaaleja. Tavalla 2 taas saadaan 5 pulloa deodoranttia, kun kiytetdan
2 tyotuntia ja 3 pulloa kemikaaleja. Tydvoima maksaa 12 euroa tunnilta ja kemikaalit
8 euroa pullolta. Joka vuosi on kiytettavissa 20 000 tyotuntia ja 35 000 pulloa ke-
mikaaleja. On arveltu, ettd mainostamatta saadaan myydyksi vuodessa 1000 pulloa
deodoranttia. Myyntiad edistdméin voidaan palkata megatdhti Beytwice, joka vaa-
tii 400 euroa/h. Jokaisen tunnin, jonka Beytwice kdyttd4 myynnin edistdmiseen, on
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Taulukko 2: Esimerkin ([2.3)) tehtdvan annon tiedon taulukko.

Tyotunti | Kemikaaleja Myydyt
Tavalla 1 valmistettava maaraz; 1 229 311
Tavalla 2 valmistettava maara 21 3% 5x
Beytwice 200z
Yhteensa < 20000 < 35000 = 1000 + 20023

arvioitu lisaavan kysyntaa 200 pulloa. Formuloi optimointitehtava se miten voidaan
kokonaistuotto maksimoida, kun deodorantin myyntihinta on 20 euroa pullolta. Mi-
té tyyppid optimointitehtavéd on?

Mallinnetaan tehtava. Maaritellaan paatosmuuttujat, jotka on

x1 : tavalla 1 valmistettavan deodorantin méara

Ty : tavalla 2 valmistettavan deodorantin maaréa

x3 : Beytwice tyotunnit.

Liséksi kolme paatosmuuttujat ovat ei-negatiivisia eli xy > 0, o > 0 ja x5 > 0.
Katsotaan rajoitukset.

Joka vuosi on kiytettavissa 20 000 tyotunti. Lisdksi tuotantomenetelmissa tavalla
1 saadaan 3 pulloa kiayttamalla 1 tyotunti ja tavalla 2 saadaan 5 pulloa kiyttamalla
2 tyotunti. Saadaan rajoitefunktio

x1 + 22 < 20000.

Joka vuosi on kiytettiavissa 35 000 pulloa kemikaaleja, lisiksi tavalla 1 saadaan
3 pulloa, kun kaytetdan 2 pulloa kemikaaleja, ja tavalla 2 saadaan 5 pulloa, kun
kiytetddn 3 pulloa kemikaaleja. Saadaan rajoitefunktio

271 + 322 < 35000.

On arvioitu, ettd myyntiméa#ard vuodessa on 1000 pulloa. Megatéahti Beytwice
osallistuu kampanjamyyntiin, joka edistdd myyntid ja kasvattaa kysyntad arviolta
200 pulloa jokaista tuntia kohden. Lisdksi tavalla 1 saadaan 3 pulloa ja tavalla 2
saadaan 5 pulloa.

321 + bxy = 1000 + 200x3.

Taulukossa esitetddn tehtdvan annon tiedot.

Tehtévan tavoite on maksimoida kokonaistuotto, kun deodorantin myyntihinta
on 20 euroa pullolta. Liséksi otetaan huomioon tyGvoiman kustannukset, kemikaa-
lien maksu ja megatdahden palkka.

Deodorantin myyntihinta on 20 euroa pullolta. Tavalla 1 saadaan 3 pulloa ja ta-
valla 2 saadaan 5 pulloa eli myyntitulo on 20 - (321 + 5z2).

Tyovoima maksaa 12 euroa tunnilta. Tavalla 1 kiytetddn 1 tyotunti valmistuk-
seen ja tavalla 2 kdytetddn 2 tyotuntia eli tyovoimakustannukset ovat 12 - (1 + o).



Kemikaalit maksavat 8 euroa pullolta. Tavalla 1 kiaytetaan 2 pulloa valmistuk-
seen ja tavalla 2 kdytetadan 3 pulloa valmistukseen eli kemikaalikustannukset ovat
8- (21 + 3x2).

Lisaksi taytyy maksaa megatahti Beytwicelle palkka, joka on 400 euroa per tunti
eli megatahtin palkka on 400x3.
Yhdistetdén tuotto ja kulut saada maksimoitavat kohdefunktio, joka on

max  20(3z1 + 5x3) — 12(z1 + x2) — 8(x1 + 3x2) — 4003
s.t. a1 4 2x9 < 20000

211 + 3x9 < 35000

3x1 + 5xy = 1000 4 200x3

x1 > 0,290 > 0,23 > 0.

Optimointitehtdvé on lineaarinen maksimointitehtéva.

Optimointitehtava on lineaarinen, kun kohdefunktio ja rajoitefunktio ovat line-
aarisia.

Esimerkki 2.4. Oljyjalostamo tuottaa kahta tuotetta: lentokoneen polttoainetta ja
bensiinia. Jalostamon voitto on 0,10 euroa tynnyristé lentokoneesta polttoainesta ja
0,20 euroa tynnyristé bensiinista. Jalostamo on kéytettdvissddn vain 10 000 tynny-
rid raakadljya prosessoittavaksi. Lisdksi seuraavat ehdot on taytettéava.

1. Jalostamolla on hallituksen sopimus, jonka mukaan tuotetaan vahintdan 1000
tynnyrid lentokonesen polttoainetta. Jalostamo on yksityinen sopimus, jonka
mukaan tuotetaan vahintdan 2000 tynnyrid bensiinia.

2. Molemmat sopimustuotteet toimitetaan kuorma-autoilla, ja kuorma-autojen
yhteenlaskettu toimitustilavuus on enintdan 180 000 tynnyrié.

3. Lentokonesen polttoainetta toimitetaan lentokentille, joka on 10 mailia pa&-
hén jalostamosta. Bensiini toimitetaan jakelijalle, joka on 30 mailia padhan
jalostamosta.

Kuinka paljon kumpikin tuote voisi tuottaa maksimivoitoa? [6]

Mallinnetaan ongelma annetun tehtavianannon mukaan vaihe vaiheelta. Ensimmai-
sessa vaiheessa taytyy maarittad paatosmuuttujat. Tassa esimerkissa paatosmuut-
tujat ovat r; on mééré, jonka jalostamo tuottaa lentokosen polttoainetta (lasketaan
tynnyrind). ro on méaéré, jonka jalostamo tuottaa bensiinid (lasketaan tynnyriné)

Tehdéan taulukko, joka sisdltda kaikki ongelmassa annetut tiedot. Sen jalkeen
on helppo miettid ongelman ratkaisu.



Taulukko 3: Esimerkin ({2.4]) tehtdvéan annon tiedon taulukko.

Raakaoljy | Toimitus Voitto
Lentokoneen polttoaineen méara z; > 1000 1 10 0,10 euroa/tynnyri
Bensiinin méira x, > 2000 1 30 0,20 euroa/tynnyri
Yhteensé < 10000 | < 180000 0,1z, + 0,2z,

Formalisoidaan ongelma matemaattisesti. Ongelman annossa on kolme rajoitus-
lausetta. Mallinnetaan ongelman rajoitukset.

Ensimmaéinen rajoitus on: Jalostamolla on hallituksen sopimus, jonka mukaan
tuottaa vahintaan 1000 tynnyrid lentokonesen polttoainetta. Jalostamo on myos yk-
sityinen sopimus, jonka mukaan tuottaa vihintdan 2000 tynnyrié bensiinia. Rajoitus
merkitddn matemaattisessa muodossa seuraavasti

x1 > 1000

9 > 2000.

Toinen rajoitus on: molemmat sopimustuotteet toimitetaan kuorma-autoilla, ja kuorma-
autojen yhteenlaskettu toimitustilavuus on enintdan 180 000 tynnyria. Kolmas ra-
joitus on: lentokonen polttoaine toimitetaan lentokentélle 10 mailia pddhéan jalosta-
mosta, ja a bensiini toimitetaan 30 mailia pdahén jalostamosta. Ne voivat yhdistaé,

ja rajoitus voidaan esittéd seuraavasti

1021 + 3024 < 180000.

Liséksi jalostamo on kéytettavissddn vain 10 000 tynnyrid raakaoljya prosessoitavak-
si. Tama rajoitus merkitddn matemaattisessa muodossa seuraavasti

21 4+ 22 < 10000.

Ongelman tavoite on maksimoida jalostamon voitto. Jalostamon voitto voidaan ku-
vata matemaattisessa muodossa seuraavasti 0, 1z; + 0, 2x5. Tama tuotanto-ongelma
voidaan muotoilla matemaattiseksi optimointiongelmaksi muuttujalla z; ja xo, sit-
ten etta 0, 1z +0, 225 maksimoidaan mainituilla rajoituksilla. Nyt ongelma voidaan
esittdd optimointitehtdvana seuraavasti

max 0,1z, + 0,22z,
s.t. x; > 1000

xo > 2000

T + 2 < 10000

1021 + 3024 < 180000.



Ratkaistaan tehtéva. Rajoitukset ovat seuraavat

T + 2 < 10000
1021 4+ 3025 < 180000.

Néama rajotukset ovat voimassa, joten voidaan kirjoittaa yhtalon seuraavassa muo-
dossa

I + To = 10000
1021 + 30x4 = 180000.

saadaan yhtéalopari, joista voidaan ratkaista muuttujat x; ja xo
1 + 29 = 10000 < 1 = 10000 — 2.
Sijoitetaan x7 = 10000 — x5 yhtéaloon 10x; 4+ 30z = 180000, jolloin saadaan

10(10000 — z2) + 30z2 = 180000

< 100000 — 102 + 3022 = 180000
< 100000 + 20245 = 180000

& 20z, = 180000 — 100000 = 80000
& 19 = 4000.

Sijoitetaan xo = 4000 yhtéloon z; = 10000 — x5, jolloin saadaan
x1 = 10000 — 4000 = 6000.

Optimaalinen piste on x; = 6000 ja x5 = 4000. Sijoitetaan muuttujien x; ja xs arvot
kohdefunktioon, jolloin saadaan

0,1-6000 + 0,2 - 4000 = 600 + 800 = 1400.

Kohdefunktion arvo on 1400,
eli maksimivoitto on 1400 euroa.
Tarkistetaan, pateekd tdma ratkaisu kaikkiin rajoituksiin.

x1 = 6000 > 1000 ok.

9 = 4000 > 2000 ok.

x1 + x2 = 6000 + 4000 = 10000 ok.
10 - 6000 + 30 - 4000 = 180000 ok.



2.2 Epalineaarinen optimointitehtava

Seuraava on lahteestd [I].
Yleinen epélineaarinen optimointitehtéavé kirjoitetaan muodossa

min / max fo(z)

s.t. fi(z)

VA
&
\,’_‘
S

missé

vektori © = (x1, ..., x,) on optimointitehtavin paatosmuuttuja;

fi on rajoitefunktio; b; on parametreja;

Optimointitehtavéd on epélineaarinen, kun kohdefunktio tai vahintdan yksi rajoite-
funktio on epélineaarinen.

Esimerkki 2.5. (Epélineaarinen optimointitehtévé) Valmistetaan lierion muotoinen
puolen litran juomatdélkki, johon kuluu mahdollisimman vihén materiaalia. Muotoile
ongelma optimointitehtéviksi. Onko tehtévé lineaarinen? Ratkaise tehtévé.

Q 2T[r
|

‘ V=0,51 ‘
ORG

Kuva 2: Esimerkki (2.5) lierion muotoinen juomatolkki.

A=2mrh

Kuva esitetddn lierion muotoinen puolen litran juomatolkki. Mallinnetaan
ongelma optimointitehtéaviksi. Ongelmanannossa kerrotaan, etté kyseessa on lierion
muotoinen puolen litran juomatolkki, joten saadaan tolkin tilavuus on 0,5 litra eli
500ml. V on tilavuus. Tehtévin paatosmuuttujat ovat: r on séde, h on tolkin korkeus,
r(séde) ja h(korkeus) eivit ole negatiivisia eiviitki nollia eli 7 > 0 ja h > 0. Lierion
tilavuuden kaava on

V = mr’h = 500

Ongelman tavoitteena on valmistaa tolkki, jonka valmistukseen kuluu mahdollisim-
man vahan materiaalia. Tata varten tarvitaan lierion pinta-ala, joka on

A = 27r? 4+ 27rh.



Koska halutaan kiayttda mahdollisimman vihemméan materiaalia, pyritddn minimoi-
maan materiaalin kulutus. Halutaan minimoida min 2772 4+ 27rh. Ongelma mallin-
netaan optimointitehtavéiksi seuraavasti

min 27r% + 27rh
s.t. 7r*h = 500
r>0,h>0.

Koska kohdefunktio 2772 4 27rh ei ole lineaarinen ja myoskiin rajoite 7r2h = 500
ei ole lineaarinen, tehtdvé on epélineaarinen optimointitehtava.
Ratkaistaan optimointitehtivi. Ratkaistaan rajoite wr2h = 500, joka saadaan

mr’h = 500 < h = ﬂ.
r
Sijoitetaan h = % kohdefunktioon, jolloin saadaan

500 1000
2mr? 4+ 2wrh < 2mr? + 27rr—2 & 2t 4+ )
mr

Derivoidaan kohdefunktio, jolloin saadaan
d 1000 4 1000

—or? 4 =dnr — —
dr T r

Lasketaan nollakohta, jolloin saadaan

473 = 1000
, 1000

T

o100
A

r = 4,30.

Sijoitetaan r ~ 4, 30 yhtaloon h = %, jolloin saadaan

Juomatdlkin side on 4,30 cm ja korkeus on 8,60 cm, pinta-ala on 2772 4 27rh =
27 - 4,30% 4+ 2 - 4,30 - 8,60 ~ 348,528 ~ 348,53, joten pinta-ala on 348,53 cm?
Kyseessé todella on minimi, silld jos lasketaan toinen derivaatta, jolloin saadaan

i47rr 1000 o 2000.

dr r2 r3
koska r > 0, ettd 47 + 22% > 0, ja edelld vaaditaan r # 0. Tama osoittaa, etté
deivaatan nollakohdassa saavutetaan funktion minimi.
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2.3 Graafinen ratkaisu lineaariseen tapaukseen

Optimointitehtavi, jossa on vain kaksi padatosmuuttujaa, voidaan ratkaista graafi-
sesti.

Esimerkki 2.6. Kéytetddn sama esimerkki kuten esimerkki (2.4). Optimointiteh-
tavan matemaattinen muoto on

max 0,1z + 0,22,
s.t. x1 > 1000
o > 2000
1 + 22 < 10000
1021 + 30245 < 180000.

10000

— 2 > 1000
8000 | e . > 2000
T, + x5 < 10000
6000 ! 10z, + 30x9 < 180000
(Y]
>

4000 |

2000

0 5000 10000 15000

X1

Kuva 3: Esimerkin ([2.6) sallittu alue.

Kuva on kaksiulotteinen kuva, jossa x-akselilla on z; ja y-akselilla on x».
Kuvassa esitetddn tehtavan rajoitefunktiot. Funktiot leikkaavat toisensa, ja leik-
kauspisteet saadaan (leikkauspisteet kirjoitetaan muodossa(zy, x2)).

Funktion z; > 1000 ja funktion xzo > 2000 leikkauspiste on (1000,2000).

Funktion x; > 1000 ja funktion x; + 22 < 10000 leikkauspiste on (1000,9000).
Funktion z; > 1000 ja funktion 10z + 30xs < 180000 leikkauspiste on (1000, @).
Funktion zo > 2000 ja funktion x; + x2 < 10000 leikkauspiste on (8000,2000).
Funktion zo > 2000 ja funktion 10z 4+ 30z2 < 180000 leikkauspiste on (12000,2000).
Funktion z; + zo < 10000 ja funktion 10z; 4+ 30xy < 180000 leikkauspiste on
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(6000,4000).

Optimointitehtavin rajoitusten mukaan 16ytetéddan nelja leikkauspistetté, jotka ovat
(1000,2000),(1000, @), (6000,4000), (8000,2000). Yhdistetddn neljé leikkauspistet-
td saadaan optimointitehtavan sallitun alueen rajat.

10000 —_—; > 1000
—e 9 = 2000
— 1 4 e < 10000

10z, + 305 < 180000

X 6000
Y 4000

8000 ¢

6000 |

4000 | C}

2000

0 2000 10000 15000

X1

Kuva 4: Esimerkin ([2.6)) sallittu alue ja optimointitehtavin ratkaisu.

Kuvassa @) esitetdén tehtdvin sallittu alue ja paétosmuuttujan arvot. Optimoin-
titehtdvan rajoitusten mukaan 16deytaéan nelja leikkauspistetta, jotka ovat (1000,2000),
(1000, £3%2), (6000,4000), (8000,2000). Neljésté leikkauspisteesté vain piste (6000,4000)
pétee kaikkiin rajoituksiin. Piste (6000,4000) on funktion z; + xo < 10000 ja funk-
tion 10x; + 30xy < 180000 leikkauspiste. Se pétee myos funktioihin x; > 1000 ja
9 > 2000. Optimointitehtavan padtosmuuttujat ratkaistaan seuraavasti: 1 = 6000
ja my = 4000 (kuvassa () on merkitty leikkauspiste (6000,4000), joka tarkoittaa
X=6000, Y=4000.) Optimointitehtévéin ratkaisu on, ettd max 0, 1z +0, 2z5 on 1400
euroa.

Esimerkki 2.7. Burgerikaupassa on myynnissa kevytburgeri, jossa on kanaa ja nau-
taa. Kevytburgerin pihvi painaa vahintdan 125 grammaa, sisidltda korkeintaan 350
kaloria, 15 grammaa rasvaa ja 360 milligrammaa suolaa. Kaytetyssd naudanlihassa
on 2,5 kaloria, 0,2 grammaa rasvaa ja 3,5 milligrammaa suolaa per gramma. Vas-
taavat arvot kananlihassa ovat 1,8 kaloria, 0,1 grammaa rasvaa ja 2,5 milligrammaa
suolaa per gramma. Maarda lihasekoitus, joka tayttad kaikki edelld mainitut rajoi-
tukset ja jossa on mahdollisimman paljon naudanlihaa. Formuloi ongelma optimoin-
titehtéviksi ja ratkaise se graafisesti.

Ratksitaan ongelma. Maaratdan tehtavan paatosmuuttujat, jotka ovat

x1 on pihvissd kiytetyn naudanlihan mééra (yksikkoé on gramma)
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Paino | Kaloria/gramma | Rasvaa | Suolaa
Naudanliha z; 1 2,51 0,2z 3,511
Kananliha x4 To 1,824 0,1z, 2,519
Kevytburgerin pihvi | > 125g < 350g < 15g | < 360mg

Taulukko 4: Esimerkin (2.7)) tehtévén annon tiedon taulukko.

xo on pihvissd kdytetyn kananlihan méérd (yksikké on gramma). Naudanlihan ja
kananlihan méérét eivit olla negatiivisia eli x; > 0,25 > 0. Katsotaan rajoitukset
lapi. Pihvin paino taytyy olla vahintddn 125 grammaa, eli naudanlihan ja kananlihan
yhteisméaéran tulee olla suurempi tai yhta suuri kuin 125 grammaa. Matemaattinen
muoto on seuraavasti

r1 + x9 > 125.

Pihvin kokonaiskaloria on korkeintaan 350 kaloria. Naudanlihassa on 2,5 kaloria per
gramma ja kananlihassa on 1,8 kaloria per gramma, jolloin saadaan

2,5x1 + 1, 8z2 < 350.

Pihvissa kokonaisrasvaa on korkeintaan 15 grammaa. Naudanlihassa on 0,2 grammaa
rasvaa per gramma ja kananlihassa on 0,1 grammaa rasvaa per gramma, jolloin
saadaan

0, 2271 + 0, lzs < 15.

pihvin kokonaissuolan maara on korkeintaan 360 milligrammaa. Naudanlihassa on
3,5 milligrammaa suolaa per gramma ja kananlihassa on 2,5 milligrammaa suolaa
per gramma, jolloin saadaan rajoitefunktio

3,52, + 2, 5z < 360.

Tehtévan toiveena on valmistaa pihvi, jossa on mahdollisimman paljon naudan-
lihaa. Saadaan kohdefunktio seuraavasti

max

Yhdistetadn kohdefunktio ja rajoitefunktiot, saadaan seuraavan optimointitehtavan

max
st. xy+ x> 125
2,521 + 1,829 < 350
0,221 + 0,129 < 15
3,521 + 2,579 < 360
x1 > 0,290 > 0.

13



— X T X 125
300 } 1 2=

2.5}(1 + 1.8}(2 < 350
—— 0.2}(1 + 0.1}{2 < 15
— 3.5}(1 + 2.5}{2 < 360

Sallittu alue

0 20 100

Kuva 5: Esimerkin ([2.7)) sallittu alue.

Kuvassa esitetddn optimointitehtavin rajoitefunktiot ja sallittu alue. Kuvas-
sa sallittu alue on merkitty siniseksi. Sallittu alue muodostuu seuraavista rajoite-
funktion x; 4+ x5 > 125 ja rajoitefunktion 0, 2z, + 0, 125 < 15 leikkauspisteesté seké
rajoitefunktion 0, 2z1 + 0, 1zo < 15 ja rajoitefunktion 3, 5z + 2, 5xo leikkauspistesté
ja xo-akseli. Kun yhdistetddn nama leikkauspisteet ja zo akseli, optimointitehtavin
sallittu alue muodostuu.

Kuvassa @ esitetadn sallittu alue ja optimointitehtévéin ratkaisu. Optimointiteh-
tavin ratkaisu 16ytyy rajoitefunktion z1+x9 > 125 ja rajoitefunktion 0, 2z, 40, 1zs <
15 leikkauspisteestd, joka on

T1 + X9 > 125
0, 21‘1 + 0, 11‘2 S 15.

Rajoitteet ovat voimassa. Voidaan kirjoittaa ne téssd muodossa

X1+ To = 125
0,22, +0,1zy = 15.

Ratkaistaan yhtélopari, saadaan

T1+ 29 =125 < 11 = 125 — 2o,

14



200 ¢ Sallittu alue
e X, + X, > 125

— 2.5}(1 + 1.8}(2 < 350
150 — 0.2}(1 + D.l){z < 15

— 3.5}(1 + 2.5){2 < 360

s 100}

90 r

0 50 100 150
X1

Kuva 6: Esimerkin ([2.7) sallittu alue ja optimointitehtavin ratkaisu.

Sijoitetaan xy = 125 — x5 funktioon 0,2x; 4+ 0, 1zs = 15, jolloin saadaan

0,2 (125 — x3) + 0, Loy = 15
0,2-125 — 0,225 + 0, 12y = 15

25 —0,1zy =15
—0,12, =15—-25
—0,1zy = —10

x5 = 100.

Sijoitetaan x5 = 100 funktioon x; = 125 — x5, jolloin saadaan

r1 =125 - 100 = 25

Ty = 25
Pihvissd on 25 grammaa naudanlihaa ja 100 grammaa kananlihaa. Taméa piste on
my6s merkitty kuvassa (@ néakyville.

Saadaan ratkaisu

Monia teorioita voidaan soveltaa optimointiongelmaan, kuten kombinatoriik-
kaan, verkkoteoriaan, dynaamiseen peliteoriaan ja niin edelleen. Seuraavassa luvussa
késitellaan optimointiongelmia verkkoteoriassa.
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2.4 Optimointiongelma verkkoteoriassa

Tyypillisid verkkoteorian optimointiongelmia ovat lyhin reitti ja minimivirittava
puu. Téssa kappaleessa kiytetadn minimivirittdvia puita verkkoteoria.

Virittava puu on joukko kaaria, jotka yhdistavét kaikki solmut siten, ettd jokai-
sen solmun kautta kuljetaan ja verkkoon ei muodostu sykleja. Minimivirittava puu
on painotetun graafin virittavé puu, jonka kaarien painojen summa on mahdollisem-
man pienin [11]. Painotettu graafi on graafi, jossa jokaisella kaarella on liitetty paino
tai kustannus. Painotetun graafin minimivirittdvd puu on virittdva puu, jonka ko-
konaispaino (kaikkien kaarien painojen summa) ei ole suurempi kuin mikdén muun
virittdvan puun kokonaispaino[10]. Graafi G=(V,E), missd V on kaikkien solmujen
joukko lapikulussa prosessissa ja E on kaikkien kaarien joukko ldpikulussa proses-
sissa [12]. Graafin G=(V,E) minimivirittdva puu on ldpikulun prosessin kaarien E
osajoukko, jonka kokonaispaino on pienin ja joka muodostaa graafin G virittévéin
puun [13]. Minimivirittévd puu suuntaamattomassa yhtenéisessa painotetussa graa-
fissa on virittavd puu, jonka kokonaispaino on kaikista mahdollisista virittavésta
puista pienin[5].

Minimivirittdva puu voidaan laskea seuraavilla algoritmeilla, kuten

1. Kruskalin algoritmi: algoritmi julkaistiin ensimmaéisen kerran vuonna 1956 ja
Joseph Kruskal kehitti algoritmi. MyShemmin H. Loberman ja A. Weinberger
kehittivat algoritmia ja esittelivit sen tutkielmassa "Formal Procedures for
Connecting Terminals with a Minimun Total Wire Length"[16], [14].

2. Primin algoritmi: algoritmi kehitti tsekkildinen matemaatikko Vojtech Jarnik,
joka julkaisi algoritmi vuonna 1930. Algoritmi julkaisi uudelleen vuonna 1957
tietojenkasittelyn tutkija Robert C. Prim ja esitteli tutkielmassa "Shortest
Connection Networks And Some Generalizations"[17], [15].

3. Boruvkan algoritmi: algoritmi julkaistiin ensimmaisen kerran vuonna 1926 ja
Otakar Boruvka julkaisi [18],

Tassa luvussa esitetddn Kruskalin algoritmin teoria, kiytdnnon esimerkki sekd opti-
mointitehtava. Myohemmin luvussa 3.4 esitetaan Primin algoritmin teoria, esimerkki
ja monikriteerinen optimointitehtava.

2.4.1 Kruskalin algoritmi

Lause 2.8. Kruskalin algoritmi on menetelmé minimivirittdvin puun ongelman
ratkaisemiseen. Algoritmi toimii seuraavalla tavalla:

Vaihe 1: Etsitddn ja numeroidaan kaikki verkon solmut.

Vaihe 2: Jarjestetddn kaaret nousevaan jarjestykseen painojen perusteella.

Vaihe 3: Valitaan jarjestyksestd kaikista pienin painon kaari.

Vaihe 4: Tarkistetaan, muodostaako valittu kaari syklin nykyisen virittavian puun kans-

sa. Jos sykli ei muodostu, lisdtdan kaari virittavaan puuhun, paivitetdan puu.
Jos sykli muodostuu, hylatédan kyseinen kaari.
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Vaihe 5: Toistetaan vaihe 3 ja vaihe 4.

Vaihe 6: Kun virittdvissid puussa on kaikki verkon solmut (yhteensd V kappaletta) ja
siind on V-1 kaarta, jossa V on solmujen lukumaééra, algoritmi paattyy. Krus-
kalin algoritmin minimivirittava puu syntyy. [12]

Seuraava esimerkki on lahteestéd [19] kysymys 2.

Esimerkki 2.9. Etsitdan kuvassa esitetyn painotetun verkon minimivirittava
puu Kruskalin algoritmin avulla.

Kuva 7: Esimerkin (2.9) painotettu verkko [19].

Tehdéan tehtéva lauseen (2.8) nojalla vaihe vaiheelta.

Vaihe 1 Numeroidaan solmut. Kuvassa on jo numeroitu, joten siirrytédn seuraavaan
vaiheeseen.

Vaihe 2 Jirjestetdén kaaret nousevaan jirjestykseen painojen perusteella. Saadaan

taulukko (/5)).

Vaihe 3 Valitaan vaiheessa 2 jarjestyksesta pienin painon kaari. Pienin painon kaari
on (B,D)=3.

Vaihe 4 Tarkistetaan, muodostuuko syklin nykyisen virittavan puun kanssa. Kaari
(B,D) ei muodosta syklié, joten se lisitdén ja puu paivitetaan puuhun. Muodoste-
taan syklintarkistusta varten seuraava taulukko @

Vaihe 5 Toistetaan vaihe 3 ja vaihe 4. Valitaan pienimmét kaaret, jotka ovat (A,B)=5
ja (C,D)=5. Tarkistetaan, muodostuuko sykli nykyisen virittdvan puun kanssa, eli
kaaren (B,D) kanssa. Kumpikaan ei muodosta syklid valitun kaaren kanssa, joten
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Taulukko 5: Esimerkin (22.9)) kaaret nousevaan jirjestykseen painojen perusteella.

E(Kaaret) | Painot
(B,D) 3
(A,B) 5
(C,D) 5
(A,C) 6
(B,C) 6
(C,E) 8
(D.E) 8

Taulukko 6: Esimerkin (2.9)) kaaren syklisyys.

E(Kaaret) | Sykli
(BD) | FEi
(A,B) Ei
(CD) | Ei
(AC) | Kylli
(B.C) | Kyl
(C,E) Ei
(D.E) | Ei

molemmat voidaan liséta virittdvaan puuhun.

Aloitetaan uusi toisto. Valitaan pienimmaét kaaret, jotka ovat (A,C)=6 ja (B,C)=6.
Tarkistetaan, muodostuuko sykli. Kaari (A,C) muodostaa syklin kaarien (A,B),
(B,D) ja (C,D) kanssa. Kaari (B,C) muodostaa syklin kaarien (B,D) ja (C,D) kans-
sa. Néin ollen ei lisdta kaaria (A,C) ja (B,C) virittdvaan puuhun.

Aloitetaan uusi toisto. Valitaan pienimmét kaaret, jotka ovat (C,E)=8 ja (D,E)=8.
Tarkistetaan, muodostuuko sykli. Kaari (C,E) ei muodosta syklid valitun kaaren
kanssa. Kaari (D,E) ei my6skddn muodosta nykyisen virittdvan puun kanssa. Huo-
mioidaan, ettd ei voida lisdtd molempia samanaikaisesti virittdvaan puuhun. Jos
lisditdan molemmat puuhun, ne muodostavat syklin. Voidaan lisdtd vain jomman-
kumman kaarista (C,E) tai kaarista (D,E) virittdvddn puuhun (g).

Vaihe 6 Tarkistetaan, nykyisessa virittdvassa puussa sisaltda kaikki solmut
V=5=(A,B,C,D,E), ja siind on 4 (V-1=5-1=4) kaarta. Virittavissi puussa ei muo-
dostu syklid. MST = {(B, D), (A, B),(C, D), (C,E)} = 21 tai
MST = {(B,D),(A,B),(C,D),(D,E)} = 21. Minimivirittdvd puu syntyy, ja se
esitetdén kuvassa (9)).
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Kuva 8: Esimerkin ([2.9) virittava puu.

A B Tai A B
C G
D D
E E

Kuva 9: Esimerkin ([2.9) minimivirittava puu.

Minimivirittdvan puun Kruskalin algoritmi voidaan kirjoittaa matemaattisesti ja
kiyttad optimointitehtévissi. Seuraavassa lauseessa esitetddn Kruskalin algoritmi
matemaattisessa muodossa, ja esimerkissa ([2.11]) esitetdan optimointitehtéava, joka
ratkaistaan Kruskalin algoritmin perusteella.

Lause 2.10. Kruskalin algoritmin matemaattinen muoto voidaan kirjoittaa seuraa-
vasti:

min » _ pej)e.

(i.9)

s.t. :L'(i,j) =V -1
(i.9)

(i,9)

1, jos kaari lisdtaan virittavaan puuhun.
Ty =
2 0, muuten

i€ (A B,C,D),je (A B,C,D).
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P(i,;) on kaaren (i,j) pain.

V on kaikkien solmujen joukko, téassé tapauksessa V on solmujen lukumaara joukos-
sa.

K on joukon V osajoukko, tédssa tapauksessa K on osajoukon solmujen lukumé&éra.

Esimerkki 2.11. Suunnitellaan matka ja valitaan neljd ndhtavyytté, jotka ovat
nahtéavyys A, ndhtavyys B, nahtavyys C ja ndhtédvyys D. Tarkeimmaét tiedot on esi-
tetty kuvassa (10))(kaaren painon yksikkd on km). Etsitdéin mahdollisimman lyhyt
matka, jolla vieraillaan kaikissd néhtavyyksissd. Muotoillaan ongelma optimointi-
tehtévaksi ja ratkaistaan tehtava Kruskalin algoritmilla.

P(i,;) on kahden néhtdvyyden vilisen kaaren paino. Solmun (néhtdvyyden) i ja sol-
mun (ndhtavyyden) j vilin yhdistévé kaari, missi ¢ € (A, B,C, D), j € (A, B,C, D).
V on kaikkien nahtévyyksien solmujen joukko, ja tehtdvissa kiytetddn solmujen lu-
kuméara.

7, on valittu kaari, joks tulee nidhtidvyyden i ja néhtdvyyden j vili, missd ¢ €
(A,B,C, D), je (A B,C, D).

K on V osajoukko eliK C V', ja tehtavassa kidytetdan solmujen maéara.
madritellddn rajoitefunktio Kruskalin algoritmin rajoituksella. Minimivirittévéssé
puussa pitda sisaltdd kaikki solmut eli valitettujen kaarien lukuméara on kaikkien
valittujen solmujen lukuméara miinus yksi. Télloin saadaan seuraava rajoite

Z T4 = V-1

ZG(A7B707D)7J€(A’B’07D)
Liséksi kaarien valiin ei missaén vaiheessa saa muodostua syklid. Mikéa tahansa nah-
tavyyksien osajoukon, johon kuuluvat solmut, yhdistyvét kaarien joukkolla, ei muo-

dostaa syklid. Valittujen kaarien méaérd on pienempi tai yhtd suuri kuin osajoukon
solmujen lukuméara miinus yksi. Téalloin saadaan seuraava rajoite

Z 2 < K —1,K on V osajoukko ja joukko ei ole tyhja..
i€(A,B,C,D),je(A,B,C,D)

Lopuksi on

1, jos kaari solmujen i ja j valilla kaari on valittu mukaan virittadvaan puuhun
l’ .. o
&) 0, muuten,

missd i € (A, B,C, D) jaje (A B,C,D)
Tehtévan tavoitteena on etsid mahdollisimman lyhyt reitti, joka kiy lapi kaikki
nahtavyydet. Talloin saadaan

min Z D) T(h5)-
i€(A,B,C,D),j€(A,B,C,D)

Lopullinen optimointitehtavd matemaattisesti on
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Taulukko 7: Esimerkin ([2.11)) kaaret nousevaan jarjestykseen painojen perusteella.

Kaaret | Painot
A B) 1

2
3
4
)

min > Pig)%(i.5)
i€(A,B,C,D),je(A,B,C,D)

s.t. Z T = V-1
i€(A,B,C,D),j€(A,B,C,D)

ZE(A,B,C7D),]€(A,B,C,D)
{1, jos kaari solmujen i ja j valilla kaari on valittu mukaan virittdvaan puuhun.
L(ig) =

0, muuten.

i € (A, B,C, D)jaj € (A, B,C, D).

A 1 B
S}

4 2

C 3 D

Kuva 10: Esimerkin (2.11]) ndhtavyyksien reitin verkko ja nédhtavyyksien valin etéi-
SyVs.

Ratkaistaan tehtéva Kruskalin algoritmin avulla. Verkossa solmujen merkinnét on jo
annettu. Aloitetaan vaiheesta 2: jarjestetaén kaikki kaaret painon mukaan nousevaan
jérjestykseen. Saamme seuraava taulukko (|7)).

Vaihe 3: Valitaan jérjestyksesté pienin painon kaari. Pienin painon kaari on (A,B)=1.
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Taulukko 8: Esimerkissa (2.11) muodostuuko sykli kaarien vélilla.

Kaaret | Sykli
(A,B) Ei
(B,D) Ei
(D,C) Ei
(C,A) | Kylla
(AD) | Kylla

Vaihe 4: Tarkistetaan muodostaako syklin. Kaari (A,B) ei muodosta syklid valitun
kaaren kanssa, Joten lisdtdan se virittavaan puuhun. Taulukossa esitetaan, muo-
dostuuko kaarien valilla sykli.

Vaihe 5: Toistetaan vaihe 3 ja vaihe 4. Lopulta saadaan kaaret (A,B)=1, (B,D)=2 ja
(D,C)=3.

Vaihe 6: Tarkistetaan, sisaltadako kaikki verkon solmut virittdva puussa ja muodos-
tuuko syklin.

MST:{(A=B>7(B7D>7(D7C>} (1>

Kruskalin algoritmilla saadaan kaaret (A,B)=1, (B,D)=2, (D,C)=3, jotka tdyt-
tavit rajoitukset. Kaaret (C,A)=4 ja (A,D)=5 eivit tdyta rajoituksia.
Tarkistetaan, tayttaako kaikki rajoitukset. Tieddmme, etté

{1, jos kaari solmujen i ja j valilla kaari on valittu mukaan virittdviaan puuhun
L(ig) =

0, muuten,

missd i € (A, B,C,D) ja j € (A,B,C, D), tarkistetaan rajoitusten tayttddminen

> Tag =V =1 (2)

ZE(A7B7C7D)7]6(A7B7C7D)

Tarkistetaan, tayttaako ratkaisu rajoitukset.
Z L(i,5)
1€(A,B,C,D),je(A,B,C,D)

= Z(a,B) + T(B,D) + T(D,c) + T(C,A) + T(a,p) = 3,
V ={A,B,C,D} =4,
V—-1=3.
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Rajoitefunktion ([2|) vasen ja oikea puoli ovat yhté suuret, joten tdmé ratkaisu tayttaa
rajoituksen.

Tarkistetaan, rajoitella 3 ;. 4 p o py jeap.op) Ty < K —1 tdyttadks (L) rajoi-
tuksen. K on V osajoukko, joka on méaritelty seuraavasti: K={{A}, {B},{C}, {D},
{AB}, {A,C}, {AD}, {B,D}, {C,D}, {A,B,C}, {A,B,D}, {B,C,D}}. Kaaria, jot-
ka voivat syntyd, on K={{A B}, {A,C}, {A,D}, {B,D}, {C,D}, {A,B,C}, {A,B,D},
{B,C,D}}. Sijoitetaan joukon K muuttujalle z(; ;. Kun K=(A,B)=2,

Z T(4,5) < K — 1,

lE(A?B)C7D)’-7€(A7B7C’D)

Missa z(4py =1ja K —1=1.
Néin ollen K=(A B) téyttaa rajoituksen.
Kun K=(A,C)=

Z Ji(m) S K — 1,

i€(A,B,C,D),j€(A,B,C,D)

Missa z(4cy =0ja K —1=2-1=1.
Néin ollen K=(A,C) tayttaa rajoituksen.
Niin kuin edelleen, saadaan

kun K=(A,D)=2, z4p) = 0 < 2 — 1 = 1. Téyttéds rajoituksen.

kun K=(B,

kun K=(C,

kun K=(A,B,C)=3,z (a,B) + a0y =1+ 0 <3 — 1. Tayttaa rajoituksen.
(

kun K=(A,B D) 3, T(A,B)1TX(BD) = 1+1=3-1TAI ZT(A,B)TT(A,D) = 140 < 3—1.
Tayttad rajoituksen.

D)=2,2(3py = 1 = 2 — 1. Téyttés rajoituksen.
D)=2,2(c,p) = 1 = 2 — 1. Tayttda rajoituksen.

kun K=(B,C,D)=3, z(z.p) + v(p,c) = 1 + 1 = 3 — 1. Téyttéd rajoituksen. Kun mi-
nimivirittava puu (MST) tayttad kaikki rajoitukset. Sijoitetaan minimivirittéava
puu (MST) kohtefunktioon, saadaan

min > D)2 (i)
i€(A,B,C,D),j€(A,B,C,D)
= P(A,B)T(A,B) + D(B,D)X(B,D) T P(D,c)T(D,c) + P(C,A)T(C,A) T P(A,D)T(A,D)
=1-142-14+3-14+4-04+5-0
=6
Eli mahdollisimman lyhyt reitti kulkee nahtédvyydestda A ndhtavyyteen B, sieltd nah-

tavyyteen C ja lopuksi nahtédvyyteen D (eli reitti A-B-C-D), ja sen kokonaispituus
on 6 km.

Kruskalin algoritmia voidaan hyddyntda elaméssa. Esimerkiksi postinjakelussa.
Postinjakeluverkossa pyritddn loytaméan jakelupisteiden vélinen mahdollisimman
lyhyt reitin.
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Kuva 11: Esimerkin (2.11)) minimi virittdva puu.

Taulukko 9: Kriteerit ja vaihtoehdot esimerkissa (3.1]).
VW | Opel | Ford | Toyota

Hinta(1000 euroa) | 16,2 | 14,9 | 14,0 | 15,2
Kulutus(l/100KM) | 7,2 | 7,0 | 7.5 8,2
Teho(KW) 66,0 | 62,0 | 55,0 71,0

3 Monikriteerinen optimointi

3.1 Paatoksentekoavaruus ja kohdefunktion maarittelyalue

Téssé esimerkissé esitetddn niin kutsuttu padtosavaruus. Seuraava esimerkki on 1dh-
teesta [2].

Esimerkki 3.1. Halutaan ostaa uusi auto ja olemme valinneet nelja vaihtoehtoa
eri automerkeiltd: VW Golf, Opel, Ford Focus ja Toyota Corolla. Teemme péaatos-
valinnan hinnan, polttoaineenkulutuksen ja tehon perusteella. Pidetdan parempana
edullista ja tehokasta autoa, joka kuluttaa viahén polttoainetta. Téssé tapaukses-
sa on nelja vaihtoehtoa ja kolme kriteerid. Néiden neljdn auton ominaisuudet on
esitetty taulukossa (9).

Péaatetadn, miké neljastd vaihtoehdosta on paras ostovaihtoehto, kun autolla on
korkea teho, pieni polttoaineenkulutus ja matala hinta. Ei valita auto, joka on seka
kallis etta pienelléd teholla, ja jonka polttoaineenkulutus on suuri. Huomataan, etta
valinta on helppo, jos otetaan huomioon vain yksi kolmesta kriteeristd. Kuvassa
pohdintaa esimerkisté.

Katsotaan takaisin esimerkki (3.1)), ja tarkastellan, jos otetaan huomioon vain
hinta ja polttoaineenkulutus. Voidaan miettia kriteeriarvoja hinnasta ja polttoai-
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neenkulutuksesta kaksiulotteisessa koordinaatistossa.

Kuvasta voimme helposti havaita, ettd automerkit Ford ja Opel ovat kan-
nattavimpia. Ford on kaikista halvin, ja Opelilla on kaikista matalin polttoaineen-
kulutus. Lisaksi sekd Toyota ettd VW ovat kalliimpia ja kuluttavat enemmén polt-
toainetta kuin Opel.

Miké on auto-ostoksen paras valinta?

Hinta Kulutus (I/ 100 km) Teho
Kallis Halpa Suuri kulutus Pieni kulutus Suuriteho Pieni teho
VW Opel Ford Toyota

Kuva 12: Auto-osto esimerkissé (3.1)).

Kutsutaan x = {VW, Opel, Ford, Toyota} ratkaisujoukoksi (feasible set) tai
ratkaisuongelman vaihtoehtojoukoksi. {Opel, Ford} on pareto-optimaalinen ratkai-
su. Avaruutta, joka siséltdéd ratkaisujoukon y, kutsutaan padtoksentekoavaruu-
deksi (decision space). Jos merkitdén hinta funktiona f; ja polttoaineenkulutus
funktiona f5, niin kuvat f; : x — R ovat kriteerifunktioita tai kohdefunktio. Opti-
mointiongelma voidaan merkitd matemaattisesti muodossa

min(fy(x), f2(x)).

x>0

Ratkaisujoukon y kuva kohdassa f = (fi, f2), joka on merkitty Y = f(x) = {y €
R? : y = f(x),jolle x € x} kutsutaan ratkaisujoukon kuvaksi tai ratkaisujoukoksi
kriteeriavaruudessa. Avaruus, josta kriteeriarvot ovat otettu, kutsutaan kriteeria-
varuudeksi (criterion space).

Lause 3.2. Ratkaisujoukko on joukko, joka edustaa sallittua aluetta (sisdltéden kaik-

ki vaihtoehdot), josta voidaan tehdd paatoksid. Ratkaisujoukko on péaéatoksentekoa-
varuuden osajoukko.
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Kuva 13: Esimerkin (3.1) méaéarittelyalue.
Taulukko 10: Esimerkin (3.3)) yliopiston tiedot.
Yliopisto A Yliopisto B Yliopisto C Yliopisto D
Aika 3 vuotta 3 vuotta 3 vuotta 5 vuotta
Lukukausimaksu | 350 euroa 1250 euroa 300 euroa 2000 euroa
Apuraha Ei Kylla(suhteellinen) | Kylla(ylittdd) | Kylld(kattaa)
elinkustannukset | 1000 euroa 900 euroa 1030 euroa 1300 euroa

Esimerkki 3.3. Maisterin tutkinto on loppuvaiheessa, ja on aika miettid jatko-
opiskelua. Olemme hakeneet useisiin yliopistoihin, ja nelja on ldhettényt hyvéksy-
miskirjeen (offer of admission). Taytyy valita yksi neljasta yliopistosta. Neljan yli-
opistojen tiedot on esitetty taulukossa .

Taulukossa, jos tarkastellaan vain opiskeluajan pituutta, yliopisto A ja yliopisto
B tarjoavat 3 vuoden opiskeluajan. Yliopisto C tarjoaa 4 vuoden opiskeluajan ja yli-
opisto D tarjoaa 5 vuoden opiskeluajan. Yliopisto A ja yliopisto B ovat lyhyimmét
opiskeluaikajakson, eli 3 vuotta.
Jos tarkastellaan vain lukukausimaksuja, yliopiston A lukukausimaksu on 350 eu-
roa, yliopiston B lukukausimaksu on 1250 euroa, yliopiston C lukukausimaksu on
350 euroa, ja yliopiston D lukukausimaksu on 2000 euroa. Yliopisto A ja yliopisto
C tarjoavat neljastd alhaisimmat lukukausimaksut, eli 350 euroa.
Jos tarkastellaan apurahoja, yliopisto A ei tarjoaa apurahaa. Yliopisto B tarjoaa
suhteellinen apurahaa. Yliopisto C tarjoaa apurahan, joka ylittda peruselinkustan-
nukset. Yliopisto D tarjoaa apurahan, joka kattaa peruselinkustannukset. Yliopisto
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C tarjoaa suurimman apuraha.

Jos tarkastellaan elinkustannuksia, yliopiston A kaupungissa elinkustannukset ovat
noin 1000 euroa, yliopiston B kaupungissa elinkustannukset ovat noin 900 euroa,
yliopiston C kaupungissa elinkustannukset ovat noin 1030 euroa ja yliopiston D
kaupungissa elinkustannukset ovat noin 1300 euroa. Yliopiston B kaupungissa elin-
kustannukset ovat matalimmat, ja yliopiston D kaupungissa elinkustannukset ovat
korkeimmat.

Katsotaan takaisin esimerkkiin , ja otetaan huomioon vain lukukausimaksu
ja elinkustannukset. Voidaan tarkastella kriteeriarvot lukukausimaksulle ja elinkus-
tannuksille kaksiulotteisessa koordinaatistossa. (Kuvassa ((14) on esitetty.) Yliopis-
tolla C on matalin lukukausimaksu. Yliopistolla A on matalin elinkustannus ja yli-
opistolla C on toiseksi matalin elinkustannus. Téstd huomaa, ettéd valinta on helppo,
jos ottaa huomioon vain yksi kriteeri.

x = {yliopisto A, yliopisto B, yliopisto C, yliopisto D} on ratkaisujoukko tai
ratkaisuongelman vaihtoehtojoukko. Pa&toksentekoavaruus on avaruus, joka sisil-

taa ratkaisujoukko x, eli ratkaisujoukko on péétoksentekoavaruuden osajoukko. {
Yliopisto B, Yliopisto C } on pareto-optimaalinen ratkaisu téssi esimerkissa.

1500 |
1400 |
1300 | @ liopisto D
1200 |
1100 |
1000 | @IISBISIS &

900 | @ liopisto B

elinkustanukset

800 ' ' ' ' '
500 1000 1500 2000 2500

lukukausimaksu
Kuva 14: Esimerkin (3.3) yliopiston lukukausimaksu ja elinkustannukset.

Téssé esimerkissé esitetddn niin kutsuttu kohdefunktion méérittelyalue [2].

Esimerkki 3.4. Mietitdan tassa esimerkissd matemaattista ongelmaa, jossa on kak-
si kriteerid ja yksi paatosmuuttuja. Kriteerit tai kohdefunktiot, joita halutaan mi-
nimoida samanaikaisesti ei-negatiivisella reaalilinjalla, ovat

fi=vVr+1 ja fo=2>—4o+5=(r—2)*+1, (3)
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funktio on piirretty kuvassa . Halutaan ratkaista optimointiongelma

min(f1(z), f2(x)) (4)
Huomataan, etté jokaiselle funktiolle on olemassa yksikésitteinen vastaava ongelma,
joka on helppo ratkaista (voi lukea suoraan kuvasta) : 1 = 0 on funktion f; yksi-
késitteinen minimiarvo, kun x € R : x > 0 ja x5 = 2 on funktion f, yksikasitteinen
minimiarvo, kun x € R : x > 0.

—  F(X)=V(x+1)
- fz(g):xz-c}ms

-1 0 1 2 3 4 5 6
X

Kuva 15: Esimerkin (3.4)) kohdefunktiot.
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3.2 Dominoimaton (nondominated) pisteet ja joukko

Seuraava esimerkki on lahteesta [2].

Esimerkki 3.5. Esimerkissé (3.4]) on ratkaisut ratkaisujoukko, joka on

X={rxeR:2>0} (5)
ja kohdefunktiot ovat
hi=ve+1 ja fo=2a"—4x+5. (6)

Padtoksentekoavaruus on R, koska X' C R. Kriteeriavaruus on R?, koska f(X) C
R. Talloin saadaan ratkaisujoukon kuva kriteeriavaruudessa. Korvataan merkinta
f1(x) muodossa y; ja merkintd fo(x) muodossa ys, jolloin saadaan z = (y;)* — 1

(ratkaistaan y; = vz + 1).
flz\/$+1<:>y1: vao+1
& () =Wz +1)°
s y)r=c+1
<) -1=ua
sr=(y) -1
Siksi saadaan myos
fo=2"—4x+5
©y22x2—4x+5.

— 2P+ 1) — 4P+ 4+5

Sy =y — 6y; +10
Huomataan, ettd x > 0, joten y; > 1. Néin ollen ratkaisualue Y := f(X) sijaitsee
pystysuoran y; = 1 oikealla puolella. Kuvassa havainnollistetaan tdma.

Lasketaan funktion y; minimikohta. Esimerkissd (3.4) saatiin z; = 0 ja x5 = 2,
joten sijoittamalla 1 = 1 ja x9 = 2 funktioon y;, saadaan seuraavat tulokset

Yy =vax ]-7

sijoitetaan x=0

yp=V0+1=vi=1,

sijoitetaan x=2

ylZ\/ﬁ:\/g.
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Kuva 16: Esimerkin (3.5)) mééarittelyalue.

eli y1 = fi(z) € [1,4/3]. Samalla voidaan laskea funktiolle y, muuttujan y; avulla,
jolloin saadaan

Yo = 2% —4dx +5 =y} — 697 + 10,

sijoitetaan y; =1 funktioon

Yo =1*—6+10=1—-6410 = 5,

sijoitetaan y; = v/3 funktioon

Yo = (V3)' —6-(V3)2+10=9—-18+10 = 1.

joten yo = fo(x) € [1,5]. N&itéd y; pisteitd, joiden arvo on 1 < yp < 5 ja yy pisteitd,
joiden arvo on 1 < gy < \/§, kutsutaan dominoimattomiksi pisteiksi (EN.
nondominated point). Kuvassa havainnollistetaan tdman.

Seuraavaksi esitellddn niin sanottu dominoimaton ratkaisu, Seuraava méaéritelma
on lahteesté [3].

Maéritelméa 3.6. kohdefunktio f;(z) : R® — R, kun j=1,...,p, on monikriteerinen.
Ratkaisujoukko on diskreetti eli erillinen ja merkitddin X C Z". Jokainen kelvollinen
ratkaisu z € X vastaa kohdefunktioarvoja y = f(x). Tavoiteavaruuden arvojoukko
médritelldén seuravaasti: Y = {y € R? : y = f(x),jolle x € X}, missd ) sisdltad
kaikki mahdolliset kohdefunktioarvot tavoiteavaruudessa. Matemaattinen maéritel-
ma on:

min f(z) = [fi(x), ..., fo(z)]
st.xe X.
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Kuva 17: Esimerkin (3.5) dominoimaton pisteet [2].

Ristiriitaisten tavoitteiden vuoksi matemaattisella méaaritelmalla voi olla useampi
kuin yksi ratkaisu. Néita ratkaisuja kutsutaan tehokkaiksi ratkaisuiksi.

Lause 3.7. Ratkaisu x* € X kutsutaan tehokkaaksi tai Pareto-optimaaliseksi, jos ei
ole olemassa kelvollista ratkaisua x € X, jonka f;(x) < f; (2*), kaikilla j = {1, ..., p},
ja fi(x) < fijollekini € {1,...,p}. Jos x1, 29 € X ja fi(z) < fo(x), sanotaan, ettéd x;
dominoi z ja fi(z) dominoi fo(z). Tehokas ratkaisu x* on sellainen, ettéd f(z*) € RP,
ja sitd kutsutaan dominoimattomaksi ratkaisuksi. Kaikkien tehokkaiden ratkaisujen
joukko z* € X merkitddn Xp ja sitd kutsutaan tehokkaaksi joukoksi. Kaikkien
dominoimattomien pisteiden joukko y* = f(z*) € ), jossa x* € X, merkitddn Yy
ja sitd kutsutaan dominoimattomaksi joukoksi. [3]

Esimerkki 3.8. Kaksi kohdefunktiota, jotka halutaan minimoida ei-negatiivisella
aluella

filw)=2+1 ja folzr)=2"—22+2=(x—1)*+1.

Optimointiongelma on

min(fy(x), f2(x)). (7)

x>0

saadaan, ettd x1= 0 on funktion f;(z) yksikésitteinen minimiarvo, kun x € R: z > 0,

ja 2 = 1 on funktion fo(z) yksikésitteinen minimiarvo, kun = € R : z > 0 . Téssé
tapauksessa x # 0, koska funktion nimittajésséd ei saa olla nolla. Tavoitefunktion
kuva on esitetty kuvassa (L8).

Merkitdén y; merkinnalla f;(z) ja yo merkinndlla fy(x), jolloin saadaan

filr)=2z+1oyp=x+1
Sypy—r=1—ax=1—1y
Sr=—-1+yy o=y —1
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Kuva 18: Esimerkin (3.8) kohdefunktio.

jolloin saadaan myos (sijoitetaan x = y; — 1 funktioon fo(z))

fol) =2 —224+2=(2 - 1)+ 1 yp=(r—1)>+1)
Sy=((n-1)-1 +1ey=(—2)7°+1

Huomataan, ettd = > 0, jolloin y; > 1 .
Lasketaan funktion y; minimikohta: sijoitetaan z; = 0 ja zo = 1 funktioon, jolloin
saadaan

n=a+1
sijoitetaan x=0 funktioon
n=0+1=1,
sijoitetaan x=1 funktioon
n=1+1=2,
eli y; = fi(x) € [1,2]. Saadaan my6s funktioon y, muuttujalla y;

yo=a>—20+2=(y; —2)* +1
sijoitetaan y; = 1 funktioon
Ppp=01-22%+1=(-1)+1=2,
sijoitetaan y; = 2 funktioon

y=(2-272+1=1.

eli y1 = fi(z) € [1,2] ja samalla yo = fo(z) € [1,2]. Dominoimattomat pisteet ovat
Y1 pisteet, joiden arvo on 1 < y; < 2 ja y, pisteet, joiden arvo on 1 < y, < 2. Eli
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Kuva 19: Esimerkin (3.8) méaéarittelyalue.

molemmat funktiot eivit doimoi toisiaan, vaan ovat pareto-optimaalisia. Kuvassa
on esitetty esimerkin (3.8]) maarittelyalue.

Seuraavan esimerkin tehtdviananto on ldhdeesté [2].

Esimerkki 3.9.

min (f1(z), fo())
st xe[-1,1],

mista

filz) =Vh—2a% ja folz) = g

(kuvassa on esitetty funktiot.) Ratkaistaan tehtévin ratkaisujoukko ja kohde-
funktion méérittelyalue sekd méadritetdéin dominoimaton joukko Yy = {y € Y, joita
y' € Y ei dominoi ja iy <y } ja tehokas joukko Xp = {z € X : f(x) € Yy }. Koska
re[-1,1],eli X = {-1 <z < 1}, paatoksentekoavaruus on = € [—1, 1]. Korvataan
merkintéd fi(x) merkinnalld y; ja merkinta fo(x) merkinnélld y,. TAall6in kohdefunk-
tion méérittelyalue on f(x) = (V5 — 22, 3), missd x € [—1,1]. Sijoitetaan z; = —1

ja x9 = 1 funktioihin. Sijoitetaan ensin x; = —1, jolloin saadaan
y=v5-(-12=V5-1=Vi=2
-1 1
Y2 = 5 — g

sijoitetaan sitten xo = 1, jolloin saadaan

y1=v5—12=v/4=2.
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Kuva 20: Esimerkin funktiot fi(z) = v/5 — 2% (sin.) ja fo(z) = § (pun.).

1

9225-

Muokataan funktio y; muuttujan x suhteen, jolloin
Y1 = V5 — 2
Syr=5—2°
Srt=5-19y°

& r=44/5—yi.

Sijoitetaan z = /5 — y} funktioon ys, jolloin saadaan

5 — i

Yo ==& 5

Lasketaan funktion y; minimikohta, kun x € [—1,1]. Sijoitetaan x; = —1 ja 29 = 1
funktioon y;. Saadaan y; = 2 (tdmé on laskettu aiemmin). Sijoitetaan y; funktioon

Y2, jolloin saadaan
/5 — 12
Y2 = iTyl

Sijoitetaan y; = 2 funktioon

2 2
Saadaan y; = fi(z) < 2 ja ys = fo(x) € [—3, 5]. Kuvassa (21) on esitetty Esimerkin
(3.9) funktion f(x) = (V5 — 22, %) kohdefunktion méérittelyalue. Dominoimaton

2

Vb — 22 1
— 4+ YT 7 4

Y2
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Kuva 21: Esimerkin (3.9) funktion f(z) = (v/5 — 22, §) kohdefunktion méérittely-
alue.

piste funktiolle y on sellainen, jossa y; < 2 ja dominoimattomat pisteet funktiolle y,
ovat sellaisia, joissa —% <y < % Dominoimaton joukko Yy on: Yy := {v/b — 22, %
jossa ei ole olemassa ¢ € Yjay <y:—-1<az <1} ={2 [3,3] jossacioley €Y
jay <y:—1<x <1} Tehokas joukko on Xp = [-1,1].

Lause 3.10. Esimerkissé (3.4)) on muotoiltu optimointiongelma

min max fi(z) (8)
kiytetdan kuvausta 0 : R?> — R kohdefunktiosta méérittelyaluesta R? kohdefunk-
tiolle mééarittelyaluelle R, jossa minimointi (§) on maédritelty kohdefunktion maa-
rittelyalueella R kanonisen jarjestyksen mukaan. Kohdefunktio vektori on kuvattu
avaruudesta RP jarjestettyyn avaruuteen (RP, <), jossa vertailut tehddén jarjestys-
relaatiolla <. Tamaéa kuvaus kutsutaan mallin kuvaukseksi.

Yhteenveto monikriteerisen optimointiongelman elementteistd mallin kuvauksen
mukaan. Monikriteerisen optimointiongelman elementit ovat

e ratkaisujoukko ¥,

kohdefunktion vektori f = (fi,..., f,) : x = RP,

Kohdefunktion méarittelyalue tai kriteeriavaruus RP,

jirjestetty joukko (RP, <),

mallikuvaus 6.

Seuraavaksi esitellddn nadir-piste ja ideal-piste.
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3.3 Nadir-piste ja ideal-piste
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Kuva 22: Nadir-piste ja ideal-piste.
141, [9].

Nadir-piste ja ideal-piste on esitetty kuvassa .

Lause 3.11. Piste y' = (y{,43,...,y}), joka mééritelldtin seuraavasti

I . .
= 1min ) = 1min
Y peX fk( ) vy Yk,

kutsutaan monikriteerisen optimointiongelman min,c x(fi(z), ..., f,(x)) ideal-pisteeksi.

4]
Lause 3.12. Piste y¥ = (yV,v%, ..., yf,\’ ), joka mééritelldén seuraavasti

N
= max fr(z) = ma

VTS ) = e

kutsutaan monikriteerisen optimointiongelman max,cx (fi(z), ..., f,(x)) nadir-pisteeksi.

(Oletetaan joukot Xg ja Yy eivét ole tyhjid.)

Esimerkki 3.13. Téssd on yhden yldasteen opiskelijan syyslukukauden todistus,
jossa aineiden arvosanat ovat: suomi toisena kielenéd 7, englanti 7, ruotsi 6, mate-
matiikka 9, biologia 8, maantieto 7, fysiikka 8, kemia 7, terveystieto 6, historia 5,
yhteiskuntaoppi 5, uskonto 5, késityo 10, ATK 7.

Muodostetaan ratkaisujoukko, joka on X = {suomi toisena kielend, englanti,
ruotsi, matematiikka, biologia, maantieto, fysiikka, kemia, terveystieto, historia, yh-
teiskuntaoppi, uskonto, kiisityd, ATK }, johon liittyvit arvosanat ovat Y = {7, 7, 6,
9,8,7,8,7,6,5,5,5,10, 7 }. Saadaan ideal-piste y’ = 10 ja nadir-piste y¥ =5
Nama arvot voidaan nahda helposti kuvasta .
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Kuva 23: Esimerkin (3.13]) opiskelijan syyslukukauden kurssisuorituksen viivakaavio.

Algoritmi 3.14. (Nadir piste p=2)
Syotto: Monikriteerinen optimointiongelman ratkaisujoukko X ja kohdefunktio f =

(f1, f2)-

Ratkaistaan yksittiiset optimointiongelmat mingcy f1(x) ja mingex fo(zx),

ja merkitiin optimaaliset arvot y! = mingex fi(x) ja yi = mingex fo(x).

Ratkaistaan min,cy fo(z), lisirajoituksella fi(x) < yl ja mingey fi(x) lisirajoi-
tuksella fo(z) < ys.

Merkitién optimaaliset arvot y¥ = max,cx fi(7) ja y5 = maxzex fo(x).

Tuloste: y¥ = (v, %)) on nadir-piste, y/ = (y!, yl) on ideal- piste.
Seuraava esimerkki on ldhdeesté [2].
Esimerkki 3.15. Matemaattisen optimointiongelman ratkaisujoukko on
X={zeR*: 2, +ay> 1~ +35 > 0,21, 75 > 0}

ja kohdefunktiot ovat fi(x) = z1, fa(x) = 5. Ratkaistaan ideal-piste.

Ratkaistaan tehtévéd algoritmin (3.14) mukaan. Etsitddn fi(x) = minger z; ja
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fo(z) = mingex xo. Tehtdvin rajoitukset ovat

T+ 2>1
—x1+ 2920
x>0

T > 0.

Koska rajoitukset ovat aktiivisia, rajoitus x1+xo > 1 esitetddn muodossa x1+x, = 1,
ja rajoitus —x; + xo > 0 esitetddn muodossa x1 = x5 tai xo > xp. Néistd saadaan

l’l—f-ZL‘QZ]_ TA] {ZL‘l—I—JZQ:l

kaksi yhtaloparia
Ty 2 1

T = T

Ratkaistaan ensin ensimmaéinen yhtalopari, jolloin saadaan
1 = Ta.

Sijoitetaan x7; = x5 yhtdloon x1 + xo = 1, jolloin saadaan

1
51314—1'1:1@2231:1@1'1:5.

koska x1 = x4, saadaan myos x, = %

Ratkaistaan toinen yhtélopari, jolloin saadaan
T+ =1rs=1—21<11=1— 2.

Koska x1 > 0 ja o > 0, tutkitaan, kun x; = 0 ja x5 = 0. Sijoitetaan ensin x; = 0
yhtéloon 1 +x9 = 1 < x5 = 1 — x4, jolloin saadaan xo = 1. Sijoitetaan myos x5 = 0
yhtdloon 1 + 29 = 1 < 11 = 1 — x4, jolloin saadaan x; = 1. Néin saadaan kaksi
. . T = 0 i r1 = 1
ratkaisuparia ja
To =1 r1 =0
Liséksi on olemassa toinen rajoitus, joka on xo > x,. Tarkastellaan jiljella olevaa
ratkaisuparia, joka on z; = 0 ja x9 = 1.

=0
ja {xl L Ratkai-

xrT1T =
Loppujen lopuksi saadaan seuraavat ratkaisut { !
To =

To —

N N

semalla optimointiongelmat

min fy(z) =z, =0eliyl =0

: 1 . 1
min fo(x) = 29 = 3 eli yo = 7

I
pim O

Saadaan {y

I
1
I
Y

Seuraava lause on lahteesté [2].
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Lause 3.16. Painotetut kompromissiohjelmointiongelmat esitetdan seuraavasti

reX

min(>" Ae(filz) — y))?. (9)

Kun p on vakio, saadaan

min max Ag(fe(z) —yi), (10)

zeX k=0,....p

Kun p = oo, saadaan

I . .
= min r) = min
y zeX fk( ) yey Yk

Téassa tapauksessa oletetaan, ettd vektorin painokerroin A € R’é, eli kaikki A
ovat ei-negatiivisia ja A ei ole nolla. Kun p = 1, saadaan

22133 (e fi(@) = vi) (11)
= min( D Aefi(@) =Y ey (12)

Esimerkki 3.17. Ratkaistaan ongelma painotetulla kompromissiohjelmoinnilla, jos-
sa A= (%, %) ja etdisyyksien laskennassa kdytetadn euklidinen metriikka, joka méa-
rittaa etaisyyden ideal-pisteeseen.

fi(z) = 2° — 4 — min, fo(r) = (z — 1)* = min
s.t. —x — 100 < 0.

Lisdtieto: Euklidinen metriikka méérittdda kahden vektorin X = (z1,..,z,) ja Y =
(y1, ..., yp) etéisyyden p-ulotteisessa avaruudessa, joka on

Ve =)+ (22— 12)> + o+ (20— yn) (13)

Painotetun kompromissiohjelmoinnin ehdon mukaan @D tarvitaan ensin ideal-piste
y!. Lasketaan f; = 2% — 4 ja fo(z) = (r — 1)* minimiarvot. Kuvassa (24]) esite-
tadn funktioiden f; ja fo kuvaajat. Kuvasta on helposti ndhtavissé, ettd funktion
f1 minimiarvo on z = 0, jolloin f;(0) = —4 ja funktion fs minimiarvo on z = 1,
jolloin f5(1) = 0. Saadaan ideal-piste y' = (—4,0). Kun sijoitetaan kaikki arvot
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—-

—
6 4 i n b

Nollakohta
Agriarvopisteet
(1,0)

Kuva 24: Esimerkin (3.17) fi(z) = 22 — 4 ja fo(z) = (z — 1)L
kompromissiohjelmoinnin ehdolle , saadaan
p
. _I\p %
ggl}(l(;)\k(fk(l") )’
sijoitetaan A ja ideal-piste

=3 (ful) — o)

1

=212 = 4) = () + 5[z~ 1)* ~ 0P
21— ) + 4P+ 5[~ P
=Sl 4 o 1P

:%x4 - %[m 1]8.

gl:f* + l[x —18

= 22° + 4(x — 1),

Lasketaan derivoidun funktion nollakohta eli ratkaistaan 223+ 4(z — 1)7 = 0, jolloin
saadaan x =~ 0, 39.
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Seuraava esimerkki on ldhteesté [2].

Esimerkki 3.18. Ratkaistaan ongelma painetetulla kompromissiohjelmoinnilla. A =

(3, %) ja tarkastellaan eri arvojap =1, p = 2 ja p = oo.

min —6x; — 4x9
min —z,

st. x1+ 1z <100
2x1 + x5 < 150

xy, w9 > 0.

Samalla painotetun kompromissiohjelmoinnin ehdon mukaan @ tarvitaan ensin
ideal-piste 1.

T+ 2 < 100
Lasketaan ensin rajoitefunktiot ¢ 2z, + zo < 150

Ty, Ty > 0
Lasketaan ensin rajoitefunktiot, jolloin saadaan

r1 + x9 = 100 - r1 = 100 — 24
221 + w9 = 150 221 + x5 = 150
Sijoitetaan xy = 100 — x5 funktioon 2x; + x5 = 150, jolloin

2. (100 — ) + 5 = 150

200 — 29 = 150
—x9 = 150 — 200
To = 50.

Sijoitetaan xo = 50 funktioon x; 4+ x5 = 100, jolloin x; = 100 — 50 = 50.
Sijoitetaan ;1 = 50 ja x5 = 50 kohdefunktioon, jolloin —6x7 —4xs = —6-50—4-50 =
—500 ja —x1 = —50. Joten saadaan piste (-500, -50).

Liséksi 10ytyy kolmas rajoitefunktio x1,z9 > 0 eli 1 = 0 tai o = 0 tai z; = 0 ja
x9 = 0. Sijoitetaan rajoitefunktioon z; = 0, jolloin

1 + 29 = 100 N 04 2o =100 N xo = 100

Mutta xo = 150 ei pade rajoitukselle 1 + zo < 100, joten zo = 100 jaa voimaan.
Sijoitetaan x; = 0 ja x5 = 100 kohdefunktioon, jolloin saadaan —6x; — 4z =
—6-0—4-100 = —400 ja —z; = 0. Joten saadaan piste (-400,0).

Sijoitetaan rajoitefunktioon x5 = 0, jolloin

:1:1—1—332:100 N $1+O:100 N 33'1:100
221 + 29 = 150 221 +0 =150 x1 =175

41



x1 = 100 ei pade rajoitusfunktiolle 22, + x5 < 150, joten x; = 75 jdd voimaan.
Sijoitetaan x1 = 75 ja x5 = 0 kohdefunktioon, jolloin saadaan —6x; — 429 = —6 -
75 —4-0 = —450 ja —x; = —75. Joten saadaan piste (-450, -75).

Sijoitetaan 7 =0 ja x5 =0

1 + 29 < 100 N 0+ 0 <100
271 + 72 < 150 2-040 <150

x1 = 0 ja xo = 0 péatevat rajoitukselle. Sijoitetaan x1 = 0 ja x5 = 0 kohdefunktioon,
jolloin saadaan —6xy — 4xy = 0 ja —z; = 0 eli saadaan (0,0).
Yhteensé saadaan pisteet (-500,50),(-400,0),(-450,-75) ja (0,0). Téstéd saadaan ideal-
piste (-500,-75).

Jatketaan laskemista painetetulla kompromissiohjelmoinnilla, kun p =1, p = 2
ja oco. Lauseessa on esitetty. Kun p=1, yhtdlo muodostuu seuraavasti

p

2%1}} (A fr(x) — ylé) (14)
k=1

= min( Y Apfu(@) = > M- (15)

rzeX

Sijoitetaan fi(z) ja yj. ehtoon(14), jolloin

min (A fr(x) — Z//é)

=min » (e fu(2) — i)

:l(—Gml — 4x5) — (—500) + %(_xl) — (=75)

2
P P
= gg}g(z Mee(@) =D My
=1 k=1
— min [+ (~621 — d2s) + = (~21)] — [5(—~500) + =(~75)
= s A e S AV B 2
o1
= 21161)1(1[5(—7:131 — 429 4 575)].
jolloin
z; = 50 zy =0 T =175 1 =10 (16)
332:50 332:100 .’L’QIO .TQIO.
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=50
Sijoitetaan {xl funktioon §(—7zy — 4z, + 575), jolloin

$2:50

1

1
=5(=7-50 —4-50 + 575)

=0
Sijoitetaan {xl funktioon §(—7z; — 4z, + 575), jolloin

x9 = 100

1

1
=5 (=7-0—4-100 + 575)

175
i

=175
Sijoitetaan {xl funktioon §(—7zy — 4as + 575), jolloin
To =

1

1
=5 (=775 —4-0+575)

=25.

=0
Sijoitetaan {xl 0 funktioon §(—7zy — 4z, + 575), jolloin
To = U.

1
—(=Txy — 4xy + 575)

2
1
=5(=7-0—=4-0+4575)
575
==,
=50
mingex {5, 13,25, %} = 3, jolla on {2 .

Kun p=2, pitaé péted seuraava ehto, joka on esitetty myos lauseessa ((3.16)
L 1
. \ _ I\
gg;g(g_l k(fe(@) = 9)") (17)
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Sijoitetaan fi(z), yi ja p = 2 ehtoon, jolloin

min (Y~ Me(fi(@) = yl))?
=min(} S \e(filw) — 5)°)

= min[(%((—le — dx,) — (—500)))% + (%(—xl) — (=75))%]

N|=

:min[(%(—&vl ~ Ay + 500)) + (%(—xl +75))2.

Sijoitetaan funktioon [(5(—6xy — 422 + 500))? + (5(—21 + 75))2]z.
I = 50

0 funktioon [(3(—6z1 — 4zs + 500))% + (5(—21 + 75))2)z,
Tog =

Sijoitetaan {

jolloin

({621 = daz + 500)) + (5 (=1 + T5)))

[SIE

[(% (=6 -50 — 4 -50 + 500))? + (%(—50 +75))?]

=0 1
Sijoitetaan {xl funktioon [(3(—6xz1 —4224500))%+ (3 (—21475))?] 2, jolloin

1
xs = 100 2

—
—~

(s — s+ 500)) + (5 (-1 -+ 75)))

N~ DN

[(5(=6-0—4-100+ 500))* + (%(o +75))2]2

 [15625
- /_4 _

=75 1
Sijoitetaan {7:1 funktioon [(%(-69&1 —41l1,’2—|—500))2_|_(%(_xl_‘_75))2]§7 jolloin
To =
1 .1 »
(5 (=61 — s +500))° + (5 (—a1 + 75))*]
1 . 1
=[(5(=6-75 — 4-0+500))° + (5(~75 + 75))°]2
=25.

=0 1
Sijoitetaan {ml 0 funktioon [(1(—6z1 — 4z 4+ 500))* + (3 (—z1 + 75))?]2, jolloin
To =
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[(%(_6371 — da +500))° + (%<—x1 +75))?)2
:[(%(—6 -0 —4-0+500))% + (%(_0 +75))2)
68125
Vo4

x1 =950
mingey{\/ %2, /152 25 8120} — /62 jolla on !
T = 50
Kun p = oo, lauseessa (3.16)) on esitetty ehto, joka on

I
rzrél)l(lkr_nax Me(fe(m) — 1)

777777

Sijoitetaan samalla fi,(z), yi ehtoon (L8], jolloin

ml}vlkn%]ax /\k(fk( )_ ylﬁ)

.....

..... o0

=i max {£((~6ry — 42) — (~500), 2 ((~) — (75)))

1 1
—gjﬂé/gk r%axoo{ (=621 — 45 + 500), 5(—$1 +75)}.

.....

Sijoitetaan

75)}, jolloin

1 1
gél/{/lk n(r)laxoo{ (—6x1 — 4z + 500), 5(—ZB1 +75)}

1 1
=min max { (— 6~50—4~50—|—500),§(—50+75)}

zeX k=0,...,00

. 25 25
=min max {0,—}=min--.

T =
Sijoitetaan !

75)}, jolloin

1 1
gg}}k n(r]laxoo{ (—6xy — 4z + 500), 5(

1 1
= min max{ (— 6-0—4~100—|—500),§(0+75)}

-1 + 75)}

zeX k=0,...,00

75
—mm max {50 —} m1n50
€X' k=0 ex

,,,,,

45

0 funktioon min,ecy maxy—o,__. Oo{%(—(ixl —4x9+500), %(—xl +
To =

funktioon min,cy maxg_q .. OO{%(—6x1—4m2—|—500), %(—xl—l—
o = 100 Y



x1 =175
Sijoitetaan !
To =

75)}, jolloin

.....

1 1
min max { (—6x1 — 4z + 500), 5(—x1 +75)}

reX k=0,...,00
1 1
—arél?kr%lﬁi{oo{ (— 6~75—4~0+500),§(—75+75)}

=min max {25,0} = min 25.
zeX k=0,...,00 TeEX

r1 =0
Sijoitetaan ! 0 funktioon min,ey max;_o, OO{%(—le —4x9 +500), %(—xl +

Ty =

75)}, jolloin

1 1
gg{l . rglaxoo{ (—6x1 — 4z + 500), 5(—x1 +75)}

1 1
= min max{ (— 6‘0—4-0—1—500),5(0—1—75)}

zeX k=0,...,00

=min max {250 —}

zeX k=0,...,
=min 250.
zeX
=50
mingex {2, 50,25,250} = 2, jolla on { "'
To = 50
=50
Kun p=1, min, € X = %, jolla =
To = 50
=50
Kun p=2, min, € X = %, jolla o
To = 50
=50
Kun p = o0, min, € X = %, jolla =
To = 50
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3.4 Monikriteerinen optimointi verkkoteoriassa

Aiemmin luvussa 2.5 esitetiin Kruskalin algoritmin teoria ja optimointitehtéava Krus-
kalin algoritmin perusteella. Téssé luvussa esitetddn Primin algoritmin teoria, esi-
merkki ja monikriteerinen optimointitehtéva.

3.4.1 Primin algoritmi

Lause 3.19. Primin algoritmilla minimivirittdvan puun ongelma ratkaistaan seu-
raavissa vaiheessa:

Vaihe 1: Valitaan aloitussolmu.

Vaihe 2: Etsitddn kaikki aloitussolmuun liittyvéit kaaret. Valitaan néaistd pienimmén
painon kaari ja lisdtdan virittavaan puuhun.

Vaihe 3: Etsitdan nykyisessa virittdvassa puussa oleviin sulmuihin liittyvét kaaret, jotka
eivit ole vield mukana virittavissad puussa. Valitaan naistd pienimmaén painon
kaari, joka ei muodosta syklid, ja lisatadn se virittavaan puuhun.

Vaihe 4: Toistetaan vaihe 3, kunnes kaikki solmut ovat mukana.

Vaihe 5: Kun virittavissd puussa on kaikki solmut eikd synny syklid, minimivirittava
puu on valmis.

|20]
Seuraava esimerkki on l&hteesta [21].

Esimerkki 3.20. Etsitdan painotetun verkon minimivirittava puu kiayttdaen Primin
algoritmia.

Kuva 25: Esimerkin (3.20) painotettu verkko [21].

Ratkaistaan tehtdvé lauseen (3.19) nojalla vaihe vaiheelta.

Vaihe 1: Valitaan aloitussolmu. Valitaan solmu F aloitussolmuksi.
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Vaihe 2: Etsitdan kaikki aloitussolmuun liittyvat kaaret ja valitaan niistd pienimmén
painon kaari, joka lisdtddn puuhun. Aloitussolmu on F, ja siihen liittyvat kaaret
ovat (F,D)=7 ja (F,E)=8. Pienin paino kaari on kaari (F,D)=7, joten se lisdtdin
virittaviaan puuhun.

Vaihe 3: Etsitddn nykyisessé virittavéssd puussa oleviin solmuihin liittyvat kaaret,
jotka eivat vield ole puussa. Valitaan niistd pienimmaéan painon kaari, joka ei muo-
dosta syklia. Nykyisessa virittavissa puussa olevat solmut ovat solmu F ja solmu
D. Niihin liittyvit kaaret ovat (D,A)=6, (D,E)=3 ja (F,E)=8, jotka eiviit ole vield
virittdvassd puussa. Niistd pienimmén painon kaari on (D,E)=3, joka ei muodosta
skyli. Lisétdén kaari (D,E) virittdvdan puuhun.

Vaihe 4: Toistetaan vaihe 3. Nykyisessa virittavéissa puussa 16ytyy solmut F, D ja E.
Solmut liittyvét kaaret ovat (F,E)=8, (D,A)=6, (E,A)=4 ja (E,C)=3, jotka eivét
vield ole puussa. Niistd pienin painotettu kaari on (E,C)=3 ja ei muodosta syklid
valitun kaaren kanssa. Lisatddn kaari (E,C)=3 virittdvaan puuhun.

Toistetaan. Nykyisessa virittdvassa puussa on solmut F, D, E ja C. Naille solmulle
liittyvat kaaret ovat (F,E)=8, (D,A)=6, (E,A)=4, (C,A)=2 ja (C,B)=2, jotka eivit
vield ole puussa. Niistd pienimmén painon kaaret ovat (C,A)=2 ja (C,B)=2. Mo-
lemmat kaaret eivit muodosta syklia puun kanssa. Valitaan kaari(C,A) ja lisdtaan
se puuhun. (Tai voidaan valita myos kaari (C,B)).

Toistetaan. Nykysessé virittavissid puussa on solmut F, D, E, C ja A. Niille solmut
liittyvét kaaret ovat (F,E)=8, (D,A)=6, (E,A)=4, (C,B)=2 ja (A,B)=5, jotka eivit
vield ole puussa. Niistd pienimmén painon kaari on (C,B), joka ei muodosta syklia.
lisitddn kaari (C,B) virittdvaan puuhun. (26))

D 6 A D 6 A
7.~ |3 O 7 3 6
N8 o/ |2 B FN\8 4/ |2 B
3 3
E c E c
D 6 A D 6 A D 6 A
y) 3 s:> =
8 4 2 B FN8 3 2 FNe I3 4 P B
3 2 3 2 5 2
E c E c E c

Kuva 26: Esimerkin (3.20) virittava puu.

Vaihe 5: Tarkistetaan, ettd virittavéssa puussa on kaikki solmut ja ettei syntyy syklia,
jotta minimivirittdvd puu syntyy MST = {(F, D), (D, E),(E,C),(C,A),(C,B)} =
74+ 3+3+2+2=17, joka nikyy kuvassa (27).

Seuraavassa esimerkissé esitetddn optimointitehtéavé, joka ratkaistaan Primin al-

goritmin avulla. Esimerkissa kdytetddn myos ideal-piste ja painotetun kompromis-
siohjelmoinnin menetelma.

48



Kuva 27: Esimerkin (3.20)) minimi virittava puu.

Esimerkki 3.21. Kéytetdan samaa esimerkki kuin esimerkissa . Liséksi ote-
taan huomioon matka-aika yhdeltd nahtévyydeltéd toiselle. Tarkeimmét tiedot 16y-
tyvét kuvasta , jossa sulussa on annettu tiedot (etaisyys,aika). Etsitdan Primin
algortimilla tehtavéan ratkaisun ideal-piste, ratkaistaan tehtéava painotetulla kompro-
missiohjelmoinnilla ja kiytetadn Euklidinen metriikka ideal-pisteen méaarittamiseen.
Etsitdan tehtéavan ratkaisun ideal-piste Primin algoritmilla. Etsitdan ensin etéisyy-

A (1,2 B

(5,8)

(4,7) (2,4)

C (3,6 D

Kuva 28: Esimerkin (3.21)) verkko.

den mukaan.
Vaihe 1: valitaan solmu A aloitussolmuksi.

Vaihe 2: etsitdén aloitussolmu A liittyvét kaaret, jotka ovat (A,B)=1, (A,C)=4 ja
(A,D)=5 ja valitaan niistd pienimmén painon kaari, joka on (A,B)=1. Kaari (A,B)
ei muodosta syklid valitun kaaren kanssa. Lisdtadn se virittavadan puuhun.

Vaihe 3: etsitdan nykyisesséd virittavéissd puussa oleviin solmuihin liittyvat kaaret,
jotka eiviit vield ole virittévissd puussa. Ne ovat (A,C)=4, (A,D)=5 ja (B,D)=2.
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Niista pienin painon kaari on (B,D)=2. Ja kaari (B,D) ei muodosta syklid nykyisen
valitun kaaren kanssa. Lisdtdan se virittavaan puuhun.

vaihe 4: toistetaan vaihe 3. Loppujen lopuksi saadaan kaaret (A,B)=1, (B,D)=2 ja
(D,C)=3 puussa.

Vaihe 5: saadaan minimivirittdvd puu MST={(A,B),(B,D),(D,C)} . Saadaan ideal-
piste etéisyydesté, joka on (A,B)+(B,D)+(D,C)=6. y;;.,,s=6-
Etsitddn matka-ajan mukaan.

Vaihe 1: valitaan samalla solmu A aloitussolmuksi.

Vaihe 2: etsitdén aloitussolmu A liittyvéit kaaret, jotka ovat (A,B)=2, (A,D)=8 ja
(A,C)=7. Valitaan niistd pienin painon kaari on (A,B)=2. Ja kaari (A,B) ei muo-
dosta syklid valitun kaaren kanssa. Lisdtdén kaari (A,B) virittdvéissd puuhussa.

Vaihe 3: etsitdan nykyisessd virittdvassd puussa oleviin solmuihin liittyvét kaaret,
jotka eivit vield ole puussa. Ne ovat (A,C)=7, (A,D)=8 ja (B,D)=4. Niisté pienin
painon kaari on (B,D)=4, ja ei muodosta syklia muiden kaarien kanssa. Lisdtaan
kaari(B,D)=4 virittévissé puussa.

Vaihe 4: toistetaan vaihe 3. Loppujen lopuksi saadaan (A,B)=2, (B,D)=4ja (D,C)=6
puussa, jotka eivit syntyé syklia.

Vaihe 5: saadaan minimivirittavd puu MST={(A,B),(B,D),(D,C)} . Saadaan ideal-
piste matka-ajasta (A,B)+(B,D)+(D,C)=12. y! .1 wira = 12.
Ratkaistaan tehtévd painettu kompromissiohjelmoinnilla Euklidisen metriikan ((13)
mukaan.
Saatiin MST={(A,B),(B,D),(D,C)}. Minimivirittdvin puun kokonaisetéisyys on 6.
Minimivirittavin puun kokonaisaika on 12. Euklidisen metriikan mukaan, jolloin

V(6 —6)24(12-12)2=0

Koska euklidinen metriikka on 0, minimivirittdvan puun reitti osuu ideal-pisteeseen.
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A (1,2) B

(2,4)

C B9 D

Kuva 29: Esimerkin ([3.21]) minimivirittava puu.

3.5 Loppusanat

Tutkielmassa késitelladn matemaattista optimointia ja monikriteeristd optimointia.
Ne ovat vain pieni osa optimoinnista, mutta niitd kiytetdan laajasti elamassé, kuten
tutkielmassa esitettiin. Matemaattista optimointia voi my6s hyvin yhdistdd muihin
algoritmeihin tehtévien ratkaisemiseksi, kuten esimerkissi ([2.11]). Samoin minimi-
virittédva puu algoritmia voi yhdistdd muihin optimointitehtavien tehtévien ratkai-
semiksi, kuten esimerkissa . Esimerkissa on kiytetty Primin algoritmia
ja kompromissiohjelmointia. Esimerkki voidaan ratkaista myos suoraan Kruskalin
algoritmilla. Jatkossa voidaan kiyttad Kruskalin algoritmia — saadaanko silloin eri
tulokset kuin esimerkissé (3.21))7 Enté jos kiytetdén pelkéstdén Primin algoritmia,
saadaanko silloin eri tuloksia?

Tutkielmassa yhdistetdén optimointi ja verkkoteoria. Olen my6s maininnut, etti si-
ta voisi kayttaad esimerkiksi postijakelussa. Jatkossa voin tarkastella, voisiko sité so-
veltaa myos muilla alueilla, esimerkiksi navigaattorissa lyhimman reitin etsimiseen.
Verkkoteoriassa on myos muita algoritmeja, joita voidaan yhdistaa tdhan.
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