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Téssé pro gradu -tutkielmassa tarkastellaan lukiolaisten virhekésityksid integraalilaskennassa
ja pohditaan, miten nditd virhekdsityksid voidaan ehkéistd opetuksessa. Téssé tutkielmassa
virhekésitykset luokitellaan kisitteellisiin, teknisiin ja soveltamiseen liittyviin ongelmiin.
Tutkielma on didaktinen kirjallisuuskatsaus, jossa lisdaineistona oli ylioppilaskirjoitusten

tehtdvien vastauksia vuosilta 2019-2022 tukemassa kasiteltya tutkimuskirjallisuutta.

Tulokset osoittavat, ettd opiskelijat kamppailevat erityisesti integraalin geometrisen
merkityksen hahmottamisessa, integrointirajojen maérittdmisessa ja tulosten tulkinnassa, seka
esimerkiksi pinta-alan laskemisessa ja itseisarvofunktioiden integroinnissa. Tutkielmassa
ehdotetaan pedagogisia ratkaisuja, kuten visuaalisten apuvilineiden (esim. GeoGebra)
kayttod, formatiivista arviointia ja kontekstuaalisia tehtdvié, jotka voivat tukea opiskelijoiden

oppimista, lisdtd motivaatiota ja vahentda virhekasityksia.

Tédmin tutkielman tulokset tarjoavat opettajille myos kdytdnnonléheisid tyokaluja
integraalilaskennan opetuksen kehittdmiseen ja korostavat tarvetta monipuolisemmille
opetusmenetelmille, jotka tukevat LOPS 2021:n tavoitteita, kuten ongelmanratkaisutaitojen

kehittamista.
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1 Johdanto

Integraalilaskenta on keskeinen osa lukion pitkédn matematiikan sisdltod ja se muodostaa
perustan monille korkeakoulutason matematiikan ja luonnontieteiden aloille. Suomessa
LOPS 2021 mukaan integraalilaskentaa opetetaan erityisesti MAA7-kurssilla. Kurssi sisdltda
perustiedot: opiskelijat oppivat méérityn ja madrddmattomén integraalin, peruslauseen seki
integrointitekniikoita, kuten muuttujanvaihtoa ja osittaisintegrointia. Integraalilaskennan
abstrakti luonne ja sen moninaiset késitteet, kuten pinta-alan tulkinta ja Riemannin summa,
aiheuttavat kuitenkin opiskelijoille merkittdvid oppimishaasteita (Sfard, 1991). Erityisesti
kasitteelliset virhekisitykset, kuten integraalin ndkeminen pelkkani laskutoimituksena ilman
yhteyttd geometriseen merkitykseen, estidvit integraalilaskennassa syvéllisen ymmaérryksen

muodostumista (Jones & Ely, 2023).

Virhekésitysten tutkimus on tirked4, koska niiden tunnistaminen ja korjaaminen parantavat
opetuksen laatua ja opiskelijoiden oppimistuloksia. Kansainviliset tutkimukset osoittavat,
ettd lukio-opiskelijoiden virhekésitykset integraalien laskennassa ovat melko universaaleja,
katso esimerkiksi (Nguyen, 2014). Tdma tutkielma on didaktinen kirjallisuuskatsaus, jossa
esitetdiin ja analysoidaan kansainvilistd tutkimustietoa lukiolaisten virhekasityksisti
integraalien laskennassa ja yhdistetdén sitd ylioppilaskirjoitusvastauksista vuosilta 2019—

2022 saatuihin huomioihin virhekésityksista.

Tutkielman tarkoituksena on 16ytdd virhekasityksid lukiolaisten eli noin 16—19-vuotiaiden
integraalien laskennasta ja yrittda etsii ratkaisuja niiden korjaamiseen ja pyrkid etsiméddn
syitd virhekisityksille. Siten tavoitteena on myds tarjota opettajille ja opetussuunnitelman

kehittdjille tietoa, joka auttaa kohdentamaan opetusta virhekésitysten korjaamiseen.

Tutkielma koostuu useasta luvusta. Toisessa luvussa esitetddn virhekésityksen ja
virhekisitysten merkitys matematiikan opetuksessa, jotta on tdysin selvdd mitd
virhekisitykselld tarkoitetaan. Luvussa kolme esitelldén tutkielman teoreettisia viitekehyksid,
jotka selittdvét virhekéasityksien syntymisté ja antavat my0s ratkaisuja niiden korjaamiselle.
Neljdnnessd luvussa kuvataan integraalilaskennan roolia suomalaisessa lukiossa. Luvussa
viisi esitellddn tutkimuskysymykset ja tutkimuksessa kdytetyt menetelmét. Kuudennessa
luvussa analysoidaan yleisimmat virhekasitykset ja kategorisoidaan niitd, jotta niiden

pohtiminen olisi jarjestelmallistd. Lisdksi luvussa seitsemin ehdotetaan opetusstrategioita eri



kategorioiden virhekdsitysten korjaamiseen. Viimeinen, luku kahdeksan, sisdltdd pohdintaa

tuloksista, niiden hyddynnettdvyydesti ja jatkotutkimusmahdollisuuksista.



2 Virhekisitys

Virhekésitykset ovat keskeinen osa matematiikan opiskelua ja opettamista, koska ne
vaikuttavat merkittdvasti opiskelijoiden kykyyn omaksua ja soveltaa matemaattisia késitteita.
Tassd luvussa tarkastellaan virhekésitysten teoreettista olemusta matematiikassa, niiden
madritelmad ja muodostumista, virhekasitysten eroa satunnaisiin virheisiin seka
virhekisitysten vaikutusta opetukseen. Erityisesti keskitytdén sithen, miten virhekésitykset
ilmenevit lukio-opetuksessa, mikd luo pohjan integraalilaskennan virhekasitysten
tarkastelulle tutkielman my6hemmissa luvuissa. Liséksi pohditaan, miten virhekésitysten
tiedostaminen voi auttaa opettajia kehittdmaan pedagogisia ldhestymistapoja, jotka tukevat

opiskelijoiden syvillistd oppimista ja matemaattisen ajattelun kehittymistd (Sfard, 1991).

2.1 Virhekasitys matematiikassa

Virhekésitykset matematiikassa ovat toistuvia vadrinymmarryksié, jotka eroavat satunnaisista
virheistd niiden pysyvyyden ja toistuvuuden vuoksi. Ne liittyvit usein opiskelijan
mentaalisiin malleihin ja késitemielikuviin, jotka ovat muodostuneet aikaisempien
kokemusten ja aiemmin saadun opetuksen pohjalta (Tall & Vinner, 1981). Matematiikan
kaltaisessa abstraktissa aineessa virhekasitykset voivat estdé opiskelijoita ymmartdmasta
keskeisid kasitteitd, esimerkiksi funktion jatkuvuutta, raja-arvoja tai integraalin merkitysta,
mikd voi johtaa virheellisiin johtopéatoksiin ja sovelluksiin (Bezuidenhout, 2001).
Esimerkiksi integraalilaskennassa opiskelija saattaa mieltdd integraalin pelkkédnd teknisend
laskutoimituksena ilman sen geometrista tulkintaa pinta-alana, mika rajoittaa hinen kykyéén
soveltaa integraaleja monimutkaisempiin ongelmiin, kuten tilavuuden laskemiseen (Nguyen,
2014). Seuraavat alaluvut tarkastelevat virhekisitysten madritelméa ja niiden muodostumista.
Némad asiat ovat olennaisia, kun analysoidaan lukiolaisten oppimishaasteita
integraalilaskennassa. Lisdksi pohditaan, miten virhekisitykset eroavat virheisté ja miten
virhekisitykset liittyvit matematiikan oppimisen kognitiivisiin prosesseihin ja miksi niiden
tunnistaminen on tirkedd opetuksen kehittdmiseksi (Sfard, 1991). Tavoitteena on selkeyttda
kisitettd virhekésitys ja estdd mahdollisia virhekdsityksid kyseiseen késitteeseen liittyen

tdman tutkielman kontekstissa.

2.1.1 Virhekisityksen mairitelma

Virhekésitys mééritellddn opiskelijan mielessé olevaksi toistuvaksi ja juurtuneeksi
vadrinymmarrykseksi, joka poikkeaa matemaattisesti oikeasta kasitteestd ja ilmenee

toistuvasti hdnen ajattelussaan, tydskentelyssdin ja ongelmanratkaisussaan. Kyseessa ei ole



pelkké satunnainen virhe, vaan kognitiivinen rakenne, joka heijastaa opiskelijan virheellisid
mentaalisia malleja tai epétiydellisia késitemielikuvia matemaattisesta kéasitteestd (Tall &
Vinner, 1981). Tall ja Vinner (1981) esittivit teorian, jossa he erottavat késitemielikuvan
(concept image) ja kasitemadritelmén (concept definition). Heiddn mukaansa késitemielikuva
on opiskelijan henkilokohtainen, usein intuitiivinen ja kokemuksiin perustuva mielikuva
matemaattisesta kdsitteestd, kun taas kdsiteméaritelma on matemaattisesti tarkka ja formaali
maidritelma. Virhekésitykset muodostuvat, kun opiskelijan kdsitemielikuva ei vastaa
kéasitemadritelmad, mika johtaa systemaattisiin virheisiin (Tall & Vinner, 1981). Sfard (1991)
tdydentéd titd prosessi-objekti-dualiteetilla, jossa opiskelijat saattavat nihdd matemaattisen
késitteen, kuten integraalin, pelkkéni prosessina (esim. laskutoimitus) ilman
objektindkokulmaa (esim. funktio tai pinta-ala). Esimerkiksi opiskelija saattaa mieltia
integraalin pelkkéni laskutoimituksena, esimerkiksi kaavana, jolla kdfinnetddn derivaatta,
ilman sen geometrista merkitystd pinta-alana, mika johtaa virheellisiin sovelluksiin, kuten
negatiivisten pinta-alojen vaardén tulkintaan (Thompson, 1994). Tdma laajempi ymmarrys

virhekésityksisti tarjoaa perustan integraalien virhekésitysten analysoinnille.

2.1.2 Virhekisitysten muodostuminen

Virhekésitykset muodostuvat monimutkaisista kognitiivisista ja opetuksellisista tekijoista.
Opiskelijat rakentavat kasitemielikuvia aikaisempien kokemustensa, opetuksen painotusten ja
matemaattisten kdsitteiden abstraktiuden perusteella (Greefrath et al., 2021). Esimerkiksi
integraalien opetuksessa opiskelijat voivat kehittdd epétdydellisen mentaalisen mallin, jos
opetus keskittyy teknisiin laskusddntdihin ilman késitteellistd perustaa kuten Riemannin
summaa tai tarpeeksi havainnollistavaa konkretisoivaa opetusta (Jones & Ely, 2023). Liséksi
aikaisemmat virhekisitykset raja-arvoista voivat heijastua integraalien ymmartdmiseen, koska
raja-arvot ovat olennainen osa integraalin méaritelmaa (Bezuidenhout, 2001). Thompson
(1994) korostaa, ettd analyysin peruslauseen vidrinymmartdminen, erityisesti derivaatan ja

integraalin kddnteisen suhteen ohittaminen, on yleinen virhekasitysten 1dhde.

My0s opetuksen painotukset voivat vahvistaa virhekéasityksid. Jos opetus keskittyy liikaa
mekaanisiin laskusdantoihin ilman késitteellistd ymmarrysti, opiskelijat voivat omaksua
virheellisid ajattelutapoja (Cline et al., 2020). Esimerkiksi, jos lukiolainen on oppinut
derivaatan mekaanisesti kaavojen kautta, hin saattaa soveltaa samaa ldhestymistapaa

integraaleihin ymmartdmatta niiden syvempad merkitysté, kuten pinta-alan laskemista tai



kertymaén késitettd (Kontorovich, 2023). Ndiden mekanismien ymmaértdminen auttaa

tunnistamaan, miksi virhekédsitykset ovat niin sitkeita.

Puutteelliset aikaisemmat oppimiskokemukset voivat myos vahvistaa virhekédsityksid. Ojose
(2015) korostaa, ettd opiskelijat saattavat omaksua virheellisid ajattelutapoja, jos heidian
aiemmat oppimiskokemuksensa ovat siséltdneet puutteellisia selityksié tai liian
yksinkertaistettuja esityksid matemaattisista késitteistd. Esimerkiksi, jos opiskelija on oppinut
algebrassa, ettd "kaikki yhtdlot ratkeavat lineaarisesti", hdn saattaa soveltaa tatd virheellista
periaatetta integraalilaskennassa ja olettaa, ettd integraalit voidaan aina ratkaista
yksinkertaisilla kaavoilla, vaikka monimutkaisemmat funktiot vaativat kehittyneempia

tekniikoita, kuten osittaisintegrointia tai muuttujanvaihtoa (Ojose, 2015).

Liséksi virhekésitysten muodostumiseen voivat vaikuttaa sosiaaliset ja affektiiviset tekijit,
kuten oppimisympaériston dynamiikka ja opiskelijan asenteet matematiikkaa kohtaan (Durkin
& Rittle-Johnson, 2015). Durkin ja Rittle-Johnson (2015) korostavat, etté jos opiskelija kokee
matematiikka-ahdistusta tai oppimisymparistd ei kannusta avoimeen keskusteluun virheisté
edes opettajan kanssa, hin saattaa omaksua virheellisii strategioita yrittdessdédn valttaa
epdonnistumista. Esimerkiksi integraalilaskennassa opiskelija, joka pelkéa tehda virheitd, voi
mekaanisesti soveltaa muuttujanvaihtoa vaddrin, unohtamalla muuttaa integroimisrajoja, koska
hén ei uskalla kyseenalaistaa omaa ldhestymistapaansa tai pyytdd apua. Tima voi vahvistaa
virhekisityksid, kuten integrointitekniikoiden vaérdd kiyttod, ja estdd opiskelijaa kehittimasta
syvempdd ymmarrystd (Durkin & Rittle-Johnson, 2015). Ndiden mekanismien
ymmartidminen auttaa tunnistamaan, miksi virhekésitykset ovat niin sitkeitd, ja korostaa

tarvetta luoda oppimisymparisto, joka tukee opiskelijoiden itsevarmuutta ja reflektiota.

2.2 Virhekasityksen ja virheen ero

Virhekésitys ja satunnainen virhe eroavat merkittavésti niiden luonteen, syiden ja vaikutusten
osalta, mika on tirkedd ymmaértda opetuksen kehittimiseksi. Satunnainen virhe on usein
hetkellinen ja tekninen, esimerkiksi laskuvirhe tai huolimattomuus, joka voidaan korjata
helposti, kun opiskelija huomaa sen (Orton, 1983). Esimerkiksi opiskelija saattaa unohtaa
integroimisvakion C mddrddmaittomassa integraalissa laskutoimituksen kiireessd, mutta
huomatessaan virheen hin vaan lisdd vakion. Tdmé on satunnainen virhe. Virhekésitys sen
sijaan on syvempi ja systemaattisempi vadrinymmarrys, joka toistuu opiskelijan ajattelussa ja

tyoskentelyssd, koska se on juurtunut hdnen kognitiiviseen rakenteeseensa (Tall & Vinner,



1981). Esimerkiksi, jos opiskelija uskoo, ettd integroimisvakiota ei tarvita lainkaan, koska
hin ei ymmarrd sen merkitysti antiderivaatan yleisyydessa, kyseessd on virhekisitys (Cline et
al., 2020). Tama ero on pedagogisesti merkittavé: satunnaiset virheet voidaan korjata
tekniselld ohjauksella, kuten muistuttamalla opiskelijaa tarkistamaan laskunsa, mutta
virhekasitysten korjaaminen vaatii késitteellistd uudelleenoppimista, esimerkiksi analyysin
peruslauseen kédédnteissuhteen selittdmisti konkreettisilla esimerkeilld (Thompson, 1994).
Liséksi virhekésitykset voivat vaikuttaa opiskelijan itseluottamukseen ja motivaatioon, jos
niitd ei kédsitelld asianmukaisesti, silld toistuvat virheet voivat johtaa siihen, etti opiskelija
tuntee epaonnistuvansa matematiikassa (Jones & Ely, 2023). Opettajien on tirkedi erottaa
ndma kaksi toisistaan, jotta he voivat suunnitella opetusta, joka tukee seki teknistd osaamista
ettd kasitteellistd ymmarrystd, ja ndin auttaa opiskelijoita kehittiméin tarkempia

matemaattisia mielikuvia.

2.3 Virhekasitysten vaikutus opettamiseen

Virhekésitykset vaikuttavat merkittdvésti matematiikan opetukseen, silld ne voivat estdi
opiskelijoiden edistymisen, luoda oppimisen esteitd ja vaikuttaa heidédn motivaatioonsa oppia.
Opettajien on tidrkedd tunnistaa virhekisitykset, jotta he voivat suunnitella opetusta, joka
haastaa nditd vadrinymmarryksié ja tukee syvillistd oppimista (Jones & Ely, 2023).
Esimerkiksi integraalilaskennassa opettaja voi kdyttdd visuaalisia tyokaluja, kuten
GeoGebraa, korjaamaan virhekésityksid pinta-alan tulkinnasta, koska opiskelijat saattavat
mieltdd integraalin pelkkénd laskutoimituksena ajattelematta sen geometrista merkitysta
(Kontorovich, 2023). GeoGebran avulla opettaja voi piirtdéd funktion kuvaajan ja
havainnollistaa, miten méératty integraali laskee pinta-alan tietylla vélilld, miké auttaa
opiskelijoita yhdistiméén teknisen laskutoimituksen konkreettiseen sovellukseen. Toinen

esimerkki on analyysin peruslauseen opettaminen. Opettajat voivat tarjota konkreettisia
esimerkkejd, kuten laskemalla | o 2x dx jandyttdmilld, miten tulos vastaa pinta-alaa, mikd

auttaa opiskelijoita ymmartdméédn derivaatan ja integraalin kdénteissuhteen (Hong & Thomas,

1997).

Virhekésitysten tiedostaminen auttaa opettajia myds ennakoimaan yleisid ongelmia ja
tarjoamaan kohdennettua tukea. Esimerkiksi, jos opiskelijat sekoittavat médrityn ja
madrddmattomén integraalin, opettaja voi suunnitella harjoituksia, jotka korostavat
integroimisrajojen kayttdd madrityissa integraaleissa ja integroimisvakion merkitysté

midradmittomissd integraaleissa (Cline et al., 2020). Ojose (2015) lisd4, ettd opettajien



antamat esimerkit voivat my0s vahingossa vahvistaa virhekasityksié: jos opettaja kayttaa
toistuvasti vain yksinkertaisia esimerkkejd, kuten lineaarisia funktioita, opiskelija saattaa
muodostaa késityksen, ettd kaikki matemaattiset ongelmat ovat yhté suoraviivaisia, mika
johtaa ongelmiin monimutkaisempien tehtévien, kuten epdoleellisten integraalien, kanssa
(Greefrath et al., 2021). Liséksi virhekdsitysten huomioiminen voi parantaa opetuksen laatua
laajemminkin, silld se kannustaa opettajia kehittdméédn pedagogisia ldhestymistapoja, jotka
painottavat kisitteellistd ymmarrystd mekaanisen laskemisen sijaan (Li et al., 2017).
Esimerkiksi opettaja voi kéyttdd ryhméakeskusteluja, joissa opiskelijat pohtivat, miksi tietyt
laskutavat johtavat virheisiin, ja ndin auttaa heitd reflektoimaan omia ajattelutapojaan. Tdma
voi my0s lisdtd opiskelijoiden motivaatiota, silld he huomaavat, etti virhekisitykset ovat
luonnollinen osa oppimisprosessia, eiviatkd merkki epdonnistumisesta (Sfard, 1991). Pitkélla
tahtdimelld virhekadsitysten huomioiminen opetuksessa voi auttaa opiskelijoita kehittdméén
tarkempia mentaalisia malleja ja syventdd heiddn matemaattista ymmarrystidén, miki on

erityisen tdrkedd abstrakteissa aiheissa, kuten integraalilaskennassa (Greefrath et al., 2021).



3 Integraalilaskennan teoreettisia viitekehyksi

Téssd luvussa tarkastellaan teoreettisia viitekehyksid, jotka tarjoavat perustan lukiolaisten
virhekisitysten analysoinnille integraalilaskennassa. Integraalilaskenta on matemaattisesti ja
kasitteellisesti monimutkainen aihe, joka vaatii opiskelijoilta syvallistd ymmarrysté paitsi
teknisistd laskusddanndistd my0s niiden taustalla olevista matemaattisista késitteistd, kuten
pinta-alasta, kertymaista ja kdénteissuhteista derivaatan kanssa (Thompson, 1994).
Virhekésitykset muodostuvat usein, kun opiskelijoiden kasitteellinen ymmérrys ei vastaa
matemaattisia mééritelmid, ja teoreettiset viitekehykset auttavat selittdméén nditd ilmioita
(Tall & Vinner, 1981). Téssa tutkielmassa hyddynnetddn kolmea keskeistd teoriaa: Tallin ja
Vinnerin (1981) teoriaa késitemielikuvista ja -mééritelmistd, Sfardin (1991) prosessi-objekti-
dualiteettia sekd mentaalisten mallien teoriaa integraalien kontekstissa (Greefrath et al.,
2021). Nama viitekehykset tarjoavat tyokaluja virhekisitysten muodostumisen
ymmairtdmiseen ja opetusstrategioiden, jotka tukevat opiskelijoiden oppimista, kehittdmiseen.
Liséksi ne auttavat yhdistimién teoreettisen nikokulman kéytdnnon havaintoihin, joita
tarkastellaan myShemmin luvuissa kuusi ja seitsemin, joissa analysoidaan lukiolaisten
yleisimpid virhekésityksii ja niiden huomioimista opetuksessa (Jones & Ely, 2023).
Tavoitteena on luoda vankka teoreettinen pohja, joka tukee tutkielman tutkimuskysymysten

analyysia ja tarjoaa opettajille vélineitd integraalilaskennan opetuksen kehittdmiseen.

3.1 Tallin ja Vinnerin teoria

Tall ja Vinner (1981) esittivit teorian késitemielikuvista (concept image) ja
kisiteméadritelmistd (concept definition), joka on yksi keskeisistéd viitekehyksista
matematiikan oppimisen ja virhekdsitysten tutkimuksessa. Heiddn mukaansa késitemielikuva
on opiskelijan mielessd oleva kokonaisvaltainen, usein intuitiivinen ja kokemuksiin perustuva
mielikuva matemaattisesta késitteestd, kun taas kédsiteméaritelma on formaali, matemaattisesti
tarkka médritelmd, joka opetetaan koulussa. Virhekésitykset syntyvét, kun opiskelijan
késitemielikuva poikkeaa kédsitemaéritelméastd, mikéa johtaa systemaattisiin virheisiin (Tall &
Vinner, 1981). Integraalilaskennassa tdma teoria on erityisen relevantti, silld integraali on
moninainen kisite, joka siséltidd seka teknisid (esim. laskusddnnét), geometrisia (esim. pinta-
ala) ettd analyyttisid (esim. analyysin peruslause) ulottuvuuksia (Thompson, 1994).
Esimerkiksi opiskelija saattaa kehittdd kisitemielikuvan, jossa integraali on pelkké derivaatan
kddnteinen operaatio, mutta hdn ei ymmarré sen roolia pinta-alan laskemisessa tai Riemannin

summassa, miki johtaa virhek&sityksiin, kuten negatiivisten pinta-alojen véérdén tulkintaan



(Kontorovich, 2023). Tall ja Vinner (1981) korostavat, ettd kisitemielikuvat voivat sisdltaa
my0Os emotionaalisia ja visuaalisia elementtejd. Esimerkiksi opiskelija saattaa yhdistda
integraalimerkin | pelkdstdan monimutkaisiin laskutoimituksiin, miké voi aiheuttaa

ahdistusta ja estdd syvemmaian ymmarryksen (Bezuidenhout, 2001).

Tama teoria auttaa selittiméén, miksi lukiolaisten virhekasitykset integraalilaskennassa ovat
niin yleisid. Opiskelijoiden kdsitemielikuvat voivat olla epétidydellisia tai ristiriitaisia
opetettujen madritelmien kanssa, erityisesti abstrakteissa késitteissé, kuten raja-arvoissa ja
jatkuvuudessa, jotka ovat olennaisia integraalien ymmaértdmisessi (Tall & Vinner, 1981).
Teorian soveltaminen opetukseen korostaa tarvetta keskittyd opiskelijoiden késitemielikuvien
kehittdmiseen, esimerkiksi tarjoamalla monipuolisia esimerkkeji ja visuaalisia apuvélineitd,
kuten GeoGebraa, jotka auttavat opiskelijoita rakentamaan tarkempia mielikuvia
integraaleista (Jones & Ely, 2023). Liséksi teoria muistuttaa opettajia siitd, etti
virhekisitysten korjaaminen vaatii muutakin kuin teknistd ohjausta. Opiskelijoiden on
aktiivisesti uudelleenrakennettava kasitemielikuvansa, miké voi tapahtua esimerkiksi
reflektoimalla omia ajattelutapojaan ja vertailemalla niitd matemaattisiin méaéritelmiin (Cline
et al., 2020). Tallin ja Vinnerin teoria luo pohjan tutkielman analyysille, silli se auttaa
tunnistamaan, miten opiskelijoiden virheelliset késitemielikuvat johtavat integraalilaskennan

virhekisityksiin ja miten nditd mielikuvia voidaan muokata opetuksen avulla.

3.2 Sfardin prosessi-objekti-dualiteetti

Stard (1991) esitti prosessi-objekti-dualiteetin teorian, joka tarkastelee matemaattisten
késitteiden kaksoisluonnetta ja sen vaikutusta oppimiseen. Teorian mukaan matemaattisia
késitteitd voidaan mieltdd joko prosesseina (toimintoina tai operaatioina) tai objekteina
(itsendisind, abstrakteina kokonaisuuksina), ja oppiminen edellyttdd kykya siirtyd nididen
kahden ndkokulman vililld. Esimerkiksi funktion derivaatan voi ndhda prosessina, jossa
lasketaan funktion muutosnopeutta tiettyjen sdéintdjen perusteella. Toisaalta se voidaan ndhda
vain objektina, kuten derivaattafunktion itsendisend kuvaajana, joka kuvaa muutosnopeutta ja
jota voidaan analysoida. Integraalilaskennassa tdmaé teoria on erityisen hyodyllinen, silld
integraali itsessddn on kaksoisluonteinen kisite: se voidaan ndhdé prosessina (esim.
laskutoimitus, jolla l10ydetdédn antiderivaatta) tai objektina (esim. pinta-ala tai kertyméfunktio)
(Sfard, 1991). Useat opiskelijat jaavit prosessikeskeiseen ajatteluun, miké johtaa
virhekasityksiin, koska he eivit kykene ndkeméin integraalia objektina, joka edustaa

matemaattista kokonaisuutta (Hong & Thomas, 1997). Esimerkiksi opiskelijat saattavat
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ndhdd médrityn integraalin f; f(x)dx pelkkédni laskutoimituksena, esimerkiksi kaavan

F(b) — F(a) soveltamisena, mutta eivit ymmarré, ettd tulos edustaa pinta-alaa funktion
f(x) ja x-akselin vélilld (Nguyen, 2014). Tadma prosessikeskeisyys voi johtaa
virhekasityksiin, kuten kyvyttomyyteen tulkita negatiivisia pinta-aloja tai soveltaa
integraaleja geometrisiin ongelmiin, kuten tilavuuden laskemiseen (Kontorovich, 2023).
Stard (1991) korostaa, ettd prosessi-objekti-siirtymé on kognitiivisesti vaativa prosessi, joka
vaatii opiskelijoilta abstraktiotason nostamista. Esimerkiksi integraalin ndkeminen objektina
edellyttdd, ettd opiskelija kykenee lokeroimaan laskutoimituksen mielessdén itsenéiseksi
kokonaisuudeksi, jota voidaan tarkastella ja kéyttdd uusissa yhteyksissa (Sfard, 1991). Taméa
siirtymé on usein haastava lukiolaisille, silld heiddn aiemmat oppimiskokemuksensa ovat

saattaneet painottaa mekaanisia laskusdintdja késitteellisen ymmaérryksen sijaan (Ojose,

2015).

3.3 Mentaaliset mallit integraaleissa

Mentaaliset mallit ovat kognitiivisia rakenteita, joita opiskelijat muodostavat ymmaértidkseen
ja késitelladkseen matemaattisia késitteitd, ja niiden rooli on keskeinen integraalilaskennan
oppimisessa (Greefrath et al., 2021). Mentaalinen malli on opiskelijan sisdinen esitys
kisitteestd, joka voi siséltidd visuaalisia, symbolisia ja kisitteellisid elementteji, ja se
vaikuttaa sithen, miten opiskelija tulkitsee ja soveltaa kasitettd (Greefrath et al., 2021).
Integraalilaskennassa opiskelijoiden mentaaliset mallit voivat olla epétdydellisii tai
virheellisid, mika johtaa virhekisityksiin, kuten integraalin geometrisen merkityksen
laiminlyontiin tai analyysin peruslauseen vidrinymmartdmiseen (Thompson, 1994).
Esimerkiksi opiskelija saattaa muodostaa mentaalisen mallin, jossa integraali on pelkka
symbolinen laskutoimitus, esimerkiksi | f(x) dx on kaava, jolla 16ydetidn antiderivaatta,
mutta hén ei yhdista tdtd mallia pinta-alaan tai kertyméén, mika rajoittaa hdnen kykyéan
soveltaa integraaleja monimutkaisempiin ongelmiin, kuten epdoleellisten integraalien
konvergenssin tulkintaan (Greefrath et al., 2021). Toinen yleinen ongelma on, etté
opiskelijoiden mentaaliset mallit voivat olla liian yksinkertaistettuja. Esimerkiksi opiskelija
saattaa mieltdd madratyn integraalin aina positiiviseksi pinta-alaksi, mika johtaa
virhekisityksiin negatiivisten pinta-alojen osalta, kun funktion kdyrd on x-akselin alapuolella
(Kontorovich, 2023). Greefrath ja hinen kollegansa (2021) korostavat, ettd integraalien
oppiminen edellyttdd monipuolisia mentaalisia malleja, jotka sisdltdvit sekd prosessuaalisia

(esim. laskutoimitukset), geometrisia (esim. pinta-ala) ettd analyyttisid (esim. analyysin
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peruslause) elementtejd. Heidén tutkimuksensa osoittaa, ettd opiskelijat, joilla on rikkaammat
ja joustavammat mentaaliset mallit, pystyvét paremmin ymmaértdmadn integraalien

moninaisuutta ja vélttimaan virhekasityksid (Greefrath et al., 2021).
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4 Integraalilaskenta lukiossa

Lukion opetussuunnitelman perusteet 2021 (LOPS 2021) mukaan integraalilaskenta kuuluu
lukion pitkén matematiikan moduuliin "Analyysi ja jatkuvuus" (MAA?7), joka on yksi
syventdvistd moduuleista. Opetussuunnitelma korostaa, ettd matematiikan opetuksen
tavoitteena on kehittdd opiskelijoiden matemaattista ajattelua, loogisia pééttelytaitoja ja
kykyé soveltaa matematiikkaa monialaisissa ongelmissa (Opetushallitus, 2019).
Integraalilaskennan osalta opiskelijoiden odotetaan oppivan integraalin mééritelma
Riemannin summana, sen geometrinen tulkinta pinta-alana, analyysin peruslauseen merkitys
sekd keskeiset integrointitekniikat, kuten osittaisintegrointi, muuttujanvaihto ja
trigonometristen funktioiden integrointi. Lisdksi LOPS 2021 painottaa teknologian, kuten
laskimien ja matemaattisten ohjelmistojen, hyddyntdmistd oppimisessa, mikd voi auttaa
opiskelijoita visualisoimaan integraaleja ja ymmartdméén niiden merkitystd (Opetushallitus,
2019). Kuitenkin ndmi laaja-alaiset tavoitteet voivat olla haasteellisia, silld opiskelijoiden
valmiudet vaihtelevat, ja abstraktit késitteet, kuten raja-arvot ja jatkuvuus, jotka ovat
integraalilaskennan perusta, voivat olla vaikeita omaksua varsikin erittdin rajallisella

aikaméadarilld, mikd niiden opiskeluun on varattu. (Bezuidenhout, 2001).
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5 Tutkimuskysymykset ja -menetelméit

Tassd luvussa esitellddn tutkimuskysymykset, joiden pohjalta tutkielma on luotu. Liséksi

kéydaan lapi, miten tutkimusmateriaalia on etsitty ja késitelty

5.1 Tutkimuskysymykset

Tédma tutkielma vastaa seuraaviin tutkimuskysymyksiin:
o Mitka ovat yleisimpid virhekasityksié lukiolaisten integraalilaskennassa?
o Miten virhekisitykset ilmenevit lukiolaisten integraalilaskuissa?

e Miten l6ydettyjen virhekisitysten avulla voi kehittdd integraalilaskennan opettamista?

5.2 Tutkimusmenetelmé

Tutkielma on didaktinen kirjallisuuskatsaus, minka tukena on lukiolaisten
ylioppilaskirjoitusvastauksia integraalilaskuista vuosilta 2019—2022. N4iti oli viidesta eri
tehtévisti, joihin kaikkiin oli noin 100 satunnaisesti valittua vastausta. Kaikki tutkielmassa
kaytetty kirjallisuus on keritty kevaalld 2025. Kirjallisuuskatsauksessa keskitytdén erityisesti
tutkimuksiin, jotka késittelevét késitteellisid virhekisityksid, kuten integraalin geometrisen
tulkinnan vidrinymmartamisti, sekd teknisid virhekasityksid, kuten integrointitekniikoiden
virheellistd soveltamista. Lisdksi tutkielmassa kdytetddn pedagogisia tutkimuksia, jotka

tarjoavat strategioita virhekésitysten korjaamiseen.

5.3 Tutkimusmateriaali

Tutkielma perustuu kansainviliseen tutkimuskirjallisuuteen, joka on valittu eri tietokannoista,
kuten Google Scholar, Scopus, ERIC ja Volter. Valitut 1dhteet kattavat lukio- ja alkuvaiheen
korkeakoulutason tutkimuksia, koska virhekédsitykset ovat samankaltaisia ndilla tasoilla.
Hakuprosessissa kaytettiin seuraavia hakusanoja ja niiden yhdistelmid englanniksi, koska

suurin osa tutkimuskirjallisuudesta on englanninkielistd: "misconceptions in integral

nn nn

calculus", "student errors in integration", "conceptual misunderstandings calculus high

school", "teaching strategies integral calculus", "geometric interpretation of integrals",

nn

"fundamental theorem of calculus misconceptions", "secondary school calculus errors" ja

"technology in calculus education". Néitd hakusanoja muokattiin ja yhdisteltiin tarpeen
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mukaan, esimerkiksi lisddmalld termejéd kuten "high school", "secondary education" tai
"undergraduate" rajataksemme tuloksia lukio- ja alkuvaiheen korkeakoulutasoon. Liséksi
kaytettiin Boolen operaattoreita (AND, OR, NOT) tarkempien tulosten saamiseksi,
esimerkiksi: "misconceptions AND integral calculus AND high school NOT physics", jotta
viltettiin liiallinen keskittyminen fysiikan sovelluksiin, ja "teaching strategies AND calculus
AND technology", jotta 10ydettiin tutkimuksia, jotka késittelevit teknologian, kuten
GeoGebran, kayttod opetuksessa (Jones & Ely, 2023). Hakutuloksia rajattiin myos ajallisesti.
Ensisijaisesti etsittiin artikkeleita vuosilta 2010-2025, jotta tutkielma perustuisi
ajankohtaiseen tutkimukseen, mutta myos vanhempia tutkimuksia, kuten Tall ja Vinner
(1981) ja Orton (1983), sisdllytettiin, koska ne tarjoavat teoreettisen perustan virhekédsitysten
kasittelylle.

5.3.1 Ylioppilaskoetehtavat

Téssi tutkielmassa tarkasteltiin integraalilaskennan virhekésityksid my0s analysoimalla
lukiolaisten suorituksia ylioppilaskirjoitusten tehtdvissd, koska ne tarjoavat arvokasta tietoa
opiskelijoiden osaamisesta ja tyypillisistd virheistd. Kaikki valitut tehtivit ovat pitkdn
matematiikan tehtdvid vuosilta 2019-2022 ja tarkoituksena oli valita tehtdvia
mahdollisimman monipuolisesti, jotta 10ydettéisiin virhekésityksid kaikenlaisista tehtivista.
Ylioppilaskoetehtdvit valittiin tutkimusaineistoksi, koska ne edustavat lukion
opetussuunnitelman LOPS 2021 tavoitteita ja testaavat opiskelijoiden kykyé soveltaa
integraalilaskentaa monipuolisesti, esimerkiksi pinta-alan laskemisessa ja kontekstuaalisissa
ongelmissa (Opetushallitus, 2019). Seuraavaksi esitellddn valitut tehtdvét, joiden pohjalta

virhekésityksid analysoitiin ja niiden malliratkaisut.
Keviit 2019 tehtivi 9 Veneen nopeus

Taulukko 1: Veneen nopeus

aika ¢ 0 | 20 {40 | 60 | 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 200 | sekuntia

nopeus | 0 | 5 |12 15| 12| 15 | 18 | 20 | 22 | 22 | 21 | kmh
v(t)

Matti seuraa moottoriveneen nopeusmittaria ja kirjaa veneen nopeuden 20 sekunnin vilein.

Tuloksena on taulukko 1. Arvioi taulukon avulla veneen kulkemaa matkaa
s=["v(t)dt

kayttdmalla numeerisen integroinnin
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a) puolisuunnikassidantoa

b) Simpsonin sédantoa.
Malliratkaisu:

Merkitdan x;, = 20k, k =0, ...,10

a) Puolisuunnikassdaannén mukaan saadaan arvio

h N
> Zkzl(f(xkﬂ) + f(x;)), jossa N =10, koska k = 0, ...,10 niin kymmenen vilii

10 1
D S G = 1) (f (e + £ ()

10

=102 (fltps) + f(x)) = 0+ 5+ 124+ 15+ 12+ 15+ 18 + 20 + 22 + 22 + 21
k=1
Kkm * s

= SOSOT = 0,84166 ... = 0,85 km

b) Simpsonin sddnndén mukaan saadaan arvio
[7 FQOdx ~2[F(xg) + 4F (1) + 2£ () + 4 () + 2 () + -+ + +4f (_y) + F ()],
missd vélin pituus 2 = 20
_ 200 (f(xo) + 4f (1) + 2f () + 4f (x3) + 2f (x4) + 4f (x5) + 2f (x6) + 4f(x7)>
30 +2f (xg) + 4f (x9) + £ (x10)

_200(0+4*5+2*12+4*15+2*12+4*15+2*18+4*20+2*22+)

" 30 4%22 421

_20*457(km*s

e - ) = 0,8462 ~ 0,85(km)

Syksy 2020 tehtiva 8 Kayrien rajoittamat alueet

T =Y S ;) madrittavit tasoalueen, jonka pinta-alaa merkitdén

Epédyhtélot x > 1 ja
symbolilla A,,. Tdssd n > 2 on kokonaisluku.

a) Kirjoita lauseke pinta-alalle A, ja laske sen arvo kéyttdméttd osatehtivissd b annettua

kaavaa.

3

b) Osoita vilivaiheineen, ettd pinta-alan A,, yleinen lauseke on muotoa A,, = -

kunn > 2.
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Malliratkaisu:
a) Pinta-ala on siis funktioiden f(x) = pr jag(x) == Valnn jaava ala valilla [1, o). Siis
A _f (x72 = x73) dx = lim [-——] = llm——+11mi+——i=l

2 t—00 t—oo t t—oo 2t2 2*12 2

t

B Ay = [ (x" = x~ D) dx = lim :

t—)oo[ (n—-1D)x"1 ° nxn 1

lim — — — 1 L + ! -t _r__1

B tgg nt" tl—>rg (m-Dt"-1 * (n-1D1*1 ni®  n-1 n  n2-n
Kevit 2021 tehtivi 3 Murtolausekkeen integraali

. . vy 4 1 1 . o
a) Osoita, ettd yhtalo > = + on voimassa kaikilla x # £2.

4—x 2+x 2—x
b) Laske integraali f — d
. .1
¢) Laske integraali | 1T dx.
Malliratkaisu:
a) Lavennetaan oikean puolen lausekkeet
1 4 1 2—x + 2+x _2-x+2+x 4
2+x 2-x Q+x)2-x) 2-x2+x) = 4—-x2  4—x2
b)f —dx =[In2+ )], =m@2+1)-In2+ (1)) =In3
1
c) kéytetddn kohtaa a, niin saadaan = - (— —)
4— 2+x 2—x

1
Kohdan b avulla saadaan, ettd f_ 1 m dx = In3.

fllzf dx = [In(2 - 0%, =In(2 — 1) — In(2 — (1)) = In 3, joten

1 1 1 1
f14 xz —f (2+x Tx)dX —Z(ln3+ln3)— ElnS

Syksy 2021 tehtivi 3 Integraaleja
a) Laske [(x? + 1) dx.

b) Laske [2 cos(2x) dx.

1
c) Laske f—l |x3| dx.
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Malliratkaisu:

a)f(x2+1)dx=§x3+x+C

b) f(? cos(2x) dx = [sin(Zx)]% = % (sin (27”) —sin(0)) = % (sin(m) —

N |-

sin(0)) =0

c) f_11|x3| dx = f_ol —x3 dx + f01x3 dx = 2f01x3 dx =2 [%](1) = 2(:4—%) =%

Syksy 2022 tehtiivi 3 Integraalilaskuja

a) Mairitd [(—2x2 + 6x — 4)dx.

b) Miiriti kiyrien y = (x — 1)(3 — x) ja (x — 1)? viliin jd#vin rajoitetun alueen pinta-ala.
Malliratkaisu:

a) [(—2x% 4+ 6x — 4)dx =—§x3 +3x%2—4x+C

b) Ratkaistaan ensin kéyrien leikkauspisteet (x — 1)(3 — x) = (x — 1)?

(x—1)(B—x) — (x — 1)? = —2x% + 6x — 4, josta saadaan nollakohdat esimerkiksi toisen
asteen yhtdlon ratkaisukaavalla tai tulon nollasdénndélla

—2x2+6x—4=0 =x2-3x+2=0= (x—1)(x—2) =0, jolloinx = 1 tai x = 2.
Viliin jddva pinta-ala on siis

2

2 2 2
f(x—l)(3—x)—(x—1)2dx=f—2x2+6x—4dx=[—§x3+3x2—4x]
1 1

1

2 2 1
=<—§23+3*22—4*2)—(—513+3*12—4*1>=§

Naillé tehtdvilld saatiin muodostettua yhdistelma integraalilaskuja, jotka kattavat
madrddmattomien ja madrittyjen integraalien perustehtdvit. Valituissa tehtdvissd on
edustettuna murtolausekkeen, trigonometrisen funktion ja itseisarvofunktion integrointi, jotka
poikkeavat hieman yksinkertaisimmista funktioista. Niiden mukana on vaativampia tehtivia
kuten pinta-alan laskeminen integraalin avulla ja integraalifunktion muodostaminen.
Numeerisen integroinnin puolisuunnikas- ja Simpsonin sddntdd voidaan ajatella integraalin

sovelluksena, vaikka ne ratkaistaankin kaavakokoelmasta 16ytyviin kaavoihin sijoittamalla.
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6 Tyypillisimmit virhekisitykset integraalilaskennassa

Téssd luvussa tarkastellaan lukiolaisten yleisimpid virhekisityksid integraalilaskennassa
perustuen tutkielman kirjallisuuskatsaukseen sekd analyysiin suomalaisten
ylioppilaskirjoitusvastauksista vuosilta 2019-2022. Integraalilaskenta on lukiolaisille
haastava alue, koska se edellyttdd opiskelijoilta teknisen laskutaidon lisdksi késitteellista
ymmarrystd, kuten integraalin geometrisen tulkinnan pinta-alana ja analyysin peruslauseen
kadnteissuhteen omaksumista (Thompson, 1994). Virhekisitykset voidaan jakaa kolmeen
padkategoriaan: késitteelliset virhekdsitykset, teknisten laskusdantdjen virhekasitykset ja
soveltamiseen liittyvit virhekésitykset, jotka ilmenevét opiskelijoiden tydskentelyssd monin
tavoin (Cline et al., 2020). Ylioppilaskirjoitusvastausten analyysi osoittaa, ettd monet
virhekésitykset ovat toistuvia, mikd on linjassa kirjallisuuskatsauksen havaintojen kanssa
(Kontorovich, 2023). Esimerkiksi opiskelijat sekoittavat méaarityn ja maarddmattoman
integraalin, eivdt ymmarrd integraalin geometrista merkitystd tai soveltavat laskusdantoja

virheellisesti, miki johtaa vdiriin tuloksiin ja tulkintoihin (Nguyen, 2014).

6.1 Kisitteelliset virhekasitykset

Kasitteelliset virhekdsitykset liittyvét integraalilaskennan peruskisitteiden, kuten integraalin
maidritelmén, geometrisen tulkinnan ja analyysin peruslauseen, vairinymmartdmiseen, ja ne
ovat yleisid lukiossa opiskelevien keskuudessa. Ylioppilaskirjoitusvastauksista vuosilta
2019-2022 ilmenee useita téllaisia virhekésityksid. Esimerkiksi syksyn 2020 tehtavéssi 8,
jossa tiytyi laskea kdyrien rajoittaman alueen pinta-ala, monet opiskelijat eivit tunnistaneet,
ettd tehtdva vaati integraalin laskemista, tai eivdt osanneet muodostaa integraalifunktiota.
Tama voisi viitata sithen, etteivdt he ymmarrd, mité integraali késitteellisesti tarkoittaa (Hong
& Thomas, 1997). Samoin vastaavanlaisessa tehtdvéssd 3 syksyltd 2022 osa opiskelijoista ei
ymmaértanyt, ettd tehtdva vaati integroimista pinta-alan laskemiseksi, ja sen sijaan yrittivét
ratkaista tehtdvin muilla menetelmilld, kuten pelkélld sieventdmiselld. Tdma on esimerkki
Sfardin (1991) prosessi-objekti-dualiteetista. Opiskelijat eivit nde integraalia objektina, joka
edustaa pinta-alaa, vaan pelkkéna prosessina, jota ei osata soveltaa oikeassa kontekstissa
(Sfard, 1991). Samoin syksyn 2021 tehtivédssa 3 itseisarvofunktiota integroitiin valittdmatta
itseisarvosta ollenkaan, miké viittaisi siihen, ettd integraalinen geometrinen hahmottaminen
on puutteellisella tasolla. Sealey (2016) on havainnut, ettd lukio-opiskelijat usein

laiminlyovit itseisarvofunktion merkinmuutokset integroinnissa, koska he eivit osaa
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visualisoida funktion kdyttdytymista eri osavéleilld, mikd estdé heitd jakamasta integraalia

oikein ja tulkitsemasta pinta-alaa geometrisesti.

Toinen yleinen kisitteellinen virhekdsitys on madrityn ja madrddmattoman integraalin
sekoittaminen, miké ilmenee useissa tehtdvissd. Syksyn 2021 tehtidvéssa 3, jossa tuli laskea
madrddmattomid ja méidrittyjd integraaleja, monet opiskelijat lisdsivét ratkaisuunsa
integroimisvakion médréttyyn integraaliin, vaikka sitd ei tarvita, koska méairétty integraali
laskee numeerisen arvon tiettyjen integroimisrajojen vélilld (Cline et al., 2020). Samoin
integroimisvakioita jdi pois médraamattomistd integroinneista saman tehtdvian eri ratkaisuista.
Naéistd monet voivat hyvinkin olla huolimattomuusvirheitd, mutta niiden suuri lukumaéara
viittaisi myds virhekisitykseen vakioihin liittyen. Samoin kevdin 2021 vastaavanlaisessa
tehtivéssi oli ratkaisuissa médrityissd integraaleissa laskettu vain madrddmaton integraali.
Liséksi syksyn 2022 tehtdvissé 3 opiskelijat sekoittivat médrityn ja madradmattomén
integraalin pinta-alan laskennassa, esimerkiksi antaen vastaukseksi pelkédn funktion
numeerisen arvon sijaan. Tama viittaa siihen, ettd opiskelijoiden késitemielikuvat
integraalista, kuten Tall ja Vinner (1981) kuvaavat, ovat epitarkkoja, ja heilld on vaikeuksia
yhdistdd integraalin tekninen laskeminen sen geometriseen tulkintaan (Kontorovich, 2023).
Néama késitteelliset virhekéasitykset ovat erityisen ongelmallisia, koska ne estivit opiskelijoita
ymmartdmasta integraalin syvempad merkitysti ja soveltamasta sitd oikein erilaisissa

ongelmissa (Nguyen, 2014).

6.2 Teknisten laskusiintojen virhekasitykset

Tekniset virhekésitykset liittyvit integrointitekniikoiden ja laskusdént6jen virheelliseen
soveltamiseen, ja ne ovat yleisid lukiolaisten tydskentelyssd, kuten
ylioppilaskirjoitusvastauksista ilmenee. Kevddn 2019 tehtdvéssd 9 oli tarkoitus ratkaista
veneen kulkema matka puolisuunnikassdédnnon ja Simpsonin sddnnon avulla. Monet
opiskelijat eivit osanneet kdyttdd nditd integraalilaskennan kaavoja oikein, esimerkiksi siirtda
kertoimia tai he sovelsivat kaavoja huolimattomasti, mik& johti virheisiin, kuten summien
laskematta jattadmiseen loppuun asti. Néihin kaavoihin vaadittavan osavilin pituuden
selvittdiminen oli my0s monelle ongelmallista. Cline et al. (2020) ovat havainneet, ettd
téllaiset tekniset virheet ovat yleisid, kun opiskelijat keskittyvit mekaaniseen laskemiseen
ilman syvempdd ymmarrystd. Samoin myds Brown (2018) on osoittanut, ettd opiskelijat
tekevit usein virheitd numeerisissa integrointimenetelmissé, kuten puolisuunnikassdanndssa,

koska he eivdt ymmaérrd kaavojen taustalla olevaa logiikkaa.
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Syksyn 2021 tehtévissd 3 monet opiskelijat kohtasivat ongelmia trigonometristen funktioiden
integroinnissa, esimerkiksi kayttimalla véarid laskukaavoja. Samoin kevadn 2021 tehtdvéssa
3 opiskelijat eivét hallinneet murtolausekkeen integrointisédéntdja ja mika johti esimerkiksi
ratkaisuihin, joissa integroitiin murtolausekkeen nimitt4ji4 ja osoittajaa erillisind funktioina
tai yritettiin sieventdd funktio kokonaan pois ilman integrointia. Téllaiset virheet osoittavat
teknisten taitojen puutetta ja ymmartamattomyyttd integraaleista (Cline et al., 2020). Ndma
tekniset virheet ovat osittain seurausta siité, ettd opiskelijat jadvét prosessikeskeiseen
ajatteluun, kuten Sfard (1991) kuvaa, eivitka kykene joustavasti soveltamaan laskusdantdja
monimutkaisemmissa tehtdvissd (Hong & Thomas, 1997). Teknisten virheiden korjaaminen
edellyttdd paitsi laskusdéntojen kertausta myos niiden merkityksen ymmértamista
kontekstissa, esimerkiksi integrointisdéntdjen yhdistimisti geometriseen tulkintaan (Jones &

Ely, 2023).

6.3 Soveltamiseen liittyvit virhekasitykset

Soveltamiseen liittyvét virhekésitykset ilmenevit, kun opiskelijat eivit osaa kiyttad
integraaleja ongelmanratkaisussa tai tulkitsevat tuloksia védrin, erityisesti pinta-alan
laskennassa. Vuoden 2022 tehtivissi 3 pinta-alan laskeminen osoittautui haastavaksi.
Opiskelijat saivat negatiivisia pinta-aloja, koska he eivit perustelleet, kumpi funktio tulee
vihentdd kummasta, tai he laskivat funktiot yhteen eivitkd ymmarténeet, ettd toinen funktio
pitdisi vihentdd toisesta, jotta niiden vélinen pinta-ala saataisiin selville (Kontorovich, 2023).
Lisdksi monet eivit ratkaisuissaan etsineet funktioiden leikkauspisteitd tai muuten
médrittdneet integrointirajoja oikein, ja osa antoi vastaukseksi negatiivisen pinta-alan tai
pelkdn funktion, mikd osoittaa, ettd he eivdt ymmarra pinta-alan laskemisen periaatteita
(Hong & Thomas, 1997). Vuoden 2020 tehtidvéssd 8 opiskelijat kdyttivit ratkaisuissaan vaaria
ylé- ja alarajoja integraalissa, mika viittaa sithen, ettd heilld on vaikeuksia tulkita ongelman
kontekstia ja asettaa integroimisrajat oikein (Thompson, 1994). Nama virheet korostavat
tarvetta opettaa opiskelijoille, miten integraaleja sovelletaan ongelmanratkaisussa,
esimerkiksi harjoittelemalla pinta-alan laskemista visuaalisilla apuvilineilld ja varmistamalla,
ettd opiskelijat ymmartavit kontekstin, kuten integroimisrajojen méérittimisen (Jones & Ely,

2023).

Kontekstuaalisen ymmaérryksen puute on myds yleinen ongelma soveltamiseen liittyvissd

virhekasityksissd, joka ilmenee erityisesti reaaliaikaisissa ongelmissa, kuten fysiikan tai
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taloustieteen sovelluksissa (Bajracharya et al., 2019). Bajracharya et al. (2019) korostavat,
ettd opiskelijat saattavat mekaanisesti soveltaa integraaleja ymmartdmatta, mité tulos
fyysisesti tai kontekstuaalisesti tarkoittaa. Néin voi kiyda esimerkiksi, jos tehtdvini on
laskea auton kulkema matka nopeusfunktion avulla tietylld aikavélilla. Opiskelija saattaa
laskea integraalin, mutta jattdd vastauksen yksikoittd tai ei osaa tulkita, ettd tulos edustaa
matkaa, vaan luulee sen olevan nopeus. Tdmaé osoittaa, ettd opiskelijat eivét yhdista
integraalia sen kontekstuaaliseen merkitykseen, kuten kertymén kisitteeseen (Bajracharya et

al., 2019).
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7 Virhekisitysten pedagoginen huomioiminen

Téssd luvussa esitetdén pedagogisia ratkaisuja lukiolaisten integraalilaskennan
virhekésitysten korjaamiseen perustuen edellisessd luvussa tunnistettuihin ongelmiin:
kasitteellisiin virhekasityksiin, teknisten laskusééntojen virhekésityksiin ja soveltamiseen
liittyviin virhekasityksiin. Integraalilaskennan opetuksessa on erittdin tarkedd yhdistda
tekninen osaaminen ja kisitteellinen ymmarrys, jotta opiskelijat voivat kehittad tarkempia
mentaalisia malleja ja vilttda toistuvia virheitd (Greefrath et al., 2021). Pedagogiset ratkaisut
perustuvat tutkielman teoreettiseen viitekehykseen, kuten Tallin ja Vinnerin (1981)
kdsitemielikuvateoriaan, Sfardin (1991) prosessi-objekti-dualiteettiin ja uusien ldahteiden,
kuten Swidan ja Naftaliev (2021), tarjoamiin ndkdkulmiin visualisoinnin roolista. Liséksi
hyodynnetddn LOPS 2021 painotuksia, kuten teknologian kayttoad ja monialaisuutta, jotka
kannustavat opiskelijakeskeisiin ja motivoiviin opetusmenetelmiin (Opetushallitus, 2019).
Ratkaisut on jaettu kolmeen alalukuun, jotka vastaavat virhekésitysten kategorioita, ja ne
tarjoavat konkreettisia strategioita opettajille, esimerkiksi visuaalisten apuvélineiden kayttoa,

formatiivista arviointia ja reaalimaailman sovelluksia (Karaali & Khadjavi, 2023).

7.1 Kasitteellisten virhekisitysten korjaaminen

Kasitteelliset virhekdsitykset, kuten madrityn ja madradamattoméan integraalin sekoittaminen,
integraalin geometrisen merkityksen vadrinymmaértidminen ja analyysin peruslauseen
kdanteissuhteen puutteellinen ymmartdminen, voidaan korjata painottamalla kisitteellista
ymmaérrystd ja visualisointia opetuksessa. Visuaaliset apuvélineet ovat erittdin tehokas
tyokalu opettajalle tukemaan opetusta konkretisoimalla muuten melko abstrakteja aiheita.
Yksi kdtevad tyokalu on GeoGebra, jonka avulla voi havainnollistaa integraalin pilkkomista
pinta-alojen summaksi, miki auttaa opiskelijoita ymmartdmaéin integraalin geometrista
tulkintaa (Swidan & Naftaliev, 2021). Esimerkiksi syksyn 2022 ylioppilaskirjoitustehtdvassa
3 monet opiskelijat saivat negatiivisia pinta-aloja monesta eri syystd. Yksi ratkaisu tdhdn
voisi olla, ettd opettaja kiyttdisi GeoGebraa piirtdikseen esimerkiksi funktiot f(x) = x? ja
g(x) = x, ja havainnollistaisi, miten pinta-ala lasketaan niiden véliselld alueella, esimerkiksi
vililla [0, 1], korostaen, ettd pinta-ala on aina positiivinen (Jones & Ely, 2023). Tdma auttaa
opiskelijoita kehittimaén tarkempia kasitemielikuvia, kuten Tall ja Vinner (1981) ovat
ehdottaneet, ja siirtymidin Sfardin (1991) kuvaamasta prosessikeskeisesta ajattelusta

objektindkdkulmaan, jossa integraali ndhdadn pinta-alana tai kertyména.
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Toinen strategia on analyysin peruslauseen opettaminen konkreettisemmilla esimerkeilld ja
reflektoinnilla. Monissa ylioppilaskirjoitusvastauksissa opiskelijat lisdsivét integroimisvakion
médrittyyn integraaliin. Niistd monet ovat todennikoisesti huolimattomuusvirheitd, mutta
monet varmasti johtuvat myos virhekasityksistd, mika osoittaa, ettd he eivit ymmarra

analyysin peruslauseen roolia (Thompson, 1994). Opettaja voi opettaa analyysin peruslauseen

laskemalla yksinkertaisen esimerkin, kuten f o 2x dx, ja ndyttdmalla, miten tulos

F(1) — F(0) = 1 — 0 = 1 vastaa pinta-alaa, ilman integroimisvakiota (Hong & Thomas,
1997). Tamaén jilkeen olisi hyva ndyttdd vield lisdd esimerkkejd, ettei opiskelijoiden tiydy
soveltaa pelkdstddn téstd erittdin yksinkertaisesta esimerkistd. Sen jélkeen opiskelijoita
voidaan pyytda reflektoimaan ryhmékeskusteluissa tai oppimispéivékirjalla tai muulla
itsereflektoinnin keinolla, miksi vakio ei ole tarpeen, miké auttaa heitd sisdistiméaén késitteen
(Cline et al., 2020). Lisdksi Sfardin (1991) teorian valossa reflektointi ryhmékeskusteluissa
auttaa opiskelijoita siirtyméén prosessikeskeisesté ajattelusta, jossa he nékevét integraalin
pelkkdnd laskutoimituksena, kohti objektindkdkulmaa, jossa he ymmartivét sen edustavan
konkreettista arvoa, kuten pinta-alaa, mika voi estdd vastaavia virheitd tulevaisuudessa.
Opettaja voi my0s kiyttda formatiivista arviointia, kuten Weigand ja Siller (2022) ehdottavat,
antamalla palautetta opiskelijoiden laskuista ja korostamalla, ettd méaritty integraali antaa
numeerisen arvon, kun taas madradmaton integraali edustaa funktioperhettd. Tdma auttaa

opiskelijoita erottamaan ndmé kaksi késitettd ja korjaamaan virhekasityksidan.

Motivaation lisddminen arkieldméan sovellusten kautta voi auttaa opiskelijoita ymmaértdméaan
integraalin merkityksen. Karaali ja Khadjavi (2023) ehdottavat, ettd opettajat voivat kdyttaa
integraaleja analysoidakseen ymparistoongelmia, esimerkiksi vedenkulutusten epétasa-
arvoisuutta tietyilld alueilla. Lukiossa opettaja voisi esimerkiksi pyytad opiskelijoita
laskemaan, kuinka paljon vettd eri yhteisot kuluttavat tietyilld aikavéleilld, jos kulutusfunktio
on annettu yksinkertaisessa muodossa, kuten c(t) = 0.5t% + 5t + 10 , ja vertailla titi eri
alueiden vililld, esimerkiksi kaupunki- ja maaseutualueiden vélilla tai kokonaan eri maiden
vililla. Tama tehtdva vaatii midratyn integraalin laskemista, ja auttaa opiskelijoita ndkemain
integraalin roolin resurssien kertymén laskemisessa, samalla kun se herittdd keskustelua
oikeudenmukaisuudesta ja kestévistd kehityksestd. Téllainen 1dhestymistapa on linjassa
LOPS 2021 monialaisuuden ja kestidvén kehityksen painotusten kanssa (Opetushallitus,
2019), ja se motivoi opiskelijoita yhdistdmadn integraalilaskennan yhteiskunnallisiin

teemoihin. Tdma strategia resonoi Tallin ja Vinnerin (1981) késitemielikuvateorian kanssa,
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koska se laajentaa opiskelijoiden mielikuvia integraalista pelkédn matemaattisen kisitteen
ulkopuolelle, antaen sille yhteiskunnallisen merkityksen, mikd voi auttaa heitd ndkemain
integraalin moninaisempana konseptina ja vihentéd sen abstraktiutta, jota monet opiskelijat
kokevat ongelmalliseksi, kuten luvussa 4 todettiin (Bezuidenhout, 2001). Liséksi Sfardin
(1991) teorian nikdkulmasta ymparistdongelmien analysointi integraalien avulla auttaa
opiskelijoita ndkemaidn integraalin objektina, joka edustaa kertyméa (esim. vedenkulutus),
mika voi korjata virhekasityksid, kuten integraalin geometrisen merkityksen
vadrinymmartdmistd, ja tehda késitteestd konkreettisemman. Visualisointi, konkreettisemmat
esimerkit, reflektointi, motivoivat sovellukset ja niiden jarkeva yhdistely integraalilaskennan
opetuksessa tukee opiskelijoiden kisitteellistd oppimista ja auttaa korjaamaan
virhekisityksid, kuten integraalin geometrisen merkityksen vadrinymmartdmistd (Swidan &

Naftaliev, 2021).

7.2 Teknisten laskusidintojen virhekisitysten korjaaminen

Teknisten laskusdéntojen virhekdsitykset, kuten trigonometristen funktioiden integroinnin
ongelmat ja murtolausekkeen integrointisdantdjen puutteellinen hallinta, voidaan korjata
systemaattisella harjoittelulla, formatiivisella arvioinnilla ja virheiden reflektoinnilla (Li et
al., 2017). Strukturoidut harjoitukset ovat siis yksi tehokas keino teknisen osaamisen
harjoitteluun. Niissd opiskelijat esimerkiksi kdyvit 1dpi keskeisid integrointitekniikoita, kuten
muuttujanvaihto, osittaisintegrointi ja trigonometristen funktioiden integrointi, ja tarkistavat

tulokset derivoimalla (Jones & Ely, 2023). Opettaja voi esimerkiksi antaa tehtdvin

[ sin(2x) dx, ohjata opiskelijat kdyttimisn muuttujanvaihtoa u = 2x, jolloin dx = dz—u ja
[ sin(2x) dx = [ sin(u) dz—u = —%cos(u) +C = —%cos(Zx) + C. Taman jdlkeen opettaja

voi pyytdd heitd derivoimaan tuloksen — % cos(2x) + C varmistaakseen, ettd se on oikein (Li

et al., 2017). Tdma auttaa opiskelijoita sisdistdiméddn laskusdannot ja vihentda
huolimattomuusvirheitd, kun opiskelijat sisdistidvit integraalin ja derivaatan kdénteisluonteen
ja muistavat tarkastaa integrointeja derivoimalla (Cline et al., 2020). Ndmaé opetustavat
tukevat Sfardin (1991) prosessi-objekti-dualiteettia, koska ne auttavat opiskelijoita siirtyméadn
prosessikeskeisestd ajattelusta objektindkdkulmaan. Lisdksi derivoimalla tarkistaminen auttaa
opiskelijoita kehittiméén tarkempia mielikuvia integroinnista ja siten vahvistaa Tallin ja

Vinnerin (1981) késitemielikuvateoriaa.
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Formatiivinen arviointi ja kohdennettu palaute ovat myds todella tehokkaita, kuten Weigand
ja Siller (2022) korostavat. Opettaja voi kerétd opiskelijoiden ratkaisut esimerkiksi kevéén
2021 kaltaisesta tehtivéasti 3, jonka voisi hyvin olla kotitehtdvana. Tehtdvissé opiskelijoilla

oli vaikeuksia esimerkiksi murtolausekkeen integroinnissa logaritmiksi. Ndiden huomioiden
avulla voidaan antaa yksildllistd palautetta ja korostaa, etté [ - = In|x| + C. Mikéli kyseessé

oli yleinen ongelma luokan keskuudessa, olisi hyva keskustella tehtdvistd laajemminkin ja
selittdd, miksi nimittdjaa ei integroida erillisend funktiona (Weigand & Siller, 2022). Lisdksi
opettaja voi kdyttdéd vertaisarviointia, jossa opiskelijat tarkistavat toistensa laskut ja
keskustelevat virheistd, kuten véaérasté laskujéirjestyksesté (esim. vuoden 2022 tehtiva 3),
miké auttaa heitd reflektoimaan omia ajattelutapojaan (Cline et al., 2020). Tama helpottaisi
my0s resurssiongelmia, silld opettajalle on hyvin tyolésti kdyda kaikkien vastauksia 14pi
antaen ajatuksen kanssa hyodyllistd palautetta. Toivottavaa on, ettd siithenkin riittdisi aika
silloin tilloin. Formatiivinen arviointi ja vertaisarviointi tukevat Greefrathin et al. (2021)
nidkemysti mentaalisista malleista, koska ne auttavat opiskelijoita kehittiméan

monipuolisempia malleja integrointitekniikoista

My®ds teknologian kayttd, kuten laskimien ja ohjelmistojen hyddyntdminen, voi tukea
teknisten virheiden korjaamista: esimerkiksi GeoGebralla voi néyttdd vaihe vaiheelta, miten
murtolauseke integroidaan, miké auttaa opiskelijoita ymmartdmaén prosessin (Swidan &
Naftaliev, 2021). LOPS 2021 painotus teknologian kiyttoon tukee tétd ldhestymistapaa,
koska se kannustaa opettajia integroimaan digitaalisia tydkaluja opetukseen (Opetushallitus,
2019). Niiden strategioiden avulla opiskelijat voivat kehittdd teknistd osaamistaan ja valttaa

yleisid virheitd, kuten kaavojen védrii soveltamista (Ojose, 2015).

Kaikki nima opetusstrategiat ovat tiiviisti sidoksissa tutkielman teoreettiseen viitekehykseen:
Sfardin (1991) teorian mukaan ne edistivét siirtyméa prosessiajattelusta objektiajatteluun,
Tallin ja Vinnerin (1981) teorian mukaan ne vahvistavat opiskelijoiden kisitemielikuvia, ja
Greefrathin et al. (2021) ndkdkulmasta ne tukevat monipuolisten mentaalisten mallien
kehittymistd. Lisdksi ndmai strategiat edistavit metakognitiivisia taitoja, kuten itsereflektiota,
joka on olennainen osa oppimisprosessia, silld se auttaa opiskelijoita tunnistamaan ja
korjaamaan teknisid virheitdén, kuten Weigand ja Siller (2022) korostavat formatiivisen
arvioinnin yhteydessd. Tdmé lahestymistapa ei ainoastaan korjaa teknisid virhekésityksid,

vaan myos tukee opiskelijoiden kykya soveltaa integrointitekniikoita joustavasti ja
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itsevarmasti, mikd voi parantaa heididn valmiuksiaan kohdata monimutkaisempia

matemaattisia tehtdvid lukio-opetuksessa ja sen jilkeen.

7.3 Soveltamiseen liittyvien virhekisitysten korjaaminen

Soveltamiseen liittyvid virhekésityksid, kuten pinta-alan laskemisen ongelmat ja vaarét
integrointirajat, voidaan korjata opettamalla ongelmanratkaisutaitoja, kontekstin
ymmaértdmistd ja monialaisia sovelluksia. Yksi ratkaisu on harjoitella ongelmanratkaisua
kontekstuaalisilla tehtévilla eli ongelmilla, jotka sijoittuvat opiskelijoille merkityksellisiin ja
konkreettisiin tilanteisiin, kuten arkipdivin ilmidihin tai monialaisiin konteksteihin, jolloin
integraalilaskenta saa kdytannollisen merkityksen (Kontorovich, 2023). Kontekstuaaliset
tehtivét voivat auttaa opiskelijoita kehittiméédn ongelmanratkaisutaitojaan, koska ne
pakottavat heidét pohtimaan tehtédvin kontekstia ja yhdistiméén teoreettisen tiedon
kaytannon sovelluksiin, mikd tukee LOPS 2021 painotusta monialaisuuteen ja

ongelmaldhtdiseen oppimiseen (Opetushallitus, 2019).

Esimerkiksi opettaja voi antaa tehtivén, jossa opiskelijoiden tdytyy laskea, kuinka pitkdn

matka auto kulkee, jos sen nopeusfunktio on v(t) = 30t + 2 (km/h) ja aika on annettu tunnin
osina valilla [0, 2]. Tehtdva vaatii opiskelijoilta integraalin f02(30t + 2) dt laskemista, mikd

antaa matkan kilometreind. Ensin opiskelijoiden tiytyy tulkita tehtdvinanto ja ymmartaa, etti
raja-arvot 0 ja 2 edustavat aikaa tunneissa, ja nopeus on annettu kilometreini tunnissa, joten
integraali antaa suoraan matkan ilman yksikkdmuunnoksia. Tdma esimerkki auttaa
opiskelijoita harjoittelemaan raja-arvojen asettamista ja tehtdvén kontekstin ymmartamista,
mikad vdhentdd integraalien abstraktiutta. Lisdksi tehtdvai voisi laajentaa monialaisemmaksi
yhdistdmalla sitd esimerkiksi maantieteeseen lisddmalla tehtdavédn erillisen kohdan, vaikka

paéstdjen laskemiselle.

Kontekstuaalisten tehtdvien kdytto ei ainoastaan korjaa soveltamiseen liittyvid
virhekisityksid, vaan myos tukee opiskelijoiden kognitiivisia prosesseja ja motivaatiota, miké
on keskeisté syvillisen oppimisen kannalta. Greefrath et al. (2021) korostavat, ettd
integraalilaskennan oppiminen edellyttdd monipuolisia mentaalisia malleja, jotka siséltdvit
teknisid, geometrisia ja soveltamiseen liittyvid ulottuvuuksia. Kontekstuaaliset tehtdvit, kuten
edelld mainittu auton matkan laskeminen, auttavat opiskelijoita rakentamaan tdllaisia malleja,

koska ne pakottavat heiddt yhdistdmién integraalin laskutoimituksen (tekninen taito) sen
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merkitykseen (matka kilometreind) ja kontekstiin (auton liike). Lisdksi kontekstuaaliset
tehtdvit voivat auttaa opiskelijoita siirtymddn Sfardin (1991) kuvaamasta prosessikeskeisesta
ajattelusta kohti objektindkokulmaa: esimerkiksi auton matkan laskeminen havainnollistaa,
ettd integraali ei ole pelkka laskutoimitus, vaan se edustaa konkreettista suuretta, kuten

matkaa, mikd syventdd heiddn kasitteellistd ymmarrystian (Sfard, 1991).

My0s kontekstuaaliset ja monialaiset tehtdvit voivat edistdd opiskelijoiden osaamista
soveltavissa tehtdvissi ja jopa kehittdd metakognitiivisia taitoja, kuten itsereflektiota ja
ongelmanratkaisustrategioiden arviointia, jotka ovat olennaisia virhekédsitysten korjaamisessa
(Weigand & Siller, 2022). Esimerkiksi auton matkan ja paist6jen laskemisen jélkeen opettaja
voi pyytdd opiskelijoita tydskenteleméédn ryhmissi ja vertailemaan laskutapojaan: miksi
jotkut opiskelijat asettivat raja-arvot védrin ja miten konteksti (esim. aika tunneissa) vaikuttaa
laskuun? Tdma ryhmékeskustelu auttaa opiskelijoita tunnistamaan omia virheitdin. Tdma
metakognitiivinen ldhestymistapa ei ainoastaan korjaa virhekisityksid, vaan my0s opettaa
opiskelijoita ottamaan vastuuta omasta oppimisestaan, mik on tirkeé taito lukio-opetuksessa

matematiikan ulkopuolellakin ja lukion jilkeisissd opinnoissa (Opetushallitus, 2019).
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8 Pohdinta

Tamaén tutkielman tarkoituksena oli tarkastella lukio-opiskelijoiden integraalilaskennan
virhekisityksid ja pohtia, miten néitd virhekésityksid voidaan korjata opetuksessa.
Tutkimuskysymysten pohjalta tunnistettiin, ettd virhekasitykset voidaan jakaa késitteellisiin,
teknisiin ja soveltamiseen liittyviin ongelmiin, ja nditd esiintyy laajasti esimerkiksi pinta-alan
laskemisessa, integrointitekniikoissa ja kontekstuaalisissa tehtdvissa.
Ylioppilaskirjoitusvastausten analyysi (luvut 6.1-6.3) osoitti, ettd opiskelijat kamppailevat
erityisesti integraalin geometrisen merkityksen hahmottamisessa, integrointirajojen
madrittdmisessa ja tulosten tulkinnassa, kuten negatiivisten pinta-alojen saaminen osoittaa.
Tulokset korostavat tarvetta monipuolisemmille opetusmenetelmille, jotka tukevat seké
kasitteellistd ymmarrysté ettd kiytannon soveltamistaitoja, ja ne ovat linjassa aiempien
tutkimusten, kuten Jonesin ja Elyn (2023) sekd Kontorovichin (2023), havaintojen kanssa.
Toisaalta integraalilaskut aiheena on vaativa virhekisitysten tutkimisille, koska, kuten on
aikaisemmin havaittu, integraalilaskujen laskeminen vaatii monenlaista osaamista. On siis

paljon erilaisia vaiheita, missé integraalien kanssa voi menna pieleen.

Ylioppilastehtdvid analysoidessa oli vaikeaa 10ytd4 toistuvia teemoja, koska useat tehtivét
sisélsivét satunnaisia virheitd, jotka siten muuttivat vastausten luonnetta ja itse
virhekasitysten havaitseminen oli vaativaa. Integraalilaskenta on myds hankala ja jopa
pelottava aihe monelle, jonka takia oli myds lukuisia vastauksia, joissa ei ollut padsty edes
alkuun. Télloin virhekisitysten 16ytdminen oli mahdotonta, koska ei ollut oikeastaan
mink&énlaisia kisityksid. Néiden syiden takia, jos olisi halunnut painottaa enemmén omia
16ydoksia vastauksista, niitd olisi pitidnyt olla huomattavasti enemmaén. Téstd syysta
tutkielmassa painotettiin enemmaén kirjallisuudesta 16ytyvid virhekésityksia ja kokonaisuutta

taydennettiin omilla 16ydoksilld ylioppilastehtdvien vastauksista.

Toivottavasti tutkielman havainnot tarjoavat ndkokulmia lukion matematiikan opetuksen
kehittdimiseen. Opettajat voivat hyodyntdé néitd tuloksia tunnistaessaan tyypillisid
virhekisityksid ja suunnitellessaan oppitunteja, jotka ennaltaehkdisevit kyseisié
virhekasityksid. Esimerkiksi visuaalisten apuvilineiden, kuten GeoGebran, kdyttd voi auttaa
opiskelijoita hahmottamaan integraalin geometrisen merkityksen, kuten pinta-alan laskemista
kahden funktion vililld (luku 7.1). Sen sijaan formatiivinen arviointi ja kohdennettu palaute
voivat viahentdd teknisié virheitd, kuten muuttujanvaihdon virheellistd kédyttoa (luku 7.2).

Liséksi kontekstuaaliset tehtdvét, kuten fysiikan tai maantieteen sovellukset, voivat tehdi
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integraalilaskennasta merkityksellisempéé ja auttaa opiskelijoita soveltamaan osaamistaan
oikein, esimerkiksi laskemalla liikkeen kertyméa tai kustannuksia (luku 7.3). Tulokset voivat
myo0s ohjata oppimateriaalien kehittdmisté, esimerkiksi lisddmalla oppikirjoihin visuaalisia
esityksid ja soveltavia tehtivid, jotka tukevat LOPS 2021 tavoitteita, kuten
ongelmanratkaisutaitojen ja monialaisuuden kehittdmista (Opetushallitus, 2019).
Kokonaisuudessaan tdma tutkielma tarjoaa kdytdnnonldheisid tyokaluja opettajille, niin
aloitteleville kuin kokeneille, integraalilaskennan opetuksen parantamiseen ja opiskelijoiden
syvemmén ymmarryksen tukemiseen. Itse uskon vahvasti, etté erityisesti kontekstuaalisten
tehtdvien kdyttd on avainasemassa, koska omasta kokemuksestani tieddn, miten paljon
helpompaa on oppia matemaattisia kasitteitd, kun ne liitetdan konkreettisiin, reaalimaailman
ongelmiin. Esimerkiksi fysiikan sovellukset tuntuivat minusta aina motivoivimmilta

lukioaikana verrattuna pelkkdin integraalin, joka oli laskettavana.

Tutkielman tulokset avaavat myds mielenkiintoisia jatkotutkimusmahdollisuuksia. Yksi
suunta voisi olla tutkia tarkemmin, miten erilaiset opetusmenetelmét, kuten visuaalisten
apuvélineiden tai kontekstuaalisten tehtdvien kayttd, vaikuttavat virhekisitysten
vihenemiseen pitkalld aikavélilla. Téllainen tutkielma voisi esimerkiksi selvittdd, miten
GeoGebran sddnndllinen kayttd lukion MAA?7 kurssilla parantaa opiskelijoiden geometrista
hahmottamista ja pinta-alan laskemisen ymmarrystd. Toinen kiinnostava aihe olisi opettajien
valmiuksien kehittdminen. Voitaisiin tutkia, miten opettajien koulutus tai tiydennyskoulutus
voisi paremmin valmistaa heitd tunnistamaan, korjaamaan ja ehkdiseméén
integraalilaskennan virhekasityksid, esimerkiksi reflektoivan oppimisen menetelmien kautta,
kuten Tuminaro (2021) ehdottaa. Liséksi kontekstuaalisen oppimisen roolia voitaisiin
tarkastella syvemmin: esimerkiksi voitaisiin vertailla, miten erilaiset kontekstit, kuten
fysiikan (litkkkeen kertyma) sovellukset, vaikuttavat opiskelijoiden motivaatioon ja kykyyn
soveltaa integraaleja oikein (vrt. Bajracharya et al., 2019). Omasta mielesténi erityisesti
motivaation ja asenteiden vaikutus integraalilaskennan oppimiseen olisi tirked tutkimusaihe,
koska monien opiskelijoiden vaikeudet johtuvat pelosta ja epdvarmuudesta, eivit pelkéstdaan
tiedon puutteesta tai sitten tiedonpuute johtuu nimenomaan integraalien ympérilld olevasta
stigmasta. Tdma aiheuttaa oppimisvaikeuksia heti alusta asti, kun opiskelijat epéilevit
kykyjddn asian oppimiseen jo etukidteen. Lopuksi olisi hyodyllistd tutkia virhekasitysten
kehittymistd laajemmassa kontekstissa, esimerkiksi vertailemalla suomalaisten lukiossa
opiskelevien virhekésityksid muiden maiden opiskelijoihin (vrt. Nguyen, 2014), jotta

voitaisiin selvittdd, ovatko tietyt virhekésitykset universaaleja vai kulttuurisidonnaisia. Nama



jatkotutkimukset voivat auttaa kehittimidn integraalilaskennan opetusta entisestiin ja

tukemaan opiskelijoiden matemaattista ajattelua kokonaisvaltaisesti.
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