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1 Johdanto

Poisson-satunnaismuuttujaa kiytetddn usein mallintamaan maarallisesti tai ajalli-
sesti laskettavia muuttujia. Koska Poisson-satunnaismuuttuja on laskettu tapahtu-
mamadra, sen pienin mahdollinen arvo on nolla, ja teoreettisesti sen suurin arvo on
aareton [I]. Mallinnettavana on padparametri A, joka edustaa keskimééraista luku-
méaarad aika- tai tilayksikkoa kohti. Mallinnukseen voidaan kayttaéd yhté tai useam-
paa selittajaa.

Lineaarisessa pienimmaén neliGsumman regressiomallissa kiinnostuksen kohtee-
na oleva parametri on keskimaarédinen vaste pu; tutkittavalle yksikolle i. Tama pu;
mallinnetaan suorana, kun selittdjia on yksi. Intuitiivisesti Poisson-parametrin \;
mallinnuus lineaarisena funktiona selittavastd muuttujasta voi vaikuttaa jarkevalta,
mutta tdma ldhestymistapa tuottaa ongelmia. Itse asiassa malli

Ai = o + Pz (1)

ei toimi hyvin Poisson-jakautuneelle aineistolle. Suora voi tuottaa negatiivisia
arvoja tietyille x;:n arvoille, mutta \; voi saada vain arvoja véliltd [0, c0). Lisdk-
si lineaarisen regression yhtalossd oletettu varianssin vakioisuus rikkoutuu, koska
Poisson-muuttujan odotusarvon kasvaessa my0s sen varianssi kasvaa.

Yksi tapa vélttdd edelld mainitut ongelmat on mallintaa log(\;) muuttujana, ei-
ké suoraan \;:ta. Logaritmi log()\;) voi saada arvoja vililld (—oo,00), joten tamé
ratkaisee negatiivisten arvojen aiheuttaman ongelman. Lisdksi tama lahestymistapa
huomioi varianssin kasvun odotusarvon kasvaessa. Néain ollen tarkastellaan yleistet-
tyjen lineaaristen mallien erikoistapauksena Poisson-regressiomallia

log(\i) = Bo + Bis, (2)

missa havaittu selitettdvin muuttujan arvo Y; on Poisson-jakautunut parametriin
A; ndhden, kun on annettuna selittdvd muuttuja ;.

2 Poisson-jakauma

Esitetdan aluksi Poisson-jakauman maéaritelméa. Tilastolliset jakaumat voidaan ja-
kaa diskreetteihin ja jatkuviin jakaumiin. Jatkuvista jakaumista voidaan muodostaa
tiheysfunktio, kun taas diskreeteisté pistetodenndkoisyysfunktio. Tutkitaan Poisson-
jakaumaa.

Maaritelma 1. Poisson-jakauman pistetodennékoéisyysfunktio on

’u?iefﬂi
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Jokaisella diskreetilld tilastollisella mallilla on pistetodennéakéisyysfunktiosta johdet-
tu uskottavuusfunktio.

Maaritelma 2. Poisson-jakauman uskottavuusfunktio on

oY
Hi €
L(MIHUQ;-"?/J%‘y17y27"'7yn):HT' (4)
i1 7.

Uskottavuusfunktio on usein laskennallisesti epéakiytannollinen sen haastavuuden
takia. Siksi se esitetddn yleensé logaritmoidussa muodossa.

Maaritelma 3. Poisson-jakauman logaritminen uskottavuusfunktio on

n

log L(pt1, pia, - ftn | 91,2, -, yn) = Y (i log (i) — i — log(y:)) . (5)

i=1

Poisson-regressio on yleistettyjen lineaaristen mallien erikoistapaus. Tarkastellaan
seuraavaksi yleistettyjen lineaaristen mallien késitteistod sekéd mallin rakennetta.

3 Yleistetty lineaarinen malli

Téasséd luvussa esitetddn yleistetyn lineaarisen mallin rakenne ja johdetaan siihen
liittyviéd tarkeimpié keskeisié tuloksia.

3.1 Mallin yleinen rakenne

Yleistetty lineaarinen malli esitetdén yleensd yhtéalona, jossa selitettédvad muuttujaa
y yritetdan mallintaa selittdvien muuttujien x, xs... lineaarisena yhtalona. Yleenséa
malli ilmaistaan muodossa

yi:50+/61x12.+ﬁ2l'2i+---+ﬁpxpi+ei7 1= 1a2a"'7n7 (6)

jossa By on vakiotermi, (3; on selitettdvin muuttujan regressiokerroin ja x; on
selitettava muuttuja [2].

Yleistetyn lineaarisen mallin muodostamisen ja kidyton ymmartamiseksi tarkas-
tellaan sen perusoletuksia sekéd ominaisuuksia. Késitellaan aluksi eksponenttisen ha-
jontaperheen suhdetta yleistettyihin lineaarisiin malleihin.

3.2 Eksponenttinen hajontaperhe

Riippumattomien satunnaismuuttujien tiheysfunktioiden oletetaan olevan ekspo-
nenttisen hajontaperheen muotoa [2]. T&ll6in tilastollisen mallin satunnaisen osan
perusrakenne on muotoa

Ty, (Yi; 0, ¢) = exp (M

a(9)

jossa ¢ on hajontaparametri ja ¢; on tuntematon luonnollinen parametri.

Fold)) 7)



3.2.1 Varianssi ja odotusarvo

Eksponenttiperheen mallikehikosta saadaan suoraan logaritmiseksi uskottavuusfunk-
tioksi

_ yitli — b(0;)

=)

+ c(yi, @) (8)

Suoraan derivoimalla saadaan ensimmaiseksi derivaataksi
ol; Y — b/(ei)

ja toiseksi derivaataksi
02, b"(6;)

007 a(e)

(10)

Nyt voidaan kayttaa yleisia uskottavuusyhtaloita koskevia tuloksia

ol 92l oL\ >
EFEl—)=0 j —F|l—)=F||= 11
(ae) Ja (862) (ae) ] ’ (1)
jotka patevit eksponenttijakauman sdannollisyysehtojen ollessa voimassa. Nyt
satunnaismuuttujan Y; odotusarvoksi saadaan

1 = E(Y) = b(6,). (12)

Varianssi on talloin

Var(Y;) = b"(6;)a(¢). (13)

3.3 Linkkifunktio

Linkkifunktio tarvitaan Kkésiteltdessd yleistettyja lineaarisia malleja yhdistdmé&an
mallin satunnaisosaa ja lineaarista prediktoria 7;. Linkkifunktio g(-) on t&llin muo-
toa

g(pi) =ni = Zﬁjxij- (14)

Eksponenttiperheen jakaumille linkkifunktiona toimivat identiteettilinkki (nor-
maalijakauma), logit-linkki (binomijakauma) ja log-linkki (Poisson-jakauma). Tar-
kastellaan log-linkkifunktiota sen soveltuvuuden vuoksi. Log-linkkifunktio méaaritel-
laén

g(pi) = log(ps)- (15)

Poisson-regressiota seka siihen liittyvan linkkifunktion ominaisuuksia késitellaan
tarkemmin luvussa Al



3.4 Uskottavuusyhtalot ja SU-estimointi

Yleistetyn lineaarisen mallin tapauksessa logaritminen uskottavuusfunktio méaritel-
tiin luvussa Tama uskottavuusfunktio voidaan kirjoittaa n-havainnon tapauk-
sessa summana muodossa

Zl —Zy” +Z c(yi, & (16)

Suurimman uskottavuuden estimaattorin muodostamiseen kiytetddn yleistetty-
jen lineaaristen mallien tapauksessa iteratiivisia numeerisia menetelmia. Naisté eni-
ten kaytetty on Newtonin—Raphsonin menetelméa. Menetelmia kiydaan tarkemmin
Poisson-regression yhteydessi luvussa [4.3

4 Poisson-regressio

Poisson-regressiomalli on yksi yleistettyjen lineaaristen mallien erikoistapauksista.
Sita kdytetddn mallintamaan lukumaéravasteita. Poisson-jakaumassa kaytettava to-
dennékoisyysmassa on ei-negatiivisten kokonaislukujen joukko eli vélilta [0, 00), ja
se kuuluu eksponenttiperheeseen.

Poisson-regression avulla voi analysoida seké lukumaéérillisid etté suhteellisia (ra-
te) aineistoja. Tarkoituksena on mallintaa, mitka selittdviat muuttujat x;,i =1,...,n
vaikuttavat tiettyyn vastemuuttujaan. Satunnaismuuttuja on mallin muuttuja Y,
joka voi olla tarkka lukumé&ara tai suhteellinen arvo. Esimerkkind lukumé&aran ja
vasteen erosta voidaan sanoa, ettd "minut ohittaa keskimé&drin kuusi autoa paivin
aikana” tai ettd "minut ohittaa keskiméarin noin 0,25 autoa tunnissa’.

4.1 Poisson-jakauman kaytto

Aloitetaan tarkastelemalla Poisson-jakauman kayttod yleistetyn lineaarisen mallin
mallikehikossa. Poisson-regression logaritminen uskottavuusfunktio voidaan esittaé
yleistetyn lineaarisen mallin eksponenttisen hajontaperheen muodossa. Kuten lu-
vussa [3.2.1| méaariteltiin, eksponenttiperheen tapauksessa on mielekésta kiyttaa lo-
garitmista uskottavuusfunktiota osana uskottavuuspéattelyé.

Maaritelma 4. Poisson-regression logaritminen uskottavuusfunktion muoto maa-
ritellddn seuraavasti:

(Bry) =D (—pi + yilog(ps) —log(y:!)) = > (—exp(x;8) + yi(x;8) — log(yi))).
i=1 i=1
(17)
Todistus. Poisson-jakaumaoletuksen perusteella saadaan mallioletus
wi = E(Y;) = var(Y;) = exp(z;0). (18)



Nyt kiyttamalla Poisson-jakauman pistetodennikoisyysfunktiota saadaan

li(yi; B) = log((exp(—p) ") /yi!) = —ps + yilog (i) — log(wi!). (19)

Summan logaritminen uskottavuusfunktio on talldin

I(B;y) = Zli(ﬁ; y) = Z(_Mi + yilog(1;) — log(vi!)), (20)

ja kun p; = exp(x;/), saadaan logaritminen uskottavuus tiivistettyd muotoon

Z(—GXP(X;@ + yi(x;8) — log(i!))- (21)

]

Edellisen méaritelmén todistuksen perusteella logaritminen uskottavuusfunktio saa-
daan yleistetyn lineaarisen mallin mallikehikon erikoistapauksena

i) =30 O S ety 22

valinnoilla

0; =log(pi), 0(0) =exp(;) =x;8, a(d)=1 Jja c(y;¢)=—log(y!). (23)

Kuten nyt selvésti ilmenee, odotusarvoksi ja varianssiksi saadaan

E(Y;) = V'(0;) = exp(6;) = p, (24)

Var(Y;) = 0"(6;)a(¢) = exp(6;) = ;. (25)

Néin ollen odotusarvo ja varianssi ovat Poisson-mallin oletuksen tavoin yhta
suuret. Poisson-regression erikoisuutena on, ettd aina odotusarvon kasvaessa myos
varianssi kasvaa.



4.2 Logaritminen linkkifunktio

Kuten luvussa todettiin, yleistettyja lineaarisia malleja kiytettaessia mallin sa-
tunnaisosa ja lineaarinen prediktori 7; tulee yhdistéé jollain linkkifunktiolla g(-).
Poisson-regressiomallissa kaytettéava linkki on log-linkkifunktio eli

g(i) = log(ps)- (26)

Log-linkki varmistaa Poisson-jakaumaa kaytettéessa odotusarvon p positiivisuu-
den. Se yksinkertaistaa mallin estimointia ja testaamista toimiessaan mallin kano-
nisena linkkufunktiona.

4.3 SU-estimointi

Poisson-regressiomallin S-parametrien estimointiin kiytetdan Newtonin—Raphsonin
menetelméad. Jilleen ldhdetddn liikkeelle mallin logaritmoidusta uskottavuusfunk-
tiosta

n

1(B) = (yilog(mi) — i — log(ui)) . (27)

=1

jossa p; = exp(x, 3). Sen ensimmiinen derivaatta (g(3)) voidaan kirjoittaa

9l(B)

8 X' (y — ), (28)

jossa X on selittdvien muuttujien matriisi, y on havaintojen vektori ja p on

odotetut arvot, jossa u; = exp(x; 3).

Toinen derivaatta on Hessin matriisi (H(3)), joka voidaan kirjoittaa muodossa
H(B) = -X WX, (29)

jossa W on painomatriisi, jonka diagonaalielementit ovat ;.

Poisson-regression Newtonin-Raphsonin péivitys on

U = Y + (XTWX)'X (y — p), (30)

jossay — p on virheiden vektori ja (XTWX)~! on Fisherin informaatiomatriisin
kdanteismatriisi. Nain informaatiomatriisin ja virhevektorin yhdisteené saadaan SU-
estimaatit yksikésitteisesti ratkaistua.



5 Mallin kaytto

Téassé luvussa esitelladn Poisson-regressiomallin kiyttd empiirisen aineiston avulla.
Tarkoituksena on havainnollistaa, miten havainnoidaan aineiston kelpoisuus Poisson-
regressiolle soveltuvaksi ja miten regressiomalli muodostetaan. Analysointiin kdyte-
taan tassa tutkielmassa R-ohjelmistoa.

5.1 Kasiteltava aineisto

Tarkasteltavana on vuoden 2015 Filippiinien perheiden taloudellisten tulojen ja me-
nojen kysely [5]. Alkuperiisessé aineistossa on 60 muuttujaa ja noin 40000 havain-
toa.

Tutkimuskysymyksena halutaan selvittda, mikd on kotitalouden johtajan ika,
kun kotitalous on henkiloméaraltdan suurimmillaan?

Muodostetaan alkuperdisen aineiston pohjalta 1500 havainnon kokoinen satun-
naisotos. Tutkimuskysymyksen perusteella valitaan otokseen seuraavat muuttujat:

e location eli kotitalouden sijainti Filippiineilla
e age eli kotitalouden johtajan ik&
e total eli kotitalouden henkilolukumaéra

e numLTH eli kotitalouden alle viisi vuotiaiden henkildiden lukuméaara

Alla tulostettuna kyseisen otosaineiston kuusi ensimmaista rivia.

location age total numlLTb
1 I - Tlocos Region 61 2 0
2 NCR 33 4 0
3 Caraga 62 4 0
4 Caraga 51 7 1
5 X - Northern Mindanao 55 1 0
6 IVA - CALABARZON 38 4 1

Jo ensimmaisella tarkastelulla voidaan havaita, ettd muuttujat ovat todennékoi-
sesti diskreetteja ja ei-neagatiivisia eli Poisson-oletuksen mukaisia. Tutkitaan seu-
raavaksi tarkemmin aineiston sovelutuvuutta ja jakaumaa.

5.2 Aineiston ominaisuudet ja soveltuvuus

Poisson-regressiolle patee Robackin [I] mukaan nelji oletusta:

1. Vastemuuttuja on lukuméaré aika- tai tilayksikkoa kohti, joka kuvataan Poisson-
jakaumalla.

2. Riippumattomuusoletus eli havaintojen on oltava toisistaan riippumattomia.

7
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Kotitaloudessa asuvien maara
Kuva 1: Kotitaloudessa asuvien maara suhteessa kotitalouksien méaaraan

3. Méaritelmén mukaan Poissonin satunnaismuuttujan keskiarvon on oltava yhté
suuri kuin sen varianssi.

4. Lineaarisuusoletus eli keskimééraisen nopeuden log(\) on oltava x:n lineaari-
nen funktio.

Ensimmaisené oletuksena Poisson-mallille tarkastellaan muuttujien diskreetti-
syyttad ja ei-negatiivisuutta. Kotitalouden johtajan ikd ja kotitaloudessa asuvien
henkioiden maéra ovat positiivisia kokonaislukuja. Ensimméinen oletus Poisson-
jakauma kiytettdvyydestd on oikea. Aineiston perusteella yhdessd kotitaloudessa
asuu keskimaarin 4,11 ihmisté ja varianssi on noin 5,28. Yhdessé kotitaloudessa on
ihmisié yhden ja 15 henkilon valilta.

Kuten kuvaajasta (kuva ndahdaan, kotitalouksissa asuvien maéra on jakaumal-
taan oikealle vino, ja jakaumalla on hyvin pitkille oikealle jatkuva hanta. Tamé on
hyvin yleistd Poisson-jakautuneelle aineistolle. Selvasti kotitaloudessa asuvien ihmis-
ten lukumaéra ei noudata normaalijakaumaa. MyOs syvemmaéan analyysin tarjoavan
kuvaajan (Kuva [2)) perusteella selittdaviat muuttujat voi mallintaa tarpeeksi hyvin
Poisson-jakauman avulla. Téten oletus selittdvien muuttujien Poisson-jakaumasta
(oletus 1) on tyydyttévé, joten jatketaan aineiston analysointia Poisson-jakaumaa
ajatellen.

Tutkitaan seuraavaksi oletusta selitettdvan muuttujan varianssin eli keskihajon-
nan nelién ja odotusarvon yhtdsuuruudesta (oletus 3). Odotusarvon noustessa siis
my0s varianssin tulisi nousta. Tutkitaan arvoja aineiston kotitalouksien johtajien
eri ikdryhmissa. [kdryhmét on jaettu viiden vuoden vélein. Nuorimpana ikdryhméana
on (15,20] vuotitaat ja vanhimpana ikdryhméné on (65, 70] vuotiaat. Kotitalouk-
sien johtajat, jotka ovat ialtdéan vélin (15, 70] ulkopuolella, eiviat kuulu tarkastelussa

8
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Kotltaloudessa asuvien maara

Kuva 2: Kotitaloudessa asuvien méaéaré kotitalouden johtajien ikdryhmittédin suhtees-
sa kotitalouksien méaraan

mihinkédén ikdryhmaéaan.

AgeGroup Mean Variance n
1 (15,20] 2.000000 1.000000 5
2 (20,25] 3.375000 1.201087 24
3 (25,30] 3.568627 1.770196 51
4 (30,35] 4.701031 2.753436 97
5 (35,40] 4.810458 4.273048 153
6 (40,45] 5.442308 5.551489 156
7 (45,50] 4.988701 5.931690 177
8 (50,55] 5.156566 5.858611 198
9 (65,60] 4.751634 5.753698 153
10 (60,65] 4.007143 4.999949 140
11 (65,70] 4.156863 5.163269 102

Taloudessa asuvien ihmisten keskiarvoa ja varianssia eri ikdryhmissa kuvaavan
taulukon perusteella varianssi seuraa melko hyvin odotusarvon nousua ja laskua.
Varianssi on kuitenkin joissain ikdryhmissd pienempi tai suurempi kuin kyseisen
ikiryhmén odotusarvo. Tamé antaa ndyttoéd oletuksen rikkoutumisesta, mutta kui-
tenkin kyseiset rikkeet ovat suhteellisen pienié. Varsinkin nuoremmissa ikdryhmisséa
otoskoko on hyvin pieni ja darilukujen aiheuttamat heilahtelut saatavat nakya vah-
vasti. Otoskoon ollessa yli 100 varianssi seuraa hyvin odotusarvon nousua ja laskua.
Naiden tarkastelujen perusteella myos kolmas oletus pétee, ja Poisson-jakaumaa voi-
daan kiyttaé aineistoa analysoitaessa.



Poisson-regressiomalli tarkoittaa siis sité, etté logaritmiarvo log()\;), eiké keski-
madrainen kotitalouden koko A;, on ién lineaarinen funktio, eli:

10g<>\7,) = /60 + Blagei. (31)

Siksi Poisson-regression lineaarisuusoletuksen (oletus 4) tarkistamiseksi halutaan
piirtaa log()\;) idn funktiona. Valitettavasti A; on téssd tuntematon. Paras arvio A;:lle
on kullekin ikdryhmélle havaittu kotitalouden keskimééridinen koko (eli muuttujan
X tasoilla lasketut keskiarvot). Koska ndmé keskiarvot on laskettu havaituista ai-
neistotiedoista, niitd kutsutaan empiirisiksi keskiarvoiksi.

Empiirisista keskiarvoista logaritmien ottaminen ja niiden esittdminen ian funk-
tiona tarjoaa keinon arvioida lineaarisuusoletusta. Keskiméaériista kotitalouden lo-
garitmoitua kokoa iin suhteen mallintavaan kuvaajaan (kuva |3) lisdtty "pehmen-
netty” kiayra viittaa siihen, ettd ian ja kotitalouden keskimé&aréisen koon logaritmin
valilla on kaareva suhde. Tamaé tarkoittaa sité, ettd regressiomaalliin tulisi harkita
nelididyn termin lisdamista.

Taméa havainto tukee hypoteesia, ettd on olemassa johtajan ika, jolloin kotita-
louden koko saavuttaa maksimiarvonsa. On tarkedd huomata, ettd nyt ei mallinneta
empiiristen keskiarvojen logaritmia, vaan todellisen tapahtumanopeuden logaritmia.
Empiiristen keskiarvojen tarkastelu tarjoaa kuitenkin késityksen siitd, millainen suh-
de on log(A)m ja z;:n vélilla.

Havaintojen riippumattomuusoletuksen (oletus 2) kannalta voi todeta, etté tut-
kimuksen suorittanut taho on valinnut tutkimukseen satunnaiset perheet. Téasta ei
ole tarkempaa tietoa, joten riippumattomuusoletuksen voi olettaa todeksi.

5.3 Poisson-regressiomallin kaytto

Aineiston soveltuvuuden toteamisen ja tunnuslukujen tarkastelun jélkeen voidaan
muodostaa tutkimuskysymyksen perusteella haluttu regressiomalli, téssa tapauk-
sessa Poisson-regressiomalli. Muodostetaan aineistosta muutamia erilaisia malleja.

Naiden mallien kdyttokelpoisuutta ja luotettavuutta vertaillaan myohemmin luvussa
6.

5.3.1 Yhden muuttujan malli

Kaytetddn ensimméisessd mallissa selittdvand muuttujana kotitalouden johtajan
ikdéd. Haluttu malli on muotoa

log(total) = By + 1 - age. (32)

R:n glm-funktioon eli R:n sisdédnrakennettuun yleistetyn lineaarisen mallin tyo6-
kaluun syotetddan aluksi selitettdvd muuttuja ja tdmén jalkeen selittavat muuttu-
jat. Lisdksi muuttujien peradn kirjoitetaan haluttu jakauma eli Poisson-jakauma
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Logaritminen keskiméaarainen kotitalouden koko i&n mukaan
20-

1.5-

1.0-

0.5-

log(A) (Keskimaarainen kotitalouden koko, logaritmoitu)

k&

Kuva 3: Lineaarisuus

sekdi mahdollinen linkkifunktio. Jos linkkifunktion jattda syottamétta, R tulkit-
see Poisson-jakauman tapauksessa linkkifunktion olevan logaritminen. Summary-
komennolla saadaan nakyviin ajetun glm-funktion tuloste.

modell <- glm(total ~ age, family = poisson, data = House)
summary (modell)

Call:
glm(formula = total ~ age, family = poisson, data = House)

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) 1.7153218 0.0474590 36.143 < 2e-16 *x*x
age -0.0036376 0.0008984 -4.049 5.15e-05 *x*x

Signif. codes: 0 ‘“*x%x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘%’ 0.05 ¢.” 0.1 ¢ * 1
(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 15688.2 on 1393 degrees of freedom
Residual deviance: 1571.7 on 1392 degrees of freedom
AIC: 6140.3

Number of Fisher Scoring iterations: 4
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Funktion tulosteen perusteella halutun mallin kertomiksi saadaan

log(\) = 1,7153 — 0, 0036age. (33)

Miten regressiokertoimien estimaatteja tulkitaan Poisson-regressiomallissa? Ku-
ten lineaarisessa pienimmén neliGsumman regressiomallissa tulkittaessa kulmaker-
toimia halutaan nyt tarkastella, miten kotitalouden keskim&drdinen henkilomaara
A muuttuu, kun kotitalouden padmiehen ikéd kasvaa vuodella. Poisson-regressiossa
emme kuitenkaan tarkastele suoraan keskimaéraisen henkiloméaaran muutosta, vaan
keskiméadaréisen henkiloméadran logaritmia, joka muunnetaan takaisin alkuperaisiksi
yksikoiksi.

Esimerkiksi jos vertaillaan kahta mallia. Yhté tietylle idlle (X) ja toista sen
jalkeen, kun ikdd on kasvatettu yhdelld vuodella (X 4 1), niin talloin saadaan

log(Ax) = fo + 51X (34)
log()\x+1) = 60 + 61 (X + 1). (35)

Viahennetdaan yhtéalot toisistaan niin saadaan

log(Ax4+1) —log(Ax) = B (36)
g (251 ) = (37)
X
)\X+1 _ A
. et (38)

Tamén tuloksen perusteella ikdkertoimen eksponointi antaa halutun tuloksen.
Taman perusteella siis kotitaloudessa asuvien henkiléiden méaaran keskiarvon muu-
tos on

e~ %0036 = 0. 9964. (39)

Eli kotitalouden johtajan idn noustessa yhdelld vuodella kotitalouden henkil6-
maard laskee 0,36%. Ja toisin péin, kotitalouden johtajan idn laskiessa vuodella
kotitalouden henkilomé&éra kasvaa noin 0,36%, silla 1/0,9964 = 1, 0036.

5.3.2 Kahden muuttujan malli

Jotta tutkimuskysymykseen voidaan vastata, tulisi Poisson-regressiomallista muo-
dostettavan polynomiyhtédlon olla toisen asteen yhtélo. Télloin muodostetaan ai-
neistosta niin kutsuttu nelidity malli, jotta lineaarisuusehto tayttyy. Malliin lisé-
taan toiseksi selittaviksi muuttujaksi ensimmaisen selittdvian muuttujan nelio. Nyt
siis annettuna regressiomallina on

log(total) = By + B - age + B, - age®. (40)
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Muodostetaan haluttu malli taas kiiyttden R:n glm-funktiota. Maaritellaan aluksi
age-muuttujan nelidity muoto aineistoon ja muodostetaan tdméan jalkeen malli.

House <- House %>’ mutate(age2 = agex*age)
model2 <- glm(total ~ age + age2, family = poisson, data =
House)

summary (model2)

Call:
glm(formula = total ~ age + age2, family = poisson, data = House)

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|zl|)
(Intercept) 3.958e-01 1.575e-01 2.513 0.012 =

age 5.057e-02 6.187e-03 8.173 3.01le-16 *xx
age2 -5.198e-04 ©5.876e-05 -8.847 < 2e-16 **x
Signif. codes: O “*xx’> 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ > 1

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 1588.2 on 1393 degrees of freedom
Residual deviance: 1486.7 on 1391 degrees of freedom
AIC: 6057.2

Number of Fisher Scoring iterations: 4

Tulosteen perusteella halutun kahden selittavin muuttujan regressiomallin ker-
toimiksi saadaan

log(S\) =0, 3958 + 0,05057age — 0,0005198age”. (41)

Taman regressiomallin pohjalta voidaan laskea vastaus tutkimuskysymykseen eli
mikd on kotitalouden johtajan ikd kotitalouden henkilomédrén ollessa suurimmil-
laan? Regressiomallin toisen asteen termin kerroin on negatiivinen, jolloin regres-
siomallin paraabeli on alaspédin aukeava ja sen kuvaajalla on olemassa yksiselit-
teinen maksimikohta. Tamén globaalin maksimin selvittdmiseksi lasketaan aluksi
age-muuttujan suhteen ensimmaéinen derivaatta

dngo log(total) = 31 + 20, - age (42)

ja asetetaan derivaatta nollaksi

0 = 0,05057 + 2 - (—0,0005198) - age. (43)
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Nyt voidaan ratkaista maksimikohta eli haluttu ika

0, 05057
—2-(—0,0005198)

= 48, 64. (44)

age =

Sijoitetaan age = 48, 64 takaisin regressioyhtaloon

log(total) = 0, 3958 + 0, 05057 - 48,64 — 0,0005198 - (48, 64)2. (45)

Yhtélon ratkaisuksi ja maksimiarvoksi saadaan

log(total) = 1, 441. (46)

Tamé tarkoittaa sité, ettd talouden suurin henkildméira on noin el*4! = 4,225
henkil6a silloin, kun talouden johtajan ikd on noin 48, 64 vuotta. Sama tulos on myo6s
suoraan havaittavissa lineaarisuutta havainnollistavan kuvaajan (kuva|3)) globaalista
maksimista.

6 Mallien tilastollinen testaaminen

Mallin tilastollinen testaaminen on térkeéd, silla se auttaa arvioimaan yleistetyn
lineaarisen mallin patevyytta, selitysvoimaa ja yleistettavyytta. Taméa prosessi var-
mistaa, ettd malli sopii riittdvan hyvin dataan kiaytettaessa valittua luottamusastetta
ja se tuottaa luotettavia tuloksia paatoksenteon tai ennusteiden tueksi. Mallia voi-
daan testata niin kokonaistasolla kuin myd6s yksittaisten parametrien osalta. Mallin
estimaatteihin liittyvia epavarmuutta voidaan analysoida logaritmisen uskottavuus-
funktion avulla.

6.1 Kokonaismallin testaaminen

Kokonaismallia testattaessa devianssi on yleinen ja tarked mittari kisiteltaessa yleis-
tettyja lineaarisia malleja. Sen avulla voidaan mitata, kuinka hyvin muodostettu
malli selittaa aineiston havaintoja suhteessa taydelliseen malliin. Poisson-jakautuneen
yleistetyn lineaarisen mallin devianssin méaritelméa on

D = Qiil {?Jz log (l%) — (yi — /sz‘)} ; (47)

jossa g; on havaittu arvo, j1 on mallin ennustama odotusarvo havaintopisteelle 7 ja
n on havaintojen lukuméara. Kun mallilla on Poisson-regression tapaan logaritminen
linkkifunktio ja se sisdltda vakiotermin, devianssi yksinkertaistuu muotoon

D=2 Zyi log (%) : (48)
i=1 ‘
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Devianssi saa arvoja valiltd [0, 00). Mitd pienempi sen arvo on, sitd paremmin
malli sopii aineistoon. Poisson-regressiossa devianssi vastaa nollahypoteesin testauk-
seen tarvittavaa tilastollista perustaa.

Poisson-regressiomallissa devianssi on erityisen hyodyllinen, silla Poisson-data
ei noudata normaalijakaumaa ja devianssi antaa yleisesti tilastollisesti perustellun
mittarin ei-normaaleille malleille. Lisdksi kuten aiemmin osoitettiin, Poisson-mallin
erityispiirre on, ettd havaintojen varianssi riippuu odotusarvosta eli siis Var(Y;) =
E(Y;) = p;. Tama tekee tavallisten residuaalimenetelmien eli jaénnosten analysoin-
nin kiyton haastavaksi. Devianssi tarjoaa robustin eli tilastollisesti luotettavan ja
tarkan tavan arvioida sovituskykya.

Verrataan aluksi alaluvussa muodostettua yhden muuttujan mallia niin kut-
suttuun nollamalliin, jossa ei ole yhtdkdan selittdavdd muuttujaa. Kéytetdan R:sté
16ytyvéa drop-in-deviance -funktiota. Siithen syottdmalla halutut yleistetyt lineaari-
set regressiomallit funktio laskee molempien mallien devianssit seké niiden vélisen
erotuksen.

model0 <- glm(total ~ 1, family = poisson, data = House)
deviance_test <- anova(modelO, modell, test = "Chisq")

Analysis of Deviance Table

Model 1: total 7 1
Model 2: total " age
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance Pr(>Chi)
1 1393 1588.2
2 1392 1571.7 1 16.444 5.011e-05 **x*

Signif. codes: O ‘*xx> 0.001 ‘xx’> 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

Kuten testin tuloksista voidaan havaita, yhden muuttujan mallin devianssi on
noin 16,444 yksikkoéd pienempi kuin nollamallin. Liséksi p-arvo on selvésti merkit-
sevd, joten uusi muuttuja on selvésti tilastollisesti merkitseva.

Vertaillaan seuravaaksi alaluvussa muodostettua kahden muuttujan regres-
siomallia yhden muuttujan malliin. Toistetaan sama testi kiyyttden nyt naitd malleja.

deviance_test2 <- anova(modell, model2, test = "Chisq")

Analysis of Deviance Table

Model 1: total " age
Model 2: total = age + age2

Resid. Df Resid. Dev Df Deviance Pr(>Chi)
1 1392 1571.7
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2 1391 1486.7 1 85.067 < 2.2e-16 **x

Signif. codes: O “*%x’ 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

Funktion tulosteen perusteella devianssi laskee noin 85 yksikolld, kun malliin
lisdtdan toinen muuttuja. Myos p-arvo on hyvin pieni, joten lisdtty muuttuja on
tilastollisesti merkitsevé ja se parantaa mallin sopivuutta. Tama on odotettu tulos.

6.2 Yksittaisten parametrien testaaminen

Mallin yksittéisia S-kertoimia voidaan testata kdayttamélla Waldin testid. Se on yk-
si yleisimmisté regressiomalleihin kiytettavista tilastollisista testeistd. Se perustuu
mallin parametriestimaattien ja niiden keskivirheiden suhteeseen, ja sen tarkoitukse-
na on testata nollahypoteesia. Waldin testi aloitetaan méarittamélla nollahypoteesi

Hy : 3 = Bjo, (49)

johon normaalisti valitaan parametriksi 8 = 0. Testisuureena kéytetddn talloin
z-testisuuretta
o= DB (50)
SE(8;)

jossa Bj on estimaatti regressiomallin parametrista 3; ja SE(BJ-) on estimaatin
keskivirhe. Jos H, oletetaan todeksi, testisuure z noudattaa standardoitua normaa-
lijakaumaa N (0, 1).

Waldin testin avulla arvioidaan, onko valittu selittdvd muuttuja tilastollisesti
merkitsevi. Nollahypoteesi Hy hylatdan, jos |z| on suurempi kuin kriittinen arvo,
joka saadaan normaalijakauman kvantiileista. Tata tilastollista merkitsevyytta ku-
vastava p-arvo saadaan laskemalla testisuureen z todennékoisyys standardin nor-
maalijakauman avulla

p=2-(1-2(z]), (51)

missd ® on standardin normaalijakauman kertymafunktio. Yleensa p-arvoa las-
kettaessa kaytetdaan 95 %:n luottamustasoa. Testisuuretta z kiytettdessd tama tar-
koittaa, ettd jos |z| > 1,96, niin nollahypoteesi H, hylataén.

R-ohjelmisto laskee automaattisesti Waldin testin tulokset mallin jokaiselle pa-
rametrille kiytettdessd glm-funktiota eli komentoa yleistetylle lineaariselle mallille.
Tutkitaan alaluvussa muodostettua kahden muuttujan mallia. Mallin muuttu-
jien z-testisuureet ovat glm-tulosteen mukaan

Aullz]) = 8,173 ja Ba(|z|) = 8,847. (52)
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Selvésti molempien muuttujien z-testisuureiden itseisarvot ovat korkeampia kuin
yleisesti tunnettu merkitsevyysraja |z| > 1,96. Liséksi taulukossa on z-testisuureiden
jalkeen vield listattuna parametrien tilastollista merkitsevyytté kuvaavat p-arvot, ja
ne ovat molemmat alle 0,05. Muuttujat ovat siis selvésti tilastollisesti merkitsevia ja
nollahypoteesi Hy voidaan molempien muuttujien osalta hylata.

6.3 Mallin sopivuuden arviointi ja ongelmat

Poisson-jakaumaa kaytettédessd mallin sopivuutta arvioitaessa tutkimuksen tekija
saattaa torméta ylidispersioon. Se on tilanne, jossa tapahtumien varianssi ylittda
tapahtumien odotusarvon. Malli saattaa esimerkiksi nayttdd jakaumaltaan hyvin
pitkilti Poisson-jakaumaa, mutta odotusarvoa tarkasteltaessa varianssi kasvaa huo-
mattavasti nopeammin kuin odosotusarvo. Ylidispersion tilanteessa Poisson-mallin
kéytto ei olisi perusteltua, vaan malliksi soveltuisi paremmin negatiivinen binomija-
kauma. Téassa tutkielmassa kéiytettavassa aineistossa ei ylidispersiota ollut havaitta-
vissa, eikd sen ominaisuuksiin tdméan tarkemmin perehdyta.

7 Johtopaatokset

Poisson-regressiomalli on tehokas menetelmé, kun analysoidaan laskettavia muuttu-
jia, kuten tapahtumien tai yksikoiden lukuméaria. Téasséa tutkielmassa tarkasteltiin
kotitalouden henkildiden lukuméarda suhteessa talouden johtajan ikédén. Poisson-
regressiomalli on kéyttokelpoinen silloin, kun aineisto noudattaa Poisson-jakaumaa
eiké esimerkiksi normaalijakaumaa. Liséksi odotusarvon kasvaessa myos varianssi tu-
lisi kasvaa, ja arvojen tulisi olla yhta suuret. Tamé myds osoitettiin matemaattisesti
tutkittaessa Poisson-jakauman kiyttod osana yleistetyn lineaarisen mallin mallike-
hikkoa.

Tutkittavassa aineistossa Poisson-regressiomallia kiytettéiessa tulokset osoittivat,
ettéd ikd vaikuttaa tilastollisesti merkitsevésti perheen kokoon, mutta vaikutus ei ole
lineaarinen. Sen sijaan nelidllinen termi vaikuttaa olevan merkittava. Tamé viittaa
sithen, ettd perheen henkiloiden lukuméara kasvaa talouden johtajan ién kasvaessa
noin 48, 64 ikdvuoteen asti ja alkaa tdman jélkeen laskea. Tama voidaan yleisesti
tulkita niin, ettd nuoremmilla ja vanhemmilla perheenpéilld on tyypillisesti pienempi
perhekoko kuin keski-ikaisilla. Syvempiin syihin tama tutkielma ei ota kantaa.

On kuitenkin hyvd ymmaértaé, ettd perhekoko voi riippua myos muista tekijois-
td, kuten tuloista, koulutustasosta ja alueellisista eroista. Tama on hyva tiedostaa,
vaikka naihin aiheisiin liittyvat muuttujat eivit olleetkaan tutkimuksen kohteena.
Lineaarisen ja neliollisen termin liséksi voisi olla hyodyllista liséta vuorovaikutuste-
kijoita tai muita luokittelumuuttujia. Poisson-jakauman oletukset eivat valttamatta
tayty aivan taydellisesti, ja tdmé voi osaltaan vaikuttaa tulosten tarkkuuteen. Jat-
kossa olisi hyddyllisté vertailla Poisson-mallia muihin tilastollisiin malleihin, kuten
negatiiviseen binomimalliin, ja arvioida mallin soveltuvuutta eri aineistoihin.
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