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Riskin arvioimiselle ja hallitsemiselle on tarpeita monilla eri aloilla. Klassisia
esimerkkejé ovat esimerkiksi sijoitusportfolion tappion tai tulvaveden korkeuden ar-
vioiminen. Mita tarkemmin dirimmaéisten havaintojen esiintymistodennikoisyyksia
voidaan arvioida, sitd helpompi niihin on yrittdd varautua.

Value-at-Risk on alunperin markkinariskin mittaamiseen kehitetty menetelmé. Sité
kiytetdin myos esimerkiksi vakuutusyhtididen vakavaraisuuden siintelyyn. Agriar-
voteoria on yksi kilytetyimmisti lihestymistavoista riskin arvioimiseen. A#riarvoteo-
riaa ja Value-at-Riskid yhdistdmalld voidaan tavanomaisia tilastollisia menetelmié
tarkemmin arvioida todennékéisyytta sille, etta ddrimmaéiseksi luokiteltava havainto
toteutuu.

Tutkielman tavoitteena on esitelld Value-at-Riskid ja dariarvoteoriaa seki sitd, mi-
ten niitd voidaan soveltaa kiytantoon. Yhtend kiytannon sovelluskohteena esitelldan
lyhyesti Solvenssi 11 -raportointia. Aédriarvoteorian soveltamiseen kiytetisin blokki-
maksimimenetelmaé ja ylitemenetelmaa. TyGssa esiteltyjen menetelmien avulla mal-
linnetaan ddrimmaisten havaintojen todennékoisyysjakaumia R-ohjelmointikielella.
Aineistona kiytetdin Tilastokeskuksen julkaisemaa tilastoa kuolemansyista. Tilas-
tosta kiytetddn kuolleiden kokonaisméadrda. Koska kiytetyssd aineistossa on niin
vihan havaintoja, simuloidaan vuosittaiset kuolemat kuukausitasolle mallinnuksen
helpottamiseksi.

Sekd blokkimaksimi- ettd ylitemenetelmdd on melko helppo soveltaa R-
ohjelmointikielelld ja ne antavat keskendin hieman erilaisia tuloksia. Ylitemenetel-
mai kiytettdessd myos kynnysarvon valinta vaikuttaa tuloksiin ja siksi sen valin-
taan on tarkedd kiinnittdd erityistd huomiota. Sopivan arvon lgytdminen voi olla
hankalaa, ja siksi on hyvi valita muutamia kynnysarvoja ja vertailla niiden antamia
malleja kesken&an.

Koska pohjana kiytetyn aineiston havaintovilille ei osu juurikaan poikkeavia vuosia
kuolleiden maéran suhteen, voidaan siitd simuloitua aineistoa kuvaavien mallien
ajatella aliarvioivan riskid. Mita pidemmalle aineiston ulkopuolelle ekstrapoloidaan,

sitd enemmaén epavarmuutta mallit aina sisaltavit.
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1 Johdanto

Riskin arvioiminen on tarkedd monella alalla. Esimerkiksi vakuutusalaa vel-
voittaa Solvenssi II, joka on Euroopan parlamentin ja neuvoston direktii-
vi vakuutus- ja jilleenvakuutustoiminnan aloittamisesta ja harjoittamisesta.
Osana Solvenssi II -raportointia vakuutusyhtiéiden tulee arvioida vakavarai-

suuteensa kohdistuvia riskeja.

Value-at-Risk on 1900-luvulla alun perin markkinariskin mittaamiseen ke-
hitetty menetelmé, jota nykyisin kiytetddn mycs muun muassa edelld maini-
tussa Solvenssi II -raportoinnissa. Value-at-Riskin mittaamiseksi taytyy pys-
tyd arvioimaan harvinaisten tapahtumien todennikoisyyksia. Koska havain-
not ovat Adrimmaisid, niitd on vaikea ennustaa. Perinteiset tilastolliset esti-
mointimenetelmét mallintavat tarkasteltavan ilmion yleisia havaintoja. To-
dennékoisyysjakaumien hannét, joissa ddrimmaéiset havainnot ovat, jadvit
perinteisilld estimointimenetelmilld epatarkemmiksi. Tallin Value-at-Riskin

estimaateistakin tulee epatarkkoja.

Adriarvoteoria on 1900-luvulla kehitetty tilastollinen menetelmi, joka
mahdollistaa dirimmiisten tapahtumien ennustamisen tarkemmin. A#riar-
voteorian mukaan todennékoisyysjakaumien héantid mallinnetaan erikseen
muusta jakaumasta. Keskittymalla vain ddrimméisiin havaintoihin saadaan
tavallista tarkempi arvio niiden ilmentymistodennikdisyyksistii. Asriarvoteo-
ria kehitettiin alun perin tulvavedenkorkeuksien tutkimiseen. Nyky&an silla
kuten Value-at-Riskillikin on sovelluksia useilla aloilla. A#riarvoteorian so-
veltamiseen kiytetddn yleensé joko blokkimaksimimenetelméa tai ylitemene-

telméaa.

Tassd tyossd esitellidin Value-at-Riskin teoriaa ja ddriarvoteoriaa. Ty0s-
sé esitelladn myos hieman Solvenssi IT -raportointia, silld se on yksi Value-
at-Riskin konkreettisista kayttokohteista. Lopuksi tehddian oma mallinnus
esiteltyjen menetelmien soveltamiseksi kiytantoon. Aineistona kiytetdan Ti-
lastokeskuksen tilastoa kuolemien maarastd vuosittain. Aineisto simuloidaan
kuukausitasolle, jotta saadaan enemmén havaintoja, joiden pohjalta d&riar-

voteorian malleja voidaan rakentaa.



2 Value-at-Risk

2.1 Historia

Value-at-Risk, josta kdytetdan lyhennettd VaR, on markkinariskin mittaami-
seen kehitetty menetelma. Variaatiota siita on kiaytetty New Yorkin porssissa
jo 1920-luvulla, vaikka virallisesti termi Value-at-Risk on otettu kiyttoon vas-
ta 1990-luvun alussa. Ensimmaéisen kerran termid kdytettiin vuonna 1993 jul-
kaistussa teoksessa Derivatives: Practices and Principles, jonka on julkaissut
rahoitusalan johtavien instituutioiden johtajista ja akateemikoista koostunut
ryhmé nimeltdén Group of 30 [7|. VaR oli lahinnd finanssiyritysten riskiana-
lyytikoiden tyokalu, mutta J.P.Morganin vuonna 1994 julkaiseman ilmaisen

RiskMetrics-palvelun [11] my6té sen kiytto yleistyi.

2.2 Maaritelmia

Value-at-Risk on alunperin madaritelty markkinariskin mittaamiseen, mut-
ta téssd tyossd sitd kidytetddn mittaamaan riskid yleisemmin. Esitelladn
Choudhryn (2013) [10] kiyttam& méadritelméd Value-at-Riskille.

Maaritelma 2.1 (VaR). VaR on suurin todennékéinen vahinko, joka tapah-

tuu médritellylld aikavililld ja varmuusasteella (degree of certainty).

Value-at-Riskin voidaan ajatella koostuvan kolmesta rakenneosasta. En-
simmainen niistd on tarkasteluaika, eli aikavili, jolla tapahtuvaa suurinta
todennékéistd vahinkoa arvioidaan. Finanssialalla tarkasteluaika on yleensa
vksi péivd, kun taas vakuutusalalla tarkastellaan tavallisesti pidempié aikava-
leja. Toinen rakenneosa on varmuusvili, eli se luottamustaso, joka Value-at-
Risk -estimaatille asetetaan. Tyypillisesti kilytetdan joko 95% tai 99% luotta-
mustasoa. Jotta luottamustaso voidaan laskea, pitdd kolmantena osana maé-
ritelld todennédkoisyysjakauma, jota tarkasteltavan ilmion oletetaan noudat-
tavan.

Muodollisesti VaR voidaan médritelld seuraavasti kuten Leppisaari (2013)
[9] on tehnyt. Olkoon 0 < v < 1. VaR luottamustasolla c on pienin reaaliluku

[, jolle todennéksisyys, ettd havaittu tappio L ylittda arvon [ on pienempi



tai yhta suuri kuin 1 — a. Siis
VaR, =inf{le R:P(L<l)<1l—a}=inf{leR: F, >a}=F (a),

missd, merkintd F'< tarkoittaa funktion F' yleistettyd kdanteisfunktiota. Eli

F{~(a) on funktion Fj, a-kvantiili. Jatkuvalle jakaumalle F*< = F~1.

2.3 Value-at-Risk -menetelmat

Value-at-Risk voidaan laskea usealla eri menetelmélld, jolloin my6s sen saama
arvo saattaa vaihdella menetelmésta riippuen. Seuraavaksi esitellddn kolme
yleisimmin kiytossi olevaa menetelmdi VaR:in laskemiseksi. Ne ovat para-

metrinen Value-at-Risk, historiallinen simulointi ja Monte Carlo -simuloints.

2.3.1 Parametrinen Value-at-Risk

Parametrisen Value-at-Riskin esittely pohjautuu Dowdin ja Blaken (2006)
[3] artikkeliin. Parametrinen VaR perustuu oletukseen, etté tarkasteltavalla
ilmiolla on todennakoisyysjakauma joillain parametreilli. Kun todennékoi-
syysjakauma ja sen parametrit ovat selvilld, saadan VaR todennikdisyys-
jakauman kvantiileista. Menetelmé on periaatteessa yksinkertainen, mutta
siind on omat ongelmansa. Todennéikdisyysfunktiota selvittdessa taytyy ot-
taa huomioon, onko ilmi6 riippuvainen historiastaan tai muista satunnaisista
ilmitista. Esimerkiksi omaisuusvahinkojen todennikéisyys on riippuvainen
luonnonilmioisté, silld myrskyt ja tulvat ovat ndiden vahinkojen yleisid ai-
heuttajia. T&lloin aineistolle pitdé valita ehdollinen jakauma. Aiemman tutki-
muksen perusteella joillekin ilmigille sopivat todennéikdéisyysjakaumat ovat jo
tiedossa, jolloin tehtéviksi jad vain parametrien selvittdminen. Taméa tapah-
tuu yleensi estimoimalla niitd olemassaolevasta aineistosta. Usein kiytettyja
parametrien estimointimenetelmid ovat momenttimenetelmd, suurimman us-
kottavuuden menetelmd ja pienimmdn neliosumman menetelmda. Kun ilmiota
kuvaava todennéakoisyysfunktio parametreineen on selvitetty, antaa haluttua
luottamustasoa vastaava kvantiili VaR:in arvon. Todennikdéisyysfunktiota ei

yvleensé tiedetéd tarkasti, joten menetelmad kiytettdessa pitdd muistaa etta



parametrien estimaatit ja VaR eivit ole eksakteja. Niille voidaan kuitenkin

laskea luottamusvalit.

Dowd ja Blake (2006) [3] mukaan parametrisen VaRin heikkous on, etté
sen soveltaminen vaatii yleensd huomattavia oletuksia ja yksinkertaistuksia.
Se toimii kdiytdnnossd vain hyvin yksinkertaisille tapauksille ja muulloin se
on erittdin epdluotettava. Vadrin todennikdisyysjakauman valinta voi joh-
taa vakaviin virheisiin riskin arvioinnissa. Estimoitavan todenn#koisyysfunk-
tion valinta voi suppealla tai toisistaan riippuvista havainnoista koostuvalla

aineistolla olla erittain hankalaa.

2.3.2 Historiallinen simulointi

Historiallinen simulointi on parametrittomista VaR:in maarittelymenetelmis-
té yleisin. Siind ennustetaan tulevaisuutta menneiden havaintojen perusteel-
la. Historiallisen simuloinnin kdytt6on perusmuodossaan liittyy oletus, et-
ta tarkasteltavalle ilmiolle tulevaisuuden havainnot vastaavat menneisyytté
hyvin. Menetelméssi historiallisesta aineistosta havaitut frekvenssit kullekin
muuttujan arvolle toimivat estimaattina tuleville havainnoille samasta ilmi6s-
td. Tarkastellaan esimerkiksi keskilampotilan eroa kahden perédkkiisen péi-
van vililla. Luodaan ilmion todennikdéisyysjakaumaa simuloiva histogrammi
siten, ettd menneisyyden havainnot jaetaan havaintovileille jotka on laitet-
tu suuruusjirjestykseen. Kuhunkin viliin osuvien havaintojen kappalemaéara
kertoo kyseisen vilin yleisyydesté. Lopuksi vain luetaan haluttua luottamus-
tasoa vastaava kvantiili histogrammista VaR:in estimaatiksi. Historiallinen
simulointi on erittdin yksinkertainen toteuttaa.

Holtonin (2014) [8] mukaan menetelmén heikkoutena on, ettd laadukasta
aineistoa taytyy olla kerdttyné tarpeeksi, jotta menetelmilld saatu VaR:in
estimaatti olisi mahdollisimman virheeton. Myés silld on estimaatin hyvyy-
den kannalta merkitystd, miltd aikavililtd aineistoa kdytetddn. Esimerkiksi
laskettaessa VaR:ia historiallisella simuloinnilla dlylaitteisiin kohdistuneiden
korvausten méirille ei kannata kdyttdd kovin vanhaa aineistoa. Ennen &ly-
laitteita oli kiytossé paljon vihemman, joten esimerkiksi kymmenen vuoden

takaiset vahinkomaarét eivit ennusta tulevaisuuden vahinkoja kovin hyvin.
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Historiallisen simuloinnin ongelmana on, ettd yleensi ilmidlle darimméisid
havaintoja on aineistossa vain vdhin jolloin VaR:in estimaatista tulee epi-
tarkka. Adrimmaéisten havaintojen puute voi tehdd VaR:ista lilan optimisti-
sen, tai vastaavasti yksi erittidin poikkeuksellinen havainto voi tehdé estimaa-
tista aivan liian pessimistisen. Kun halutaan tarkastella nimenomaan &arim-

maisid havaintoja, ovat epaparametriset menetelmét usein riittamattomia.

2.3.3 Monte Carlo -simulointi

Monte Carlo -simulointia kiytetddn yleisesti stokastisten ilmididen mallin-
tamisessa. Menetelmdd on esitellyt muun muassa Owen A.B. (2013) [12].
Menetelméssi simuloidaan tarkasteltavaa ilmiotd kuvaavaa aineistoa satun-
naislukujen avulla. Yleinen tapa on mallintaa ilmioon vaikuttavia tekijoi-
td sen sijaan ettd mallinnettaisiin ilmiéta suoraan. Ensin selvitetdin kaikki
ilmioon vaikuttavat tekijat ja niiden mahdolliset suhteet toisiinsa. Téméan
jalkeen vaikuttavista tekijoistd médariteltyjen muuttujien todennakoisyysja-
kaumat selvitetddn. Kun jokaiselle muuttujalle generoidaan satunnaislukujen
avulla toteutuma, saadaan toteutumat yhdistamalld luotua simuloitu néyte
tutkittavasta ilmiosta. Kun kaikki simuloidut nadytteet kootaan yhteen, antaa
niiden jakauma approksimaation tarkasteltavalle ilmiolle. T&ll6in VaR saa-
daan madriteltyd kuten historiallisen simuloinninkin tapauksessa vaitsemalla
histogrammista haluttu kvantiili.

Menetelmén vahvuutena on, ettd tarkasteltavan ilmién todellista jakau-
maa ei tarvitse tuntea. Toisaalta ilmicon vaikuttavien tekijoiden tunnistami-
nen ja niiden jakaumien tuottaminen voi olla hankalaa. Hyvaédn tarkkuuteen
péddsemiseen tarvitaan kuitenkin suuri otos simuloituja néytteitéd, joista jo-
kaista varten luodaan useita satunnaislukuja. Tall6in monimutkaisten ilmioi-
den simuloiminen saattaa kdyttda niin paljon laskentatehoa, ettei menetel-

mén kiytto ole resurssien puutteessa mahdollista.

2.4 Solvenssi 11

Solvenssi II on Finanssivalvonnan [5] mukaan Euroopan parlamentin ja

neuvoston direktiivi vakuutus- ja jalleenvakuutustoiminnan aloittamisesta



ja harjoittamisesta. Se on annettu marraskuussa 2009 ja otettu kiyttoon
1.1.2016. Sen valvojana toimii Euroopan vakuutus- ja lisdeldkevalvontavi-
ranomainen EIOPA (The European Insurance and Occupational Pensions
Authority), joka raportoi Euroopan parlamentille ja komissiolle.

Vakavaraisuusjarjestelmé Solvenssi II on korvannut aiemman Solvenssi
I:n, joka on perdisin 1970-luvulta. Finanssivalvonnan mukaan Solvenssi II:n
on tarkoitus edistdd yritysten omaa riskienhallintaa ja padomien tehokas-
ta hyodyntamistd sekd edistdd EU:n sisdistd kilpailua. Se siséltdd ohjeita
vakuutus- ja jélleenvakuutusyhtioille niiden toiminnan ja sen valvonnan yh-
tendistamiseksi.

Solvenssi II:n ohjeiden voidaan sanoa muodostavan kolme pilaria. En-
simmainen sisaltad kvantitatiiviset vaatimukset ja pitda sisallidn esimerkik-
si yhtididen vihimmaéispadomavaatimuksen (Minimal Capital Requirement,
MCR) sekd vakavaraisuuspadomavaatimuksen (Solvency Capital Require-
ment, SCR). Toinen pilari muodostuu kvantitatiivisista vaatimuksista, jot-
ka koskevat vakuutusyhticiden hallintojirjestelmii. Viimeinen pilari sisidltaa
ohjeita ja vaatimuksia vakuutustyhtididen valvontaraportointiin ja tietojen
julkistamiseen ja néin ollen niiden toiminnan lédpindkyvyyteen liittyen.

Solvenssi 11 siis muun muassa sidédntelee vakuutusyhtiéiden vakavaraisuut-
ta asettamalla vaatimuksia niiden pd&omalle. Tiaisen (2011) [6] ja Euroo-
pan komission [4] mukaan ndiden vaatimustasojen laskemiseen kdytetddn
Value-at-Riskia. Vakavaraisuussaéntely perustuu vakavaraisuuspiddomavaati-
mukseen (SCR) sekd vdhimmaéispddomavaatimukseen (MCR). Ne toimivat
erdanlaisina hélytystasoina vakuutus- ja jialleenvakuutusyrityksille, ja tasojen
valilld on eriasteisia viranomaistoimia, joilla puututaan yrityksen toimintaan
ja yritetddn korjata sitd. Mikili yrityksen oma perusvarallisuus jaa viran-
omaisten viliintulosta huolimatta alle vihimmaéispaddomavaatimuksen, eiki
yritys pysty antamaan realistista lyhyen aikavélin rahoitussuunnitelmaa sen
korjaamiseksi, sen toimilupa perutaan. Namé paddomavaatimukset on méari-
telty suojaamaan vakuutuksenottajia.

Korkeampi pddomavaatimuksista on siis vakavaraisuuspddomavaatimus
SCR, joka ottaa huomioon kaikki vakuutusyhtién vakavaraisuutta uhkaavat

riskit ja niiden yhteisvaikutukset. Se perustuu Value-at-Riskiin, ja siiné vaa-



ditaan 99.5%:n luottamustaso yhden vuoden tarkasteluajalla. SCR:n maé-
rittdmiseksi on vakuutusyhtididen kiayttoon kehitetty yleinen malli, jonka on
tarkoitus kuvata useimpien vakuutusyhtioiden riskiprofiilia. Jos yrityksen ris-
kiprofiilin tiedetddn olevan yleisestd mallista poikkeava, SCR voidaan myos
laskea kokonaan tai osittain yrityksen sisédiselld mallilla. Finanssivalvonnan
tulee kuitenkin hyviksyd tama sisdinen malli.

Alempi padomavaatimuksista on vihimmaispddomavaatimus MCR. Sen
laskemiseen kiytetddn lineaarista funktiota, joka kalibroidaan yrityksen
omien perusvarojen Value-at-Riskin arvoa vastaavalle tasolle. MCR:lle Value-
at-Risk lasketaan 85% luottamustasolla yhden vuoden ajanjaksolle. Lisdksi
MCR:lle on asetettu absoluuttisia vihimmaistasoja, joiden suuruus riippuu

vakuutusyrityksen tyypista.

3 Aariarvoteoria

3.1 Johdanto aariarvoteoriaan

Kun halutaan arvioida riski, on dariarvoteoria yksi tavallisimmista ldhesty-
mistavoista. Se on tilastollinen menetelmé, joka késittelee todennékoisyysja-
kauman héntid. Sen avulla on mahdollista ennustaa harvinaisia, aarimméisid
tapahtumia ekstrapoloiden olemassaolevaa dataa. Alunperin ddriarvojen ti-
lastollista analysointia kiytettiin tulvavedenkorkeuksien tutkimiseksi, ja sille
on biologisten ilmididen ennustamisen lisdksi monia sovelluskohteita esimer-
kiksi vakuutus- ja finanssialalla.

Airiarvoteoriassa on keskeisti raja-arvolausetta vastaava tulos, joka méii-
rittelee otosmaksimien rajajakaumaa. Keskeinen raja-arvolause méérittelee
toisistaan riippumattomien satunnaismuuttujien keskiarvon olevan likipitaen
normaalijakautunut riippumatta sen alkioiden alkuperéisisti jakaumista. A#-
riarvoteorian keskeinen lause puolestaan méérittelee satunnaismuuttujien
maksimien rajajakaumien kuuluvan yhteen kolmesta jakaumaperheesta, joi-
ta kutsutaan dadriarvojakaumiksi. Téassé luvussa esitelldfin dédriarvoteoriaa ja

tapoja sen soveltamiseen.



3.2 Aputuloksia satunnaismuuttujajonojen maksimeis-

ta

Leppisaari (2013) [9] on koonnut taustateoriaa satunnaismuuttujajonojen
maksimeista johdatuksena dariarvoteoriaan. Mukaillaan hdnen kiyttamaansa
esitystapaa. Tarkastellaan otosta Xi,...,X,, jossa on n kappaletta riippu-
mattomia ja samoin jakautuneita (iid, independent and identically distribu-
ted) satunnaismuuttujia, joilla on yhteinen kertyméfunktio (cdf, cumulative
distribution function) F. Merkitaan otosmaksimia M, = max(Xy,...,X,).
Adrimmaiisten ilmididen tarkastelua varten ollaan kiinnostuneita otosmaksi-
min jakaumasta. Sille on periaatteessa johdettavissa tdsmallinen jakauma kai-
kille positiivisille kokonaisluvuille n. Tésméllinen jakauma pohjautuu otoksen
kertyméafunktioon F', joka ei ole kuitenkaan usein tiedossa. Sen méaaritelmé

oI seuraava:

P(M, <z)=

IN

X, <)
(1)

]P)(Xl Ty.oony
[[P(xi<2):=F'(z), seRneN.
=1

Tarkan méaaritelmén sijaan on mahdollista kiyttda kertyméafunktiolle F
estimaattia F , joka saadaan méériteltyd havaitun aineiston pohjalta tilas-
tollisilla menetelmilld. Kéytadnnossa kertymaéafunktiota on kuitenkin hanka-
la estimoida, kun ollaan kiinnostuneita tdhdnastisia havaintoja suuremmis-
ta ddrimmaisistd havainnoista. Pelkkien darimméisten havaintojen kayttami-
nen mallinnuksessa kuvaa paremmin kertyméfunktion hannan kiayttéytymis-
td. Siksi onkin parempi mallintaa suoraan maksimien jakaumaa F™.

Otosmaksimien havaitsemiseen on vain pieni todennikdisyys, eli ne si-
joittuvat jakauman oikeaan hintdin. Tarkastellaan seuraavaksi suureen M,
kiyttaytymistd, kun n — co. Olkoon F' kertyméfunktio otokselle riippumat-
tomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia ja xr sen oikea paitepiste.

Siis xp = sup{x € R|F(z) < 1}. Kun otoskoko kasvaa rajatta, saadaan

n—oo

P(M, <z)=F"(z) = 0, z <zp < o0,
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P(M, <z)=F"(z)=1, 2 > ap,zr < o0.

Otosmaksimin jakauma siis suppenee kertymaéafunktioon, joka on porras-
funktio. Niin saadaan M, £ xr, eli otosmaksimi M,, suppenee stokastisesti
pisteeseen xrp, kun n — oo. Koska jono M, on ei-vihenevd parametrin n
suhteen, myos M, 3 zp eli otosmaksimi konvergoi melkein varmasti to-
dennékoisyysjakauman oikeaan pisteeseen xp. Nyt tieddmme otosmaksimien
jakaumasta ™", ettd sen todennikoisyysmassa keskittyy pisteeseen xp, kun
n — oo. Téstd ei kuitenkaan ole vield apua ddrimmaéisten arvojen esiinty-
mistodennikoisyyksien mallintamisessa. Tarkastellaan lisiksi keskitettyjen ja
normalisoitujen maksimien suppenemista jakauman suhteen, eli niiden heik-
koa suppenemista.

Yleisella tasolla maksimien heikkoa suppenemista ei voida tarkastella suo-
raan. Ei-degeneroitunutta rajajakaumaa ei vilttadmatta ole olemassa. Olkoon
(an) ja (b,) jonoja vakioita, joille a,, > 0 Vn, b, € R Vn ja n > 1. Nyt otos-
Ma=bn T3]16in joillain sopivil-

maksimille M,, saadaan lineaarinen muunnos == -
la vakiojonoilla a,, ja b, 16ydetdén kuitenkin varsin yleisten ehtojen ollessa

voimassa rajajakauma G(x). Eli

M - n—oo
P(”a—b"gx) — P (an + by) "0 Gl

missd G on ei-degeneroitunut kertyméfunktio. Itseasiassa dariarvoteorian kes-
keinen lause otosmaksimeille méaérad, ettd jos rajajakauma G(z) on olemas-
sa, sen tdytyy kuulua yhteen kolmesta #firiarvojakaumaperheestii. Adriarvo-

jakaumista saadaan parametrisoimalla yleistetty ddariarvojakauma.

3.3 A#riarvomenetelmiit
3.3.1 Adsriarvojakaumat ja blokkimaksimimenetelma

Esitelladn seuraavaksi dariarvoteorian keskeisid lauseita otosmaksimeille, se-
ki esitellddn yleistetty dédriarvojakauma ja kolme jakaumaperhetté, joihin se
voidaan jakaa. Lauseet ovat saaneet alkunsa R.A.Fisher ja L.H.C.Tippettin

julkaisusta vuodelta 1928, ja niitd on tidydentinyt B.V.Gnedenko vuonna



1943. Lauseiden todistukset sivuutetaan, silld ne ovat melko pitkid ja ne 16y-

tyvit de Haanin ja Ferreiran (2006) teoksesta [2].

Lause 3.1 (Fisher-Tipett-Gnedenko, yleistetty &dériarvojakauma). Olkoon
(X;),i = 1,...,n, jono riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnais-
muuttujia. Jos on olemassa vakiojonot (a,) ja (b,), joille a,, > 0¥n, b, € RVn
jan >1, ja on olemassa ei-degeneroitunut jakauma G, siten, ettd

lim P ( —< x> = lim F" (a,z +b,) = G,(z),z € R, (2)

n—00 a n—00

niin dériarvojakaumien joukko on G.(ax +b), jossa a > 0 ja b € R ja

exp (—(L4+y2)™7), 1+~z>0,
G,y (z) = - (3)
exp (—e ™), ~v=0

missé v € R on dédriarvoindeksi (extreme value index, EVT).

Yleensd funktiolle G, (az 4 b) kiiytetdin kiiyténnossd muotoa G o (=22),
jossa p > 0 on lokaatioparametri ja ¢ € R on skaalaparametri. Adriarvoin-
deksid v sanotaan myds muotoparametriksi.

Funktio G.(ax + b) on yleistetty diriarvojakauma, joka voidaan jakaa
kolmeen jakaumaperheeseen sen mukaan, mitad arvoja dédriarvoindeksi v saa.
Néité jakaumia kutsutaan dériarvojakaumiksi. Kaytetaan merkintdd oo = 1/
kun 7 # 0 ja @ = 0 kun v = 0. Tarkastellaan seuraavaksi funktion G, ()
jakaumia eri parametrin « arvoilla. Kuvassa 1 on esimerkkeja dariarvojakau-
mien tiheysfunktioista ja kuvassa 2 niiden kertyméfunktioista.

Kun a < 0, parametrisoidaan G,(—a(1 + z)) ja yhtélostd (3) saadaan

Weibull-jakauma:

Vo(r) = (4)

0, <0

exp(—z~%), x>0,



ja kun v = 0 eli @« = 0 niin G,(x) on Gumbel-jakauma

A(z) = exp(—e™™), z € R. (6)

o
-
o | ® Gamma=0
o
® Gamma<O0
© |
IS] ® Gamma>0
< |
o
N
o
o |
o

Kuva 1: Esimerkkejé yleistetyn dariarvojakaumaperheen tiheysfunktioista eri

parametrin v arvoilla.

On huomionarvoista, ettd lause 3.1 ei takaa otosmaksimien M, rajaja-
kauman G(z) olemassaoloa. Se kuitenkin takaa, ettd jos sopivat normee-
rausvakiot 10ytyvét ja G(x) on olemassa, se on vilttamétta lauseen maaraé-
miai muotoa riippumatta samoin jakautuneiden ja riippumattomien satun-
naismuuttujien jakaumasta F. Kéyténnossid G(z) on melkein aina olemassa.
Kaikilla tavanomaisilla jatkuvilla jakaumilla on olemassa dériarvojakauma ja
sellaisia ovat myos vakuutus- ja finanssialalla kiytettavat funktiot.

Jos rajajakauma G(z) on olemassa, ja G(z) = G,(x) jollain v € R, sa-
notaan, ettd satunnaismuuttujien jakauma F' kuuluu jakauman G, (z) vai-

kutuspiiriin maksimin suhteen. Jakauman F' muoto vaikuttaa siihen, min-
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Kuva 2: Esimerkkeji yleistetyn dédriarvojakaumaperheen kertymifunktioista

eri parametrin 7y arvoilla.

ki ddriarvojakauman vaikutuspiiriin se kuuluu maksimin suhteen. Esimer-
kiksi Fréchet-jakauman vaikutuspiiriin kuuluu paksuhéntiisia jakaumia, silla
Fréchet-jakaumalla on ddreton oikea péadtepiste ja didriarvojakaumista pak-
suin hanta.

Blokkimaksimimenetelmd (method of block maxima) on &ériarvoteoriaa
soveltava estimointimenetelmé parametreille p, o ja . Se hyodyntaéd dariar-
vojakaumien maaritelmaa. Blokkimaksimimenetelmé perustuu ajatukseen,
ettd suurilla parametrin n arvoilla saadaan dariarvojakaumalle tarpeeksi hy-
vé estimaatti, jota voidaan kiyttda ddrimmaisten havaintojen ennustamiseen.

Suurilla parametrin n arvoilla

T+
o

P(M, < z) = F*(*1) ~ G, (2). (7)

Tamaéan hyodyntidmiseksi aineisto jaetaan n havainnon blokkeihin, joista

poimitaan maksimiarvo M,,. Paivittaisia havaintoja tarkasteltaessa hyva ko-
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ko blokeille voisi olla vuosi, jolloin tarkasteltaisiin vuosittaisia otosmaksimei-
ta. Naihin maksimeihin sovitetaan yleistetty dariarvojakauma estimoimalla
muotoparametria pu, skaalausparametria o ja dariarvoindeksia v tilastollisia
menetelmid kiyttden. Tastd jakaumasta saadaan ddriarvojen esiintymisto-
dennidkoisyyksille estimaatit. Kuvassa 3 on aikasarjana esitetty kuukausittai-
sia havaintoja ja niistd vuoden maksimiarvot on korostettu punaisilla ympy-
roilla. Naihin vuosittaisiin maksimiarvoihin voidaan sitten sovittaa yleistet-

tya dariarvojakaumaa.

Kuolemat kuukausittain 1969-2016

700
|
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|
3)
©

Kuolemat
400
1
©

200
|

100
|

1969 1993 2016

Aika

Kuva 3: Aikasarja kuukausittaisista kuolemien maaréasté, josta punaisella ym-
pyroitynd blokkimaksimit. Blokkina on yksi vuosi. Aikasarja on luotu Tilas-
tokeskuksen vuosittaisten kuolemien tilastosta [14] simuloimalla kuukausi-
jaksotusta tasajakaumasta U(0, 1) poimittujen satunnaislukujen avulla. Ti-
lastoa kiytetdan mychemmin osiossa 4.2 Mallinnus ja aineiston simulointia

kuukausitasolle on esitelty tarkemmin osiossa 4.2.1 Aineiston esittely.
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3.3.2 Yleistetty Pareto-jakauma ja ylitemenetelma

Kuolemat kuukausittain 1969-2016
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Kuva 4: Aikasarja kuukausittaisista kuolemien maarasté, josta punaisella vii-
valla kynnysarvo v = 400 ja punaisella ympyroityné sen ylittavit havainnot.

Tilastoa kiytetddn myohemmin osiossa 4.2 Mallinnus.

Blokkimaksimimenetelmé ei ole optimaalinen kaikissa sovelluksissa. Kos-
ka se ottaa huomioon vain yhden ddriarvon jokaisesta blokista, voi sitd kiyt-
tidessd jadda monta ddrimmaéiseksi luokiteltavaa havaintoa hyodyntdméatta
mallinnuksessa. Kiytannon sovelluksissa havainnot eivit yleensd ole taysin
riippumattomia, vaan darimmaiset arvot esimerkiksi meriveden korkeuksil-
le havaitaan usein ldhekkiin luonnonilmididen seurauksena. Etenkin t&lloin
jaa sellaisilta poikkeuksellisilta vuosilta paljon aineistoa kdyttamétta, joilla
ilmenee monta ddrimmaéista havaintoa. Téasta johtuen maaritelldan kynnysar-
vo, jonka ylittdvid havaintoja pidetddn darimmaéisiné. Esitellddn seuraavaksi

Colesin (2001) lause ldhteestd [1]. Lauseen todistus l6ytyy lahdeteoksesta.
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Lause 3.2 (Yleistetty Pareto-jakauma). Olkoon (X;),7 =1,...,n jono riip-
pumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joilla on yhteisker-

tyméafunktio F' ja

M, = max{Xy,...,X,}. (8)

Olkoon X erds naistd muuttujista ja oletetaan ettd F' toteuttaa edellisessa
osiossa esitellyn yhtdlon (7), eli maksimien rajajakauma on yleistetty dériar-
vojakauma joillain parametreilla v, p ja 0. Merkitddn kynnysarvoa kirjaimel-
la, u. T&lloin ehdolla X > w on kynnyksen ylitteen (X —u) jakauma tarpeeksi

suurella kynnysarvolla v likimaarin

=1/~
1—(1+98)7"77, v #0
H(y) = ( ~
| — eu/7, v =0

kun y > 0,(1+79%) > 0jad =0+ y(u — p) missd p € R.

Lauseesta seuraa, ettd jos blokkimaksimeiden jakauma on likiméaérin
yleistetty dédriarvojakauma G, niin kynnysarvon ylitteille jakauma on vastaa-
vasti likiméaarin yleistetty Pareto-jakauma H. Huomataan mydés, ettd Pareto-
jakauman H parametrit ovat itseasiassa yhteydessi jakauman G parametrei-
hin. Niilli on nimittdin sama muotoparametri v ja skaalaparametrit ovat
my0s yhteydessi @ = o + y(u — ) kuten lauseessa mainittiin. Jatkossa kiy-
tetddn Pareto-jakauman skaalaparametrille o yksinkertaistuksen vuoksi vain
merkintdd o, mutta muistetaan, etti se ei ole tdysin sama parametri kuin
yleistetylle dariarvojakaumalle.

Esitelldédn lauseen 3.2 pohjalta yleistetty Pareto-jakauma H, ,(x) ja mié-
ritellddn se seuraavasti
1-— (1+7§)_1/§, v #0

H%a(x) =
1-— e_””/”, v =0,

(10)
missd ¢ > 0 on skaalaparametri. Lisdksi voidaan mééritelld sijaintiparamet-
ri p € R, jolloin H,,,(z) = H,,(x — p). Jakauma H.,,(r) on mairitelty
alueella x € RT kun v > 0 ja z € [0, —o/v[ kun v < 0. Itseasiassa yleistet-

ty Pareto -jakaumakin voidaan jakaa kolmeen alaluokkaan, kuten yleistetty
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aariarvojakaumakin. Kun v > 0, H,, on tavallinen Pareto-jakauma F, .,
missd o« = 1/y ja k = 0/y. Kun v = 0, H,, on eksponenttijakauma F},
missd A = 1/0. Kun 7 < 0, jakauman oikea p#étepiste xp on &dérellinen, ja
rp=—0/7.

Toisinaan on hyodyllista tarkastella tason u ylitteiden suuruutta tarkem-
min sen sijaan, ettd tarkasteltaisiin tason ylittdvia havaintoja. Leppisaaren
(2013) [9] mukaan tason u ylitteiden suuruuksille voidaan mééritelld ehdol-
linen odotusarvofunktio ehdolla, ettd taso u ylitetddn. Tamé odotusarvo ei

valttaméatta ole olemassa, mutta jos on, se on muotoa

e(u) =E(X — u|X > u). (11)

Ylitteen odotusarvofunktio on yleistetylle Pareto-jakaumalle

e(u) = 10(_u?y = al—ivfyu’ (12)

missé u € [0,00) kun y € [0,1) ja u € [0,=7] kun 7 < 0. Siis myds ylit-

teen odotusarvofunktio on ylitejakauman skaalaparametrin tavoin lineaari-
nen funktio, joka kasvaa kynnystason u suhteen.

Kaytannon sovelluksia varten on tarpeen huomioida muutamia yleistetyn
Pareto-jakauman seki ylitejakauman ominaisuuksia. Ensinnéikin yleistetylle
Pareto-jakaumalle lim._,0H, ,(z) = Ho,(x), eli parametrisointi on kiinteal-
14 x jatkuva parametrin v suhteen. Tatd ominaisuutta tarvitaan esimerkiksi
suurimman uskottavuuden estimointimenetelméi kaytettiessa. Lisiaksi kuten
alemmin todettiin, on ylitteen odotusarvofunktio e(u) kynnystason u suhteen
lineaarinen funktio. TAmé& ominaisuus sdilyy myos korkeampien kynnysarvo-

jen ylitteita tarkasteltaessa kuin u. Kynnysarvolla v > u on

o+yv—u) Loz

e(v) = - B (13)

Téadmén ominaisuuden ansiosta kiytdnnon sovelluksissa voidaan l6ytaa sopiva
kynnysarvo u seuraavasti. Ensin tiytyy muodostaa odotusarvolle estimaat-
ti arvon wu ylittdvien havaintojen avulla, eli laskemalla otoskeskiarvo havai-
tuista ylitteistd. Jos ylitteet noudattavat yleistettyd Pareto-jakaumaa, niin

yhtdlon (12) mukaan otoskeskiarvojen tulisi olla lineaarisia eri kynnysarvon
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u arvoilla. Piirtamalld otoskeskiarvon kuvaaja eri kynnysarvoja vasten ja et-
simalld kuvaajasta alue, josta alkaen funktio on ldhes lineaarinen, voidaan
taten 10ytda sopiva kynnysarvo.

Coles (2001) [1] on médritellyt kynnysarvon loytamiseksi toisenkin me-
netelmin. Kaytetddn kynnysarvolle u > wug sen yleistetyn Pareto-jakauman
skaalaparametrille merkintéé o,,. Nyt aiemmin esitetyn yhtilon @ = o++(u—
1) perusteella saadaan

Ou = Ouy + 7(u — up). (14)

Tadméin mukaan skaalaparametri muuttuu kynnysarvon mukaan kaikissa
muissa tapauksissa paitsi kun v = 0. Kéytetdin uudelleenparametrisointia

ja saadaan muunnettu skaalaparametri

0" =0y —YH (15)
joka on vakio parametrin u suhteen. Nyt jos u on sopiva kynnysarvo eli sen
ylitteet noudattavat yleistettyd Pareto-jakaumaa, estimaatit v ja o* pysyvét
vakioina. Eli voidaan piirtdd muunnetun skaalaparametrin ja parametrin y
kuvaajat eri kynnysarvoilla v ja valita sellainen arvo u josta lahtien v ja o*
pysyvét luottamusvéileineen mahdollisimman stabiilena. Tat4 menetelmé&i on

kiytetty myohemmin kappaleessa 4.2 Mallinnus.

4 Adriarvoteoria yhdistettyni Value-at-Riskiin

Luvussa 2.4.1 Parametrinen Value-at-Risk kerrottiin VaR:in mééarittelemi-
sestd todennikoisyysjakauman avulla. VaR:in estimaatista saadaan luotet-
tavampi, jos ddriarvoteoriaa hyodynnetiaén todennikdisyysjakauman hinnén
mallintamiseen. Tarkastellaan VaR:in ja dériarvoteorian yhdistamistd ensin
yleistetyn &dariarvojakauman ja sitten blokkimaksimimenetelméan nakokul-

masta. Kéytetdin pohjana Leppisaaren (2013) [9] kiiyttadmia médritelmid.

4.1 Toistumisjakso ja toistumistaso

Kaytannon sovelluksissa dari-ilmidita tarkasteltaessa kiytetdan usein terme-

ja toistumisjakso ja toistumistaso. Seuraavissa madritelmissd oletetetaan &a-
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rimmaisia arvoja X; luovat prosessit stationaarisiksi. Epédstationaarisilla pro-
sesseilla toistumisjakso ja toistumistaso eivit ole vakioita yli ajan. Niille ta-
pahtumien todennékéisyydet muuttuvat ajassa havaintojen jakaumien muut-
tuessa. Lisdksi oletetaan, ettd toistumisjaksoa voidaan ajatella téssd joko
ajanjaksona tai havaintojen lukumé&arana, silla laskentatapa on molemmis-
sa tapauksissa sama. Merkitdan toistumisjaksoa ¢, ja maéritellian se jonolle
satunnaismuuttujia (X;), joilla on yhteiskertyméafunktio F'. Kynnystasoa u

suurempien tapahtumien X; > wu toistumisjakso on

1

= T Fy

(16)

Tama tulkitaan niin, ettd ajassa ¢, tai havainnossa ¢, sattuu keskiméarin yk-
si tason ylitys. Toistumisjakso siis kertoo, minki verran aikaa tai vastaavasti
havaintoja on keskiméarin kahden kynnystason ylittdvan havainnon vélilla.
On huomionarvoista, etté joitain ilmiditd kuten meriveden korkeutta tarkas-
teltaessa on oletettavaa, ettd useampi darimmainen havainto esiintyy perak-
kéin, vaikka toistumisjakson mukaan darimmaisia arvoja havaitaan kerran ¢,
vuodessa.

Maéaritelladn seuraavaksi toistumistaso, ja kidytetddn siitd merkintaa x;.
Nyt jonolle satunnaismuuttujia (X;) yhteiselld kertyméfunktiolla F' m&éri-
telladn toistumisjaksoa t vastaava toistumistaso

o at = - (1-1). an

Siis toistumistaso on jakauman F' (1 — 1/t)-kvantiili, ja sen tulkinta on taso,
joka ylitetddn keskimaérin kerran jaksossa t. Suoraan madritelmisté seuraa,
ettd jakson ¢, toistumistaso on u. Toistumistason méaritelméstd huomataan,

ettd se on itseasiassa VaR;_1.
t

4.1.1 Yleistetty dariarvojakauma

Adriarvojakaumaan VaRl_% saadaan yhdistettyd hakemalla toistumistasolle
eksplisiittista esitystd yleistetyn diriarvojakauman avulla. Esitys perustuu
Colesin (2001) teokseen [1]. Avuksi tarvitaan yleistetyn &ériarvojakauman

miritelmi (3) kappaleesta Adriarvojakaumat ja blokkimaksimimenetelmi.
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(1-1)

Kaytetdadn jakaumaa parametrilla T_M’ missd ¢ € R ja o < 0. Se voidaan

kirjoittaa muodossa

_hy_ N\ U
. exp —<1+7—(1 f,) M) )7 7#0
Grpro(1 = ;) - (1-YH—p (18)
exp | —e ¢ ) , v =0.

Ottamalla tastd kidnteisfunktio saadaan kaivattu eksplisiittinen esitys tois-

tumistasolle z; eli VaR,_ 1

Ty = G_l

7M( 1):: p=21-{-Im(1-33}7), 7#0 (19)

1—=
¢ p—on{—In(1—})}, v =0.

Estimoimalla parametrit 7, p ja ¢ ja sijoittamalla ne yhtdl66n saadaan toistu-
mistasolle estimaatti ;. Kdytdnnon sovelluksissa on usein hyodyllista tarkas-
tella toistumisjaksoa ja -tasoa graafisesti. Sopivalla skaalauksella toistumis-
tasolle voidaan muodostaa kuvaaja toistumisjakson funktiona. Toistumisjak-
son kuvaaja on helppo muodostaa tastd kdantamalla vain akselit toisinpain,
kuten kuvassa 5. Piirtdmistéd voi helpottaa sijoittamalla toistumistason funk-
tioon y = —In(1 — 1), jolloin yhtils voidaan kirjoittaa yksinkertaisemmin

muodossa

p=21—-y"), v#0

(20)
pw—oln(y), v =0.

1
v =G0 (1— ;) =
Esimerkiksi osiossa 4.2 Mallinnus kiytetyssd R-ohjelmointikielen paketissa
evd mallin sopivuutta tarkasteleva funktio kiyttdd Stephensonin (2002) [13]

mukaan tdtd muotoa toistumistason kuvaajan piirtdmiseen.

4.1.2 Yleistetty Pareto-jakauma

Yleistetyn Pareto-jakauman kanssa, eli kiytettdessd ylitemenetelmé&d, kési-
tellidn ehdollista todennédkoisyytta. Téssd kappaleessa on kdytetty pohjana
Colesin (2001) [1] esitystapaa. Oletetaan ettd muuttujalle X tason wu ylit-

teet noudattavat yleistettyd Pareto-jakaumaa parametreilla v ja p. Merki-
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Kuva 5: Esimerkkikuva toistumisjakson ja toistumistason graafisesta tarkas-

telusta.
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tadn p, = P(X > u). Saadaan

IP’(X>x|X>u):(1+7($;u>)_1/0,x>u (21)

josta saadaan edelleen

P(X>x):pu(1+7<x;u))1/U,x>u. (22)

Yleistetylle Pareto-jakaumalle saadaan tastd muotoiltua vastaavalla menet-

telylld kuin yleistetylle ddriarvojakaumallekin toistumistaso z; eli Vale%.
Maéaritelladn toistumistaso x; vastaavasti kuin yleistetyn dariarvojakauman
tapauksessa tasoksi, jota vastaa toistumisjakso ¢. Siis x; on taso joka ylite-
taan kerran t:ssi havainnossa. Témé voidaan kirjoittaa yhtéalon (22) mukai-

sesti muodossa

1y ()™ 20

7= o (23)
pe” e, 7=0
josta kummastakin tapauksesta saadaan edelleen ratkaistua x;
u+Z ((tpy)” — 1), 0
= 2((pu) = 1), v # (24)

u+ oln(tp,), v =0.

Kéaytannon sovelluksissa halutaan usein tarkastella vuosiksi skaalattuja
toistumisjaksoja. Kaytetaan seuraavaksi vuosien méairista eli vuosiksi skaala-
tusta toistumisjaksosta merkintdd /N ja havaintojen méaarasta vuodessa mer-
kintdd n,. Télloin t = Nn, ja kaavaan (24) sijoittamalla saadaan N vuoden

toistumistasoksi

u+%((Nnypu),y - 1)7 77&0
u+ oln(Nnyp,), v =0.

N =

(25)

Vastaavasti kuin yleistetyn ddriarvojakauman kanssa toistumistasolle laske-

taan estimaatti z,, estimoimalla parametrit 4 ja ¢ ja sijoittamalla ne yhtaloon
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(25). Luonnollisena estimaattina todennékoisyydelle p, toimii tason u ylit-
tévien havaintojen osuus. Eli p, = * missé n, on kynnyksen u ylittévien

havaintojen lukumééiri ja n,, on kaikkien havaintojen lukumaéara.

4.2 Mallinnus

Téssé osiossa esitellidn miten blokkimaksimimenetelméé ja ylitemenetelmaa
sovelletaan kiaytannossa. Esitellidn ensin aineisto, jonka jilkeen luodaan mal-
lit ensin blokkimaksimimenetelmalla ja sitten ylitemenetelmélld. Ylitemene-
telmélle tehdadén kaksi mallia eri kynnysarvojen v antamien mallien vertai-
lemiseksi.

Mallinnukseen kiytetiiin R-ohjelmointikieltd. Agriarvojen mallintami-
seen valitaan Stephensonin (2002) paketti evd [13], koska sen avulla voidaan
soveltaa sekd blokkimaksimimenetelmaé ettd ylitemenetelmaéd. Paketti vali-
taan my0s sen hyvien piirtokomentojen vuoksi jotta graafinen tarkastelu on

mahdollisimman helppoa.

4.2.1 Aineiston esittely

Aineisto on valittu silld perusteella, ettd se kuvaisi jotain todellista vakuu-
tusalaan liittyvad ilmiota ja olisi perdisin virallisesta lahteestd. Aineistoksi
valikoidaan Tilastokeskuksen julkaisema tilasto kuolemansyisté [14], ja tilas-
tosta kiytetdan kuolleiden kokonaisméaardaa. Aineiston havainnot on piirretty
kuvassa 6. Kyseistd tilastoa voitaisi periaatteessa hyodyntia esimerkiksi hen-
kivakuutusten maksimikorvausarvion selvittdmiseen. Tilasto sisaltdd vuodes-
ta 1969 vuoteen 2016 asti vuosittaisen kuolleiden henkiloiden lukumaéérén.
Koska havaintoja on niin vihén, 48 kappaletta, simuloidaan aineisto vield
vuositasolta kuukausitasolle. Taméa tehdadn R-ohjelmointikielelld. Halutaan
luoda kuukausijaottelu joka sisidltdd satunnaisuutta, mutta on silti ldhelld
kahdestoistaosaa kunkin vuoden kuolemista.

Simuloitu aineisto luodaan seuraavasti. Jokaisen vuoden osalta kuhunkin

£
127

r on tasajakaumasta U (0, 1) poimittu satunnaisluku ja k on kyseisen vuoden

kuukauteen asetetaan yksi kerrallaan kuolemien méaira kaavalla 2r-5, missa

kuolemien maéra. Rajoitetaan lisdksi, ettd kuukausissa pitda olla vihintaan
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0.55% kuolemaa, koska oletetaan ettd ihmisid kuolee melko tasaisesti jokaise-
na kuukautena. Kuhunkin kuukauteen asetetaan siis kuolemien méara, joka
on 0.55 — 2-kertainen verrattuna tasaisesti jaettuun kuukausittaiseen kuolin-
méadrain kyseisend vuonna.

Liséksi halutaan ettd kuukausille simuloidut kuolemien mé#rit vastaa-
vat vuositasolla mahdollisimman hyvin alkuperdistd aineistoa. Siksi kdyte-
tddn ehtoa, ettd jos simuloinnin jidlkeen vuodessa kuukausien yhteenlaskettu
kuolleiden méaard on pienempi kuin 95% Tilastokeskuksen tilaston kyseisesta,
vuodesta, lisdtaan erotus joulukuuhun. Néin joinain vuosina joulukuuhun tu-
lee helposti vuoden korkein kuolinmééara. Se ei kuitenkaan haittaa, koska nyt
ei olla kiinnostuneita kuukausien jarjestyksesta. Toisaalta simuloitaessa vuo-
sittainen kuolleiden maéara voi tulla tdyteen jo ennen kuin jokaiseen kuukau-
teen on asetettu luku. Talloin pienennetéddn kaikkia lukuja 5% ja jatketaan
kuolemien simuloimista.

Edellisten ehtojen mukaan toimittaessa useimpien vuosien kuolleiden
maira simuloidussa aineistossa poikkeaa hieman alkuperiisesti. Ero alkupe-
riiseen aineistoon on kiytetylld simuloidulla aineistolla valilla [—2%, +10%).

Simuloitu aineisto vaikuttaa kuvan 4 perusteella stationaariselta. Voim-
me siis kiyttdd aiemmissa kappaleissa esitettyjd menetelmis toistumistason
méadrittdmiseksi. Koska kuukausittainen jako on keinotekoinen, pitda mallin-
nuksen antamia tuloksia kuitenkin tarkastella tavallistakin kriittisemmin.

Vaikka kuolemien méara on diskreetti muuttuja, kohdellaan sitd jatkossa

mallinnuksen helpottamiseksi jatkuvana.

4.2.2 Blokkimaksimimenetelmi

Sovelletaan aineistoon ensin blokkimaksimimenetelméd. Blokiksi luonnolli-
nen valinta on vuosi, vaikka yksittédisessa blokissa on simuloidunkin aineis-
ton tapauksessa suhteellisen vahin havaintoja. Aiemmin esitellystd kuvasta
3 ndhdaédn vuosittaiset maksimihavainnot kuukausittaisten kuolemien aika-
sarjassa punaisina ympyroina. Erityisesti simuloimattomalla aineistolla kuo-
levuus voi olla korkealla tasolla useana perikkiisend kuukautena esimerkiksi

sodan tai epidemian takia. Siksi olisi perusteltua kiayttda todellisessa tilan-
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Kuva 6: Tilastokeskuksen tilasto vuosittaisista kuolemista vuosilta 1969 —
2016 [14]. Tilastoa on kiytetty kuukausitasolle simuloidun aineiston pohjana.

Kuvassa 90-luvun lama nékyy korkeampana kuolleisuutena.

teessa pelkistdaan ylitemenetelmad ilmion mallintamiseen. Nyt halutaan kui-
tenkin kiyttad molempia menetelmia.

Kéytetddn ddriarvojakauman mallintamiseen R-ohjelmointikielen paket-
tia evd [13]. Tarkoitus on siis 16ytid aineiston perusteella yleistetylle dériar-

vojakaumalle

exp (—(1+yE=4)717) 14424 >0,

G o () = Ca—n
B

(26)

estimaatit 4,1 ja &, jotka tuottavat estimaatin kuukausittaisten kuole-
mien adriarvojen jakaumalle. Estimaattien loytamiseksi kiaytetddn paketin
evd funktiota fgev. Kyseinen funktio kiyttdd Stephensonin (2002) [13] mu-
kaan suurimman uskottavuuden menetelméid (maximum likelihood estima-
tion, MLE). MLE-menetelmén uskottavuusfunktion maksimoimiseksi funk-

tio kdyttdd numeerista Nelder-Mead -optimointimenetelmaé.
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Mallin tuottamien estimaattien luottamusvilien méaérittdmiseksi kay-
tetddn paketin ewvd funktiota profile joka laskee luottamusvilit logprofiili-
uskottavuusmenetelmdd  kayttden. Menetelmassd maksimoidaan log-
uskottavuusfunktiota kullekin parametrille kaikkien muiden parametrien
suhteen. Valitaan luottamusviliksi 99.5%. Kun piirretdan funktion profile
tuloste saadaan menetelméin tuottamat 99.5%:m luottamusvilit katkoviivan
ja logprofiili-uskottavuusfunktion leikkauspisteissa.

Saadaan lokaatioparametriksi ;i = 476.16, skaalaparametriksi 6 = 55.73
ja muotoparametriksi 4 = —0.02. Kyseessd on siis Weibull-jakauma eli ja-
kauma on lyhythantdinen. Kuvissa 7 ja 8 on parametrien luottamusvilit.
Huomataan, ettd muotoparametrin estimaatin 4 luottamusvali siséltda nol-
lan, joten tapausta ettd kuukausittaisten kuolemien méadrdn ddrihavainnot
olisivat Gumbel-jakautuneita ei voida sulkea pois.

Tarkastellaan seuraavaksi saadun mallin sopivuutta aineistoon piirtamaél-
14 funktion fgev tuloste. Kuvassa 9 on mallin todennikdisyyskuvaaja (PP-
plot) ja kvantiilikuvaaja (QQ-plot). Jos malli on hyvi, tulisi havaintojen osua
diagonaalille molemmissa kuvaajissa. Koska havainnot osuvat melko hyvin
diagonaalille ja luottamusvilien sisille, eiviat kuvaajat osoita todisteita mal-
lin sopivuutta vastaan.

Kuvassa 10 taas on vasemmalla mallin tiheysfunktio ja aineiston empii-
rinen tiheysfunktio. Jos malli on hyvé, tulisi mallin antaman tiheysfunktion
vastata empiiristd tiheysfunktiota. Huomataan, ettd malli mukaileekin sité
kohtuullisen hyvin. Erityisesti ottaen huomioon etti havaintoja on melko vi-
hén, vain 48.

Verrataan sitten mallin antamaa toistumistasokuvaajaa havaittuihin tois-
tumistasoihin. Kuvassa 10 on oikealla piirretty toistumistasokuvaaja logarit-
misella asteikolla, eli pisteet (@,xt),t =1,...,m missd m on aineiston
havaintojen lukuméérd ja x; on laskettu yhtdlostd (20) kdyttden tapausta
~v # 0. Toistumistasoja tarkasteltaessa kaikki havainnot osuvat luottamus-
valien sisddn, ja sijoittuvat muutenkin kohtuullisen ldhelle mallin antamia
arvoja.

Tarkastellaan tuloksia vield Value-at-Riskin ndkokulmasta. Estimaa-

tiksi parametrille  VaR, 1 saadaan yhtilon (19) perusteella pu —
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% (1= {=In(1 - })}77). Halutaan tarkastella parametria niin etté ajanjak-

sona on vuosi, joten kiytetdan aiemmin esiteltyd kaavaa t = Nn,. Nyt sijoi-
tetaan kaavaan parametri ¢ sekd saadut estimaatit i = 476.16, 6 = 55.73 ja
4 = —0.02. Estimaateiksi saadaan ldhimp&ain kokonaislukuun pyoristamél-

14 esimerkiksi VaRgg9s = 880 ja VaRggg9 = 957. Kuvassa 11 on piirretty

; ; - o L — (L _L 1
estimaatin VaR,_1 kuvaaja arvoilla ¢ = (7687 To77 - - - T065)-
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Kuva 7: Blokkimaksimimenetelmén mallin logaritmoidut profiiliuskottavuus-
funktioiden kuvaajat lokaatio- ja skaalaparametrille. Kuvaajan maksimi an-

taa parametrin estimaatin ja minimit estimaatin 99.5% :n luottamusvélin.

4.2.3 Ylitemenetelmi

Sovelletaan aineistoon seuraavaksi ylitemenetelmdéd. Tatd varten kiytetddn
koko aineistoa, kun blokkimaksimimenetelméssid kéytettiin vain vuotuisia
maksimeja. Tarkastellaan ensin aineistoa histogrammilla. Kuvasta 12 havai-

taan, ettd havaintojen jakauma on oikealle vino.
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Profile Log-likelihood of Shape
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Kuva 8: Blokkimaksimimenetelmén mallin logaritmoitu profiiliuskottavuus-
funktion kuvaaja muotoparametrille. Kuvaajan maksimi antaa muotopara-
metrin estimaatin ja minimit estimaatin 99.5%:n luottamusvélin. Estimaa-
tin negatiivinen arvo viittaa siihen, ettd ddriarvot olisivat kuukausittaisten
kuolemien tapauksessa Weibull-jakautuneita. Kuvasta havaitaan, ettid nol-
la sisdltyy luottamusvilien sisélle. Luottamusvilien perusteella ei siis voida

sulkea pois vaihtoehtoa, ettd dariarvot olisivatkin Gumbel-jakautuneita.
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Kuva 9: Vasemmalla blokkimaksimimenetelmén mallin PP-kuvaaja ja QQ-
kuvaaja, joissa aineistosta saadut havainnot on merkitty rasteilla ja mallin
luottamusvalit viivoilla. Mikéli malli vastaisi aineistoa, sijoittuisivat havain-
not molemmissa kuvaajissa ldhelle viivaa joka kuvaa arvojen taydellisti vas-
taavuutta aineistoon. Molemmissa kuvissa kaikki havainnot mukailevat dia-

gonaalia ja ovat luottamusvélien sisilla.

Ensin pitdd 10ytda sopiva kynnysarvo u. Osiossa 3.3.2 Yleistetty Pareto-
jakauma ja ylitemenetelmd esitettiin kaksikin tapaa, joiden avulla arvoa w
voidaan etsid. Kerrotaan vield lyhyesti, miksi kynnysarvon valintaan on niin
tarkedd kiinnittdd huomiota.

Kynnysarvon valinnassa pitidé tasapainoilla estimaattien harhaisuuden ja
tarkkuuden véililla. Jos estimaatti on harhainen se ei vastaa parametriaan,
vaikka sen hajonta olisi pienta ja estimaatille laskettavat luottamusvilit oli-
sivat kapeat. Jos taas estimaatti on epidtarkka, sen hajonta on suurta ja

luottamusvilit ovat leveét, vaikka estimaatti kuvaisi parametria hyvin.

Kynnystaso tulisi valita niin korkeaksi, ettd sen ylittdvia havaintoja tar-
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Density Plot Return Level Plot
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Kuva 10: Kuvassa vasemmalla blokkimaksimimenetelmén antaman mallin ti-
heysfunktio merkittyné viivalla ja empiirinen tiheysfunktio katkoviivalla. Jos
malli on hyvéi, kuvaajat ovat ldhelld toisiaan. Malli mukailee empiirista funk-
tiota kohtuullisen hyvin. Kuvassa oikealla toistumistasokuvaaja, jossa viiva
kuvaa mallin ja aineiston téyttd vastaavuutta. Aineistosta saadut havainnot
on merkitty rasteilla ja mallin luottamusvélit viivoilla. Havainnot mukaile-
vat viivaa kohtalaisesti ja osuvat luottamusvilien sisdlle. Kuvan perusteella

mallia ei siis voida pitdad episopivana.

kasteltaessa tarkasteltaisiin todellakin tiheysfunktion hant&a. Talloin havain-
tojen voidaan olettaa noudattavan yleistettyd Pareto-jakaumaa ja estimaa-
teista saadaan mahdollisimman harhattomia. Toisaalta kynnysarvo halutaan
valita mahdollisimman matalaksi, jotta sen ylapuolelle jaa tarpeeksi paljon
havaintoja. Télloin estimaateista saadaan tarkempia. Estimaattien luotta-

musvéleistd tulee helposti isoja, jos havaintoja on liian viahan.

Kéytetaan paketin evd [13] funktiota teplot sopivan kynnysarvon haaru-
koimiseksi. Funktio estimoi MLE-menetelméi kiyttiden muotoparametria g

ja muunnettua skaalaparametria o* eri kynnysarvoilla u. Funktiolle annetaan
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Kuva 11: Blokkimaksimimenetelmén mallin VaRl_%. Téassé ¢ on toistumis-
jakso vuosina ja y-akselilla on jaksoa vastaava toistumistaso.
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Kuva 12: Histogrammi kuukausittaisista kuolemista. Kuvaajasta havaitaan,

ettd oikea hinta on vasenta pidempi eli havaintojen jakauma on oikealle vino.
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syotteend arvolle u véli jolla parametreja estimoidaan. Niin kynnysarvoa u
voidaan haarukoida ensin laajemmin ja tarkentaa sitten sopivalta vaikutta-
valle vilille.

Lahdetaddn histogrammin ja vuosimaksimien perusteella liikkeelle valilta
[300, 500]. Kuvissa 13 ja 14 on ympyréilla kuvattu parametrin simuloitua ar-
voa kyseiselld kynnysarvolla ja viivalla merkitty niiden luottamusvélid. Halu-
taan valita pienin kynnysarvo u, josta lahtien molemmat parametrit pysyvét
mahdollisimman stabiileina ja niiden luottamusvéilit kohtuullisina. Huoma-
taan, ettd kynnysarvon 450 jilkeen kummankaan parametrin arvo ei pysy
endi vakaana ja parametrien luottamusvilit kasvavat suuriksi.

Valitaan kaksi kynnysarvoa, jotta voidaan havainnoida niiden vaikutusta
malliin. Suunnilleen kynnysarvosta 340 ldhtien molemmat parametrit vaikut-
tavat stabiileilta ja niiden luottamusvilit kapeilta. Kun katsotaan tarkempaa
vilid [330,360] kuvissa 16 ja 15 saadaan havainnolle tukea, joten valitaan
ensimmaiseksi kynnysarvoksi 340. Valitaan toiseksi kynnysarvoksi 400, silla
kuvista 13 ja 14 huomataan tason lasku tuossa kohtaa, jonka jilkeen para-
metrit pysyvit taas stabiileina luottamusvélit huomioiden. Olkoon kynnysar-
voa u = 340 vastaavaa malli Mall:1 ja kynnystasoa u = 400 vastaava malli
Malli2.

Ensimmaéinen kynnysarvo 340 on itse asiassa hyvin matala, silld kuukausi-
havainnoista, jopa 43% ylittdd sen. Toisen kynnysarvon 400 tapauksessa 26%
kuukausihavainnoista ylittda kynnyksen. Téméa vaikuttaa edelleen paljolta
ottaen huomioon ettd tarkoitus on mallintaa darimmaéisid havaintoja. Aineis-
to on kuitenkin pieni. Siksi tarvitaan isompi osuus kaikista havainnoista,
jotta niité olisi tarpeeksi mallinnusta varten.

Seuraavaksi tehdéén itse mallin sovitukset kiyttamaéalld funktiota fpot, jo-
ka kiayttda MLE-menetelméd parametrien estimoimiseksi. Esimaattien luot-
tamusvilejd tarkastellaan funktiolla profile ja 99.5%:n luottamusvéleilla ku-
ten blokkimaksimimenetelmé&ikin.

Tarkastellaan ensin kynnysarvoa u = 340 vastaavaa mallia Malli1. Tal-
16in skaalaparametri ¢ = 108.52 ja muotoparametri 4 = —0.26. Kuvassa
17 ndkyy estimaattien luottamusvilit ja kuvasta havaitaan, ettd muotopara-

metrin luottamusvili ei sisilld arvoa 0. Koska v < 0, Pareto-jakauma kyn-
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Kuva 13: Muunnettu skaalaparametri c* kynnysarvon mukaan vililla 300 —
500. Kuvaan on ympyralla merkitty parametrin estimaatin arvo ja viivalla sen
luottamusvilit. Kynnysarvoa valittaessa etsitdin sellaista kynnysarvoa, jonka
jalkeen muunnettu skaalaparametri pysyisi luottamusvélit huomioiden mah-
dollisimman vakiona kynnysarvon kasvaessa. Suurilla kynnysarvoilla muun-
nettu skaalaparametri alkaa heitelld havaintojen vihyyden vuoksi ja luot-
tamusvélit kasvavat suuriksi. Téssa tapauksessa muunnettu skaalaparametri
pysyy melko tasaisena kynnysarvosta 340 eteenpéin. Toisaalta kynnysarvon
400 kohdalla vaikuttaisi olevan pieni tasomuutos, jonka jilkeen muunnettu
skaalaparametri pysyy myos vakaana kunnes alkaa heittelehtid havaintojen
vahyyden vuoksi. Siindkin tapauksessa kynnysarvoa 400 vastaava muunnetun

skaalaparametrin arvo sisdltyy kylld luottamusvéleihin.
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Kuva 14: Muotoparametri kynnysarvon mukaan vélilld 300 — 500. Kuvaan on
ympyrilld merkitty parametrin estimaatin arvo ja viivalla sen luottamusvilit.
Kuten muunnetun skaalaparametrin niin myos muotoparametrin estimaatin
pitéisi pysyéd hyvin kynnysarvon jilkeen luottamusvélit huomioiden mahdol-
lisimman vakiona kynnysarvon kasvaessa. Suurilla kynnysarvoilla havaintoja
on vihan, jolloin kynnysarvon kasvaessa muotoparametrin estimaatti alkaa
heitelld ja sen luottamusvilit kasvavat suuriksi. Téssa tapauksessa muotopa-
rametrin estimaatti pysyy melko tasaisena arvosta 340 eteenpiin. Toisaalta
kynnysarvon 400 kohdalla vaikuttaisi olevan pieni tasonmuutos, jonka jalkeen
estimaatti pysyy myos hetken vakaana. Vaikka estimaatti alkaa heittelehtid
havaintojen vihyyden vuoksi, sisiltyy kynnysarvoa 400 vastaava estimaatin

arvo kuitenkin luottamusvileihin talla tarkasteltavalla valilla.

33



-0.25 -0.15
|

Shape
|

-0.35

T T T T T T I
330 335 340 345 350 355 360

Threshold

Kuva 15: Tarkastellaan muotoparametria kynnysarvon mukaan tarkemmin,
valilla 330—360. Kuvaan on ympyralla piirretty parametrin estimaatin arvo ja
viivalla sen luottamusviilit. Noin kynnysarvosta 340 ldhtien muotoparametrin

estimaatti vaikuttaa hyvin vakaalta.
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Kuva 16: Tarkastellaan muunnettua skaalaparametria ¢* kynnysarvon mu-
kaan tarkemmin, vililld 330 — 360. Kuvaan on ympyrélld piirretty paramet-
rin estimaatin arvo ja viivalla sen luottamusvélit. Kynnysarvon 340 jilkeen

muunnettu skaalaparametri pysyy melko tasaisena.
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nystason u ylitteille on lyhythéntédinen ja silli on direllinen oikea paitepis-
¥
kuukaudessa olisi kokonaisluvuksi pyoristettyna zp+u = 416.35+ 340 ~ 756.

texp = -2 = —% = 416.35. Eli tAman mukaan maksimiarvo kuolemille

Arvo vaikuttaa matalalta mallinnettavaa ilmiota ajatellen.
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Kuva 17: Ylitemenetelmén malli Malli1, jolle v = 340. Kuvassa mallin loga-
ritmoidut profiiliuskottavuusfunktioiden kuvaajat skaala- ja muotoparamet-
rille. Kuvaajan maksimi antaa parametrin estimaatin ja kuvaajan minimit
estimaatin 99.5% :n luottamusvalit. Muotoparametrin estimaatin arvo on
negatiivinen, eikd nolla sisilly sen luottamusvélien sisille. Tama viittaa sii-
hen, etté yleistetty Pareto-jakauma kynnysarvon u = 340 ylitteille on lyhyt-

héntiinen ja silld on dérellinen oikea paitepiste.

Tarkastellaan vield mallin Malli! sopivuutta aineistoon piirtdmalla funk-
tion fpot tuloste. Saadaan kuvat 18 ja 19. Kuvassa 18 on todennikoisyysku-
vaaja ja kvantiilikuvaaja. Jos malli on hyvi, tulisi havaintojen osua diago-
naalille molemmissa kuvaajissa. Kuvasta 18 ndemme, ettd ne asettuvat siihen
melko hyvin. Kuvaajat eivit siis osoita todisteita mallin sopivuutta vastaan.

Kuvassa 19 on vasemmalla empiirisen ja estimoidun tiheysfunktion ku-
vaajat sekd oikealla toistumistason kuvaaja logaritmisella asteikolla vuosina
luottamusvileineen. My6s tiheysfunktioiden kuvaajassa malli vaikuttaa mu-

kailevan empiiristd tiheysfunktiota kohtuullisen hyvin. Samoin toistumista-
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son kuvaajassa havainnot osuvat luottamusvilien sisdéin ja mukailevat mallin

kuvaajaa melko hyvin.

Probability Plot Quantile Plot
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Kuva 18: Ylitemenetelméan Malli1, jolle kynnysarvo v = 340. PP- ja QQ-
kuvaajat, joissa aineistosta saadut havainnot on merkitty rasteilla ja mallin
luottamusvilit viivoilla. Mikéli malli vastaisi aineistoa, sijoittuisivat havain-
not molemmissa kuvaajissa lahelle diagonaalin viivaa joka kuvaa arvojen tay-
dellistd vastaavuutta aineistoon. Molemmissa kuvissa kaikki havainnot mu-
kailevat diagonaalia. Etenkin QQ-plotin kuvasta on vaikeaa sanoa, ovatko ha-
vainnot luottamusvilien sisilld vai eivit. Jos kuvaa suurennettaisi tarpeeksi

niin vaikuttaisi kuitenkin siltd ettd ne ovat.

Tarkastellaan vield Value-at-Riskia. Esimerkiksi mallin mukaan
VaRgges = 672 ja VaRggey = 708. Arvot ovat matalia blokkimaksimi-
menetelmidn verrattuna. Lisdksi jos aineistoa oltaisiin simuloitu suoraan
aiemmin kerrotulla kaavalla 27’% ilman lisdehtoja, arvo 725 oltaisiin havaittu
todennikdisyydelld 0.001. Kuvassa 20 nikyy jakauman kvantiilit eli Vale%

laskettuna kaavan (25) mukaisesti missé ¢ on toistumisjakso vuosina.

36



Density Plot Return Level Plot
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Kuva 19: Ylitemenetelmén Malli1, jolle kynnysarvo u = 340. Kuvassa va-
semmalla mallin tiheysfunktio merkittyné viivalla ja empiirinen tiheysfunk-
tio katkoviivalla. Jos malli on hyvé, tiheysfunktiot ovat ldhell toisiaan. Malli
mukailee empiiristd funktiota. Kuvassa oikealla toistumistasokuvaaja, jossa
viiva kuvaa mallin ja aineiston téyttd vastaavuutta. Aineistosta saadut ha-
vainnot on merkitty rasteilla ja mallin luottamusvélit viivoilla. Havainnot
mukailevat viivaa kohtalaisesti ja vaikuttavat osuvan myd6s luottamusvilien

sisalle.
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Kuva 20: Ylitemenetelmén malli Malli1, x-akselilla VaR,_ 1 missd ¢ on tois-

tumisjakso vuosina ja y-akselilla sitd vastaavat toistumistasot.
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Tarkastellaan sitten mallia Malli2, jossa u = 400. Yleistetyn Pareto-
jakauman parametrien estimaateiksi saadaan ¥ = —0.17 ja ¢ = 78.11 ja
niiden luottamusvélit nakyvit kuvassa 21. Huomataan ettd Mallil:sta poi-
keten talld mallilla 0 kuuluu muotoparametrin 6 luottamusvilille, kuten
blokkimaksimimenetelmin tuottamassakin mallissa. Koska muotoparamet-
rin estimaatti on tallikin mallilla negatiivinen, on mallin mukaan jakau-
malla &Aarellinen oikea péitepiste zp = —% = —% = 459.47 jolloin
rr + u = 459.47 + 400 ~ 859. Maksimiarvo on jo korkeampi kuin Mal-
[+1:n tapauksessa, mutta vaikuttaa edelleen tarkasteltavaa ilmiotd ajatellen
matalalta.

Kuvasta 22 ndhdain ettd sekd PP-kuvaajassa ettd QQ-kuvaajassa ha-
vainnot osuvat luottamusvilien sisddn, vaikka vdhén heiluvatkin diagonaalin
ymparilld. Mallia ei siis voi tdméan perusteella pitdd epédsopivana.

Myos tiheystfunktion ja toistumistason kuvaajista ndhdaan kuvasta 23,
ettd havainnot mukailevat mallia kohtuullisen hyvin.

Mallilla Mall:2 saadaan VaRgggs = 708 ja VaRgg99 = 745 eli korkeam-
mat kuin mallilla Malli1 mutta matalammat kuin blokkimaksimimenetelmél-
14 saadut. Kuvassa 24 on VaR,_ 1 laskettuna kaavan (25) mukaisesti missa

toistumisjakso on vuosia.

4.2.4 Mallien vertailu ja yhteenveto

Ylitemenetelmén ensimmaiselle mallille valittiin kynnysarvo u = 340, vaikka
todettiin ettd havainnoista suuri osuus ylittdd sen. Mallin sopivuuden tar-
kasteluun kdytettdvien kuvaajien 18 ja 19 perusteella malli ei silti vaikuta
kelvottomalta. Mallin Malli2 vastaavista kuvaajista 22 ja 23 ndhd&in kui-
tenkin, ettd toisen mallin tapauksessa havainnot eivit ole yhti lihelld mallin
luottamusvilien reunoja ja vaikuttavat muutenkin mukailevan diagonaalia
paremmin kuin ensimméisessi mallissa. Talla perusteella voitaisi tdssi ta-
pauksessa hylata sopimattomampi malli Malli1.

Tiedetadn, ettd kuolemien méaara kuukaudessa saattaisi kasvaa hyvinkin
suureksi esimerkiksi sodan takia. Lisdksi yleensd halutaan mieluummin ottaa

varman padlle kuin vihételld riskeja. Siksi korkeampia Value-at-Riskin esti-
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Profile Log-likelihood of Scale
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Kuva 21: Ylitemenetelméan malli Malli2, jolle u = 400. Kuvassa mallin loga-
ritmoidut profiiliuskottavuusfunktioiden kuvaajat skaala- ja muotoparamet-
rille. Kuvaajan maksimi antaa parametrin estimaatin ja minimit estimaatin
99.5% :n luottamusvilit. Muotoparametrin estimaatin arvo on negatiivinen,
mutta nolla sisdltyy sen luottamusvilien sisédlle. Taméa viittaa siihen, etta

yleistetty Pareto-jakauma kynnysarvon u = 400 ylitteille ei valttamatta ole

profile log-likelihood

=772 =771 =770 -769

=773

Profile Log-likelihood of Shape
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shape

lyhythéntdinen direlliselld oikealla paitepisteella.
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Kuva 22: Ylitemenetelmén Malli2, jolle kynnysarvo uv = 400. PP- ja QQ-
kuvaajat, joissa aineistosta saadut havainnot on merkitty rasteilla ja mallin
luottamusvilit viivoilla. Mikéli malli vastaisi aineistoa, sijoittuisivat havain-
not molemmissa kuvaajissa ldhelle diagonaalin viivaa joka kuvaa arvojen tay-
dellistd vastaavuutta aineistoon. Molemmissa kuvissa kaikki havainnot mu-

kailevat diagonaalia ja havainnot osuvat luottamusvilien sisille.
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Density Plot Return Level Plot
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Kuva 23: Ylitemenetelmidn Mall:2, jolle kynnysarvo u = 400. Kuvassa va-
semmalla mallin tiheysfunktio merkittyné viivalla ja empiirinen tiheysfunk-
tio katkoviivalla. Jos malli on hyva, tiheysfunktiot ovat ldhellad toisiaan. Mal-
li mukailee empiiristd funktiota kohtuullisen hyvin. Kuvassa oikealla toistu-
mistasokuvaaja, jossa viiva kuvaa mallin ja aineiston tiyttd vastaavuutta.
Aineistosta saadut havainnot on merkitty rasteilla ja mallin luottamusvalit

viivoilla. Havainnot mukailevat viivaa ja osuvat myos luottamusvilien sisélle.
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Kuva 24: Ylitemenetelmén malli Malli2, x-akselilla VaR,_ 1 missd ¢ on tois-

tumisjakso vuosina ja y-akselilla sitd vastaavat toistumistasot.
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maatteja antavaa mallia voitaisi pitdd parempana. Korkeimmat estimaatit
saatiin blokkimaksimimenetelmalld ja Mallil antoi matalimmat estimaatit.
Taméa tukee paatosta hylatd Mallil, mutta ei yksin riitd pitdmaan blokki-
maksimimenetelméan mallia parhaana.

Vertaillaan vield blokkimaksimimenetelmén mallia ja ylitemenetelméan
mallia Malli2 keskendin. Niiden muotoparametrien kuvia 8 ja 21 vertaa-
malla huomataan, ettd blokkimaksimimenetelmin muotoparametrin luotta-
musvélit ovat leveimmat kuin ylitemenetelméan mallilla. Blokkimaksimime-
netelmin mallin luottamusvileihin siis sisidltyy yhtd lyhythidntdinen toden-
nakoisyysfunktio kuin mallissa Malli2. Toistumistasokuvaajia 10 ja 23 ver-
tailemalla huomataankin, ettd blokkimaksimimenetelmin toistumistasojen
luottamusvilit ovat leveammaét kuin ylitemenetelmélld. LeveAmmat luotta-
musvélit johtuvat siitd, ettd blokkimaksimimenetelma kérsii sekd blokkien
sisdisten havaintojen pienesti madrista (12), ettd otosten médrin m vihyy-
desté (48). Tama tuo malliin epavarmuutta. Tarkempaa mallia voidaan pitaa
parempana, olettaen ettd se on harhaton. Luottamusvilien tarkastelun pe-
rusteella ylitemenetelmén Malli2 saattaisi siis olla télle aineistolle sopivin
malli, vaikka mallilla Mallil on itse asiassa pienimmét luottamusvilit. Se
ollaan kuitenkin muiden tarkastelujen perusteella todettu epdsopivimmaksi

malliksi.

4.3 Johtopaatokset

Sekd blokkimaksimimenetelmén ettd ylitemenetelmédn soveltaminen R-
ohjelmointikielelld on kdytdnnossd melko helppoa, silld sitd varten on teh-
ty useita valmiita paketteja. Koska jokainen néistd paketeista on toteutettu
hieman eri tavalla, vaatii niiden funktioihin ja toimintaperiaatteisiin perehty-
minen ja itselle sopivimman paketin I6ytadminen toisaalta melko paljon aikaa.
Paketteja kiyttaessd saatujen tulosten tulkitseminen voi myd6s olla vaikeaa,
jos ei ole tiysin tietoinen siitd, mitd paketin funktiot tekevit ja mitd mene-
telmid kayttaen.

Ylitemenetelmid kiytettidessd kynnysarvon w valinta vaikuttaa tuloksiin

huomattavan paljon, eikd sen valinta ole yksinkertaista. Lihdemateriaalien
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ja kokeilujen perusteella vaikuttaa silté, ettd kynnysarvon valitsemiseen kéiy-
tettavistd kuvaajista 16ytyy kaytdnnossd harvoin selkedéd kohtaa, josta opti-
maalisen kynnysarvon voisi valita. Kdytannossd parhaan kynnysarvon 16y-
tdmiseksi on paras haarukoida sopivaa arvoa ensin mahdollisimman hyvin
ja tehda sitten mallinnus muutamalla eri kynnysarvolla ja vertailla saatuja
tuloksia keskenain.

Kéytetylle aineistolle sekid blokkimaksimimenetelmélld ettd ylitemenetel-
mélld luotujen mallien muotoparametrien luottamusvélit sisédltavit vaihtoeh-
don, ettd mallin jakaumalla olisi darellinen oikea paitepiste. Toiselle ylite-
menetelmin malleista muotoparametrin luottamusvéilien sisdin ei osu edes
muuta vaihtoehtoa. Kuolemien méaara on todellisuudessakin rajoitettu elé-
vien ihmisten lukumaéérélla. Koska periaatteessa kaikki voisivat kuolla yhden
kuukauden aikana, on todellinen ylaraja kuitenkin paljon korkeampi kuin
mallien antama. Toki tillaisen tapahtuman todennékdéisyys on kidytanndssi
nolla.

Kuolemien méarin ennustaminen suoraan onkin sikili haastavaa, etti se
on voimakkaasti riippuvainen muista satunnaisista ilmioistd kuten luonnon-
katastrofeista. Lisdksi pitkilla aikavalilld tarkasteltuna kuolevuus ei valtta-
métté ole stationaarinen prosessi.

Tilastokeskuksen tilastossa on melko vihdn vaihtelua vuosien valilld. Se
kuvaa paremmin normaalia kuolevuutta, silld ainoa tavanomaista enemman
kuolemia aiheuttanut tapahtuma joka osuu tarkasteluvilille on 90-luvun la-
ma. Vuosittaiset kuolemat voivat olla paljon normaalia suurempia esimerkiksi
vallitsevan Covid-19 epidemian aikana. Aineiston vihiisesta vaihtelusta joh-
tuen mallit tuottavat myos estimaateille VaRg gg99 ja VaR 995 néin ajateltuna
melko alhaisilta tuntuvat arvot. Vaikka mallit olivat aineistoon melko sopivia,
ne tuntuvat kuitenkin aliarvioivan riskid. Leppisaari [9] muistuttaakin teok-
sessaan, ettd aineiston ulkopuolelle ekstrapolointi tuottaa aina paljon epavar-
muutta ja erityisesti mitd pidemmalle ekstrapoloidaan. Siksi hén toteaakin,

ettd vahvojen johtopditosten kanssa tulee olla hyvin varovainen.
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A Kaytetty R-ohjelmointikielen koodi

#yleistetyn &&riarvojakauman todenndkdéisyysfunktiot

library(evd)
plot(seq(0,6,0.01) ,dgev(seq(0,6,0.01),1loc=0, scale=0.38, shape=0),
type = "1", ylab=’’, xlab = ’’, ylim = c(0,1))

par (new=TRUE)
plot(seq(0,6,0.01) ,dgev(seq(0,6,0.01),1loc=0, scale=0.38, shape=-0.25),
type = "1", col =’red’, ylab=’’, xlab = ’’, ylim = c(0,1))

par (new=TRUE)
plot(seq(0,6,0.01) ,dgev(seq(0,6,0.01),1l0c=0, scale=0.38, shape=1) ,

type = "1", col =’blue’, ylab=’’, xlab = ’’, ylim = c(0,1))

legend ("topright",

legend = c("Gamma = 0", "Gamma < 0", "Gamma > 0"),
col = c(’black’, ’red’, ’blue’),

pch = ¢(20,20,20),

bty = "n",

pt.cex = 2,

cex = 1,

text.col = "black",
horiz = F ,
inset = ¢c(0.1, 0.1))

#yleistetyn &&riarvojakauman kertymafunktiot
plot(seq(0,6,0.001),pgev(seq(0,6,0.001),1loc=1, scale=0.5, shape=0),
type = "1", ylab=’’, xlab = ’’, ylim = c(0,1))

par (new=TRUE)
plot(seq(0,6,0.001),pgev(seq(0,6,0.001),loc=1, scale=0.5, shape=-0.25),
type = "1",col =’red’, ylab=’’, xlab = ’’, ylim = c(0,1))
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par (new=TRUE)
plot(seq(0,6,0.001),pgev(seq(0,6,0.001),loc=1, scale=0.5, shape=1) ,
type = "1",col =’blue’, ylab=’’, xlab = ’’, ylim = c(0,1))

legend ("bottomright",

legend = c("Gamma = 0", "Gamma < 0", "Gamma > 0"),
col = c(’black’, ’red’, ’blue’),

pch = ¢(20,20,20),

bty = "n",

pt.cex = 2,

cex = 1,

text.col = "black",
horiz = F ,
inset = ¢(0.1, 0.1))

#yleistetyn paretojakauman tiheysfunktio
plot(seq(0.01,6,0.01),dgpd(seq(0.01,6,0.01),1l0oc=0, scale=1, shape=0),
type = "1",ylab=’’, xlab = ’’, x1im=c(0,6),ylim = c(0,1.1))

par (new=TRUE)
plot(seq(0.01,6,0.01) ,dgpd(seq(0.01,6,0.01),1loc=0, scale=1, shape=-0.25),
c(0,1.1))

type = "1",col =’red’, ylab=’’, xlab = ’’, x1lim=c(0,6),ylim
yp y y

par (new=TRUE)
plot(seq(0.01,6,0.01),dgpd(seq(0.01,6,0.01),10c=0, scale=1, shape=1) ,
c(0,1.1))

type = "1",col =’blue’, ylab=’’, xlab = ’’,xlim=c(0,6),ylim
yp y y

legend("topright",

legend = c("Gamma = 0", "Gamma < 0", "Gamma > 0"),
col = c(’black’, ’red’, ’blue’),

pch = c(20,20,20),

bty = up" ,

49



pt.cex = 2,

cex = 1,

text.col = "black",
F,

c(0.1, 0.1))

horiz

inset

#yleistetyn paretojakauman kertymdfunktio
plot(seq(1,6,0.001),pgpd(seq(1,6,0.001),1loc=1, scale=1, shape=0),
type = "1", ylab=’’, xlab = ’’, ylim = c(0,1))

par (new=TRUE)
plot(seq(1,6,0.001),pgpd(seq(1,6,0.001),loc=1, scale=1, shape=-0.25),
type = "1", col =’red’, ylab=’’, xlab = ’’, ylim = c(0,1))

par (new=TRUE)
plot(seq(1,6,0.001),pgpd(seq(1,6,0.001),loc=1, scale=1, shape=1) ,

type = "1", col =’blue’, ylab=’’, xlab = ’’, ylim = c(0,1))

legend ("bottomright",

legend = c("Gamma = 0", "Gamma < 0", "Gamma > 0"),
col = c(’black’, ’red’, ’blue’),

pch = ¢(20,20,20),

bty = "n",

pt.cex = 2,

cex = 1,

text.col = "black",

horiz = F ,

inset = ¢(0.1, 0.1))

HAH RS HAEH B HHEHAEF RS HEH S HEH B G R HAFHSHH
#ladataan aineisto
mydata <- read.csv("C:/Users/Name/Documents/Gradu_kuolinsyyt.csv",

sep = n’u)

20



View(mydata) #katsotaan miltd se nidyttdd

#ladataan paketteja muotoiluja varten
library(plyr)

#library(dplyr)

library(readr)

library(reshape?2)

library(stringr)

#tehdddn aineisto data frameksi
kuolemat <- data.frame(mydatal[3:50])
kuolemat<-data.frame(kuolemat[1,])
kuolemat2<-as.list ((t(kuolemat)))

t (kuolemat2) /12

#luodaan data.frame kkuolemat keinotekoisen kuukausijaottelun luomiseksi.
#luodaan kuukausivektori, johon lis&dt&&n satunnaisia osuuksia kuolemista,
#kunnes vuosikiintid on t&ynni

kkuolemat<-data.frame (matrix(c(seq(-2,-1,length.out=576)), nrow = 48,
ncol=12))

vuodet<-c()
for (i in 1:length(kuolemat)){
kuukausi<-c()
j<-as.numeric(kuolemat[i])
print(j) #testi
#niin kauan kuin kuukausissa on yhteensd alle 0.95*kuolemantapaukset
while(as.numeric (sum(kuukausi[]))<(0.95%j) | length(kuukausi)<12){

#jos vektori on alle 12kk ja summa ei ole t&ynna
if (1ength(kuukausi)<12 & as.numeric(sum(kuukausil[])<0.95%j)){
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k<-0
while (k<(j/22)){
k<-(runif (1)*2%x(j/12))
print (k)
}
kuukausi<-c(kuukausi, k) #random[0,1] *1.5% vuoden kuolemat
#/12kuukaudelle
}
if (length(kuukausi)==12 & as.numeric (sum(kuukausi[])<0.95%j)){
#jos kuukaudet on t&ynnd, mutta kuolleiden summa ei, lis&t&&n joulukuuhun
#loput
kuukausi[12]<-as.numeric (kuukausi[12])+(j-as.numeric (sum(kuukausi[])))
}
#jos summa on tdynnd mutta vuosi ei
if (length(kuukausi)<12 & as.numeric(sum(kuukausi[])>=0.95%j)){

kuukausi<-kuukausi*0.9b#pienennetddn kuukausia

kkuolemat [i,]<- (kuukausi)
}
kuukausi

sum(kuukausi)

View(kkuolemat) #katsotaan luotua dataframea

#laitetaan jokaisen vuoden maksimi viimeiseksi sarakkeeksi
kkuolemat$max<-apply(kkuolemat, 1, max)

#tallennetaan aineisto tiedostoksi

write.csv(kkuolemat, file = "GraduSimuAineisto.csv",row.names=FALSE)

HERHHEFHHAHHESHHAFHASH RS HESHHASH RS HHEFH RS HESH RS H SRS H SRR A S H RS R AR

kkuolemat <- read.csv("C:/Users/Name/Documents/GraduSimuAineisto.csv",

sep = n’u)
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maxk<-kkuolemat$max

imaxk<-as.integer (maxk)

#luodaan dataframe ilman maxeja aikasarjan piirtdmistd varten.
drops <- c("max")

#luodaan dataframe ilman maxeja

kkuolemat_maxiton <- kkuolemat[ , !(names(kkuolemat) %in% drops)]
#tehdaan transpoosi jotta saadaan vuodet sarakkeisiin piirtamista
#ja jatkokdsittelyd varten

kkuolemat_maxiton <- as.data.frame(t(kkuolemat_maxiton))

colnames (kkuolemat_maxiton)<-factor(c(1969:2016)) #laitetaan vuodet

# sarakkeiden nimiksi

head (kkuolemat_maxiton)

#etsitaan maksimien indeksit piiramista varten
indeksit<-c()
for(i in 1:48)<{

indeksit <- c(indeksit,which(c(ts(kkuolemat_maxiton))

==c (kkuolemat$max) [i]))

}
indeksit

#Piirretddn aikasarja kaikista kuukausihavainnoista

plot(ts(as.integer (c(ts(kkuolemat_maxiton)))),
main="Kuolemat kuukausittain 1969-2016",

ylab=’Kuolemat’, xlab = ’Aika’,xlim=c(1,576),ylim=c(100,700) ,xaxt="n")

par (new=TRUE)
plot(indeksit, c(kkuolemat$max), col =’red’, ylab=’’,
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xlab = ’?,x1im=c(1,576), ylim=c(100,700) ,xaxt="n")
axis(1, at=c(1,288,564), c(1969,1993,2016))

#Piirretddn ylitemenetelmd

#havainnot jotka ovat yli kynnysarvon u
kkuolemat_yliu<-kkuolemat_maxiton[(kkuolemat_maxiton>400)==TRUE]
indeksit2<-c()
for(i in 1:length(kkuolemat_yliu)){
indeksit2 <- c(indeksit2,which(c(ts(kkuolemat_maxiton))
==c(kkuolemat_yliu) [i]))
}
plot(ts(as.integer(c(ts(kkuolemat_maxiton)))),
main="Kuolemat kuukausittain 1969-2016", ylab=’Kuolemat’,
xlab = ’Aika’,x1lim=c(1,576),ylim=c(100,700) ,xaxt="n")

par (new=TRUE)
plot(indeksit2, c(kkuolemat_yliu), col =’red’, ylab=’’, xlab = ’’,
xlim=c(1,576), ylim=c(100,700) ,xaxt="n")

par (new=TRUE)
plot(c(1:576),c(rep(400,576, length_out = 577)), xlim=c(1,576),
ylim=C(100,700), col =’red’, ylab=’’, xlab = ’’ ,xaxt="n",

type=’1’)

axis(1, at=c(1,288,564), c(1969,1993,2016))

length(c(1969:2016))*12

##Analyysikoodi

#blokkimaksimimenetelmi
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par (mfrow = c(1,1))

estimaatit2 <- fgev(kkuolemat$max) #funktio mallin luomiseksi
plot(estimaatit?2)

#profile(estimaatit?2)

confi<-profile(estimaatit2, conf = 0.995)

plot(confl)

confint (profile(estimaatit2, conf = 0.995), level = 0.995)

#conf2 <- profile2d(estimaatit2, confl, which = c("scale", "shape"))
#plot(conf2)

mu2 = 476.15769

sigma2 = 55.72518

xi2 = -0.01843

years = 100:1000

plot(1-1/years, mu2+(sigma2/xi2)*((-log(1-1/(years*12)))~(-xi2)-1),
xlab = "VaR", ylab = "Toistumistaso")

var = 1-1/(1000%12)

mu2+(sigma2/xi2)* ((-log(var))~(-xi2)-1)

var = 1-5/(1000%12)

mu2+(sigma2/xi2)* ((-log(var))~(-xi2)-1)

#kokeillaan millainen malli saadaan, jos alkuarvoksi annetaan gev.fitin
#antama optimipiste.
#Tulos: saadaan gev.fitin optimipiste. Malli on hyvin 1&helld estimaatti2:ta

#malli on siis oleellisesti sama kuin estimaatit2

estimaatit3 <- fgev(kkuolemat$max, start=list(loc
shape = -0.01866))

confl_3<-profile(estimaatit3, conf = 0.995)
plot(confl_3)

confint (profile(estimaatit3, conf = 0.995), level

476.197, scale = 55.738,

0.995)
conf2_3 <- profile2d(estimaatit3, confl_3, which = c("scale", "shape"))
plot(conf2_3)

citation("evd")
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#ylitemenetelmd

library(evd)

#tutkitaan erilaisia menetelmid ylitteen loytamiseksi.

#Ensin gpd.fitrange, etsitddn (ensimm&distd) kohtaa jossa parametrit
#olisivat stabiileja

kkuolemat_vec <-as.vector(unlist(kkuolemat_maxiton)) #tehd&d&dn datasta
#vektori analyyseja varten

gpd.fitrange (kkuolemat_vec,300,500,100) #haarukoidaan stabiilia kohtaa
gpd.fitrange (kkuolemat_vec,300,400,100)#300 ja 400 valiltd tarkemmin
gpd.fitrange (kkuolemat_vec,340,360,50)#340 ja 360 voisi olla

gpd.fitrange (kkuolemat_vec,340,345,50)#340 vaikuttaa jo hyvin stabiililta
gpd.fitrange (kkuolemat_vec,350,550,100)#340 vaikuttaa jo hyvin stabiililta

par(mfrow = c(1,1)) #vaihta 1,2 jos haluat kuvat vierekkdin
c(300,500)) #kuva
c(330,360)) #kuva

tcplot (kkuolemat_vec, tlim

tcplot (kkuolemat_vec, tlim

#Mallit

Modelil<-fpot (kkuolemat_vec, 340, model= "gpd", npp = 12)

Model2 <- fpot(kkuolemat_vec, 400, model= "gpd", npp = 12)

Model3 <- fpot(kkuolemat_vec, 450, model= "gpd", npp = 12) #testimalli
#mean residual life plots.

#Naistd voi katsoa todenndkoisyyttd ettd kynnysarvo on ylitetty,
#jos kyseinen arvo havaitaan

mrlplot (kkuolemat_vec, tlim =c(300,450))

#kuvaajan lineaarisuus viittaa u>u0 viittaa ylitteiden noudattavan
#gp-jakaumaa

#pscale=TRUE nayttdd kynnyksen ylittymisen todenndkdisyyden
#kynnyksen sijaan

mrlplot(kkuolemat_vec,pscale=TRUE)
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par (mfrow = c(1,2))

plot (Modell)#kuva

plot (Model2)#kuva

plot(Model3)

Model1Plot <- profile(Modell, conf=0.995) #kuva

Model2Plot <- profile(Model2, conf=0.995) #kuva

plot (ModeliPlot) #kuva, vaikuttaa siltd ettd muotoparametri ei sisdlld 0:aa.

plot (Model2Plot) #kuva, muotparametrin luottamusvdli sisdltdd O:n

#maksimiarvot mallien mukaan
-Modeli$estimate["scale"]/Modell$estimate["shape"]+340
-Model2$estimate["scale"]/Model2$estimate["shape"]+400

toistumistaso <- function(data, u, beta, ksi, n, N){
if (ksi==0){
return((ut+betaxlog(n*N*length(datal(data>u)==TRUE])/length(data))) )
}
else{
return(u+(beta/ksi) * ((n*N*(length(datal[(data>u)==TRUE])
/length(data))) “ksi-1))
}
}
toistumistaso(kkuolemat_vec, 340, 108.52, -0.2644,12,50)
59*length(kkuolemat_vec[(kkuolemat_vec>678)==TRUE])
/length(kkuolemat_vec)

#toistumistason kuvaajat
years = 100:1000
plot(1-1/years, toistumistaso(kkuolemat_vec, 340, 108.52, -0.2644,
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12,years),

xlab = "Kvantiili", ylab = "Toistumistaso" )

plot(1-1/years, toistumistaso(kkuolemat_vec, 400, 78.1136, -0.1673,
12,years),

xlab = "Kvantiili", ylab = "Toistumistaso" )

#tdstd otettu lukuja kiyttoon
toistumistaso(kkuolemat_vec, 340, 108.52, -0.2644,12,1000)
#tastd otettu lukuja kayttoon
toistumistaso(kkuolemat_vec, 400, 78.1136, -0.1673,12,1000)

#mallin tiheysfunktio

plot(1:400,1-dgpd(1:400, loc=0, scale=108.5200, shape= -0.2644))
#mallin tiheysfunktio

plot(1:400,qgpd(dgpd(1:400, loc=0, scale=78.1136, shape= -0.1673),
loc=0, scale=78.1136, shape= -0.1673))

#mallin todenndkodisyysfunktio

1-plot(1:400,pgpd(1:400, loc=0, scale=108.5200, shape= -0.2644))
plot(300:700, (108.52-0.2644%(300:700))/1.2644)

plot(1:400,pgpd(1:400, loc=0, scale=(108.5200+0.2644%340), shape= -0.2644))

#histogrammi frekvenssista
hist(as.vector(unlist(kkuolemat_maxiton)) ,main= " ",

xlab="Kuolemat kuukausittain", ylab = "Frekvenssi")

#vertailua simuloidun ja alkuperdisen aineiston v&lilla

#luodaan ensin vektori jossa summataan kuukausittainen data vuositasolle
vkuolemat<-c ()

sum(kkuolemat_maxiton[2,])

for (i in 1:48 ){
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vkuolemat <- c(vkuolemat,sum(kkuolemat_maxiton[i,]))

X
#katsotaan miten paljon simuloitu aineisto maksimissaan heittéi
#alkuperdisesta
max ( ((vkuolemat-kuolemat) /kuolemat))
#katsotaan miten paljon simuloitu aineisto minimiss&&n heittaa
#alkuperédisesta

min(((vkuolemat-kuolemat)/kuolemat))

max (kuolemat/12%2) #kuukausittainen maksimi

#noin todenndkoisyys ettd saataisiin kuolematilaston
#potentiaalinen kuukausittainen maksimi ilman kaatoluokkaa, 725.16
1-dbinom(0, size=12,prob=0.001)

#Kuvaaja alkuperdisestd aineistosta

plot(c(1969:2016) ,c(kuolemat), xlab= ’Vuodet’, ylab = ’Kuolemat’) #kédytetty.
#Alkuperdinen aineisto

boxplot (t(kuolemat))

#ylitemenetelmdn kynnysarvojen ylitt&vien havaintojen mddrd kdytetyissa
#malleissa

kkuolemat_maxiton
length(kkuolemat_maxiton[(kkuolemat_maxiton>400)==TRUE])
length(kkuolemat_maxiton[(kkuolemat_maxiton>340)==TRUE])
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