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Tutkielman aiheena on joidenkin matematiikan peruskasitteiden esittaminen joukko-
opin keinoin. Muun muassa jéarjestetyt parit eli kahden komponentin vektorit ja luon-
nolliset luvut voidaan kohtalaisen yksinkertaisesti esittaéd pelkistettyinad joukkoina.
Pelkistetyt joukot ovat joukkoja, joiden kaikki jdsenet, jasenten jasenet ja niin edes-
péin ovat joukkoja.

Madritelmat ja todistukset esitetdéan formalismin hengesséd matemaattisella symboli-
kielella. Tarkoitus on varmistua, ettd perustelut todella noudattavat tutkielman alus-
sa asetettuja séddntoja ja sopimuksia ja perustuvat tutkielmassa esitettyihin aksioo-
miin. Aksiomaattisen joukko-opin suhdetta intuitioon perustuvaan naiiviin joukko-
oppiin pyritdan selvittamadn perustelemalla syité eri aksioomien asettamiselle.

Monen asetetun aksiooman tarkoitus on mahdollistaa uusien joukkojen muodosta-
minen tai toisin ilmaisten kertoa, minkélaisia joukkoja on olemassa. Téllaisia ak-
sioomia asetettaessa on oltava varovainen, jottei teoria ajaudu ristiriitaan. Joukkoja
on voitava méaritelld esimerkiksi ominaisuuden perusteella, jonka tayttéavat alkiot
valitaan joukon jaseniksi. Siksi esitetdén separaatioaksiooma, jonka muoto on niin
kutsutun Russellin paradoksin vuoksi harkittava tarkoin.

Lopuksi tarkastellaan lyhyesti darettomia joukkoja ja joukkoina esitettyjen luonnol-
listen lukujen yhteenlaskua. Yksinkertaisuudestaan huolimatta dérettomyyden ja
yhteenlaskun kéasitteet osoittautuvat tdmén tutkielman puitteissa liian hankaliksi,
kun ne yritetddn esittdéd tdsmaéllisen formaalisesti.

Asiasanat: Aksioomat, formalismi, joukko-oppi, matematiikan perusteet, luonnolli-
set luvut.
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kvs(n) e Jos x ei esiinny A:ssa: (VeAz < A) ja (JzAx & A).
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J—(n) Jos todistusrivi n on lause JrxAzx ja x esiintyy A:ssa, niin todistukseen saa kirjoittaa

rivin Ax « a, jossa a on todistukseen nahden uusi muuttuja.
sij(n)  Jos rivi n on sijoitusmerkinti Az < a, niin todistukseen saa kirjoittaa rivin A(a/x).

3 Jos A on kaava ja a on vakio, joka esiintyy kaavassa A, ja jos z on muuttuja, joka ei esiinny
kaavassa A, niin (A = JzBx) on kaavamalli. B on kaava, joka on saatu vaihtamalla

vahintadn yksi vakion a esiintymistd kaavassa A muuttujalla x.

V— Jos A on kaava ja y on muuttuja tai vakio, (VxAz = A(y/x)) on kaavamalli. Jos y on
vakio, sen pitaé olla todistuksessa sijoitusmerkinnéssa tai véitteen oletuksena esitelty

vakio.

V(n)  Jos todistusrivi n on kaava A ja x ei ole kaavassa A sidottu muuttuja, niin todistukseen

saa kirjoittaa rivin VxAz.
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1 Johdanto

Téamén pro gradu -tutkielman péadaihe on joukko-oppi matematiikan perus-
teiden ndkokulmasta. Tarkemmin pyritdén osoittamaan, miten tiettyja mate-
matiikan peruskésitteitd, etenkin luonnolliset luvut, voidaan esittda joukko-
opin keinoin. Téhéan kaikkeen pyritddan pragmaattisen formalistisella otteella,
jotta todistukset eivéit jaisi mielikuvituksen varaan vaan péateltaisiin maa-
rattyihin sdantoihin vedoten. Koska logiikka ei ole tutkielman pédaihe, ma-
tematiikan loogista péadttelya koskevat sadnndt kuitenkin oletetaan ennalta

tunnetuiksi, eika niitéd tassa tutkielmassa tasméllisesti perustella.

Tutkielman teema on matemaattisten tulosten luotettavuus. Tarkoitus on
mahdollisimman pitkélle edeté niin pienin askelin, ettd lukijan on koko ajan
mahdollista hyviksya tuloksiin johtavat paittelyketjut. Tama vaatii kuiten-
kin sité, etta lukija hyviksyy toisessa luvussa esitetyt padttelya koskevat so-
pimukset ja sen jalkeen kulloinkin asetetut joukko-oppia koskevat aksioomat.
Yrityksenéd on myos auttaa tarkkailemaan, miten esitetyt aksioomat laillista-
vat tai eivat laillista joitakin intuitiivisia késityksia joukko-opista.

Matematiikan todistuksia on syytéd tarkkailla kriittisesti. Otetaan esi-
merkki todistuksesta, joka vetoaa mielikuvitukseen silla tavalla, etta todistus
tuntuu taysin patevaltd. Tunnettu todistus reaalilukujen ylinumeroituvuu-
desta etenee seuraavasti: Oletetaan, ettd reaalilukujen joukko valilla (0, 1)
on numeroituva. Koska se on numeroituva, voidaan olettaa annetuksi lista,
jonka n:s rivi on n:s reaaliluku lukuvalilla (0, 1). Muodostetaan uusi reaalilu-
ku r seuraavasti: jos n:nnen luvun n:s desimaali on 5, luvun r n:s desimaali
on 4, ja jos n:nnen luvun n:s desimaali on jotain muuta, niin luvun r n:s
desimaali on 5. Luku r ei esiinny oletetulla listalla. Siispa téllaista listaa ei

ole ja reaalilukujen joukko lukuvélilla (0, 1) on ylinumeroituva.

Saman tapainen argumentti voidaan esittdé sille, ettd rationaalilukujen
joukko on ylinumeroituva. Oletetaan, ettd on annettu numeroituva lista, jossa
on kaikki rationaaliluvut véliltd (0, 1). Tehddén seuraava operaatio jarjestyk-
sessé rivi rivilta: Jos rivin n luvun n:s desimaali on yhtésuuri kuin luvun n
jakojaannos 10:114 jakaessa eli ensimmadisen rivin ensimmaéinen desimaali on
1, 34. rivin 34. desimaali on 4, 867. rivin 867. desimaali on 7 ja niin poispéin,
niin rivi jatetddn paikoilleen. Jos taas néin ei ole, rivi vaihdetaan ensimmai-
seen sellaiseen kyseisen rivin jdlkeiseen riviin, ettd ehto toteutuu. Oletetaan,

ettd supersuorituksella (engl. supertask, [13]: s. 37, 177) talla tavalla voidaan



kiyda lapi koko lista. Huomataan, ettd uuden listan diagonaaliluvuksi tulee
0,12345678901234567890. . . eli 0, 1234567890. Siispa luku 0, 0123456789 ei voi
kuulua listaan, vaikka onkin rationaaliluku. Samaan tapaan kuin reaaliluku-
jen tapauksessa padtelldan, ettéd rationaalilukujen joukko on ylinumeroituva.

(Esimerkki on Antonio Leon Sanchezin artikkelista [9].)

Todistukset ovat aika lailla samanlaisia, mutta toisen perustelu on péte-
v, ja toisen vaard. Mitéd sellaista toisessa todistuksessa on vairin, mika ei
ole vadrin ensimmaisessikin todistuksessa? Eiko listaa saisi jarjestda uudes-
taan, vaikka tiedetédén, ettd toisessa todistuksessa kuvailtu prosessi voidaan
suorittaa mille tahansa listan luvulle? Miksi numeroituvasti déreton lista
voidaan ensinkéédn olettaa mahdolliseksi, jos sen uudestaan jarjestamisté ei
voi hyvéksyd? Sanchez kiinnittdd huomion téallaisen oletetun listan outoon
epasymmetrisyyteen: mité tahansa listan lukua edeltdé dérellinen maara ja
seuraa ddreton maard lukuja ([9]: 11).

Todistus voi olla hdméava myos siten, ettei lukija huomaa, mitéd oletta-
muksia todistus vaatii. John Mayberry osoittaa lyhyelld perustelulla, etté
saannollisyysperiaatetta noudattamattomalla joukolla z on jasenet xy, xs,
xs3, ..., jotka muodostavat loputtoman kuuluvuusrelaation suhteen laskevan
jonon ... € x3 € xy € 17 € x (tal ddrellisen silmukan, jos joillakin eri in-
dekseilld @ ja j x; = z;). Sddnnollisyysperiaatteen (engl. principle of regu-
larity) mukaan nimittain kaikista joukoista y loytyy sellainen jésen z, ettd
(zNy) = 0. Jos siis x ei noudata téta periaatetta, voidaan 16ytda sellaiset
joukon z jasenet xq, o, T3, ..., ettd x1 € x, 19 € (x1Nx), 3 € (z2Nx) ja niin
edelleen. Mayberry huomauttaa, etta téssa jotenkin niin jokapaivaisen ma-
temaattisessa todistuksessa tarvitaan valinta-aksioomaa. ([12]: s. 148, 149.)
Perustelu tuntuu helpolta, mutta misté oikein voi huomata, mité periaatteita

tal aksioomia todistus tarvitsee?

Muun muassa téllaisten todistuksia koskevien kysymysten vuoksi péaa-
méarand on matemaattisesti tarkka aksiomaattinen esitys. Pyrkimys yksin-
kertaisuuteen, yksiselitteisyyteen ja yhtendisyyteen sekd muihin matematii-
kan hyveisiin ei tee tyota helpoksi. Painvastoin, kun matematiikkaa koetetaan
puhdistaa inhimillisen ajattelun heikkouksista, inhimillisen ajattelijan on yh&
vain vaikeampi sitd késittdd. Aksiomaattisen esityksen tarkoitus on silti hel-
posti ymmarrettiva. Idealistisesti matematiikan esittdminen aksiomaattises-
ti tarjoaa keinon tietdd jotain varmasti: kunhan ensin hyviksyy muutaman

valttamatta oletettavan itsestddnselvyyden, pettamattoméat matemaattiset



todistukset tarjoavat loputtomasti hienoja ja hammastyttéavia tuloksia.

Formalismi tarjoaa keinon pettdméttomien matemaattisten todistusten
esittdmiseen. Télla koneaivojen aikakaudella mikddn ei ole vakuuttavampaa,
kuin etté vaitteet ja paittelyketjut voidaan esittdéd muodossa, jonka tietoko-
nekin voi ymmartaa. Formalismin ajatus — ainakin kdytdnnonldheisen ma-
temaatikon! mielestd — on formalisoida perustavaa laatua olevat ja kaikkien
hyvaksymat helpot merkitykset symbolijonoiksi, asettaa symboleja ja symbo-
lijonoja koskevia kaikkien hyviksymia saantoja ja sitten sopia, ettei symbo-
leilla ja niité koskevilla saénnoéilla ole minkaanlaista intuitiivista merkitysta.
Sadntojen ja valmiiksi hyvéksyttyjen symbolijonojen avulla muodostetaan
uusia ja taas uusia teorian osaksi hyvéiksyttavid symbolijonoja, jotka sitten
muutetaan ikddn kuin takaisin informaalisiksi merkityksiksi.

Néin péaattelyprosesseissa ja tuloksissa ei ole kiistanalaisuutta, kunhan
vain ensin padstddn yksimielisyyteen yksinkertaisten merkitysten formali-
soinnista ja formaalista paattelyd koskevista sddnnoistd. Kun formaalisella
paattelylla on saavutettu kiistattomia ja monimutkaisia tuloksia, niiden "de-
formaalistetut” merkitykset ovat niin ikdén kiistattomia, vaikkeivét ne intui-

tiivisesti silti tuntuisikaan. Ideaa voitaisiin havainnollistaa kuvalla.

Yksinkertaiset symbolijonot
Yksinkertaiset
merkitykset

Formaalinen paattely

Monimutkaiset

merkitykset Monimutkaiset symbolijonot

Yksinkertaisten intuitiivisten ja matemaattisten totuuksien suhdetta hie-
man eri ndkokulmasta kuvailevat Alfred Whitehead ja Bertrand Russell teok-

sensa Principia mathematica esipuheessa ([19]: sivu v):

[T|he early deductions . .. give reasons rather for believing the pre-
misses because true consequenses follow from them, than for be-

lieving the consequenses because they follow from the premisses.

Matematiikan formaalistavien aksioomien taytyy siis tuottaa yksinkertaiset

! Jos matematiikka ajatellaan filosofian osa-alueeksi, matematiikka edustaa kiytinnol-
lista filosofiaa parhaimmillaan: matematiikassa on tarkoitus saavuttaa tuloksia, ei vain

kyseenalaistaa niita.



intuitiiviset tulokset luotettavasti, jotta niiden aiheuttamiin monimutkaisiin
tuloksiin voidaan luottaa.

Formalismi ei kuitenkaan ole néin yksinkertainen oikotie onneen. Mahdol-
lisimman varmoilla tuloksilla ja yksinkertaiseksi karsitulla symbolikielella on
hintansa. A. Mathias osoittaa artikkelissaan [10], ettd kun Nicolas Bourbaki
kirjassaan [3] méarittelee merkin 1 tarkoittamaan joukon {@} kardinaliteet-
tia, maaritelma on lyhennysmerkintdjen purkamisen jalkeen Bourbakin esit-
telemén seitsemén symbolin avulla kirjoitettuna 4 523 659 424 929 symbolin
pituinen. Téméan ongelman takia tuntuu helposti kiyvéan niin, etta kasitteille
annetaan perusteellinen méaaritelmé mutta kiytdnnossa kasitteita sovelletaan
intuition eikd mé&aritelméan ohjaamana. Téasséd tutkielmassa téllaista kiytéan-
toa valtetddn mahdollisimman pitkéalle, mutta mahtavuuden méaaritelma 3.24
osoittautuu ylivoimaiseksi formaalisessa todistuksessa kiytettaviksi.

Toinen ongelma liittyy formaalisten tulosten muuttamiseen merkityksik-
si. Esimerkiksi joukko-opin avulla esitetdan, ettd luonnollinen luku 0 on tyhja
joukko ja 1 on joukko, joka sisdltdd vain ja ainoastaan tyhjan joukon. Miten
ihmeesséd ndmé muka ovat lukuja? Perusteluksi voidaan sanoa, ettd namé
ja muut joukkoina esitetyt luonnolliset luvut tayttévat luonnollisille luvuille
esitetyt ehdot. Todellisuudessa kuitenkin — myonnettakoon — formaalisen esi-
tyksen erikoisuuksiin taytyy totuttautua altistumalla niille jatkuvasti, jotta
hyviksyy ne intuitiivisen késityksen vastineiksi. Siispéd asiaan perehtyneiden
mielesta formaaliset padtelmét antavat hyvia tuloksia intuition matemaatti-
sille oliolle, kun taas formalismille altistumaton voi olla sitd mielta, etteivét
formaaliset padtelmét edes koske intuitiivista matematiikkaa.

Perinteisesti aksiomaattisen esityksen on taytettdva kolme vaatimusta:
sen on oltava riippumaton, tdaydellinen ja ristiriidaton. Riippumattomuus tar-
koittaa sitd, ettei mikdan perusolettamuksista saa olla johdettavissa muista
perusolettamuksista. Taydellisyys tarkoittaa sité, ettd jokainen mahdollinen
muodostettavissa oleva lause on todistettavissa todeksi tai epdtodeksi. Ris-
tiriidattomuus vaatii, etteivit kaikki lauseet ole tosia. Jos kaikki lauseet oli-
sivat tosia, 10ytyisi keskenadn ristiriitaisia tosia lauseita. Toisaalta paattely-
sdaantojen mukaan kaikki lauseet ovat tosia, jos 16ydetdan kaksi keskenéin
ristiriitaista lausetta.

Pragmaattisuuden nimissé tdma tutkielma myontaa itselleen erivapauden
hylata riippumattomuuden ja téaydellisyyden vaatimukset. Tarkoitus on saa-

da tuloksia vaikka sitten olettamalla toisistaan riippuvia totuuksia. Toisaalta
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tarkoitus on myos hyviksyéa todistettujen tuloksien muodostama teoria, vaik-
ka teoriaa olisi jopa mahdotonta osoittaa taydelliseksi. Ristiriidattomuuden
vaatimusta ei voi kuitenkaan edes tulosten saavuttamisen nimissd hyléaté;
ristiriitainen teoria on arvoton. Ristiriidattomuuden osoittaminen ei kuiten-
kaan ole taysin yksinkertaista, miké tulee ilmi esimerkiksi Nicolas Bourbakin

teoksen Théorie des ensembles johdannossa ([2]: s. 9):

Toutefois, depuis 40 ans qu’on a formulé avec assez de précision
les axiomes de cette théorie et qu’on s’est appliqué a en tirer
des conséquences dans les domaines les plus variés des mathéma-
tiques, on n’a jamais rencontré de contradiction, et on est fondé

a espérer qu’il ne s’en produira jamais.

Ristiriidattomuuden osoittamisen tyolayden vuoksi tasséa tutkielmassa on
tyytyminen siihen luottamukseen, ettd matematiikan perusteita vuosien ajan
tutkineet matemaatikot ovat saaneet aikaan luotettavia tuloksia. Tutkielma
ei kuitenkaan seuraa tdsmallisesti mitdan tiettyd matematiikan perusteista
tehtya edes jossain méarin vakiintunutta ja hyviaksyttyé esitystd vaan pyr-
kii sulauttamaan monien kirjoittajien — onneksi maineikkaiden kirjoittajien
— ajatuksia ja ideoita. Nama ajatukset ja ideat ovat luonnollisestikin sulau-
tuneet kirjoittajan matemaattisesti viela harmittavan harjaantumattomissa
ajatteluprosesseissa. Taten se, etteivat tutkielmassa esitetyt paattelysaannct
ja aksioomat johda ristiriitaan, jaa uskon kysymykseksi.

Esityksessd pyritddn tayttdmédn seuraavat kohdat, jotka John Mayber-
ryn mukaan aksiomaattisen esityksen on toteuttava: teoriaan on sisallytet-
tavd (1) ensikésitteet, joilla kaikki muut késitteet maaritellaan, (2) méarit-
telemistd koskevat sddnnot, (3) perusolettamukset, joille kaikki todistukset
perustuvat, seki (4) todistamista koskevat saannét ([11]: s. 18). Selvé jako
tehdddn madritelmien, todistusten ja lauseiden eli todistettujen tulosten se-
k& madrittelemistd ja todistamista koskevien sdantojen valilla. Maaritelmét,
todistukset ja lauseet ovat teorian symbolijonoja, kun taas maéarittelemis-
td ja todistamista koskevat sdannot esitetdén yksiselitteisyyteen pyrkivalla
luonnollisella kielella.

On hyvéd huomata, etté luonnolliseen kieleen tukeutuminen on véalttdmé-
tontd. Matemaattiset madritelmét ja todistukset pyritddan kylld esittamadn
symboleilla, mutta madritelmia ja todistuksia koskevat sddnnot ovat ikadn

kuin eri tasolla. Naméi sdiannot on esitettdvd muutoin kuin matematiikan



symbolikielen keinoin, koska ennen téllaisten sdédntojen esittamista ei ole ole-
massa matematiikan symbolikielen keinoja. Siitd syystéd erehdyksille alttein
osa tutkielmassa on ehképé toinen luku, joka esittelee kiytettavien symbolien
kayttosaannot.

Tutkielma perustuu péadasiallisesti teoksiin Théorie des ensembles (Nico-
las Bourbaki, [2]), Einleitung in die Mengenlehre (Abraham Fraenkel, [7]),
Foundations of set theory (Abraham Fraenkel, Yehoshua Bar-Hillel ja Azriel
Levy, [8]), The foundations of mathematics in the theory of sets (John May-
berry, [12]) ja Set theory and its philosophy (Michael Potter, [13]). Innoittaja-
na on ollut myos Whiteheadin ja Russellin Principia mathematica [19]. Muita
ldhteitd on mainittu niissé yhteyksissé, joissa niitd on tarvittu. Tutkielman
matematiikan perusteita esittelevin luonteen vuoksi tutkielman lukemiseen
ei varsinaisesti tarvita esitietoja matematiikan alalta, mutta todellisuudessa

ainakin niin sanotun naiivin joukko-opin tuntemus on huomattavaksi eduksi.



2 Symbolit

Symbolit ovat keino matematiikan esittdmiseen formaalisesti. Matemaatti-
sen symbolikielen tulisi erota luonnollisesta kielesta siiné, ettd sddnnonmu-
kaisesti muodostetut symbolijonot voidaan tulkita vain yhdelld tavalla. Téta
tulkintaa eivat méaédrad monimerkityksiset ja -vivahteiset symbolien merki-
tyksid kuvailevat sanat — symboleille ei pitéisi formalismin hengessad antaa
merkityksid — vaan mahdollisimman selkeésti esitetyt padttelysadannot. Toi-
sin sanoen symbolijonon vaikutus maardytyy sen mukaan, miten sitd voidaan
kiyttad apuna matemaattisessa todistuksessa. Matemaattisen symbolikielen
tasmallisyys riippuu taten paittelysaantojen esittdmisen tasmallisyydesta.
Téssa luvussa nuo padttelysaannot pyritadn esittamadan yksitulkintaisesti
valottaen tarpeen tullen myos sité, miksi mitdkin sdantod tai sopimusta tar-
vitaan. Symbolit ja niitd koskevat sddnnot noudattavat suurimmaksi osaksi
yleisid matematiikan kdytantdjéa, mutta osin ne on raataldity tdmén tutkiel-
man tarpeisiin. Tutkielman kannalta térkeitd oppaita symboleita koskeviin
saantoihin ovat Bourbakin Théorie des ensembles 2], Rosserin Logic for mat-
hematicians [15] ja Whiteheadin ja Russellin Principia mathematica [19].

Tassa esityksessa kiaytetddn seuraavia symboleja:

Symbolit x, y, 2z, u, v ja w ovat muuttujia.

Symboli [ on sidotun muuttujan paikoitin.

Symbolit a, b, ¢ ja d ovat vakioita.

Symbolit A, B, C, D ja E ovat lyhennysmerkintja kaavoille.

Symbolit =, =, A, V ja < ovat konnektiiveja.

Symbolit 3 ja V ovat kvanttoreita.

Symbolit (, ), [, ], <, ', : ja / ovat apusymboleja.

Néiden lisdksi voidaan kayttda muitakin symboleita, kunhan vain ilmoi-
tetaan, minkélaisesta symbolista on kysymys. Poikkeuksena téstd saannosta
voidaan ilman eri ilmoitusta muodostaa uusia symboleita ylapilkun " avulla:
ylapilkku liitetdan muuttujaan, kaavalyhennysmerkintaén tai vakioon, jolloin
symboliyhdiste katsotaan vastaavanlaiseksi uudeksi symboliksi. Esimerkiksi

2’ on muuttujasymboli.



Konnektiivit ja apusymbolit ovat kiyttotarkoitukseltaan yksinkertaisia
symboleja. Konnektiiveja tarvitaan kaavojen muodostamiseen, ja apusymbo-
leja tarvitaan monenlaisissa yhteyksissa. Néaiden kiyttotapa selvidaa kuitenkin
kaavojen muodostamista ja muuta symbolien kiyttoa kasiteltdessa. Muiden

symbolien kayttoon on kuitenkin ldhemmin perehdyttava.

2.1 Kaavat ja symbolien kaytto

Miké tahansa esitellyistd symboleista muodostettu jono, esimerkiksi jono
a—A «— A'V, ei valttdméatta ole teorian kannalta kiinnostava. Teorian kan-
nalta kiinnostavia symbolijonoja ovat padasiassa kaavat. Kaavat muodoste-
taan niitda koskevien sdantéjen mukaan. Lisdksi sovitaan, ettei mikdan sym-
bolijono, jota ei muodosteta sddntdjen mukaan, ole kaava. Seuraavassa lis-
tassa esitetddn sadntoja, joilla jo kaavoiksi todetuista symbolijonoista voi-
daan muodostaa uusia kaavoja. Lisiksi lista esittelee yhden uuden useasta
symbolista koostuvan kaavalyhennysmerkinnan. Kaavaa voidaan symbolilis-
tan mukaan merkitad yhdelld symbolilla. Esimerkiksi kaavalyhennysmerkinté
A el itsessddn ole kaava, vaan se viittaa symbolijonoon, joka on kaava ja jo-
ka voidaan kokonaisuudessaan vaihtaa symbolin A tilalle, missd yhteydessé
A esiintyneekin. A ja B ovat seuraavassa kaavalyhennysmerkintojé ja x ja y

ovat muuttujia.
e (A AB) on kaava.?

e (A V B) on kaava.

e —A on kaava.

(A = B) on kaava.

(A & B) on kaava.

A(y/z) on kaavalyhennysmerkinté, jossa x ja y ovat muuttujia tai va-

kioita ja joka viittaa kaavaan, joka saadaan korvaamalla lyhennysmer-

20nko (A A B) tosiaan kaava? (A A B) on kaava tiysin tdsmillisesti vasta sitten,
kun kaavalyhennysmerkinnédt A ja B on korvattu niiden tarkoittamilla aidoilla kaavoilla.
Symbolijono (A A B) ei ole myoskidn kaavalyhennysmerkintd. Ratkaistaan ongelma ve-
nyttdmaélla kaavan kasitettd kaavalyhennysmerkinnén késitteen sijasta, eli symbolijonon

(A A B) kaltaiset véliinputoajat sovitaan kaavoiksi.



kin A tarkoittaman kaavan jokaisen muuttujan x esiintyméa muuttujan

y esiintymall.

Kaavat muodostuvat osakaavoista. Kaavan A osakaavat ovat kaava A itse
ja jokainen kaava, johon on kaavan A muodostamista varten sovellettu jotain
edellisistd tai mychemmin esitettévistd kvanttoreita koskevista kaavanmuo-
dostussaannoista. Siispa esimerkiksi kaavan Vo (O, € aVa € O,)z osakaavat
ovat koko kaava itse ja (r € aVa € x), x € a seki a € .

Sekaannusta voi aiheuttaa se, ettd A ja muut kaavalyhennysmerkinnét
voivat olla eri tilanteissa lyhennysmerkintoja eri kaavoille. Téssd mielessa
kaavalyhennysmerkinnét ovat erityislaatuisia: ne ovat ikdan kuin paikanpité-
jid oikeille kaavoille tai jopa kaavalyhennysmerkinnoistd muodostetuilla kaa-
voille, ja sama symboli voi eri tilanteissa pitda paikkaa eri kaavoille, tai eri
symbolit voivat pitdd paikkaa samalle kaavalle. Esimerkiksi symboli A voi
olla kaavassa (A A C) lyhennysmerkinta kaavalle (A V B), missd jalkimmaéi-
sessé kaavassa A onkin lyhennysmerkinté jollekin muulle kaavalle. Téllainen
merkinté vaikuttaa ristiriitaiselta, mutta todellisuudessa se ei sodi sité sopi-
musta vastaan, ettd kaavalyhennysmerkinta on yhdessa kaavassa vain yhden
kaavan lyhenne mutta eri kaavoissa se saa olla eri kaavojen lyhenne. Nimit-
tdin jos A on kaavan (A V B) lyhenne kaavassa (A A C), tdmaé jalkimmaéinen
on sama kuin ((A vV B) A C), jossa taas A on saman kaavan lyhenne kuin
kaavassa (A V B). Niin huomataan, ettd vaikka A toimii lyhenteeni eri kaa-
voille, se toimii lyhenteené eri kaavoille eri kaavojen — ei yhden ja saman
kaavan — yhteydessa. Toki himmentéavaa kaavalyhennysmerkintojen kiayttoa
pyritdan valttdmaan.

Lyhennysmerkintéd on valttdamaton, silla kaavojen muodostamista koske-
vat sddnnot olisi mahdotonta esittdd ilman niita. Lisdksi tdmén luvun esitté-
milla tiedoilla ei voida muodostaa vield yhtéaan oikeaksi kaavaksi luokiteltavaa
symbolijonoa, jossa ei esiinny kaavalyhennysmerkint6ja. Kaavalyhennysmer-
kinnét eivit kuitenkaan kuulu siind mielessd formaalisten symbolien jouk-
koon, ettd niitd ei kiytetd formaalisissa todistuksissa (vrt. [4]: s. 6). Vaikka
kaavalyhennysmerkinnét téssé esitetddnkin muiden, formaalisten symbolien
kanssa, nama informaaliset symbolit rinnastuvat ennemminkin luonnolliseen
kieleen, joka tietenkin on vélttdméaton véiline matematiikan formaalisen kielen
esittdmisessd. Esimerkiksi —A lyhentédéd luonnollisen kielen lauseen mielival-
taisen kaavan eteen on kirjoitettu —-konnektiivi. Vaikka —A vaikuttaa tés-

mallisemmalté, se on itse asiassa yhtd epamaéaarainen kuin tuo luonnollisen



kielen lause.

On tarkedd huomata, etté kaavalyhennysmerkinté viittaa symbolijonoon,
josta voidaan tietdd, mistd symboleista se koostuu ja missd jarjestyksessa
ndma ovat. Esimerkiksi voidaan tietdd, mitd esiintymid muuttujalla z on
kaavassa A — tarkemmin “lyhennysmerkin A tarkoittamassa kaavassa” — eli
montako kertaa ja missd kohdin x sijaitsee symbolijonossa, jota A merkit-
see. Niinpé jatkossa on perusteltua puhua "kaavasta A”, ja nédin tehdaankin,
kun oikeasti tarkoitetaan kaavaksi kutsuttua saannénmukaista symbolijonoa,
johon A viittaa.

Hieman kaavalyhennysmerkintdjen tapaan muuttujiakin voidaan ajatella
paikanpitdjind. Yksi niiden tehtévistd on osoittaa, mihin kohti voi sijoittaa
toisen muuttujan tai vakion. Tamé patee omalla sddnnonmukaisella tavallaan
formaalisissa todistuksissa ja laajemmin ja epamédraisemmin muussa teks-
tissé, jossa kiytetdan muuttujia. Formaalisen todistuksen ulkopuolella muut-
tuja on siksi lahes yhtad epamaérainen symboli kuin kaavalyhennysmerkinté.
Esimerkiksi kun myShemmin esitetdén symbolijono x € y kaavaksi (symboli
€ esitellddn mydhemmin), muuttujien z ja y tilalle voidaan todellisuudessa
ajatella mitkd tahansa muuttujat tai vakiot, ei pelkistdan muuttujia = ja y.
Samoin kaavalyhennysmerkinnéssia A(y/z) muuttujien z ja y tilalla voi aivan
hyvin olla mitad tahansa muita muuttujia tai vakioita. Tavallisesti kuitenkin
muuttujan tilalle saa vapaasti vaihtaa toisen muuttujan, ellei selvésti osoiteta
vakionkin kelpaavan.

Muuttujat ovat siis matematiikan formaalisessa symbolikielessad melko va-
paasti keskenédédn vaihdettavissa. Tarkemmin sanottuna sovitaan, etté kaavat
A ja A(y/z) ovat samoja kaavoja, jos x ja y tosiaan ovat muuttujia ja muut-
tujalla y ei ole yhtdan esiintyméé kaavassa A. Toisaalta yhdesséd ja samassa
symbolijonossa (tavanomaisimmin kaavassa) yhden muuttujan kaikki esiin-
tymét ovat niin sanotusti aina samassa roolissa, eli jos néista esiintymisté
yvhden tilalle sijoitetaan muuttuja tai vakio, tdma sijoitetaan samalla kaik-
kien muuttujan esiintymien tilalle tuossa symbolijonossa. Siksi kaavat A ja
A(y/z) eivét valttdmatta ole samoja, jos muuttujalla y on esiintymié kaavas-
sa A.

Esimerkein valotettuna edella esitetty tarkoittaa sitd, ettd kaavat —x € y
ja —z € u ovat kiytdnnossd sama kaava vain eri muuttujilla esitettyna. Kaa-
vat mx € y ja -y € y ovat eri kaavoja, koska kaavassa -z € y muuttu-

jat = ja y voivat pitdd paikkaa eri muuttujille tai vakioille mutta kaavassa
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—y € y muuttuja y pitda paikkaa vain yhdelle muuttujalle tai vakiolle. Samat
huomiot pitavét paikkansa muillekin symbolijonoille kuin kaavoille, erikoista-
pauksena myos kaavalyhennysmerkinnélle A(y/x), jonka tilalla yleisend kaa-
valyhennysmerkintédnémallina voitaisiin kiyttda merkintdd A(u/z) mutta ei

Muuttujien ainutlaatuisena ominaispiirteend on, ettd ne voivat olla va-
paita tai sidottuja. Oikeastaan muuttujien mahdollisuus vapauteen on tek-
ninen apukeino ja kaikki muuttujat voitaisiin ajatella sidotuiksi, mutta silti
nimenomaan muuttujan sidosteisuuden osoittamiselle on méaéréatyt keinon-
sa. Silmiinpistévin néistd keinoista on sidotun muuttujan paikoitin [, joka
ei koskaan esiinny ilman alaindeksié, johon on kirjoitettu sidottu muuttuja.
Esimerkiksi [, pitda sidotun muuttujan x paikkaa. Kaavassa sidotun muut-
tujan paikoitin [, katsotaan muuttujan z esiintyméksi, minkd takia muun
muassa kaavassa A(y/x) kaavan A symbolit [J, vaihdetaan symboleiksi [J,,.
Sidotun muuttujan paikoitin [J on jaljitelty Bourbakilta [2|, joka tosin ei
kiyttanyt sitd aivan samalla tavoin, kuin téssa tutkielmassa kiytetdan. Yksi
merkinnan eduista on, ettei muuttujan sidosteisuudesta ainakaan ole mitaan
epaselvyytta.

Bourbaki esittelee [J-symbolin ilmeisesti siksi, etté tietyn muuttujan sito-
vassa kaavassa ei Bourbakin esitteleméssé syntaksissa esiinny yhtédan tdmén
muuttujan esiintymaéd, koska kaikki esiintymét on korvattu symbolilla [J.
Mielenkiintoinen yksityiskohta on, ettei Bourbaki merkitse muuttujaa alain-
deksillad vaan symbolin [] sidosteisuus osoitetaan symbolijonon alle piirretyl-
18 "liitoksella” (ransk. liaison, vrt. ransk. lié 'sidottu’). Téysin samanlaista
vaikutusta sidotun muuttujan paikoittimella ei ole téssa tutkielmassa esitet-
tavassa syntaksissa, mutta silti sidotun muuttujan paikoitin alleviivaa melko
onnistuneesti sidotun ja vapaan muuttujan vaikutuspiirin eroa. Télla tarkoi-
tetaan epamadraisesti sité, ettd sovitusti muuttujan vaikutuspiiri on symbo-
lijono eli tavallisesti kaava, jossa se esiintyy. Tamaé pitadkin taysin paikkansa
vapaalle muuttujalle, mutta sidotun muuttujan vaikutuspiiri on itse asiassa
vain se osakaava, jossa muuttuja on sidottu.

Esimerkiksi symbolijono (320, € yx A Vzz € O,z) on sdintdjen mu-
kaan muodostettu kaava. Tassd kaavassa muuttuja z esiintyy kahdessa sel-
laisessa osakaavassa, jossa se on sidottu. Ensimmaisessa sidos loppuu ennen
A-konnektiivia, ja jalkimmainen sidos alkaa vasta tdmén konnektiivin jal-

keen. Niinpé sidotun muuttujan = eri sidosten vaikutuspiirit ovat erilliset,
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minkd vuoksi ensimmaéisen sidoksen muuttujalla = ja toisen sidoksen muut-
tujalla x ei ole mitdédn tekemistd keskendén. Tamaé tulisi paljon selvemmin
ilmi Bourbakin tavasta kayttda symbolia [J ja tdméan symbolin esiintymien
ja muuttujan sitovan symbolin vélisia liitoksia. Téssa tutkielmassa ei kayteta
liitoksia, joten sidotun muuttujan symbolilla (eli silld, onko sidottu muuttuja
x vai y) on merkitystd padttelysdantoja sovellettaessa.

Seuraava lista esittelee symbolijonot, joissa muuttuja on sidottu, eli sijoi-
tusmerkinndn ja kvanttoreilla muodostetut kaavat. Jos x on muuttuja ja A
sekd drAz ja VrAx ovat kaavoja, sanotaan, ettd x on sidottu noissa kaavois-
sa ja kaikissa kaavoissa, joiden osakaavoja ne ovat. Jos z esiintyy kaavassa,
jonka mikddn osakaava ei ole JrAx tai VrAz (missd A on kaava), muuttuja

x on tuossa kaavassa vapaa.

e JxAx on kaava, jos = ei ole sidottu muuttuja kaavassa A eli jos  on
vapaa tai ei esiinny kaavassa A. Kaavassa drxAx muuttuja x on sidot-
tu muuttuja ja jokainen muuttujan x esiintymé kaavassa A korvataan

muuttujalla indeksoidulla sidotun muuttujan paikoittimella [1,.

e VxAx on kaava, jos z ei ole sidottu muuttuja kaavassa A. Kaavassa
VzAz muuttuja x on sidottu muuttuja ja jokainen muuttujan x esiin-
tyma kaavassa A korvataan muuttujalla indeksoidulla sidotun muuttu-

jan paikoittimella [],.

e Ar « a on sijoitusmerkinté, jos x ei ole sidottu kaavassa A. Sijoi-
tusmerkinnédssd Az < a muuttuja z on kuitenkin sidottu ja jokainen
muuttujan z esiintymé kaavassa A korvataan muuttujalla indeksoidulla

sidotun muuttujan paikoittimella [J,. Symboli a pitda paikkaa vakiolle.

Téssé kohdin lienee perusteltua selventdd sidotun muuttujan paikoitti-
men [ kiyttod. Sen tarkoitus on siis osoittaa selvisti, missd kohdin on si-
dottu muuttuja. Se saattaa kuitenkin aluksi aiheuttaa sekaannusta, joten on
syytd antaa esimerkkejd, milloin sidotun muuttujan paikoitinta kaytetéaan.
Kaavanmuodostusadannoista kidy ilmi, ettd muuttuja x voi olla sidottu sijoi-
tusmerkinnéssd Ax «— a tai kvanttorin kanssa muodostetussa kaavassa. Esi-
merkiksi =z € U,y < a on kaavanmuodostussdéntojen mukaisesti muodos-
tettu, samoin kuin 32Vy(O, € O, < 0O, € z)yxr. Ensimméisessé esimerkissé
y on sidottu ja x vapaa muuttuja. Toisessa esimerkissa x ja y ovat sidottuja

muuttujia ja z on vapaa muuttuja. Kuitenkin, jos sijoitukselle -z € L,y <+ a
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kiytetdan lyhennysmerkintdd Ax < a, kaavassa A eli kaavassa -~z € y kum-
matkin muuttujat — myos y — ovat vapaita. Samoin toisen esimerkin kvant-
torien avulla muodostetun kaavan osakaavassa (y € z < y € z) kaikki muut-
tujat ovat vapaita.

Sijoitusmerkintdan kuuluu vakio a. Vaikka symbolit a, b, c ja d esitelldan
vakioiksi, ne ovat pikemminkin parametreja tai yleisid vakioita. Tama tar-
koittaa sité, ettei esimerkiksi a tarkoita aina samaa vakioita eli etta se ei ole
vakio. Naité yleisia vakioita voidaan kiayttaa todistuksissa vakioina, mika tar-
koittaa, ettd ne ovat vakioita eli (tdmén tutkielman tapauksessa) tiettyjé ja
samoja joukkoja koko todistuksen ajan. Niitd voidaan muussa tekstissa kayt-
taa vakioiden paikanpitdjind eli osoittamaan, ettd siihen symbolijonon koh-
taan, jossa yleinen vakio esiintyy, voidaan sijoittaa ainoastaan vakio. Nain
on sijoitusmerkinnén laita. Merkintddn Az < a voidaan symbolin a tilalle
sijoittaa ainoastaan vakio. Todistuksessa sijoitusmerkinnin tarkoitus onkin
vakion esitteleminen. Aito vakio sitd vastoin on vakio, jota kdytetddn lapi
koko tutkielman tietylla yleisistd muuttujista eli parametreisté riippumatto-
malla tavalla madriteltyyn muuttujaan viitatessa.

Kaavoista erityisasemassa ovat lauseet. Kaava on lause, jos siiné ei ole va-
paita muuttujien esiintymié. Lauseet ovat merkityksellisia, koska matemaat-

tinen teoria muodostuu lauseista.

2.2 Kaavojen keskinaiset suhteet ja kaavamallit

Kaavojen muodostamiseen ei tarvittaisi viittd konnektiivia. Tavallista onkin
esitelld kaksi konnektiivia, esimerkiksi konnektiivit = ja =, ja esittdd muut
konnektiivit ndiden avulla. Tautologialistan kolme ensimmaista tautologiaa
esittavat, miten tdma onnistuu. Itse asiassa konnektiiveja ei tarvittaisi kuin
yksi, Shefferin viiva | ([19]: s. xvi). Témén konnektiivin avulla esitettynd —A
on (AlA) ja (A = B) on (((A|B)[B)[((A[B)[B)).

Viiden konnektiivin esitteleminen on kuitenkin paljon kiaytannollisempaa
kuin vain yhden tai kahden, koska néin kaavoista saadaan lyhyempia ja hel-
pommin luettavia. Lisdksi viiden konnektiivin ansiosta kaavat on nopeasti
tulkittavissa luonnollisella kielelld. Vaikka formaalisessa paéttelyssa symbo-
leille ei pidd antaa merkityksia tai ainakaan ndiden merkitysten ei saa antaa
ohjata paattelyd, matemaattista symbolikieltd kayttdakseen on kiytdnnos-

sé valtaméatonta ajatella konnektiiveille jotkin merkitykset. Konnektiivin —
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merkitys on ’ei’ tai 'ei pidd paikkaansa, ettd’, konnektiivin V ’tai’ ja konnek-
tiivin A ’ja’. Kaava (A = B) tarkoittaa luonnollisella kielelld ’jos A, niin B’
tai "A:sta seuraa B’, ja (A < B) tarkoittaa 'A, jos ja vain jos B’ tai A on
ekvivalentti kaavan B kanssa’ tai ’A tarkoittaa samaa kuin B’. Téten kaa-
va ((mA V B) & (A = B)) tulkitaan luonnolliselle kielelle esimerkiksi ’se,
ettd A el pidd paikkaansa tai B pitda paikkansa, on ekvivalentti eli samaa
tarkoittava sen kanssa, ettd A:sta seuraa B’.

Luonnolliselle kielelle kaavoja kddnnettdessa tulee vastaan sellaisia il-
mauksia kuten pitdd patkkansa, on epdtosi tai pdtee, ettd. Matemaattisilla
lauseilla ja joillakin muilla kaavoilla on tosiaan totuusarvo: yleisesti ajatel-
laan, ettd kukin lause on tosi tai epétosi. Téassa tutkielmassa lause tai ylei-
semmin kaava on tosi, jos se esiintyy matemaattisessa todistuksessa. Epato-
delle ei kuitenkaan ole téllaista nédin helppoa mééritelméaa. (Pitéisi olla var-
muus teorian ristiriiddattomuudesta, jotta voitaisiin sanoa kaavaa A epéatodek-
si, kun —A on tosi.) Muun muassa téstéd syysté téssé tutkielmassa kartetaan
totuusarvoista puhumista.

Miten voidaan sitten tietdd, minkélaisia kaavoja todistuksissa voi esiin-
tya? Aksiomaattisen esityksen ideana on antaa valmiiksi muutama perus-
kaavamalli, joiden mukaisia kaavoja saa vapaasti todistukseen kirjoittaa, ja
paattelysadnnot, joiden avulla jo kirjoitettujen kaavojen perusteella voidaan
todistukseen kirjoittaa uusia kaavoja. J. Rosser esittéé kirjassaan (|15]: s. 56)
kolme peruskaavamallia, joiden perusteella voidaan paatella modus ponens -

pédttelysiinnolla muut tarpeelliset kaavamallit:
(1) (A= (AAA)),

(2) (AAB)=A)ja

(3) ((A=B)= (=(BAC) = ~(CAA))).

Whitehead ja Russell esittelevit Principia mathematicassa ([19]: s. xix)
Jean Nicodin 16ytdmén yhden Shefferin viivaa hyddyntévian peruskaavamal-
lin, jonka perusteella muut kaavamallit voidaan todistaa (kaavassa kiytetaan

selvennyksen vuoksi samaan tarkoitukseen eri sulkeita (), (), [| ja {}):
({AIBIC)} | {DIDID)H{(EB)I((A[E)[(AIE))}])
Ainoa paattelysddnto on: jos tiedetddn A ja (A|(B|C)), voidaan paatella C.

14



On huomattava, ettei esitettyja kaavoja sellaisenaan saa kirjoittaa to-
distukseen, koska kaavalyhennysmerkinnat eivét ole formaalisessa todistuk-
sessa kiytettavia symboleja. Ideana on, ettd kun néistd peruskaavamalleista
saadaan johdettua uusi kaavamalli, esimerkiksi (A = A), tdmé johtaminen
toimii mallina, miten formaalisessa todistuksessa oikeista kaavoista saatai-
siin johdettua oikea kaava, joka voidaan kaavalyhennysmerkinnéin kirjoittaa
muodossa (A = A). Oikeasti siis ei ole sovittu vain yhta tai muutamaa kaa-
vaa, jonka todistukseen saa vapaasti kirjoittaa, vaan niin monta kaavaa, kuin
mielikuvitus antaa periksi sijoittaessaan kaavalyhennysmerkintéjen tilalle oi-
keita kaavoja.

Kaikkien tarpeellisten kaavamallien — ja tarpeellisia kaavamalleja on mo-
nia — johtaminen on pitkéllistd ja huomattavan hankalaa puuhaa. Siksi tut-
kielmassa vain esitetdén lista kaavamalleista, joiden pitéisi olla johdettavissa
esimerkiksi kolmesta edelld esitetysta peruskaavamallista yhdessa listan kol-
men ensimmaisen kaavamallin kanssa, jotka osoittavat konnektiivien A, V ja
& suhteen konnektiiveihin = ja =.

Pitkén valmiiksi annetun listan esittdminen sotii sitd formalismin ajatusta
vastaan, ettd vain mahdollisimman yksinkertaiset ajatukset formaalistetaan.
Némaéa kaavamallit esitetddn ldhes perusteetta, eiké niiden yhteyttd helppoi-
hin merkityksiin osoita kuin lyhyesti esitetyt konnektiivien merkitykset. Toi-
saalta kuka tahansa matemaattiseen loogiseen paattelyyn tai konnektiivien
totuustauluihin perehtynyt on yhta mieltd listan kaavamallien yksinkertai-
suudesta mutta tietenkin tietoinen myo6s loogisen padttelyn tai totuustau-
lujen piirteisté, jotka eiviat tunnu yksinkertaisilta ja kiistattomilta, jollaista
paattelyn tietenkin pitéisi olla.

Seuraavassa listassa esitetdan todistuksiin sovellettavat kaavamallit eli ly-

hyesti kaavamallit. A, B, C ja D ovat kaavalyhennysmerkintd;ja.
1. (AAB) & -(A=-B))
2. ((AVB) & (-A=B))
3. (AeB) & =((A=DB)=-(B=A4))
4. (-—A & A)
5. (AVB) & (BVA))
6. ("(AVB) & (-AA-B))
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

(-(AAB) < (=AV-B))

(A=B) < (=B=-A))

(AVA) < A)

(A=B=0C) < B=(A=Q)
(A= B=C) < ((AAB)=C))
(AAB)= (B=C) < (ArB)=C))
(AANBACQ) & (AAB)AQ))
(Av(BvVvQC) « ((AvB)v(Q))
(A=B)AA=C)) & (A= (BAQ))
((AVB)A(CVB)) & ((AAC)VB))
(A=B) & (BAA)=A)
((AAN=-A)VB) < B)

(A & A)

(A = A)

(AeB) < (CA<-B)

(A = (B=A))

(A = (B=(AArB))

(A=B) = (B=C) = (A=)
(A=B) = (A=B))

(A = (AVB))

(A=B)A(C=B)) = ((AvC)=B))

((A&B)AA) = B)

((A=B)A(C=D)) = ((AvC)= (BVvD)))

((AVB)AC) = ((AANC)V(BACQ)))
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31. (A = (-A=B))
32. (AAB) = A)

33. (A= (BAC) = B=(A=Q)

34 (A=B) = ((CAA)=B))

35. (AVB)=C) = (A= Q)

36. ((AWAB)=D)A((AAC)=D)) < ((AABVC))=D))
3. (A= BAB=C0Q)) = (A=C0)

38 ((AAB)VC) = (AVCQ))

39. (AA(BVCQC) = ((AAC)VB))

Kaavamallit eivat ole loogisesti riippumattomia. Seuraavassa alaluvus-
sa esitettyjen paattelysddntojen avulla moni kaavamalleista voitaisiin johtaa
toisista kaavamalleista. Listan tarkoitus on kuitenkin esittda kaavoja, joita

tutkielman todistuksissa tarvitaan.

2.3 Formaalinen maaritelma ja todistus

Formaalinen maéritelmé esittelee lyhennysmerkinndn. Mééaritelmé on aina
muodossa
A B,

missd A on lyhennysmerkintéd symbolijonolle, jonka méaritelmé méérittelee
kaavaksi, ja B on kaavalyhennysmerkintd. Lisédksi jokaisen kaavassa A esiin-
tyvan muuttujan ja vakion on esiinnyttéva kaavassa B, ja jokaisen kaavan B
vapaan muuttujan on esiinnyttava kaavassa A. A :: B voidaan lukea A on
madritelty samaksi kuin B”. Symbolilla A lyhennetty kaava on mééritelmén
asettama lyhennysmerkintd symbolilla B lyhennetylle kaavalle. Maaritelma
A :: B késitetddn muuttujien ja vakioiden kannalta yhdeksi symbolijonoksi,
eli jos esimerkiksi # on kaavoille A ja B yhteinen muuttuja ja jos sen tilalle
maaritelméa kiaytettdessa sijoitetaan jokin muu muuttuja tai vakio, sijoitus
taytyy tehda kaikkiin muuttujan z esiintymiin kummassakin kaavassa A ja

B. Kaytannossa maaritelmén tarkoitus on esitelld uuden symbolin kayttoa;
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esimerkiksi mééritelmé 3.3 esittelee relaatiosymbolin = kdyton. Informaali-
sia madaritelmid ovat muun muassa uusien luonnollisella kielelld esitettyjen
késitteiden merkitykset.

Formaalinen todistus on ryhma riveja, joista jokainen on oikeutettu esiin-
tyméaén todistuksessa. Viimeisen rivin on oltava lause. Jonkin formaalisen
todistuksen viimeisella rivilla esiintynyttd lausetta kutsutaan todistetuksi
lauseeksi. Tahan lauseeseen paastaan kaavamallien ja paattelysaantojen avul-
la aksioomista, todistetuista lauseista ja mahdollisesta oletuksesta. Todistus
siis késitetdédn kirjoitetuksi rivi rivilta niin, ettd ylin rivi on kirjoitettu ennen
muita riveja ja muut rivit on kirjoitettu sen alle jarjestyksessa.

Todistus todistaa aina jonkin véitteen. Viite esittdd lauseen, joka on tar-
koitus padtella todistuksen viimeiseksi riviksi, jolloin siita siis tulee todistettu
lause. Viitteessa annetaan myos mahdollinen oletus ja mahdolliset todistuk-
sessa esiintyviksi vaaditut rivit. Téssa tutkielmassa oletukseksi ei millekdén
lauseelle tarvita kuin valmiita vakioita. Jos lauseen B todistus tarvitsee ole-
tukseksi vakion a, sanotaan, ettd lause B on todistettavissa, kun oletetaan
a vakioksi, ja merkitddn a :=: B. Oletettu vakio on aina yleinen mééarittele-
méaton vakio. Viitteessé saa olettaa myos useamman vakion valmiiksi, jolloin
eri vakiot erotetaan toisistaan pilkulla.

Merkitaan symboleilla X ja Y symbolijonoa, joka on kaava tai sijoitusmer-
kinta. Jos X on todistuksessa esiintyvéiksi vaadittu rivi ja B on todistettava
lause, véite merkitddn [X|B. Esiintyvéksi vaadittuja riveja voi olla useampia-
kin, jolloin ne erotetaan toisistaan hakasulkeiden sisalla pilkulla. Vaitteesséa
voi olla oletettuja vakioita, esiintyvaksi vaadittuja riveja ja todistettava lause.
Esimerkiksi jos oletetaan a ja b vakioiksi ja todistuksessa on vaadittu esiin-
tyviksi kaavat tai sijoitusmerkinnit X ja Y ja todistettava lause on B, niin
vaite merkitaéan a, b :=: [X, Y]|B. Todistuksessa esiintyviksi vaadittuja riveja
tarvitaan, kun todistetaan vakion yksikésitteisyytta tai jos lauseessa esiintyy
vakio, jota ei voi olettaa ja jonka olemassaolosta ei ole takeita (ks. lause 3.7).

Todistuksessa kukin rivi koostuu kolmesta osasta. Jokainen todistuksen
rivi leimataan omalla (todistukseen néhden) ainutkertaisella merkilldén, jo-
hon alla olevissa paattelysdannoissa viitataan symbolilla n tai symbolilla m.
Tamaé leima 16ytyy heti rivin alusta yldindeksiksi kirjoitettuna. Valittomasti
leiman jélkeen seuraa lyhenne (esimerkiksi paéttelysadnnon tai aksiooman
lyhenne), joka oikeuttaa varsinaisen todistusrivin kirjoittamisen. Jokaisen ri-

vin toinen palsta koostuu tastéd oikeutetusta todistusrivista.
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Kaavamalleihin ja todistusten riveihin viitattaessa tarvitaan arabialaisia
numeroita. Huomattakoon, ettei oikeastaan luonnollisten lukujen merkitse-
mistd arabialaisin numeroin tarvitse tuntea. Vaikka todistusten rivit kiytan-
noén vuoksi kymmenpaikkajarjestelméad kiyttden onkin numeroitu jarjestyk-
sessa 1, 2, 3 ja niin poispdin, ei ole valttdméatonta ajatella naitd merkintoja
luonnollisina lukuina, jotka esiintyvéit seuraaja-jarjestyksessé luvusta yksi al-
kaen. Tama on hyvd huomata, koska téassé vaiheessa tutkielmaa ei ole viela

esitetty, mitd luonnolliset luvut ovat.

MP(n,m) T&ami on paattelysdantd modus ponens: jos todistusrivi n on
kaava A ja todistusrivi m on kaava (A = B), niin todistukseen saa

kirjoittaa todistusrivin B.

k™ Todistukseen saa Kkirjoittaa kaavamallin m mukaisen todistusrivin eli
kaavan, jossa kaavamallin m kaikki kaavalyhennysmerkinnat on kor-

vattu oikeilla kaavoilla.

si(n) Tamé sdantd on sievennyssopimus: Jos todistusrivin n kaava tai si-
joitusmerkinté sisdltdd osakaavan A ja kaavamallilistan rivi m (kdyte-
taan yldindeksia s™) on kaava (A < B), niin todistukseen saa kirjoittaa
rivin n todistusrivin, jonka osakaava A on korvattu kaavalla B. Samaa
saantod voi soveltaa todistusrivin m suhteen (kiytetddn alaindeksid

Sm), jos todistusrivi m on kaava (A < B).

mm(n) Jos mééritelmd m on A :: B ja todistusrivin n kaava tai sijoi-
tusmerkintd siséltdd osakaavan B (tal vastaavasti osakaavan A), niin
todistukseen saa kirjoittaa rivin n todistusrivin, jonka osakaava B (tai

osakaava A) on korvattu kaavalla A (tai kaavalla B).

Liséksi todistukseen saa tietenkin Kkirjoittaa aksiooman tai jo aiemmin
todistetun lauseen. Jos todistukseen kirjoitetaan aksiooma tai lause, rivin oi-
keutuksen lyhenteeksi tulee aksiooman yhteydesséa esitetty lyhenne tai lyhen-
ne Am, jossa m on aksiooman numero, tai Lim, jossa m on lauseen numero.
Jos todistukseen kirjoitettavan lauseen viitteeseen kuuluu oletettu yleinen
vakio, tdmén vakion esiintymien tilalle lauseeseen on oltava sijoitettavissa
todistuksessa oletuksessa tai sijoitusmerkinnéssa esitelty vakio. Lisdksi jos
lauseen viitteeseen kuuluu todistuksessa esiintyviksi vaadittuja riveja, nai-
den rivien on esiinnyttéava myos siinéd todistuksessa, jossa lausetta kaytetdaan

apuna.
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Paattelysaanto modus ponens ei kaivanne selittelyjd. Luonnolliselle kie-
lelle kiddnnettyné se tarkoittaa vain, ettéd jos tiedetddn A ja tiedetédn A:sta
seuraavan B:n, niin tiedetdédn B. Toinen sddnto vain toistaa aiemmin maini-
tun sopimuksen, ettd minkd tahansa kaavamallilistan mukaisen kaavan saa
kirjoittaa todistukseen. Neljaskdan padttelysadnto ei ole lainkaan luonnoton.
Maaritelmén tarkoitus on nimenomaan mééritelld vanhastaan tunnettu kaa-
va uuden merkintdtavan kanssa vaihtokelpoiseksi. Tamaén olisi voinut ilmais-
ta niinkin, ettd jos médritelmd m on A :: B, niin todistukseen saa kirjoittaa
(A < B), ja lopusta olisi pitdnyt huolen sievennyssopimus.

Sievennyssopimus vaatii hieman lidhempéad tarkastelua. Tosin sekin on
luonnollinen sédanto, kun otetaan huomioon <-konnektiiville annettu merki-
tys. Toisaalta sievennyssopimus voisi olla pitkéllisten perustelujen tulos (engl.
substitution theorem, ks. [15]: luvut IV-VI), ei vain sovittu helpotus. Sieven-
nyssopimuksen voi ajatella myos niin, ettd jos todistuksessa esiintyy kaava
(A < B) ja esimerkiksi kaava (C A A), niin kaava (C A B) voidaan kirjoittaa
todistukseen siksi, ettd kaavan (((A < B) A (CAA)) = (C A B)) pitéi-
si olla yksi todistuksiin sovellettavista kaavamalleista, jotka voidaan johtaa
peruskaavamalleista. Niinpa sievennyssopimus on kiytannollinen vaikkeikaan

valttamaton paadttelysaanto.

2.4 Kvanttoreita koskevat paattelysiannot

Koska matemaattinen teoria koostuu lauseista eli kaavoista, joissa ei ole va-
paita muuttujia, ja koska kvanttorien avulla sidotaan muuttujia, kvanttoreita
koskevilla paattelysadnndilla on erityinen asemansa todistuksissa. Seuraava

lista esittda namaé saannot.

kvs(n) Jos todistusrivi n on kaava, todistukseen saa kirjoittaa todistusri-
vin, joka on saatu rivin n kaavasta soveltamalla sievennyssopimusta ja
jotakin seuraavista kvanttoreihin liittyvista todistuksiin sovellettavista

kaavamalleista:

e Jos kaavan VrAx osakaavassa A ei ole yhtddn muuttujan x esiin-
tyméad, niin kaava (VzAzr < A) on kaavamalli. Samoin ehdoin
(JzAx < A) on kaavamalli.

e Jos kaavassa A ei ole yhtddn muuttujan = esiintyméé, niin kaa-

va (Vz(A = B)z < (A = VzBz)) on kaavamalli. Samoin ehdoin
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my6s kaava (3z(A = B)z < (A = 3zBz)) on kaavamalli.
e Kaava (Vx(AAB)x < (VyA(y/z)y AVzB(z/x)z)) on kaavamalli.

e Kaava (VzAzr < —3Jy—-A(y/z)y) on kaavamalli.
ekvimp Kaava ((JzAz A (A = B)) = JyB(y/x)y) on kaavamalli.

J—(n) Jos todistusrivi n on lause IxAzx ja jos kaavassa A on muuttujan x
esiintymid, niin todistukseen saa kirjoittaa todistusrivin Az < a, jossa
symboli a pitdd paikkaa vakiolle, joka ei esiinny viitteen oletuksessa

eikd todistuksen aiemmilla riveilla.

sij(n)  Jos todistusrivi n on sijoitusmerkintd Az < a, niin todistukseen saa

kirjoittaa rivin A(a/z).

3 Jos A on kaava ja a on vakio, joka esiintyy kaavassa A, ja jos x on
muuttuja, joka ei esiinny kaavassa A, niin (A = JzBz) on todistuksiin
sovellettava kaavamalli. Téssd B on kaava, joka on saatu vaihtamalla

vahintdan yksi vakion a esiintymistéd kaavassa A muuttujalla z.

Ve Jos A on kaava ja y on muuttuja tai vakio, (VzAz = A(y/x)) on
todistuksiin sovellettava kaavamalli. Jos y on vakio, sen pitda olla to-

distuksessa sijoitusmerkinnéssa tai viitteen oletuksena esitelty vakio.

V(n) Jos todistusrivi n on kaava A ja z ei ole kaavassa A sidottu muuttuja,

niin todistukseen saa kirjoittaa rivin VxAz.

Samalla tavoin kuin muutkin kaavamallit my6s ndiden sdantdjen, muun
muassa saantojen kvs (“kvanttorinsiirto”) ja ekvmp (“eksistentiaalikvantto-
rin modus ponens”), esittdméat kaavamallit ovat matemaattiseen logiikkaan
perehtyneelle ldhes itsestdédnselvia. Toisaalta nekaén eivit ole yksinkertaisia.
Niin kvs kuin ndmé muutkin sddnnot voitaisiin johtaa pienemmasta magras-
ta yleisempia ja kdyttokelpoisempia sédéntoja (ks. esim. [2]: s.35-43). Néin
tallaiset sdannot valmiiksi sopimalla kuitenkin péaastdan huomattavasti hel-
pommalla.

Kvanttoreista kenties merkityksellisempi on eksistentiaalikvanttori 3, kos-
ka se mahdollistaa uuden vakion esittelyn sijoitusmerkinnalla. Eksistentiaali-

kvanttorin merkitys informaalisesti on ’on olemassa’. Jos jotakin on olemassa,
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talle olemassaolevalla voidaan varata oma symbolinsa, vakio. Témén allevii-
vaamiseksi téssa tutkielmassa kiytetddn periaatteessa ylimaériistéa sijoitus-
merkintdéd. Sijoitusmerkintd Ax « a siis kertoo, ettd a on vakio, jolla on

tietty oma merkityksensa koko todistuksessa ellei peréti koko tutkielmassa.

Universaalikvanttori V on tehtavéltdan hieman eksistentiaalikvanttoria
teknisempi. Vaikka sen informaalinen merkitys on suureellinen "kaikelle ole-
vaiselle patee, etta ...’ sitd koskevat paattelysddnnot ovat osittain teknisia
keinoja vapaiden muuttujien sitomiseksi ja sidottujen muuttujien vapaut-
tamiseksi. Padttelysddnto V+«—(n) mahdollistaa sidotun muuttujan vapaut-
tamisen, milld on merkitystéa siiné, ettd yleensd todistuksissa on helpompi
paatella kaavoilla, joissa on mahdollisimman vahan kvanttoreita. Paattely-
saanto V(n) taas mahdollistaa vapaan muuttujan sitomisen. TAmén sdannon
ansiosta ldhes jokainen kaava voidaan ajatella lauseena, koska jokaisen sel-
laisen kaavan, jossa sama muuttuja ei esiinny vapaana ja sidottuna, vapaat
muuttujat voidaan muuttaa sidotuiksi. Nama péaattelysaannot ikdan kuin for-
maalistavat sen ajatuksen, ettd "kaikille muuttujille x pétee, etté ...’ tarkoit-
taa samaa kuin 'mielivaltaiselle muuttujalle x pétee, etta ... . Esimerkiksi
kaavasta =z € () voidaan paatelld Vz—[, € @z ja toisinpain.

Toki V-kvanttorilla on tarked merkityksensd, niin kuin 3-kvanttoria kos-
kevilla sddnnoéilla on tekniset piirteensé. V«—(n)-padttelysddnnén merkitys
tulee ilmi, kun sijoitettava symboli (sd&nnossa symboli y) on vakio. Jos jo-
kin kaava pétee kaikelle olevaiselle, se patee mille tahansa jo esitellylle va-
kiolle. Liséksi universaalikvanttori on kaikkea muuta kuin tekninen, kun se
esiintyy kaavan ”sisalld” siind mielessé, ettd kaava ei ole muotoa VrAx vaan
esimerkiksi muotoa JyVrAzy.? Toisaalta péittelysidintod I(n) helpottaa tek-
nisesti formaalista péaattelyd. Esimerkiksi lauseesta a = a voidaan paatelld
Jxld, = ax, ja niinpa vakion a nimi ikéén kuin vaihtaa, kun sijoitetaan uusi
vakio b = a.

Paattelysaantoja kiytetadn todistuksissa esitettya valjemmin tilan saés-
tamiseksi. Esimerkiksi jos todistukseen kirjoitettu sekd rivi A ettd B, siihen
voidaan kolmen péadttelyn ketjulla kirjoittaa rivi (A A B): ensin kirjoitetaan

kaava 23 ja sitten sovelletaan kahdesti paéattelysaantod MP. Koska néin yk-

3Vertaa, miten Hao Wang esittdi artikkelissaan formaalisia kaavoja niin, ettd toisi-
naan kaavan aloittavat universaalikvantifioinnit jitetddn panematta ilmi, miké sitd vas-
toin on mahdotonta eksistentiaalikvanttorin jélkeisten universaalikvantifiointien suhteen
([18]: 151).
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sinkertaiseen paattelyyn tuntuu turhalta tuhlata kolmea rivia, todistuksis-
sa padttelyketju lyhennetéiin sddnnoksi ’k?3 MP,MP”. Haittapuolena tissi
ja monessa muussa kiayttoon otettavassa saantoyhdistelméssa on, ettei sdan-
toon ole kirjattu riveja, joiden avulla paattely suoritetaan. Tama ei aiheutta-
ne kuitenkaan suuria ongelmia todistuksiin perehtyville. Lisiksi kaavamalleja
4 ja 5 kohdellaan todistuksissa itsestddnselvyyksind siind mielessé, ettd nii-
den kayttoa ei aina panna ilmi. Kaavalla 5 perustellaan todistuksissa myos
A- ja <-konnektiivien kommutatiivisuutta, joka on helposti johdettavissa
kaavamallien avulla.

Saantolyhennelmin k23, MP,MP” tapaan muissakaan lyhennelmissi ei
valttamétta viitata riveihin, vaikka sdannon kaytto periaatteessa niin vaa-
tisikin. Esimerkiksi sddntolyhennelmé ”A(), 3« viittaa siihen, etti ensin kir-
joitetaan aksiooma A() ja sitten sovelletaan sithen saman tien sdantoa 3«—(n),
jossa (n) on pakko jattad pois, koska aksioomaa A( ei kirjoitettukaan naky-
viin. Toisaalta sdantdja 3 ja V— kiytetadn usein riviviitteen kanssa. Jos rivi
n on kaava VrAz, sddntd V«—(n) tarkoittaa, ettd kaavaan A on sijoitettu
muuttujan z tilalle jokin vakio tai muuttuja y. Néin ei tarvitse ensin kirjoit-
taa kaavaa (VzxAx = A(y/x)) ja sitten kdyttdd modus ponens -sééntod. En-
simmaisissa todistuksissa sddntolyhennelmié pyritddn kiyttamadn hillitysti,

jotta todistusten péattelyketjuja olisi helpompi oppia seuraamaan.
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3 Joukot

Nyt kun matemaattiset tyokalut eli paattelysaannot ovat kaytettavissi, on
aika késitelld sitd, mité tyostetdan, eli todellisuutta. Yksinkertaisuuden vuok-
si tdman tutkielman késittelema todellisuus koostuu joukoista. Toisin sanoen
miki tahansa, miki on, on joukko.? Vaihtoehtoisesti voitaisiin lihtotilanteek-
si valita perusalkioita (engl. individuals, saks. Urelemente, [13|: s. 24), joista
joukkoja kootaan.

Perusalkioiden olettaminen annetuiksi lienee tdhén tutkielmaan valittua
nékokulmaa perustellumpi intuitiiviselta kannalta, koska vaikka perusalkioi-
den olemusta ei mitenkddn maéariteltiisi, voisi perusalkiot kuvitella asioik-
si, joita me havaitsemme kokemassamme maailmankaikkeudessa. On vaikea
kuvitella, ettd matematiikka voisi mitenkdén mallintaa maailmaa, jos se ka-
sittelee pelkkia joukkoja. Kaiken lisiksi, jos todellisuus on pelkkié joukkoja,
joukonkaan kasite ei ole taysin intuitiivinen. Tama johtuu siita, etta jos pe-
rusalkioita ei hyvaksytéd, on pakko hyviksya tyhja joukko ja yhden alkion
joukko, jotka eivit sanan arkimerkityksessd ole mitéaén joukkoja. (Ks. [12]:
luku 3.3, jossa Mayberry esittaa tyhjiksi joukoksi joukkoa ) = {_L, T}, missé
1 ja T ovat valittuja perusalkiovakioita. Niinpa {a} olisi lyhennysmerkinta
joukolle {a, L, T}.)

Matemaattinen késittely kuitenkin helpottuu, kun todellisuudeksi vali-
taan ne joukot, jotka ovat olemassa. Téllaista todellisuutta kutsutaan pelkis-
tettyjen joukkojen muodostamaksi (engl. pure sets, ks. esim. [13]: s.50 tai [16]:
s. 87). Téamén valinnan etu on muun muassa se, ettd ndin muuttujat ja va-
kiot viittaavat vain yhdenlaisiin matemaattisiin olioihin, joukkoihin. Joukko-
opissa J-kvanttorin merkitys on, ettd se nimenomaan varmistaa joukkoon
viittaamisen (vrt. [7]: s. 271). Jos siis todistuksessa esiintyy sijoitusmerkinté,
tiedetddn, ettd sijoitettava vakio (eli a sijoitusmerkinnéssd Az < a) viittaa
joukkoon. Siksi vakiota voidaan kutsua myos joukoksi.

Tamén luvun esitys joukko-opista perustuu muun muassa Abraham
Fraenkelin teokseen Einleitung in die Mengenlehre |7], John Mayberryn kir-
jaan The foundations of mathematics in the theory of sets [12], Bourbakin

Théorie des ensemblesiin [2| ja Abraham Fraenkelin, Yehoshua Bar-Hillelin

4Tsstahin seuraa, ettei todellisuutta ole olemassa, koska kaikkien joukkojen joukkoa
ei ole olemassa, mikd myohemmin todetaan. Téllaiset hyvin olennaisetkin filosofian alaan

kuuluvat vaikeudet sivuutetaan téssd matematiikan tutkielmassa.
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ja Azriel Levyn teokseen Foundations of set theory [8]. Esitetyt aksioomat
ja madritelméit ovat tunnettuja ja esiintyvit idealtaan melko samanlaisina
kaikissa joukko-opin aksiomaattisesti esittédvissd teoksissa. Missa esitykset
eroavat, on tutkielmaan pyritty valitsemaan mahdollisimman yksinkertaisen
esityksen mahdollistavat méaaritelmét ja aksioomat. Esimerkiksi mychemmin
esitetddn Fraenkelin Aziom der Bestimmtheit (Bourbakin ja monen muun
Paxiome d’extensionalitén sijaan), minké ansiosta ei tarvitse esittad yleisté

identtisyysrelaatiota vaan voidaan tyytya joukkojen véliseen identtisyyteen.

3.1 Joukko-opin symbolit ja kuulumisrelaatio

Joukko-oppi tarvitsee uusia symboleja. Seuraava lista esittelee néitd sym-
boleja, mutta niiden kiytto selvenee tavallisesti uusien méaaritelmien myota.
Symbolien luokittelua ei ole tarkoitettu kuin suuntaa-antavaksi, joten esi-
merkiksi relaatio- ja funktiovakioita voi ajatella ihan vain yleisind vakioina.
Téssa ja aiemmin esitellyistd vakioista on huomattava, ettd ne viittaavat

joukkoihin, ja siksi vakioita voi kutsua joukoiksi ja toisinpéin.

Symbolit €, C ja = ovat relaatiosymboleja.

Symbolit | J, ), £ U, N, P, |, {, }, {, }, (, ), (, ) ja pilkku(,) ovat

operaatiosymboleja.

Symboli r on relaatiomuuttuja. Symboli f on funktiomuuttuja.

Symboli R on relaatiovakio. Symboli F' on funktiovakio.

Symboli () on vakio, joka viittaa tyhjaian joukkoon.

Relaatiosymboli € on joukko-opin perusrelaation kuulumisrelaation sym-
boli. Taméan symbolin avulla méaaritelladn, ettd kun = ja y ovat muuttujia
tai vakioita, niin

x € y on kaava.

Kaava x € y voidaan lukea "z kuuluu joukkoon y” tai "z on joukon y jasen”,
vaikkakin kuulumisrelaation merkitys formaalisessa mielessé tulee aksioomis-

ta.
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Relaatiosymboli mahdollistaa vihdoinkin aitojen kaavojen muodostami-
sen, koska juuri esitetty sddnto on ensimmaéinen kaavan muodostamiseen liit-
tyvé saanto, jossa ei esiinny kaavalyhennysmerkintaéd. Kéytetadn kuulumisre-
laatiota heti hyodyksi ja méaritelladn sen avulla symbolin C kiaytto. Relaatio-
symboli C on sisdltymisrelaation symboli. Maéritelma maarittelee kiyttoon

uuden kaavan: x C y.

Maaritelma 3.1. Jos jokainen joukon x jdsen on myds joukon y jésen, sa-
notaan, ettd x sisdltyy joukkoon y eli ettd x on joukon y osajoukko. Téaméa
merkitddn x C y, jossa = ja y ovat muuttujia tai vakioita. Formaalisesti siis
maaritellddn uusi kaava, joka on lyhennysmerkintd muodostettavissa olevalle

kaavalle:

rCyuVz(O,ex=0,€y)z

Esitetdan ja todistetaan nyt tutkielman ensimmaéinen lause. Oikeastaan
kyseessi ei ole mikéédn joukko-opin lause (eihén siiné edes vedota joukko-opin
aksioomiin) vaan edellisessé luvussa sovittujen paattelytekniikoiden sovelta-
mista. Tuloskin on téysin triviaali, yksinkertaisempi ja helpommin suoralta
kideltd hyviksyttava kuin jotkin kaavamallit tai pédttelysddannot. Silti for-
maalinen todistus kompuroi todistuksen ldpi raskaan oloisesti. Jos tama ei
johdu todistuksen huonosta laadinnasta, se kertoo formaalisen symbolikielen

epakaytdannollisesta vaikeudesta.

Lause 3.2. Sisdltymisrelaatio on transitiivinen. Tamd tarkoittaa sitd, ettd

josx Cyjay Cz, nunx C z. Formaalisesti:

Vavyve(O, O, A0, C0,) =0, CO,)zyz

Todistus.

e Vw(Oy,ex=0,ey A0, ey=0, € 2))w
= ((Ver=>vey Nvey=1u €z))

224 g1 (W ex=uey N ey=u € 2)

=W er=u € 2)
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3k24

AMP(1,3)

SMP(2,4)

kvs(5)

™v(6)

8kvs(7)

9m3.1(8)
10v(9>

1Y, v(10)

Téaméa ensimmaéinen todistus on pyritty esittdamaan esimerkin vuoksi mah-
dollisimman taydellisené, vaikka siindkin on kaksi pienta oikaisua: Rivilla 2
on kaavamallia 24 sievennetty kaavamallin 11 mukaisesti. Rivilla 9 on kiy-
tetty madritelmas 3.1 kolmeen kertaan. Samoin viimeiselld rivilla on rivin
10 mallin mukaisesti kéytetty sddntod V(n) mutta kahdesti samalla kertaa.
Saantojen yhdistelmid kdytetddn jatkossa runsaammin todistusten lyhenté-

miseksi. Esimerkiksi rivien 3-5 tylsdn tekniseen paattelyyn voitaisiin viitata

( (Vw(@yerx=0,ey) N[O, cy=0,€2)w=
(Wex=uey N ecy=1u €=z2)))

= ((Wer=veyn(ey=>u €2) =
(Wer=uez) =
MVw(Opez=>0,eyy A, cy=0, € 2))w=
(Wer=uez)) )

((Werx=veyney=1ue€z)=
(Wer=uez) =

Vw(Oy, ez=0,ey) A0, €cy=0, € 2)w=
(Wer=u€z))

Vw(O, ez=0,cy) A0, €cy=0, € 2)w
= (v ex=u€z)

(Vu(@, ez=0, e y)uAVo(O, ey =0, € 2)v)
= (v ex=u €z)

Vo' (Vu(OD, € 2 = 0O, € y)u AVv(O, € y = 0O, € 2)v)
= 0Oy €z =0 € )

(Vu(O, € z =0, € y)uAYVo(Od, € y = 0O, € 2)v)
= V' (0, € x = 0y € 2)U)

(xCyANyCz)=zC2)
Vz((x Cyny CO,) =2 C0O,)

vavyvz((O, C 0O, N0, C0,) = 0, CO,)zyx

lyhyesti siantoyhdistelmélla "k24 MP,MP”.

Maaritelma 3.3. Jos x ja y ovat joukkoja, niin sanotaan, ettd x on identti-

28



nen joukon y kanssa tédsmélleen silloin, kun x siséltyy joukkoon y ja y sisdltyy

joukkoon z. Formaalisesti:
r=y:(rCyAyCux)

Maaritelméan 3.3 esittelemé identiteettirelaatio on malliesimerkki ekviva-
lenssirelaatiosta. Tamaéa tarkoittaa sité, ettd se on refleksiivinen, transitiivi-
nen ja symmetrinen. Refleksiivisyys tarkoittaa, ettd kukin joukko on ident-
tinen itsensd kanssa. Transitiivisuus tarkoittaa vastaavaa kuin siséltymisre-
laation tapauksessa. Identiteettirelaatio on symmetrinen, koska jos joukko x
on identtinen joukon y kanssa, myos painvastainen pitad paikkansa eli y on

identtinen joukon x kanssa.

Lause 3.4. Identiteettirelaatio, jonka relaatiosymboli on =, on refleksiivinen,
transititvinen ja symmetrinen. Toisin sanoen se on ekvivalenssirelaatio. For-

maalisesti:

a) VeO, =0,
b) VavVyvz((O, =0,A0,=0,) = 0, =0,)zyx
c) Vavy(O, =0, & 0, =0,)yx
Todistus. Todistetaan naista helpoista tuloksista vain kohta b:
'L3.2¥ VeV (1 CyAy S 2) = C 2)

k! (zCynyCz)=zC2)
= (((zCynyCz)A(zCyAryCz)=1zC2)

*MP(1,2) (zCyryCa)A(zCynyCz))=aC2)

L3.2Y—VeV— (2 CyAy Ca) = 2 Cx)

k3 5 MP (zCyAyCao)AN(zCyAyC2))=zCux)

kB MPMP ((CyAyCa)A(xCyAyCz))=xC2)
N(zCyrySa)n(zCynyCz)=2C )

s15(6) (zCynyCao)A(zCyAyCz2)=(xCzAzCux))

5s192(7) (@CyryCo)AN(ySzAzCy)) = (S 2A2Cw))

9n3.3(8) (x=yAy=2)=z=2)

10y v ¥(9) VavyVz((0, = O, AD, = 0,) = O, = O,) 2y
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Selvastikin (z = y & Vz(O, € v & O, € y)z). Todistusten lyhentami-
seksi tata kaavaa kdytetdan ikddn kuin identtisyyden maéritelména, ja siithen
viitataan lyhenteelld m3.1,3.3 tai m3.3,3.1.

3.2 Unioni, leikkaus, potenssijoukko ja kahden joukon
yhdiste

Jos x on joukko eli vakio, voidaan joukon x avulla muodostaa (tai toiselta
filosofiselta nékokannalta katsottuna tietdéd olemassa olevaksi) monenlaisia
joukkoja: Unioni joukossa x eli joukon z jésenten unioni on joukko, jonka ja-
senia ovat kaikki joukon x jasenten jésenet mutteiviat mitkdan muut joukot.
Leikkaus joukossa z eli joukon x jasenten leikkaus on joukko, jonka jésenet
ovat joukon x jokaiselle jasenelle yhteiset jasenet. Joukon x potenssijoukko
on joukko, jonka jaseniné ovat kaikki joukon x osajoukot. Unioniin, leikkauk-
seen ja potenssijoukkoihin viittaminen joukkoina mahdollistetaan formaalis-
ti aksioomissa 1, 2 ja 3. Liséiksi tarvitaan yhdistamisaksiooma (saks. Aziom
der Paarung), joka mahdollistaa kahden joukon yhdistdmisen joukoksi, jonka

jésenid ovat ainoastaan namé kaksi joukkoa.

Aksiooma 1 (AU). Unioni joukossa x on joukko.
Vedyvz(O, € O, & 3u(d, € O, A0, € O,)u)zyx
Aksiooma 2 (AnN). Leikkaus joukossa x on joukko.
Vedyvz(O, € O, & Vu(d, € O, = 0, € O,)u)zyz

Aksiooma 3 (AP). Jos x on joukko, voidaan viitata joukon x potenssijouk-

koon eli joukkoon, jonka jasenet ovat joukon z osajoukot.
Vedyvz(O, € 0, & 0O, C O,)zyz

Aksiooma 4 (Ayhd). Jos x ja y ovat joukkoja, on olemassa joukko, jonka

jasenet ovat tdsmélleen nadmé joukot.
Vavy3vu(d, € O, « (0, =0, vO, =0,))uzyx

Maaritelma 3.5. Méaritelladn unionin, leikkauksen, potenssijoukon ja yh-

distetyn joukon kaavoille lyhennysmerkinnét.

e (YUuuVe(d, ey 20, cunl, ed,)z)x
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o (y)Nu=Ve(O, ey Vz(0, cu=0,e,)2)z
o (y)Pu:Va(O, ey« O, Cu)x
. (y){u,v} VO, ey (O, =uvO, =v)x

Maaritellyt kaavat nayttavit hieman oudoilta, koska kaikkien oikean
puolen kaavan vapaiden muuttujien taytyy esiintyd vasemmalla puolel-
la. Merkinnén (y)(u voi lukea vaikkapa "y on leikkaus joukossa u” ja
muut merkinnédt vastaavalla tavalla. Kaytannossa tatd madritelmaa kay-
tetddn esimerkiksi sijoituksessa ([J,)|Jyzr < ¢. Mééritelmén 3.5 mukaan
aksiooma 1 voidaan kirjoittaa muodossa Vz3z(O,)|JO,zx, aksiooma 2
muodossa Vz3z(O,) (N O.zx, aksiooma 3 muodossa Va3z(O,)Z0,zzx ja
aksiooma 4 muodossa V:BVyEIz(DZ){Dz, Dy}zy:v.

Némaé neljd ensimmaista joukko-opin aksioomaa ovat niin sanottuja eh-
dollisia olemassaoloaksioomia, joiden avulla voidaan maéritella uusia joukko-
ja jo olemassaolevista joukoista. Ne ovat ehdollisia siksi, ettei paéttelysaantoa
J—(n) voi kiyttdd ndihin aksioomiin, mikéli uloimpien universaalikvanttorei-
den sitomien muuttujien tilalle ei sijoiteta vakioita. Paattelysaanto nimittain
vaatii, ettd eksistentiaalikvanttorilla muodostettu kaava, johon sitd sovelle-
taan, on lause.

Maaritelméan 3.5 esittelemien merkintdjen sijasta olisi mukavampi kayttaa
tuttuja merkintéja Ua, Na, Pa ja {a,b}. Nama tutut merkinnét eivit kuiten-
kaan ole kaavoja, jotka voitaisiin esitelld méaaritelmassé, vaan ne tarkoittavat
joukkoja eli ne ovat yleisia vakioita. Onkin jarkevaé sopia, ettei vakion tar-
vitse olla yksi ainoa symboli tai yhden symbolin ja muutaman ylapilkun ’
muodostama yhdistelma. Niinpa vakioksi sopii mika tahansa viela kayttoon-
ottamaton symboli tai symboliyhdistelmé, joka ei johda epdmaéaraisiin mer-
kintoihin. Esimerkiksi kahden joukon unionia ei voi merkitd yhdistelméalla
aUb, koska silloin ei tietéisi, tarkoittaako merkintd a UbU ¢ joukkojen aUb ja
c vai joukkojen a ja bU c unionia. Téllaista uuden vakion kadyttoonottamista
kutsutaan vakion eli joukon mddrittelyksi (ei siis mdadaritelmdksi).

Joukon mééarittely on muotoa a : Ax < a, misséd A on kaava, jonka ainoa
vapaa muuttuja on z, ja a on yleinen vakio, jonka sijaan on maéarittelyyn
kirjoitettu uusi vakiota tarkoittava symboli tai symboliyhdistelma. Jos méaé-
ritelty uusi symboliyhdistelméa sisdltda vakioita, naiden vakioiden on esiin-
nyttéva kaavassa A. Jos yleinen vakio esiintyy kaavassa A, sen taytyy olla

osana madriteltavaa symboliyhdistelmad. Yleisten vakioiden tilalle voidaan
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madrittelyd kaytettéessa sijoittaa mitd tahansa vakioita. Jos maéarittelyssé
esiintyy téllédisia yleisid vakioita, se esittelee uuden yleisen vakiomerkinnén
(esim. (aUb) on yleinen vakiomerkintd). Jos méérittelyssé ei esiinny yleisié
vakioita, se méadrittelee aidon vakion (esim. () on aito vakio).

Maaritellyn vakiomerkinndn ei pitaisi sisaltdd muuttujia. Poikkeukse-
na muuttujan sisdllyttdminen hyvaksytaan maarittelylle 3.13, koska siina
muuttujan kdiyttdminen ei aiheuta sekaannusta. Informaalisen tekstin joukos-
sa vakiomerkint6ihin sijoitetaan muuttujia havainnollisuuden tdhden. Niin-
péa formaalisen tekstin ulkopuolella esimerkiksi lauseessa 3.17 kirjoitetaan
{u,v} € P(aUb) eiki ((z){u,v} = x € P(aUDb)), jota muotoa on itse
todistuksessa kaytettiva.

Kun jokin symboliyhdistelmé on méaritelty vakioksi, samaa symboliyh-
distelméé ei saa endd médritelld miksikddn muuksi. Muodossa a : Az «— a
méariteltyd vakiota a voidaan esimerkiksi kiyttad lauseiden vaitteissé, jol-
loin todistuksessa on vaadittava esiintyvéksi rivi Ax < a, ellei ole todistettu
lausetta dxAx tai ellei muuten ole selvéé, ettd vakioksi médritelty symbo-
liryhméa viittaa olemassa olevaan joukkoon. Uusista vakiomerkinnéistd on
vield huomattava, ettei vakiomerkinnén sisédinen vakion esiintymaé ole vakion
esiintymé kaavassa. Esimerkiksi kaavassa () C (a U b) ei ole yhtddn vakion
a esiintyméé, koska vakiomerkintd (¢ U b) on miellettévi kaavassa yhdeksi
symboliksi. Tamén takia pelkit vakioiden kuten {a, b} méarittelyt eivit riita
vaan tarvitaan kaavan (z){x, y} tapaisten oudon oloisten kaavojen maéari-
telmia.

Sanotaan, ettd maéaarittelylld a : Ax « a méaritelty joukko on yksikdsit-
teinen, mikéli on olemassa todistus, jossa on rivit Az < b, Az «— cja b =c.
Toisin sanoen on voitava todistaa véite [Az «— b, Az « ¢]b = c. Esimer-
kiksi jos a ja b ovat joukkoja, niin joukot {a,b}, (a Ub), (a Nb) ja Pa ovat

yksikasitteisia.

Maarittely 3.6. Maaritelladn unionia, leikkausta, potenssijoukkoa, kahden
joukon yhdistettéd, kahden joukon unionia, kahden joukon leikkausta ja kol-
men joukon yhdistettéd tarkoittavat yleiset vakiot. Maarittelyt ovat méaarit-

televien kaavojen <--konnektiivin ansiosta yksikasitteiset.
e Ua: (0,)Jax < Ua
e Na: (O,)Nax «— Na
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Pa : (0,)Pax — Pa

{a,b} : (Dz){a, b}x — {a,b}

e (aUb):Vzx(O, e, & (0, €cav, €b))ry — (aUb)

(and):Vz(O, e 0, (O, €anl, €b))zy — (aNb)

{a}: (DI){a,a}x —{a}

{a,b,c} :V2(O0, €0, (0, =aVvO, =b)vO, =¢))zy < {a,b, c}

Jos a ja b ovat joukkoja, myos Ua, Nb, Pa, {b} ja {a,b} ovat joukko-
ja. Esimerkiksi yhdistamisaksiooman nojalla todistukseen voidaan kirjoittaa
sijoitusmerkinté (DI){a,b}x — {a, b}, koska vakiot a ja b voidaan sijoit-
taa aksiooman uloimpien universaalikvanttorien sitomien muuttujien tilalle.
Toisaalta mikdén aksiooma ei suoraan varmista joukkojen (a U b), (a N b)
tai {a,b,c} olemassaoloa. Todistetaan siksi seuraava lause. Tarkoitus on
my0s osoittaa, etteivit esitettyjen aksioomien, madritelmén ja maérittelyn
lupaukset monenlaisten joukkojen muodostamisen mahdollisuudesta ja tut-
tujen joukko-opin operaatiosymboleiden kayttokelpoisuudesta jaa aivan ko-

konaan sokean uskon asiaksi.

Lause 3.7. Oikeastaan (a Ub) on vaihtoehtoinen merkintd joukolle U{a, b}.

Kahden joukon unioni on sits olemassa.
a,b:=:Vz(O0, e 0, & (0, € av O, €b))ry «— (aUb)|(aUb) = U{a,b}

Todistus. Unioniaksiooma on sisemmén eksistentiaalikvanttorikaavansa
vuoksi hieman hankala kiytettaviksi. Joukolla {a, b} on kuitenkin vain kaksi
jasenté, joten unionin muodostaminen siiné ei ole kohtuuttoman vaikeaa. On
olemassa sellainen z, ettd y € z ja z € {a, b}, jos ja vain jos z on identtinen
joko joukon a tai joukon b kanssa. Niinpd y € U{a, b} tdsmaélleen silloin, kun

y on joukon a tai joukon b jasen, mika tarkoittaa sité, ettd y € (a Ub).
! Ayhd Vavy3uvz(O, € 0, & (0, =0, vO, =0,))zuyx
2Ve— Ve (1) Juvz(O, €0, < (O, =aVvO, =0)zu
33—(2) Vz(O, e, & (O, =aVv O, =b))zu < {a,b}
15ij,Ve—(3) (z€{a,b} & (z=aVz=0D)
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WY@k MP ((a=aVa=0>b)=ac{ab})

°L3.4 a=a

k2 MP (a=aVa=0)

SMP(7,5) a € {a,b}

9% MP (x€a=(a€{ab} Nz € a))

0% vs ((a €{a,b} Nz €a)=F2(0, € {a,b} ANz € ,)z)

A MPMP (v € a = 32(0, € {a,b} Az € 0,)2)
Zkuten(11) (xeb=32(0, € {a,b} Nz €,)z2)

BB MPMP  ((x € a = 32(0, € {a,b} Az € ,)2)
ANz € b= 32(0, € {a,b} ANz € 0,)2))

MKk27 MP (reaveed) =320, € {a,b} ANz e,)2)

Bk m3.33.1 ((z=aAzez)= WO, eze0,€a)yir€z))
018 kvs(15)  ((z=aAz€2)= ~(x€2= Fy~(0, €z 0, €a)y))
Tkvs,kvs(16)  ((z=aAz€2)=Vy-(z€z= (0, €2z< 0, €a))y)
BB lkvsVe—(17) (z=aAr€z)=>(r€2& T E€Q) AT E2))

1928 (rezerxeca) Nz ez)=xE€a)

WA MPMP  ((z=aAz€2)=x€a)

2kuten(20) (z=bAx€z2)=>x€D)

ZkBMPMP  (((z=aAz€z)=z€a)AN((z=bAz€2)=1€D))
BK29 MP ((z=aNzez)V(z=bAz€z)=(x€aVreD)
R3NP MPsy ((2 € {a,b} Az €2)= (r €aVa€ED))

Zekvmp (320, e {a, b} Az el)zA((z€{a,b} Nz € 2)=>
(x€avzed))=JylrcaVarecb)y)

265:11(25) (ze{a, b} Nz E€2)= (r €AV TED))
= (F2(0, € {a,b} ANz €eO,)z= Fy(r €aVrxedby))
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2TMP(24,26)  (32(0, € {a,b} Az € 0,)2 = Jy(r €aVx € b)y)
2kvs(27) (Fz(0, €e{a,b} Az el,)z= (x €aVr D))
BEBMPMPs'? (32(0, € {a, b} Az €0,)z & (x €aVa D))

S0AUV— JyVWz (O, € O, & 32(0, € {a,b} AO, € 0,)2)zy
313(30) Vz(O, € O, & 32(0, € {a,b} NO, € O,)2)zy «— U{a, b}
32899,3—(30)  Vz(O, e, & (0, €aVv, €b)zy — (aUD)
3351j,599(32) Ve(d, € (aUb) & 32(0, € {a,b} AN, € O,)2)z
Hgii Ve (31) (2 € Ufa, b} < 32(00, € {a,b} Az € [)2)

35534(33) Vz(O, € (aUb) & O, € U{a,b})x

m3.1,3.3(35) (aUb) = U{a, b}
O

Todistus osoittaa (rivi 32), ettd joukko (a U b) on todella olemassa, kun
a ja b ovat joukkoja. Samoin joukko (a N b) on olemassa ja se on ident-
tinen joukon N{a,b} kanssa. Joukko {a,b,c} taas on sama kuin joukko
({a,b} U{c}). Voidaan mééaritelld myos joukko {a,b,c,d}, joka on identti-
nen joukon ({a, b, c} U{d}) kanssa, ja samalla tavoin miké tahansa dérellisen

monen joukon yhdiste.

3.3 Tyhjasta on hyva nyhjasta

On aika asettaa ensimmaéinen absoluuttinen eli ehdoton olemassaoloaksioo-
ma. Ehdolliset olemassaoloaksioomat alkavat universaalikvanttorilla V, joten
ne eivit kerro minkaén selvésti maaritellyn joukon olemassaolosta. Ehdoton
olemassaoloaksiooma alkaa eksistentiaalikvanttorilla 3, ja niinpé sellaisella
on mahdollista varmistaa tietyn ominaisuuden tayttavin joukon olemassao-
lo. Aksiooman A() tarkoitus on asettaa olemassaoloon yksikasitteinen joukko,
jonka pohjalta ehdollisten olemassaoloaksioomien avulla voidaan muodostaa
todellisuuden eli kaikkien joukkojen luokan joukkoja.

Mika olisi jarkeva joukko lahted liikkeelle todellisuuden muodostamisessa
(jos nyt ajatellaan todellisuus konstruoitavaksi)? Koska tdhan asti asetetuis-

ta aksioomista yksikdan ei varmista minkaéan selvasti méaaritellyn joukon ole-
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massaoloa, ensimmaéinen olemassa olevaksi asetettava joukko ei voi sisaltaé
yhtédén olemassa olevaa joukkoa. Koska toisaalta kisiteltavissa todellisuudes-
sa ei ole perusalkioita, tdméa joukko ei voi sisdltda niitdkadn. Siispa olemas-
saolevaksi asetettava joukko ei sisdlld mitdan, ja tédten se on tyhja joukko.
Tamaé voi tuntua ensikddeltd hyvinkin oudolta, mutta toisaalta se ei ole sen
oudompaa, ettei joukoista koostuvaa todellisuutta ole olemassa, jos kaikki

olevainen on joukkoja.

Aksiooma 5 (Af)). On olemassa tyhja joukko.
davy -, € O, ya

Maarittely 3.8. Tyhjda joukkoa tarkoittavana vakiona kiytetddn sym-
bolia (.
0:vy-0,e0, yz —0

Vakio () on aito vakio eikd pelkistdin yleinen vakio. Niinpéd symbolia ()
kiytetadn téassd merkityksessd koko tutkielmassa senkin vuoksi, ettd tyhjé
joukko on yksikésitteinen, kuten lause 3.10 osoittaa. Sitd ennen todistetaan

yksikasitteisyyden todistamisen avuksi seuraava lause.

Lause 3.9. Tyhjd joukko O on minkd tahansa joukon osajoukko.
Ve 0 C O,

Todistus. Yksikdén joukko ei kuulu tyhjaan joukkoon. Jos siis oletetaan
jonkin joukon z kuuluvan tyhjéaédn joukkoon, seuraa ristiriita, mistd seuraa
mita vain, esimerkiksi se, ettd joukko z kuuluu my6s mihin tahansa joukkoon

x. Tama tarkoittaa, ettéd tyhja joukko siséltyy joukkoon .

LAQ Jyvz-l, € Uyzy

23—(1) Vz=0, € Oyzy < 0

35ij,Ve—(2) -z €

43t (rz€d=(—zebd=z€cn1))
SMP(3,4) (rzeld=zecux)

651.V.V(5) Vavz(O, € 0 = 0O, € O,)zx
"m3.1(6) Ve () C O,z
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Yksikésitteisyyden  (informaalisen) mééritelmén  vuoksi lauseen
3.10 todistuksen viitteessi vaaditaan rivit Vz-0, € Oyzy «— @ ja
Vz=0, € Oyzy < 0. Jos siis ndmé esiintyvdt todistuksessa ja todis-
tetuksi lauseeksi saadaan ( = (), niin voidaan sanoa, ettd joukko
0 :Vy-0, € O,yz < 0 on yksikisitteinen. Todistuksessa kiytetddn lausetta
3.9 kaksi kertaa, niin ettd sekd () ettd () sijoitetaan lauseen 3.9 joukon ()
tilalle. Tama on taysin sallittua, koska lausetta 3.9 voi ajatella mallina,
miten sen tulos voidaan todistaa mille tahansa joukolle, joka maéaritelladn

samalla tavalla kuin tyhja joukko.
Lause 3.10. Tyhjd joukko on yksikdsitteinen.
Vz-0, € Oyzy < 0,
Vz-0, € Oyzy < 07]
W =0

Todistus. Jos seka () ettd () ovat kummatkin tyhjia joukkoja, lauseen 3.9

mukaan kumpikin siséltyy kumpaankin eli ne ovat samat joukot.

TAQ JyVz-l, € Oyzy

23(1) Ve, € Oyzy « @

33(1) Vz—0, € Oyzy <« 0"

11,3.9 Vo (0 C O,z

°L3.9 Vo (" C O,

Ov—(4) o c o

Ve—(5) g cw

k23 0 CW ="V =0 AN CD)))

"MP(6,8),m3.3 (0" C 0/ = 0 = 0")

10MP(7,9) @/ — @//
O

Todistetaan vielad yksi tyhjda joukkoa koskeva lause. Mikédan joukko ei ole
tyhjan joukon jasen, mutta silti tyhjallakin joukolla on osajoukko, nimittéain

tyhja joukko itse. Muita osajoukkoja silld ei luonnollisestikaan ole. Niinpa
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joukolla P on vain yksi jisen, misté syystéd joukolla PP{ on kaksi jisenta:
() (joka on minki tahansa joukon osajoukko) ja P{). Joukolla PPP( on nelja
jasentd, joukolla PPPP) kuusitoista, joukolla PPPPPY niitd on 2'6 ja niin
edelleen.

Lause 3.11. Tyhjan joukon ainoa osajoukko on tyhji joukko.

Ve(d, C0 =0, =0z

Todistus.

11,3.9 Ve 0Ca

2)¢23 WCr=(xCh=OCxzAzC0))
SMP(1,2) xCh=WCaxrzCD)

1m3.3(3) (2 C0=0=uz)

L3AN—YV— (=2 x=10)

Os5,V(4) Ve(Od, C0 =0, =0z
]

Esimerkki 3.12. Osoitetaan esimerkin vuoksi, mitd tyhjdsta vor nyhjdsta.
Tyhjin joukon olemassaolo mahdollistaa muun muassa vakioiden PO ja {0}
muodostamisen. Mielenkiintoista kylld ndma ovat kuitenkin identtiset joukot,

mikd tassa esimerkissa on tarkoitus todistaa.
PO = {0}

Todistus. Joukon P{ jisenet ovat tyhjan joukon osajoukot, joita on vain
yksi: 0. Joukko {0} on sama kuin joukko {{),0}, eli kunkin sen jasenista
téytyy olla @ tai (). Titen () on myds joukon {(} ainoa jisen, joten se ja P{
ovat samat joukot.

AP VoIy(O,) 20, yx

2 J(1) (0,) 20 y — PO
3ij,m3.5¥—(2) (2 € PP < 2z C0)
1L3.11¥—m3.3 (2 CO0=(zCOADCx))
°k* ((z C

kB MPMP  ((2 C



"m3.351 (xC0eoz=0)

857(3) (z e P a=0)

9 Ayhd Vavy3z(0,) {Elx, Dy}zya:

10y e (9) az(mz){@, (Z)}z

U3 m3.5(10) Va(d, € O, < (O, = 0 v O, = 0))zz — {0}
Pgij e Ve—(11) (z € {0} © 2 =10)

1331, ¥(8) Va(O, € PO < O, € {0})x

Mgl kvs(13)  (Vy(O, € PO =0, € {0}y AVz(O, € {0} = O, € Pl)z)

m3.1,3.3(14) PO = {0}
O

3.4 Joukot, luokat ja separaatioaksiooma

Nyt kun ensimméinen ehdoton olemassaoloaksiooma on asetettu, voidaan
muodostaa jos monenmoisia joukkoja. Joukosta () voidaan muodostaa jouk-
ko P, ja niistd kahdesta joukosta voidaan muodostaa joukko {0, P0}, josta
saadaan joukko P{(), PQ} ja niin poispdin. Tahdn mennessi asetettujen ak-
sioomien nojalla on itse asiassa olemassa tai on muodostettavissa lukematon
madré joukkoja ja joukkoja, joilla on lukematon maara jasenia. Lukematon ei
tassa tarkoita loputonta tai daretontéa siind merkityksessé, joka darettomélle
matematiikassa tavallisesti annetaan. Esimerkiksi yhdesté joukosta voidaan
potenssiaksiooman nojalla muodostaa joukkoja, joissa on yli miljoona tai yli
triljoona jésentd, tai vielakin valtavampia joukkoja, mutta kussakin téllai-
sessa joukossa on aina tietty ddrellinen maéra jésenié, koska kukaan ei pysty
loputtomiin toistamaan potenssijoukon muodostusoperaatiota.

Tamaé aérellinen lukemattomuus — omalla tavallaan siis oikeastaan déret-
tomyys — ei kuitenkaan riita, silld matematiikka tarvitsee daretontadn sen
sille antamassa merkityksessda. On voitava puhua luonnollisten lukujen tai
reaalilukujen dédrettomista joukoista. Vieldpé joskus viitataan kaikkien ordi-
naalien kokonaisuuteen (ks. esim. [16]: 74-79, jonka sivulla 79 ordinaalien
luokkaa kédytetddn ikddn kuin funktion méarittelyjoukkona). Néissa daretto-

missé joukoissa tai kokonaisuuksissa on eroja. Luonnollisten lukujen joukko
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on niin sanotusti numeroituvasti ddreton, kun taas reaalilukujen joukko on
ylinumeroituvasti déretéon (ndihin darettomyyksiin palataan mychemmin).
Kaikkien ordinaalien kokonaisuus on jo niin hankala késite, ettéd kaikkien or-
dinaalien joukon olemassaolon olettaminen johtaa ristiriitaan (niin sanottu
Burali-Fortin paradoksi, ks. paradokseista esim [1]: s. 481-492). Muun muas-
sa tdmé paradoksi pakottaa jollakin tavalla rajoittamaan sitd, minkélainen
kuviteltavissa oleva kokonaisuus on joukko.

Téassé tutkielmassa sovitaan, ettd kaikkia kuviteltavissa olevia kokonai-
suuksia kutsutaan luokiksi. Tama ei tietenkdén ole millaéan tavalla tdsmél-
linen tai formaalinen méaritelméa. Néin sopimalla voidaan puhua kaikkien
joukkojen tai kaikkien ordinaalien luokista, vaikka vastaavia joukkoja ei ole
olemassa. Toisaalta koska kaikki olevainen tdmaéan tutkielman mukaan koos-
tuu joukoista, néitda luokkiakaan ei ole olemassa. Silti esimerkiksi kaikkien
joukkojen luokka on kiyttokelpoinen késite, ja oikeastaan V-kvanttori viittaa
kaikkien joukkojen luokan joukkoihin. Luokan késite on tasséa esitetty valjasti,
koska tutkielma hylkda luokat olemassaolevina tarkastelun kohteina. Luok-
kiakin on mahdollista kdyttdd matemaattisessa tarkastelussa, mutta silloin
paradoksien valttdmiseksi on esiteltévd esimerkiksi niin kutsuttu tyyppien
teoria (ks. luokista [14]: s. 260-300).

Erds tapa padstd ddrettomyyksiin on mééritelld joukkoja (tai luokkia)
niiden jasenten ominaisuuksien mukaan. Maaritelladn esimerkiksi joukko T,
jonka jésenid ovat kaikki joukot, joilla on jasenendén tyhja joukko. On helppo
kuvitella esimerkkejé téllaisista joukoista. On myd6s helppo kuvitella, ettei
kaikkia joukon 7' jédsenid milladn pysty luettelemaan; niitd taytyy siis olla
aareton maara. Tavanomaisesti esitettyné joukolle T voidaan kaiken lisdksi
antaa hieno ulkomuoto: ' = {x on joukko | § € z}. Tamén tutkielman
merkinnéin esitellddn joukon médarittely 7 : Va(O, € O, < 0 € O, )ay <« T.

Onneksi tdmé T ei (luultavasti) kuitenkaan ole asetettujen eikd myohem-
min asetettavien aksioomien avulla todistettavissa olemassa olevaksi. Toisin
sanoen ei voida todistaa lausetta Jyvz(O, € O, < 0 € O,)zy. Téllainen
tapa aarettomien joukkojen muodostamiseen ei olisi kovin sovelias. Jos en-
nen tuntemattomien ja rajoittamattoman suuruisten joukkojen olemassaolo
voitaisiin todistaa, kun vain annettaisiin hyvin méaritelty joukon jasenten
tayttama ominaisuus, jouduttaisiin vaikeuksiin.

Néihin vaikeuksiin johtaa niin sanottu Russellin paradoksi. Russellin pa-

radoksi syntyy, kun tarkastellaan joukon maéérittelyd a : Vz(O, € O, &
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-, € O,)zy < a. Tavanomaisemmin merkinnoin tarkastellaan siis méérit-
telyd a = {z on joukko | = ¢ x}. Itsensé sisdltdméttomyyden ominaisuus on
kaavalla = ¢ z eli =z € x hyvin muodostettu ominaisuus, ja heti 16ytyy esi-
merkkejé joukoista, jotka kuuluvat luokkaan a. Yksi téallainen joukko on tyhja
joukko, joka méarittelynsa perusteella kuuluu siihen selvésti. Luokka a itse ei
voi kuitenkaan olla joukko. Jos a olisi joukko, pitéisi olla mahdollista kysy4,
onko a itse joukon a jésen, onko a € a. Huomataan, ettd (a € a < — a € a),
misté seuraa (a € a A = a € a) eli ristiriita.

Vaikka siis matemaattiseen ddrettomyyteen padseminen vaatiikin joukko-
opissa eri keinot, ajatus joukon maédrittelemisesta jonkin sen alkioita yhdis-
tdvan ominaisuuden avulla on hedelméllinen. Ennen téllaisen méaarittelemi-
sen mahdollistavaa aksioomaa on ratkaistava kaksi ongelmaa: mika on hyvin
muodostettu ominaisuus, ja miten voidaan vélttad Russellin paradoksi?

Jalkimmainen ongelma ratkeaa siten, ettei asetetakaan uutta joukkoto-
dellisuutta avartavaa olemassaoloaksioomaa (esimerkiksi potenssiaksiooma ja

999

yhdistamisaksiooma ovat Fraenkelin mukaan ”’erweiternden’ bedingten Exis-
tenzaxiome”, [7]) vaan asetetaan joukkoa kaventava tai rajoittava ehdollinen
olemassaoloaksiooma (Fraenkelin mukaan valinta-aksiooma ja pian esitetta-
v, separaatioaksiooma ovat ”’einschriankenden’ bedingten Existenzaxiome”).
Tama rajoitus toteutetaan niin, ettd joukko muodostetaan jasentensa yhtei-
sen ominaisuuden perusteella aina jonkin jo olemassaolevan joukon sisalla.
Toisin sanoen aksiooma 6 (saks. Aziom der Aussonderung, engl. axiom of
comprehension) mahdollistaa viittamisen erilaisiin jo tunnettujen joukkojen
osajoukkoihin.

Hyvin muodostettuja ominaisuuksia tuntuu luonnolliselta ldhestya kaa-
vojen kautta. Kun siis halutaan tietdé, onko olemassa joukkoa, jonka jasenet
tayttavat tietyn ehdon, kysytéddn itse asiassa, milla ehdoin voidaan tehda si-
joitus Vy(O, € O, & A)yx < a, jossa A on kaavalyhennysmerkintd ja a
on niiden jésenten joukko, joille kaava A on tosi. Kuten tuli jo ilmi, yhden
ehdoista taytyy olla se, etté sijoituksen vakion a taytyy kuulua johonkin en-
nalta tunnettuun joukkoon. Toinen ehto, joka vaikuttaisi varmistavan ehkapéa
liioitellunkin hyvin kaavalla ilmaistun ominaisuuden hyvan muodon, on, etta
kaavassa A ei saa olla muita vapaita muuttujia kuin mahdollisesti z (vrt. [8]:
axiom of comprehension s. 31, joka ei kielld vapaita muuttujia mutta jonka

aksiooma on sen vuoksi monimutkaisempi ja epadmédraisempi).

On hyva huomata, ettd kaavalyhennysmerkinndn harmittava valttamat-
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tomyys separaatioaksiooman esittdmisessa tekee siité oleellisesti erilaisen ak-
siooman jo esitettyihin aksioomiin verrattuna. Kaavalyhennysmerkinnat ovat
siind mielessd informaalisia symboleja, ettei niitd voi formaalisessa todistuk-
sessa kayttdaa. Niinpé separaatioaksiooma, jossa esiintyy kaavalyhennysmer-
kintd A, on oikeastaan aksioomarypés tai aksioomamalli (engl. axiom sche-
ma), jota voi kiyttdd, kun kaavalyhennysmerkinnén tilalle kirjoitetaan mika
tahansa kaava, jossa ei ole muita vapaita muuttujia kuin mahdollisesti yksi

(aksiooman z), joka sidotaan aksiooman kolmannella kvanttorilla.

Aksiooma 6 (Separaatioaksiooma). Kun kaavalyhennysmerkinnédn A tilalle
kirjoitetaan kaava, jossa z on ainoa mahdollinen vapaa muuttuja, seuraava
on aksiooma:

Vedyvz(O, € O, < (0, € O, A A))zyx

Separaatioaksiooma tekee mahdolliseksi merkinnédn {x € a | A} kiytta-
misen. Madrittelyssd on outoa se, ettd maaritelty vakiomerkinté sisiltaa va-
paan muuttujan x, joka méaarittelyn oikealla puolella on sidottu muuttuja.
Téllainen pieni mukavuussyisté johtuva epdjohdonmukaisuus ei aiheuta han-

kaluuksia uuden yleisen vakion kéytossa.

Maarittely 3.13. Kun a on vakio ja A on kaava, jossa x on ainoa mahdol-

linen vapaa muuttuja, maaritelldédn (méérittely on yksikésitteinen):
{rea|A}:V2(0, e, (O, canNA))zy —{z€a| A}

Osoitetaan nyt, ettd Aziom der Aussonderungin esittdminen rajoittavana
ehdollisena olemassaoloaksioomana ei tuota Russellin paradoksia. Oleellisesti
tdméa johtuu siité, ettei joukko b: {z € a | =z € x} ole joukon a jdsen, mika

suoraan kertoo, ettd —b € b pitdd paikkansa eikéd suinkaan (b € b < —b € b).
Lause 3.14. Jos a on joukko, joukko {z € a | -z € z} ei ole sen jisen.
a:=—{z€a|z€2}€a

Todistus. Oletetaan, ettd joukko b eli {z € a | = « € x} kuuluu joukkoon a.
Silloin jos b € b, niin =b € b, ja toisinpéin eli (b € b < — b € b), mikd on

ristiriita. Siksi b ei kuulu joukkoon a.
1A6 Vedyvz(O0, e 0, & (0, e O, A -0, € O,))zyx

V(1) vz, e, & (0, can-0, €0,))zy
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33—(2) Vz(0,e0, < (0, €can-0,€0,))zy < b

45ij(3) Vz(O,ebe (O, can-0, €0,))z

Y—(4) (bebs(bcaN-beb))

6k33 MP (bea=(beb< -beb))

s31(6) bea= ((beb=-beb)A(-beb=be)))
82(7) (bea=((-bebV-beb)A(DebVbED)))
959(8) (bea=(-bebNbed))

10687 (9) (b€bV—-beb)=-bea)

121,20 2 (bebv-beb)

BMP(12,11) -be€a

m3.13(13) -{z€a|-z€z2}€a
[

Lausetta ei voi todistaa muodossa Vx—b € [, x, koska joukon b maaritte-
ly riippuisi muuttujasta x, mika ei ole mahdollista. Téstéd vajavaisuudestaan
huolimatta lause 3.14 on tarked, koska sen merkityksen voidaan ajatella ole-
van Vody-Ul, € U,yz, joka taas kvs-sddnnon perusteella tarkoittaa samaa
kuin —3zVyl, € O,yx, eli ei ole olemassa kaikkien joukkojen joukkoa. Intui-
tiivisesti lahes samaa tarkoittaa lause 3.15, jonka mukaan milld&n joukolla ei

voi olla jéseninddn kaikkia joukkoja.

Lause 3.15 (Kaikkien joukkojen luokka ei saa olla joukko). Jos kaikkien
joukkojen joukko on olemassa, teoria ajautuu ristiriitaan, koska milldan jou-

kolla ei ole jiseninddn kaikkia joukkoja.
a = Vzl, € ax

Todistus. Jos kaikki joukot kuuluvat joukkoon a, niin silloin myo6s
{z € a | =z € z} kuuluu siithen. Toisaalta tdméa ei lauseen 3.14 mu-

kaan pida paikkaansa, misté seuraa ristiriita.
LA6 VzIywz(0, e 0, & (0, e O, A -0, € 0,))zyx

2e— F—(1) Vz(O,e0, < (0, €can-0, €0,))zy
—{z€al|-zez}
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51.3.14 ~{z€a|-z€z}€a
k%2 MP (VzO, € ax = ~{z €a | -z € 2z} €a)
OVe— (VaO, €ar = {z€a|-z€z}€a)

kB MPMP  ((VzO,€ax={2€a|-z€z}€a)
AVzO, € axr = ~{z €a | -z € 2z} € a))

Tg15:2:18(6) vz, € ax
O]

Jos siis kaikkien joukkojen joukko on olemassa, paddytaéan ristiriitaan,
ja ristiriidasta voidaan johtaa mitd tahansa. Téalloinhdn voidaan siis myos
todistaa, ettei kaikkien joukkojen joukkoa ole olemassa. Siispé ainakin infor-
maalisesti on paateltava, ettei tdméan tutkielman tarkoittamaa todellisuutta
eli kaikkien joukkojen luokkaa ole olemassa, ja formaalisesti todistettavien
lauseiden suhteen toivottava, ettei kaikkien joukkojen luokkaa voida osoittaa
joukoksi.

Mielenkiintoisena sivuseikkana kerrottakoon, ettd valehtelijan parodok-
siksi kutsutaan paradoksia, joka saa alkunsa luonnollisen kielen lauseesta td-
md on valhe. Jos lause on tosi, se on valhe eli epatosi. Jos lause on epéatosi, se
ei ole valhe eli se on tosi. Tamé paradoksi voidaan ratkaista, kun oletetaan,
ettd jokainen lause siséltad vaitteen, etté lause on tosi. Tama oletus ei aiheu-
ta muutoksia niiden lauseiden totuusarvoon, jotka tavalliseen tapaan sanovat
jotain jostain muusta kuin itsestddn. Esimerkiksi lause tdmd on omena saa
saman totuusarvon kuin lause (tdmd on omena A timd on totta), olipa "té-
ma” sitten oikeasti omena tai vaikkapa padryné. Kuitenkin hieman samaan
tapaan kuin lauseesta (b € b < (b € a A —b € b)) (a ja b ovat kuin lauseessa
3.14) seuraa, ettd —b € b, lauseesta tdmd on valhe eli toisin sanoen lausees-
ta (tdmd on wvalhe N tdmd on totta) seuraa, ettd lause tdmd on valhe on
yksinkertaisesti epéatosi. Luonnollisilla ja melko viattomilla rajoituksilla va-
lehtelijan paradoksi ja Russellin paradoksi eivit olekaan mitédan paradokseja.
([14]: s. 297, 298.)

3.5 Identtisyys

Intuitiivisesti ajateltuna identiteettirelaatio on vahvin (Bourbaki kutsuu sita

hienoimmaksi, la plus fine, ekvivalenssirelaatioksi, [2]: s. 121) kuviteltavissa
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oleva relaatio — vahva siind mielessé, etta jos a = b, niin alkioiden a ja b vilil-
14 on niin vahva sidos, ettd misséd tahansa esiintyy a voidaan kuvitella myos
b esiintyvaksi. Tietyssd mielessé siis merkin a voidaan katsoa olevan viittaus
tasmaélleen samaan alkioon, johon merkki b viittaa. Taméan ominaisuuten-
sa ansiosta identiteettirelaatio on matemaattisesti tuottoisa, silld yksinker-
taisuudestaan huolimatta mahdollisuus vaihtaa a ja b péittdin on tehokas

matemaattisissa todistuksissa.

Taméan mainitun tehokkuuden vuoksi esimerkin 3.12 kaltaiset tulokset
ovat tarkeité: esimerkin ansiosta tiedetdén, ettd missd tahansa P esiintyy-
kin, tilalle voidaan vaihtaa {(}. Tdm4 ei kuitenkaan vield tutkielman esitté-
mien tietojen valossa pidé taysin paikkaansa. Tahdn mennessd muodostettu
teoria ei ole une théorie égalitaire (ks. [2|: s. 44-49) eli teoria, jossa on tdysin
esitetty identiteettirelaation universaali luonne, vaan identiteettirelaatio on
maédritelty sisdltyvyysrelaation kautta kuulumisrelaatiolla. Vaihtoehtoisesti
olisi voitu esittdd esimerkiksi Bourbakin esittdamien kaltaisia identiteettire-
laatiota koskevia aksioomia kuten aksiooma, jonka mukaan alkiota a koske-
vat ominaisuudet ovat tdsmaélleen samat kuin alkiota b koskevat ominaisuu-
det, jos a = b. Ongelmana olisi kuitenkin "ominaisuuksien” mééritteleminen
ja kaikkiin ominaisuuksiin viittaaminen. Helpompaa on esitelld yksi primi-
tiivirelaatio, joka voidaan ajatella ainoaksi ominaisuudeksi, ja tdmén avulla

maaritelld kaikki muut relaatiot, myos identiteettirelaatio.

Tamaén valinnan seurauksena tutkielman aksioomien on erottava yleises-
ti esitetyisté, joihin kuuluu ojentuvuusaksiooma eli I'axiome d’extensionalité
(12]: s. 62, engl. aziom of extensionality): VaVy((d, € O, AO, C O,) =
0, = 0,)yr. Tamé aksioomahan on sisélloltédén lihes sama kuin médri-
telmé 3.3, mutta ajatus on olennaisesti erilainen. L’axiome d’extensionalité
kertoo identiteettirelaation avulla siséltyvyysrelaation kautta kuulumisrelaa-
tion luonteesta: jos kahdella joukolla on tdsmailleen samat jédsenet, joukot
ovat identtisia. Identtisyyden olemus siis jo tunnetaan. Maaritelma 3.3 taas
kertoo identiteettirelaatiosta kuulumisrelaation avulla: jos kahdella joukol-
la on tasmalleen samat jasenet, niitda kutsutaan identtisiksi. Identtisyyden
olemusta siis vasta esitellaan.

Vaikka tutkielman késittelemé todellisuus koostuukin vain joukoista,
méadritelmén 3.3 suoma tieto ei otaksuttavasti kuitenkaan varusta identi-
teettirelaatiota silld ominaisuudella, joka sille toivotaan: jos a = b, joukon a

tilalle saadaan vaihtaa joukko b ja péinvastoin. Mitd puuttuu? Nimittéin jos
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kuulumis- eli €-relaatio on ainoa primitiivirelaatio tai "primitiiviominaisuus”,
eiko se yksin méarita joukkojen samuuden? Kylld ndin on, mutta méaritelmé
3.3 yhdessé sievennyssopimuksen kanssa kertoo vasta sen, ettd jos a = b, jou-
kon a saa vaihtaa joukkoon b, kun a esiintyy kaavassa x € a. Miten voidaan
olla varmoja, ettd vaihtaminen kiy péinsa, kun a € x7

Apuun tulee Abraham Fraenkel, joka esittdéd joukko-opin hieman eri ta-
valla. Han esittéé aksiooman Axiom der Bestimmtheit (|7): s. 274), jota téssa
tutkielmassa nimitetdan identtisyysaksioomaksi. Sen sisaltd on juuri se, mité
kaivataan: identtisilla joukoilla ei ole ainoastaan tdsmaélleen samat jdsenet,

vaan ne ovat jisenii tdsmilleen samoille joukoille®.

Aksiooma 7 (Identtisyysaksiooma).
Vavy(O, =0, = Vz(O, e 0, & 0, € 0,)2)yx

Seuraava lause esittdd formaalisesti edelld esitetyn ajatuksen siitd etti,
kaavat x € a ja x € b sekd a € y ja b € y ovat samoja kaavoja, kun a = b.
Koska todistus on téaysin tekninen ja lause suoralta kiddeltd hyviksyttava

maédritelmien 3.1 ja 3.3 sekd aksiooman 7 perusteella, todistus sivuutetaan.

Lause 3.16. Jos joukot a ja b ovat identtisid, kaava x € a on ekvivalentts

kaavan x € b kanssa. Samoin ekvivalentteja ovat kaavat a € y ja b € y.
Yuvo(Od, =0, = (Vz(0, e 0, <0, € 0,)x
AYy(d, € 0, « 0, € O,)y))vu

Oletetaan, ettd a ja b ovat joukkoja ja ettd todistuksessa esiintyy rivi
a = b. Lisdksi huomataan, ettd on mahdollista purkaa maéaéritelmien pe-
rusteella lyhennetyt kaavat lyhentdmaéattomiksi. Esimerkiksi kaava a = x
voidaan purkaa ja muokata muotoon Vy(O, € a < 0O, € z)y. Koska e-
relaatio on ainoa primitiivirelaatio, muuttujia tai vakioita esiintyy pure-
tussa kaavassa ainoastaan osakaavoissa, jotka ovat muotoa x € y. Jos siis
joukko a esiintyy jollakin kuvaillulla tavalla puretulla todistuksen rivilla,
se esiintyy aina joko osakaavassa a € z tai z € a, missd x on muuttuja

tai vakio. Todistukseen voidaan lisatad lause 3.16 ja sijoittaa siihen a ja b:

STama ei ole tdysin tdsmallisesti esitetty ajatus, koska joukon kaikki jasenet muodos-
tavat joukon, mutta kaikki joukot, joiden jésen jokin tietty joukko on, eivit muodosta

joukkoa.
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Vz(O, € a & O, € bz AVy(a € O, & b € O,)y), jonka nojalla todis-
tukseen voi kirjoittaa lauseet (z € a & x € b) ja (a € y < b € y), missd
muuttujien z ja y tilalle on voinut sijoittaa mitkd tahansa muuttujat tai
esitellyt vakiot. Niinpé sievennyssopimuksen nojalla kaava (a € y) voidaan
vaihtaa kaavaksi (b € y) ja kaava (z € a) voidaan vaihtaa kaavaksi (z € b).
Siispé lauseen 3.16 ja sievennyssopimuksen nojalla voidaan sopia voimaan

asetettavaksi seuraava paattelysaanto:

id™(n) Jos a ja b ovat joukkoja ja jos todistuksen rivi m on lause a = b, niin
mitkd tahansa rivin n kaavan tai sijoitusmerkinnén joukon a esiinty-

mistéd voidaan vaihtaa joukon b esiintymiksi ja péinvastoin.
Identtisyysaksiooman avulla todistetaan seuraava lause.

Lause 3.17. Jos a ja b ovat joukkoja ja w € a ja v € b, nun silloin
{u,v} € P(aUDb).

a,b:=:vuvo((d, € a N, € b)
= ‘v’x((Dx){Du, Dv} = O, € P(aUb))z)vu

Todistus. Jos uw € a ja v € b, niin sekd u € (a Ub) ettd v € (a Ub). Jos
x € {u,v}, niin x = u tai = v, mistd identtisyysaksiooman nojalla seuraa,
ettd x € (aUDb). Siksi {u,v} C (aUD) eli {u,v} € P(aUb).

Vemds  (@furl=@ere y=uvy=u)

K (yerze (y=uvy=v)=ycr=(y=uVvy=0))
SAMPMP ((@){u v} = er= (y=uvy=0)

151(3) KM MP (((u € aAv € b) A ((:C){u,v} Ay €)= (y=uVy=1))
5A7 Vyva (O, = O, = V2(0, € O, < O, € 0,)2)zy

O— Ve (5) (y=u=Vz(yel, e uecl,):?)

"kvs(6) Viy=u= (yeO. o yecl)):

Ve (7) (y=u=(ycasyca)

kBAUMPMP (y=u= (u€a=y€a))

P11 (9) (ucany=u)=yca)

k34 MP,s'3 (u€aNvEbANy=u)=yEa)
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121,3.7, 3
185ij Ve (12)
14125 \[P k35 MP
15424 \[P,MP
kuten(15)

17423 \[P,MP

18836(17)
19811 (].8)

20k34,MP

21k23,MP,MP,Sl5

22k37 MP
23813’11(22)

2y kvs(23)

%m3.1(24)
AP Ve T
2Ti5 Ve (26)
2597(25)

29511 y/(28)

30%ys,V,¥(29)

vy(@O, e 0, (0,caVv, €b))yr — (aUDb)
(ye(aUb) <= (yeaVyeb))
(yea=ye(aUb))
(weanvebAy=u)=ye (aUb))
(weanveb)Ay=v)=ye (aUb))

(weanNveb) Ny=u)=y e (aUb))
AN((ueanhveb)ANy=v)=yec (aUb)))

(ueahveb)AN(y=uVy=wv))=yc (aUbd))

(weanved) n(@{uvhryea)=ye@up)
((ueanveb)A(x)

{uwv}

(u€ahveb)A (x){u,v})
(aUb)
{

)= (yex=y€ (aUb)))

=W, ex=0,¢€
(weanveb)A(z)Ju,vp) =2 C (aUD))

Vz(O,ed, <0, C(aUb)

~—

2y — PlaUb)
(x C(aUb) &z e PlaUd))

(weanveb)n (x){u,v}) =z € P(aUb))

Va((u € aAv e b) = ((Dx){u,v} = O, € P(aUb)))z

Vuvo((O, € a A0, € b)
= V:L‘((Dx){Du, Dv} = O, € PlaUb))z)vu
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Rivi 16 péaatellaan kuten rivi 15 silla poikkeuksella, ettd on kdytetta-
vé hyviksi konnektiivien kommutatiivisuutta ja todistettavissa olevaa kaa-
vaa (x € (aUb) & x € (bUa)). Rivilld 21 on huomattava, ettd toinen
A-konnektiivilla yhdistetyistd kaavoista tulee riviltd 4 ja toinen rivilta 20.
Rivin 12 viittaus lauseeseen 3.7 ei sdantojen vastaisesti viittaa todistettuun
lauseeseen vaan siihen sivutulokseen, ettd kahden joukon unioni on olemas-
sa. Huomattakoon vield, ettd todistuksen mallin mukaan voidaan todistaa
sama lause, jossa osakaava (IL‘){U,’U} on korvattu kaavalla (m){u,u} Nain

muutettua lausetta tarvitaan lauseen 3.21 todistuksessa.

3.6 Relaatio, funktio ja mahtavuus

Funktio on yksi keskeisimmisté joukko-opin ja koko matematiikan kasitteité.
Ennen funktion maéaarittelemistd on maéariteltava relaatio. Téssé ei tdsmal-
lisesti ottaen tarkoiteta samanlaista relaatiota kuin €-primitiivirelaatio tai
sen avulla méaritellyt C- ja =-relaatiot vaan tietynlaisia joukkoja, joita kut-
sutaan relaatioksi. Relaation méirittelemista varten taytyy méaaritelld ensin

jarjestetty pari (a,b) ja sitten kahden joukon karteesinen tulo (a x b).

Maaritelma 3.18. Jarjestetty pari on kahden yhdistetyn joukon yhdistetty
joukko.

(y) (u, v) Ve, ey e ((Dx){u, u} v (Dx){u, v}))x

Maaritelladn samalla yleinen vakiomerkinta jarjestetylle parille.

(a,b) : (O,) <a, b)y — (a,b)

Lause 3.19. Jdrjestetty pari (a,b) on sama joukko kuin {{a}, {a,b}}.

a,bi=:[(0,) (a,b)y — (a.5))(a,b) = {{a}, {a,b}}

Todistus.
LAyhd,Ve— Ve—  32(0,) {a, a}z

23 (1) (Dz){a,a}z — {a}
35ij,m3.5,V—(2) (ye{a} & (y=aVy=a))
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1 Ayhd Ve Ve EIz(DZ){a,b}z

53 (4) (Dz){a, b}z — {a,b}

6sij,m3.5,Y—(5) (2 € {a,b} & (2 = aV 2 = b))

7 Ayhd Ve Ve az(mz){{a}, {a, b}}z

“3e-(7) (@:){{a} {a, 0} }= — {{a}, {a,b}}

%ij,m3.5(8)  Va(O, € {{a}, {a,b}} & (O, = {a} VO, = {a,b}))z

'm3.1,3.3(9) Vz(O, € {{a},{a,b}} & (Vy(O, € O, & 0, € {a})yV
Vz(O, e O, & 0O, € {a,b})2))x

Hg36(10) vz (O, € {{a},{a,b}} & (WO, € 0, & (O, = aV
O,=a))yVvVvz(O, e, < (0, =av, =0))2))x

2m3.5(11)  Va(d, € {{a}, {a,b}} & ((Dx){a,a} v (Dx){a, b}))x
Bye(12)  (we {{ah {0} & (@{aaf v @){ab})

143 m3.18(12)  Jy(0,) <a, b>y

153 (14) (@,)(a,b)y < (a,b)

sij ¥ (15) (0 € (a,b) & ((@){a,a} v (2){a,b}))

s13,9(16) Va (O, € (a,b) & O, € {{a},{a,b}})x

1$113.1,3.3(17)  (a,b) = {{a}, {a,D}}

]

Todistetun lauseen lisdksi edellinen todistus osoitti, ettd jos a ja b ovat

joukkoja, myos (a,b) on joukko. Riville 14 saatiin nimittdin paateltya lause

Jy(0,) <a, b)y, joka voidaan péaitelld mille tahansa vakioille a ja b. Nimitys

jarjestetty pari johtuu siité, ettd joukkojen jarjestyksella on vélid eli (a, b) ei

valttdmatta ole sama kuin (b, a). Tamé kéy selviksi seuraavasta lauseesta.

Lause 3.20. Jos a, b, a’ ja b ovat joukkoja, niin (a,b) = (a’,V') tdsmdalleen

silloin, kun a = a' jab=1.
a,b,a' b = ((a,b) = (d',bV) & (a=d ANb=1))
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Todistus. Jos a = a’ ja b =1, on selvdi, ettd ndistd muodostetut jarjestetyt
parit (a,b) ja (a/,’) ovat samat. Jos a = b, tulos on melko selvé toisinkin-
péin. Jos a ja b ovat erisuuria ja (a,b) = (da/,b’), niin joukko {a} on yhden
jasenen joukko ja joukko {a, b} kahden jésenen joukko. Siksi toisen joukoista
{d'} ja {d,0'} tdytyy olla yhden jédsenen joukko ja toisen kahden jésenen
joukko. Siksi {a} = {d'} ja {a,b} = {a/,0'}. Koska {a} = {d'}, a = . Sitten
voidaan péadtelld yhtélosta {a,b} = {a’,b'}, etta b =1'.

Lo a € {a,b}

2. (ae{d,V} < (a=dVa=1))

%k m3.33.1  ({a,b} = {d, 0V} = Vz(O, € {a,b} & O, € {d', V' })x)
Tkvs,Ve—(3) ({a,b} ={da,V} = (a €{a,b} & ac{d,b}))

kB2 MPMP  ({a,b} = {a’, b} = (a € {a,b} = a € {d’,1}))

’s'(5) (a €{a,b} = ({a,b} = {’, V'} = a € {d',V'}))
"™P(1,6) ({a,b} ={d,V} = a € {d,b})

859(7) ({a,b} ={a, b} = (a=d Va=1))

9%kuten(8) ({a, b} ={d WV} = (b=d Vb=1))

"kuten(8) ((a,0) = (V') = ({a} = {d'} v {a} = {a’,V'}))
"kuten(8) ({a} ={d} =a=4d)

2kuten(6) (a e{d,V} = ({a} ={d,V} = d € {a}))
Bkuten(7) ({a} ={d,V} = d € {a})

o (d ef{a} & a=4d)

Ps14(13) ({a} ={d" V} = a=d)

16k23,MP,MP (({a} — {a/} = q= a/) A ({a} — {a’,b/} = q = a/))
TEMP (o) = {a} Vi) = {d\B]) = (a= @' Va =)
BRHMPMP ((a,0) = (¢, 1) = (a = a'Va=d))

19¢9(18) ((a,b) = (d',b) = a=d)
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Dkuten(9) ((a,b) = (a',b') = ({a,b} = {d'} V{a,b} = {d,b'}))
Hkuten(15) ({a,b} ={d'} = b=1d)

2B MPMP  (({a, b} ={d}=b=4d)
AN({a,b} ={d bV} = (b=d Vb=1)))

2329 \[P (({a,b} = {a'} v {a,b} = {a',0})
= (b=dV(=dVb=1))

M149(23)  (({a.b) = {a} V {a.b} = (@ W) = (b=a' Vb =)

25124 \[P,MP ((a,0) = (d',b) = (b=d Vb=1V))

kuten(25) ((a,b) = (', b)) = (V =aVb=1V))
TP MPMP (((a,0) = (@, 1) = (b=d' Vb =1))

A((a,b) = (@, 1) = () = aV b =)
28415,16(27) ((a,b) = (", b)) = (b=d ANV =a) Vb=1))

291{38’24,MP,MP ((CL, b) _ (a/’ b/) = (a —d Vb= b/))

kB MPMP  (((a,b) = (a, V) = (b=d AV =a) Vb=1))
A((a,b) = (', V) = (a=d Vb=1V)))

31815’16’13(30) ((a,b) — (a’,b’) = (((a — a/ A b= a/) A b/ — CL) Vb= b,))

21.3.4 ((a=d Ab=d)=a=Db)
33134 \[P ((a=d Ab=d)ANV =a) = a=>b)
34132 (a=d ANb=d)ANV =a) =V =a)

kB MPMPsY (((a=d Ab=d) AV =a) = (a=bAY = a))
361,3.4 ((a=bAb =a)=b=1)
STk MPMPs? (—((a=d Ab=d)AV =a)Vb=1V)

BREMEK*MEMP (((a,b) = (', V) = ((a=d' Ab=d) ANV =a) Vb =1))
A((a,b) = (', V) = (=((a=d ANb=d )NV =a)Vb=1)))

39g15,16,18(3g) ((a,b) = (a',b') = b=1V)

WBMPMPs® ((a,b) = (d/,b) = (a=d Nb=1"))
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a (a=d' Ab=V) = (a,b) = (d’, 1))

ZREMPMP s ((a,0) = (d,V) & (a=d Nb=1V"))
U

Perustelulla "kuten” on lyhennetty moni péaattelyketju, koska yleista va-
kiota koskeva pééttely on helppo soveltaa muihinkin vakioihin (esim. vakion
a tilalle sijoitetaan {a}), kunhan muistetaan tiettyjen konnektiivien kommu-
tatiivisuus ja identiteettirelaation symmetrisyys. Rivit 1, 2 ja 14 ovat luon-
nollisia seurauksia yhdistdmisaksioomasta, joten todistuksen tiivistdmiseksi
niiden perustelut sivuutetaan. Rivi 41 ei seuraa yhté helposti, mutta sita
edeltavat rivit sivuutetaan, koska tulos on niin ilmeinen. Jos nimittéin todis-
tukseen saataisiin kirjoittaa rivi (a = a’ A b =1'), id-paéttelysadnnon avulla
voitaisiin helposti péaatella rivi (a,b) = (a’,b") (vaikkeikaan suoraan, koska
lauseessa (a,b) = (a/,V') ei formaalisesti ole yhtdéan joukkojen a, b, a’ tai O/
esiintyméd). Niin sanottu deduktiolause (ks. esim. [15]: s. 75-76 tai [1]: s. 219,
227-228) sanookin, etté jos kaava B voidaan paatelld, kun sovitaan todistuk-
seen kirjoitettavaksi kaava A, voidaan péétella kaava (A = B). Tété tulosta
ei osoiteta tassa tutkielmassa, ja toki rivi 36 on todistettavissa tutkielman

esittamin keinoin.

Lause 3.21. Jos a ja b ovat joukkoja, u € a ja v € b, nitn silloin jdrjestetty

pari (u,v) on joukon PP(aUb) jisen.
a,b:=:
Vavo((0, € a AD, € b) = Vy((D,) (Du, [L,) = 0, € PP(aUb))y)vu

Todistus. Lauseen 3.17 perusteella {u} € P(aUb) ja {u,v} € PlaUDb).
Vield saman lauseen nojalla {{u},{u,v}} € P(P(a ) UP(aUDb)), jossa
H{u}, {u,v}} = (u,v) ja (P(aUb)UP(aUD)) =P(a

Y- m3.18 ((y) (u, v) (zreye( {
k224 MPMP  ((y) <u, v) (xey= ((z {u, u
v))

3k24 s81 MP (w€eanvedb)Ay)lu
= ((rey= ((x){u,u v (m){u,v})) A(u€aiveb)))
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432224\ [PMP (((z € y = ((2) { } {u v} (ueaNnveD))
=(rey=(ucarveb)))
5k32.23 VP MP.s1? ((( (( { x {
(x

T EY= }\/ u,v} (u€aNvebd))

= (@ey= ((z {u} W } (weanveh))

k2 MP,MPs” %18 ((u € a Av € b) A (y)( u, U) (xey=( {u u}/\

(ueanved))V((z) uv} (ueanveb)))))

X

TL3.17Ve Vs (((x){ } (WEarveED) =z ePaub)

8 .. kB MPMP ((((:U){u,u} ANu€aAvebd)=zePlaUd))
/\(((:E){u,v} Auw€arveb)=zePaub))

927 MP ((((@{u wbA(u € anv € D)V((x ){u,v}/\(u € arv € D))

10k24 SIO MP
) 9

= (rey=z€P(alUd)))
HRUMPMP  (((u€aiveb)A(y) (u v)) —(rey=zePaub))
2 kvs,m3.1(11) (u€anveb)A(y)(uwe)) =y CPaub)
1B (y e PP(aUb) &y C PlaUb))

Msllv kvsV V(12 Yuvo((O, € a A, € b)

- Vy((Dy)<Du, Dv> = O, € PP(aUb))y)ou
]

Maaritelma 3.22. Kahden joukon a ja b karteesinen tulo on joukko, johon

kuuluu kaikki jérjestetyt parit (u,v), missi u € a ja v € b.
(v) <u><v> = Ve(d, € y & /W (O € unly € v)A(O,) (Du/, Dv1>)v’u')x

Maaritelladn samalla yleinen merkintd joukolle, joka on joukkojen a ja b

karteesinen tulo:
(axb): (DI)@ x b)x — (axb)
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Lause 3.23. Jos a ja b ovat joukkoja, joukko (a X b) on olemassa.
a,b:=:3Jy(0,) (a X b)y

Todistus. Separaatioaksiooma takaa karteesisen tulon olemassaolon, jos vain
on olemassa joukko, jonka osajoukoksi karteesinen tulo voidaan osoittaa.
Lause 3.21 osoittaa, ettd kaikki jéarjestetyt parit, joiden ensimméinen jasen
kuuluu joukkoon a ja toinen jasen joukkoon b, kuuluvat joukkoon PP(aUb),

jonka osajoukko (a x b) siis on.

IL32L¥ Ve (u€anveb) = Vx((Dz)< ) = 0, € PP(aUb))z)

Zkvs,Ve—(1) ((u€eanvebd)

/‘\

u,v) =z € PP(aUb)))

3511(2) (weanveb) A <uv) =z € PP(aUb))
tekvmp (Fv((u€eanT, €b)A ( )
(w € arveb)A ( ) = 2 € PP(aUb)))

= ' € PP(aUDb) V)
>s>11(4) MP (Fv((u € and, € b)A(x) <u, Dv))v = ' x € PP(alUb) V')
6vs (Ju((u € a AD, € b) A (2) <u Dv>)v =z € PP(aUb))

Tkuten(6) (Fuw((O, € anO, € D) A (2) (Du, Dv))vu
=z € PP(aUb))
8517(7) ((z € PP(aUb)ATuo((O, € anll, € b)A(z) <Du, DU>)vu)
< JuIv((O0, € anb, €b) A (x) (Du, Dv>)vu)
IAG,Ve— Jyvx (O, € O, & (0, € PP(aUb)A
JuIo((O, € a A, € b) A (0,) <|]u, DU>)UU))xy
10s4(9) Jyvz(O, € 0, &
Juv((O, € anD, € b) A (Oy) (Du, Dv))vu)xy

111n3.22(10) ay(Dy)<a X b>y
O

Karteesisen tulon osajoukkoja kutsutaan relaatioiksi. Relaatio R on siis

joukko, joka on jonkin karteesisen tulon osajoukko. Tyhja joukko on tietenkin
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relaatio kaikkien karteesisten tulojen osajoukkona. Esimerkiksi jos a ja b ovat

joukkoja, separaatioaksiooman nojalla on olemassa joukko
R:Vz(O, €O, < (O, € (a X b)A

JuJu((O,) <Du, DU> A O, € O,)vu))ar — R.

Karteesisen tulon (a x b) osajoukkona R on relaatio. Tamé joukko on hyva
esimerkki siitd, miksi karteesisen tulon osajoukkoja kutsutaan relaatioksi.
Merkitdan x R y, jos joukkojen z ja y jarjestetty pari on relaation R jésen.
Silloin

(x Rye (reyN(xeanyeb))),

eli oikeastaan relaatio R on &-relaation rajoittuma: jotta kahta joukkoa x
ja y voitaisiin verrata R-relaatiolla, tdytyy olla z € a ja = € b, kun taas
e-relaatiolla voidaan verrata mita tahansa kahta kaikkien joukkojen luokan
jasenta.

Relaatiota F', F C (a x b), kutsutaan funktioksi, jos jokaista joukon a
jasentd x kohti on olemassa sellainen yksikésitteinen joukon b jasen y, etta
joukkojen x ja y jarjestetty pari kuuluu relaatioon F'. Toisin ilmaisten relaa-
tio F' on funktio, jos aina kun x € a, on olemassa yksi ja vain yksi sellainen
y € b, ettd (z,y) € F. Koska funktio liittd4 jokaiseen joukon a jaseneen x tés-
mélleen yhden joukon b jésenen y, on luontevaa ja perusteltua merkita F(x),
joka viittaa joukkoon, jos x on joukko. Tatd merkintad kiyttden y = F(x)
tasmaélleen silloin, kun (z,y) € F.

Téarkeita funktioon liittyvia késitteitd ovat injektio ja surjektio. Funktio
F, F C (axb) (merkitdén myos I : @ — b), on injektiivinen, jos F'(z) = F(2')
vain silloin, kun z = 2’. Se on surjektiivinen, jos {x € UUF' |z € b} = beli jos
funktion maalijoukko b on sama kuin arvojoukko eli niiden joukkojen y € b
joukko, jotka jonkin joukon x € a kanssa muodostavat funktioon kuuluvan
jarjestetyn parin (z,y) € F. Jos funktio on seké injektio ettd surjektio, sité
kutsutaan bijektioksi.

Funktion ja bijektion késitteille ei ole téssd tutkielmassa tarpeen esit-
tad tarkkoja formaalisia médritelmia, koska niitd tarvitaan vain joukkojen
keskindisen suhteellisen mahtavuuden maérittelyyn. Funktion ja bijektiivi-
sen funktion tayttdmét formaaliset ehdot voitaisiin muodostaa mééaritelmén

3.24 mallin mukaisesti.
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Maaritelma 3.24. Jos z ja y ovat joukkoja ja on osoitettavissa olemassa
olevaksi funktio f, f C (z X y), joka on bijektio, joukkoja x ja y sanotaan

mahtavuudeltaan yhtdsuuriksi. Talloin merkitdan x ~ y.
T~y
(Ve (Op € = Ju((Dy € y AV2((D,) (Dx,, Du> = 0, € O;)2)A
V' (0w € y A vz'((mz,)(mz,, Du,) = O, € 0p)2) = O, = Ou ) )u)!
AV (O, €y = (0, € x A Vw((Dw)<Dv, Dy/> = O, € Op)w)A
Vo' (Oy € 2 AV (Oy) (DU/, Dy/) = Oy € Opw') = O, = O )0)y) f

Maaritelméa on hankalan monimutkainen, ja silti siitd puuttuu kokonaan
se ehto, etté 16ydetyn joukon f taytyy olla joukkojen x ja y karteesisen tulon
osajoukko. Témaéan ehdon lisédminen méaéritelméaén ei kuitenkaan separaatio-
aksiooman ansiosta muuta joukkojen mahtavuuden kasitettd millaan lailla,
silld jos on olemassa madritelméan joukko f, joksi sijoitetaan vakio F’, kun a
ja b ovat maaritelmén muuttujien x ja y tilalle sijoitettuja joukkoja, joukko
F ={z € (axb) |z e F'} on bijektiivinen funktio, F' C (a x b). Toisaal-
ta jos on olemassa bijektiivinen funktio F' C (a x b), tamé funktio kelpaa
méadritelmén joukoksi f.

Kaksi darellistéa joukkoa on intuitiivisesti ajateltuna mahtavuudeltaan yh-
tasuurta, jos niilld on sama maaré alkioita. Siispa esimerkiksi joukot {0, {0}}
ja {0, {{0}}} ovat mahtavuudeltaan yhtdsuuria, koska kummallakin on kak-
si jasentd. Lukumédran kasitettéd ei kuitenkaan ole vield tésséd tutkielmassa
madritelty, joten sitd ei voi hyodyntda mahtavuutta maariteltdessa. Funktion
kasitteeseen nojautuva maéaaritelma toimii aérellisten joukkojen lisdksi myos
aarettomille joukoille. Itse asiassa darellisyys ja aédrettomyys maéadaritellaan

mahtavuuden avulla.

3.7 Joukkojen hierarkia

Millainen on joukoista muodostettu todellisuus? Ainoa primitiiviominaisuus,
jolla kahta eri joukkoa voidaan verrata, on kuulumisrelaatio. Tiedetédan, et-
ta kaksi identtista joukkoa ovat tdmén ominaisuuden ja siksi myos kaikkien

sen avulla maédriteltyjen ominaisuuksien suhteen taysin samat. Téten ne ovat
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joukkojen kaikkeudessa tdsmaélleen samassa kohtaa. Voidaanko joukkojen kes-
kindisesta suhteesta kuitenkin tietdd enemman?

Ainakin luonnossa joukoilla on selvé hierarkia. Jos joukko x kuuluu jouk-
koon y, joukko y ei kuulu joukkoon x. Esimerkiksi omalaatuinen molekyylien
joukko solu kuuluu soluista muodostuvaan elimeen mutta elin ei kuulu so-
luun. Jos sitten y kuuluu joukkoon z, on vieldkin selvempéd, ettd 2z ei kuulu
joukkoon zx. Elin kuuluu eliooén, mutta elié ei milladn voi kuulua soluun.
Vastaava pitaa tietenkin paikkansa kuinka pitkélle hierarkiaketjulle tahansa.

Samoin on luonnotonta, etté olisi « € x. Siksi luvussa 3.4 lyhyesti esitelty
Russellin paradoksi on hieman vaikeasti ymmarrettava. Miten voidaan kysya,
onko joukko a = {z | -z € x} itsensi jisen, kun a € a on taytta holynpolya?
Kuitenkin x € y on kaava, olivatpa z ja y mitd muuttujia tai vakioita tahansa.
Siksi a € a on lause, kun a on vakio. Lisdksi se voisi matemaattisessa joukko-
opissa hyvinkin olla jollekin vakiolle tosi.

Pyrkimyksena on, ettd matemaattinen joukko-oppi vastaisi ainakin perus-
tuloksiltaan luonnollista joukko-oppia, ja siksi luonnollisen joukkojen hierar-
kian takaamiseksi esitetdéan uusi aksiooma, englanniksi niin kutsuttu aziom of
foundation (ks. esim. [8]: s. 89). Téssé tutkielmassa sitd kutsutaan hierarkia-
aksioomaksi, koska sen avulla voidaan todistaa muun muassa lause 3.25 (to-
distuksen idea 16ytyy muun muassa Mayberryltd, [12]: s. 148), joka osoittau-

tuu kayttokelpoiseksi myohemmin.

Aksiooma 8 (Hierarkia-aksiooma). Jokaisella epatyhjalla joukolla x on j&-

sen y, jolla ei ole yhtaan yhteistéd jasenta joukon x kanssa.
Ve(-O, =0=Fy(O, e 0, AVz-(0O, e 0, ALD, € O,)2)y)x

Lause 3.25. Kun a ja b ovat joukkoja, ei voi olla yhtd aikaa voimassa a € b
ja b€ a.
a,b:=:—(a€bAbEa)

Todistus.

Selvéstikin joukko {a,b} on epétyhji, joten hierarkia-aksiooman mukaan
silld on jésen, jolla ei ole yhteistd jasentd joukon {a,b} kanssa. Jos a € b,
tadmaé jasen ei ole b, joten sen taytyy olla a, mika tarkoittaa sité, ettd —b € a.
Siispd =(a € bA b € a).

L a € {a,b}
2. —a €
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2 MPMP,3  J2(0, € {a,b} A -0, € 0)z
st kvs,m3.1(3) —{a,b} C 0
k2 MP,s"m3.3 —{a,b} =)

CA8, Ve (~{a,0} =0 =

Jy(d, € {a,b} AV2=(0O, € {a,b} ANO, € O,)2)y)
™™P(5,6),3— (O, € {a,b} AVz~(0O, € {a,b} AD, € 0,)2)y « ¢
k22 MPk*? MP ((c=b=a€c)= (c=b=a € {a,b}))

((
((c=b=a€c)=(c=b=acq)
AN(c=b=a€c)= (c=b=ac{ab})))

9k20’23 MP.MP

10515(9) (c=b=a€c)=(c=b=(a€chac{ab}))
k20 m3.3,3.1 (c=b=Vz(d, €b=0, € ¢)x)

Pkvs Ve—s!911) (a€b= (c=b=a €c))

BRUMPMP  (a€b= (c=b= (a €cNac€{ab})))

Mgl Jkvs(13) ((a € bAc=10b) = F2(0, € {a,b} A, € ¢)2)
Bsij(7), k32 MP  V2—(0, € {a,b} N0, € ¢)z

K ZNEK*MEMP (((a € bA ¢ = b) = 32(0, € {a,b} A0, € ¢)2)
AN(aebANc=0b)=Vz=(0, € {a,b} NO, € ¢)2))

71387 kvs(16) ((Vz—(0, € {a,b} A0, € ¢)2V
=Vz=(0, € {a, b} ANO, € ¢)z) = =(a€bAc=0D))

18,20 (2.1 \[P (a €b= —c=0b)

Ysij(7),k2 MP ¢ € {a,b}

0 (c=aVe=0D)

222MBKBMEMP ((a € b= ~c = b) A (a € b= (¢ = aV ¢ = b)))

22415103924 \ PMP (a€b= ((mc=bAc=b)Vc=a))
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23518(22) (a€eb=c=a)

2y— s1(15) (b€ {a,b} = —b e )

S b€ {a,b}

6MP(23,22) —bec

27122 [P (aeb= —bec)

BkBMPMPs!® (a€b= (c=aA-bEec))

Pk m3.3,3.1 (c=a=Vz(d, €ce U, €a)r)

3082 kvs,Ve—29) (c=a = (mb € c& —b € a))

MM SIMP ((c=aA-b€c)= ((tbece —bea)A-bEc))
32k2824 MPMP ((c=a A —b € ¢) = —b € a)

Bk MPMPs! —(a € bAD € a)
O]

Jos kuuluvuusrelaation suhteen loputtoman laskevan joukkojen jonon
... €u € z € y € x formaalisesti tdsmalliseksi vastineeksi ajatellaan jouk-
koa a : (-0, = 0 AVz(O, € O, = 3z(0, € O, A0, € O,)2)x)y < a,
niin hierarkia-aksiooman ansiosta sellaista jonoa ei ole olemassa. Taméa on
mielenkiintoista, silld seuraavassa luvussa asetettava adrettomyysaksiooma

varmistaa loputtoman nousevan jonon x € y € 2 € u € ... olemassaolon.

Lause 3.26.
—Jy(-0, =0AVe(O, €O, = 32(0, e O, AQ, € O,)2)x)y

Todistus.

1A8 Vy(-O, =0 =
Jx(0, e O, AVz-(O, e O, A0, € O,)2)x)y

Zkvs,st4(1) =3Iy (-0, = OA
Ve(d, e 0, = 3z(0, e O, A0, € O,)2)2)y
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4 Luvut

Mihin joukkoja voidaan kiyttda? Ehképa luonnollisin joukko-opin sovelluk-
sista on luonnollisten lukujen aritmetiikka. Jos Kallella on viisi omenaa ja
Ullalla on kolme omenaa, montako omenaa Kallella ja Ullalla on yhteensd
on aritmeettinen tehtévé, jossa laskento on havainnollisesti upotettu joukko-
opplin.

Téassé luvussa luonnolliset luvut esitetdén joukkoina. Luonnollisten lu-
kujen voidaan ajatella olevan kiinteasti darellisiin joukkoihin liittyva késite:
jokaiseen déarelliseen joukkoon liittyy tédsmélleen yksi luonnollinen luku ja vie-
lédpa sellaisella lisdehdolla, etté jos a ja b ovat joukkoja ja jos a ~ b, kumpaan-
kin joukkoon a ja b liittyy sama luonnollinen luku. Miksei siis luonnollisia
lukuja voisi niitakin ajatella joukkoina?

Otetaan kiyttoon muutama uusi symboli:
e Symboli + on operaatiosymboli.

e Symbolit L, N, 0, 1, 2 ja A ovat vakioita.

4.1 Luonnolliset luvut joukkoina

Koska tama tutkielma kasittelee joukkoja, on luvutkin funktioiden ja relaa-
tioiden lailla esitettédva joukkoina. Ensi alkuun tallainen ratkaisu kuulostaa
oudolta. Omalla tavallaan se kuitenkin helpottaa teorian kasittelyd, koska
edelleenkédén ei tarvitse turvautua perusalkioihin vaan kaikki joukot ovat pel-
kistettyja joukkoja. Yksinkertaisuuden periaate ei kuitenkaan ole ainoa syy
lukujen ajattelemiseen joukkoina. Toinen syy on, ettei luonnollisia lukuja
kiytetd ainoastaan aritmeettisten laskutoimitusten laskemiseen vaan myos
lukuméaran laskemiseen.

Luonnollisilla luvuilla voidaan laskea aarellisen joukon kardinaliteetti eli
joukon jésenien lukumaéaéra, jos jokaista luonnollista lukua n kohden on ole-
massa sellainen joukko, joka sisaltda kaikki lukua n pienemmaét luonnolliset
luvut (tdmé kardinaliteetin laskemisen ehto 16ytyy Eric Steinhartin artik-
kelista [17]; sovitaan téssd, ettd luonnollisista luvuista voidaan muodostaa
joukkoja, vaikkeivét ne itse olisikaan joukkoja vaan perusalkioita). Vaikka
kardinaliteetin laskemiseen voisi varmasti olla monia muitakin tapoja, tdméa

on pienelld muutoksella sopusoinnussa arkikokemuksen kanssa. Jos nimittain
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tehtavana on laskea poydélla olevien kuppien lukumééra, yksinkertaisimmal-
ta tuntuu osoittaa jokaista kuppia perajilkeen ja leimata mielessdan kukin
kuppi jollakin luonnollisella luvulla jéarjestyksessd 1, 2, 3 ja niin edelleen.
Niinpa jos poydalla on kahdeksan kuppia, niiden lukuméaran laskija on mie-
lessdéan kdynyt lapi luvun kahdeksan liséksi kaikki kahdeksaa pienemmét ja

nollaa suuremmat luonnolliset luvut.

Pienin luonnollinen luku on kuitenkin 0 eiké 1, joten sovitaan, etté kardi-
naliteetin laskemisessa lahdetdaankin liikkeelle luvusta 0. Toisin sanoen kah-
deksan kupin laskemisessa kaytaisiin lapi kaikki kahdeksaa pienemmaét luon-
nolliset luvut. Téalla tavalla kardinaliteetin laskeminen tapahtuisi niin, etta
ensimmainen leimaksi kayttamaton luku sovitaan kardinaliteetiksi. Kahdek-
san kupin esimerkissé siis leimoiksi kiytetadn luvut 0-7, joten ensimméainen

leimaksi kdyttdméaton luku eli kuppien joukon kardinaliteetti on 8.

Talla tavalla kuppien kardinaliteetiksi osoittautunut luonnollinen luku 8
tayttad omalta osaltaan edelld esitetyn kardinaliteetin laskemisen ehdon: on
olemassa kaikkien lukua 8 pienempien luonnollisten lukujen joukko (merki-
taan tatd joukkoa joukoksi 8<), koska sen jdsenid tarvitaan leimoiksi las-
kettaville kupeille. Toisaalta joukkoa 8< voidaan ajatella tyyppiesimerkkini
joukosta, jonka kardinaliteetti on kahdeksan. Maaritelméan 3.24 mukaan kup-
pien joukon kardinaliteetti eli mahtavuus on 8, koska on olemassa bijektiivi-
nen funktio, joka on kuppien joukon ja joukon 8< karteesisen tulon osajoukko,

ja koska joukon 8< mahtavuus on 8.

Koska joukon mahtavuuden maaritelmé ei milladn tavalla viittaa luon-
nollisiin lukuihin, kuppien joukon kardinaliteettia madritelméan 3.24 mielessé
pohtiessa herdd kysymys, mikd tdma 8 on. Luonnollisiin lukuihin tutustu-
maton mutta joukkojen suhteellisen mahtavuuden késitteen tunteva sanoisi,
ettd se on ilmeisesti sovittu joukon 8< kardinaliteetin symboliksi. Toisaal-
ta joukon 8< jédsenet ovat luonnollisia lukuja; mitd ne siis ovat? Jos namé
luonnolliset luvut olisivat joukon 8< kardinaliteetin tapaan miellettava pel-
kiksi eri kardinaliteettien symboleiksi, eivitkod luonnolliset luvut olisi silloin
hieman liian epaméaraisia?

Tosin hieman tdhan tapaan luonnolliset luvut voidaan mieltdéd luokiksi:
kukin luonnollinen luku on kaikkien niiden aérellisten luokkien luokka, joilla
on sama tietty kardinaliteetti. Esimerkiksi luku 1 olisi kaikkien niiden luok-

kien luokka, joilla on vain ainutkertainen jasen. ([14]: s. 272, 279.) Toisin
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sanoen jos a on joukko,
(aele IO, €anVy(d, € a=0,=0,)y)x).

Tallainen lukujen maééritteleminen ei tietenkdén sovi tdhén tutkielmaan
muun muassa siksi, etteivit téllaiset luokat ole joukkoja ja siispd a € 1
ei tarkoita mitadn, koska jotta se olisi kaava, taytyisi sekd a:n ettd 1:n olla
muuttujia tai joukkoja.

Helpompi ja kasitteellisesti yksinkertaisempi ratkaisu siihen, mité luon-
nolliset luvut ovat, tuntuisi olevan itse joukon 8< valitseminen luonnolliseksi
luvuksi 8. Jos joukkoa 8< voidaan ajatella tyyppiesimerkkiné joukosta, jonka
kardinaliteetti on 8, miksei sitéd voisi saman tien ajatella kardinaliteettina 87
Jos néin sovitaan, samaan tapaan luonnollinen luku 7 on sama kuin kardina-
liteetti 7 eli joukko 7< eli kaikkien lukua 7 pienempien luonnollisten lukujen
joukko ja luku 6 on kaikkien sitd pienempien lukujen joukko ja niin edelleen.
Pohjimmiltaan on siis ratkaistava, mika on luku 0.

Koska 0 on pienin luonnollinen luku, sitd pienempia luonnollisia lukuja
ei ole olemassa, joten lukua 0 pienempien luonnollisten lukujen joukko eli
joukko 0= on tyhji joukko. Siispa jos luonnollinen luku 0 sovitaan joukoksi
0<, kuten luku 8 sovittiin joukoksi 8<, symboli 0 on toinen merkinté jou-
kolle (). Symboli 1 tarkoittaa joukkoa {0} eli {0}, symboli 2 joukkoa {0, 1}
eli {0,{0}}, symboli 3 joukkoa {0,1,2} eli {0,{0},{0,{0}}} ja symboli 8
joukkoa {0,1,2,3,4,5,6,7}.

Edella esitetty perustelu sille, miksi luonnolliset luvut sovitaan tietyn-
laisiksi joukoiksi, on epétasméllinen. Pohdittaessa, miten luonnolliset luvut
kannattaa esittdd, perustelujen taustalla oli jonkinlainen valmis késitys luon-
nollisista luvuista. Miten voidaan puhua lukua kahdeksan pienempien lukujen
joukosta, jos ei vield tiedeté, mitd luvut ja niiden jarjestys ovat? Tarkoitus ei
siis ollut osoittaa, minkalaisia joukkoja luonnolliset luvut vilttamatta ovat
vaan miksei intuitiivinen valmis késitys luonnollisista luvuista ole taysin risti-
riidassa sopimuksen kanssa, joka tésséa tutkielmassa tehdéan siité, mitéa luon-

nolliset luvut joukkoina ovat. Luonnollisten lukujen esittdminen muodossa, (),
{0}, {0,{0}}, ... ei siis ole pelkkdd symboleilla hienostelua.

Maaritelma 4.1. Joukon seuraaja on sen ja siitd muodostetun yhden joukon

yhdisteen unioni.
() =Vz(O, e (O, eyvi, =vy))z
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Maaéritellaédn joukon seuraajan yleinen vakiomerkinté.
at: (Oy)atx —a®

Kunkin joukon seuraaja on olemassa, koska selvastikin joukko a™ on ident-
tinen joukon (a U {a}) kanssa, miki seuraa méérittelystd 3.6 ja siitd, ettd
(x € {a} & z = a). Méaéritellddn nyt edellisen maéritelmén avulla luvut 0,
1ja 2.

Maarittely 4.2. Luku 0 on tyhja joukko. Luku 1 on luvun 0 ja luku 2

luvun 1 seuraaja. Namé ovat aitoja vakioita.
0:0,=0x«0
1: ()02 1
2: (01422

Koska tyhja joukko on olemassa, luku 0 on olemassa. Sen seuraajana
luku 1 ja tdmén seuraajana luku 2 ovat olemassa. Onko kuitenkaan kaik-
kien kuvatulla tavalla muodostettujen luonnollisten lukujen muodostamaa
joukkoa olemassa? On mahdollista todistaa minkéd tahansa &darellisen jou-
kon {0,1,2,...,n} olemassaolo, mutta kaikkien luonnollisten lukujen joukon
olemassaolo varmistetaan aksioomalla. Sama aksiooma avaa, kuten tullaan
huomaamaan, oven uusiin matemaattisiin seikkailuihin: darettémiin joukkoi-

hin.

4.2 Luonnolliset luvut joukkona

Aksiooma 9 (Aoo, Adrettomyysaksiooma). On olemassa joukko, jonka ji-

senid ovat ainakin kaikki luonnolliset luvut.
dz(0 € O, AVy(O, € O, = V2(O,) 0+ = 0, € O,)2)y)z

Maarittely 4.3. Maéaritellddn symboli L viittaamaan aksiooman Aocco tar-

koittamaan joukkoon.
L:(0ed,AVy(d, e, =Vz((0,)0+ =0, € 0,)2)y)zr — L
Kun valitaan joukosta L jdsen a, voidaan kirjoittaa aksiooman mukaan
(a e L=Vz((0O,)e+ = 0O, € L)z).
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Koska a™ on olemassa ja koska siitd syystd lause (a™)at pitdd paikkansa,
voidaan kirjoittaa
(aeL=a"€L).

Toisin sanoen jos a kuuluu joukkoon L ja a on luonnollinen luku (esi-
merkiksi {0, {0}} eli 2), niin sen seuraaja (esimerkiksi 2% eli (2 U {2}) eli
{0,{0},{0,{0}}} eli 3) kuuluu myos joukkoon L. Koska 0 eli () kuuluu jouk-
koon L, sen seuraaja, timén seuraaja, tdméan seuraaja ja niin edelleen kaikki
seuraajat kuuluvat myos joukkoon L, ja niinpd tdmé tosiaan sisdltda kaikki
luonnolliset luvut.

Joukon L yksikésitteisyydesté ei kuitenkaan ole takeita. Aksiooman Aco
olemassa olevaksi maaradma joukko ei ole véalttamétta luonnollisten lukujen
joukko: aksiooma ei kielld siltd jésenié, jotka eivit ole luonnollisia lukuja.
Koska kaikki luonnolliset luvut ovat joukon L jasenid, luonnollisten lukujen
joukko on sen osajoukko. Luonnollisten lukujen joukko on itse asiassa jokai-
sen aksiooman 9 asettamat ehdot — ensinnékin tyhjan joukon taytyy kuulua
joukkoon ja toiseksi jokaisen jadsenen seuraajan on kuuluttava joukkoon —
tayttavan joukon osajoukko. Siispd voidaan ajatella, ettd luonnollisten luku-
jen joukko N on kaikkien tallaisten joukkojen ”"L” leikkaus. Kaikkien joukon
N osajoukkonaan sisdltavien joukkojen joukkoa ei ole olemassa, joten N ei
voi olla varsinainen aksiooman 2 tarkoittama leikkaus vaan se taytyy maari-
telld toisella tavalla. ([8]: s. 46, 47.)

Maarittely 4.4. Maéritelladn vakio IN joukoksi, jossa on jésenina tasmalleen
ne joukot, jotka ovat kaikkien aksiooman Aoco ehdot toteuttavien joukkojen
jasenia. Koska joukko N voidaan méaritella joukon L osajoukkona, aksiooma

6 takaa sen olemassaolon.
N:vVz(O,e0, < (0, e LAVz((0 € O, AVu(O, € O, =
Yo((O,)O04 =0, e O,)v)u) =0, €d,)z))zy — N

Onko N todellakin luonnollisten lukujen joukko? Jos hyvéksytdén niin
sanotut luonnollisten lukujen Peano-aksioomat, N on luonnollisten lukujen
joukko, jos se toteuttaa ndma aksioomat. Peanon aksioomat voidaan esittéia
viitend kohtana (|6]%: 5.3, 4):

6A. Doneddun kirjassa Géométrie euclidienne plane on myds melko helposti ymmir-
rettdva selostus siitd, miten luonnollisten lukujen avulla voidaan muodostaa kokonais-,

rationaali- ja reaaliluvut.
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1. Luonnollisten lukujen joukolla N on jasen 0.

2. Jokaisella joukon N jdsenelld on niin sanottu seuraaja, joka on yksika-

sitteinen ja kuuluu luonnollisiin lukuihin.
3. Luku 0 ei ole minkdén luonnollisen luvun seuraaja.

4. Jos luonnolliset luvut a ja b ovat erisuuret, niiden seuraajat ovat eri-

suuret.

5. Jos joukolla N on osajoukko A, jolla on jaseninddn ainakin 0 ja jokaisen

jasenenséa seuraaja, joukko A on identtinen joukon N kanssa.

Ensimmaéinen ehto tayttyy: joukolla N on ainakin yksi jdsen, nimittéin
luvuksi 0 sovittu tyhja joukko. Koska jokaisella tdméan joukon jasenelld a on
samaan joukkoon kuuluva méaérittelynsa ansiosta yksikésitteinen seuraaja
a™, toinen ehto tiyttyy. Jos a on joukon N jasen, niin a itse kuuluu jouk-
koon a™, joten minkdan luonnollisen luvun seuraaja ei ole 0 eli tyhja joukko.
Lauseet 4.5 ja 4.6 osoittavat, ettd joukko N téayttdad loputkin luonnollisten
lukujen joukolle esitetyt ehdot. Téten joukko N on yksi esimerkki mahdolli-

sesta luonnollisten lukujen joukon mallista.

Lause 4.5. Kahden eri joukon a ja b seuraajat ovat erisuuret. Koska tamd

patee kaikille joukoille, se patee tietenkin erityisesti luonnollisille luvuille.
a,b:=:(na=b=-a" =0b")

Todistus. Taytyy osoittaa, ettd joukot (a U {a}) ja (bU {b}) ovat erisuuret,
kun a ja b eivit ole keskenéén identtisid. Tama nahdéan helposti epasuoralla
argumentilla. Koska a € a™ mutta — {a} = {b}, taytyisi olla a € b, jos jou-

kot a™ ja b* olisivat identtiset. Samoin pitaisi olla b € a, miké on mahdotonta.

'k m3.3,3.1 (¢ =b"=Ve(0, €at & 0O, €bh)x)

Zkvs,Ve—(1) (a"=b" = (a €a” & acbh))
3. (a€at e (a€avVa=a)AN(aebt < (a€bVa=0)))
154(2) (at=bt= ((a€aVa=a)= (a€bVa="D)))

kBAUMBMPs!? (a€aVa=a)= (a"=b"= (a€bVa=0)))
°L3.4k*2MP (a€aVa=a)
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"™MP(6,5)
8kuten(7)
91,23 )\ [P MP, 55
10616 Q)
111,3.25 k22 MP
12423 \ [P VP!

13k39 S5
)

1424 NP, MP
15818 (14)

1688(15)

(at =b" = (a€bVa=0))

(at=b" = (beaVa="0))

(@t =b*= ((a€bVa=bA(beaVa="0)))
(at=bt=((a€bAb€a)Va=D))
(a™=b"=—=(a€bAbEa))

(et =b"= (((aebAbea)Va=b)A=(a€bAbE a)))

((laebANbea)Va=b)AN=(a€bAbEa))
= ((aebANbea)N—(a€bANbEa))Va=1D))

(et =b"= (((eaebANbea)AN—(a€bAbEa))Va=D))
(at =b" = a=0)

(ma=b=—-a" =b")
O

Lause 4.6. Jos joukolla N on osajoukko A, jolla on jdseninddn tyhjd joukko

0 ja kaikki jiseniensd seuraajat, nisn A on identtinen joukon N kanssa.

A=

(ACNAWMDe ArVu(@, € A= Yo((O,) 04 =0, € A)v)u)) = A=N)

Todistus. Tulos seuraa helposti joukon N maéadarittelystd. Luonnollisten

lukujen joukon siséén ei aitona osajoukkona mahdu joukkoa, joka toteuttaa

aksiooman Aoco ehdot, koska kaikkien téllaisten joukkojen kaikki jésenet

kuuluvat méarittelyn mukaan joukkoon IN.

LAG, Ve, Je—

2sij, (1)

3k32

VO, €0, < (0, e LAVz((0 € O, AVu(O, €O, =
Vo((0,)04 =0, e O)v)u) = 0, € 0,)z2))xr — N

(xeNs (reLAVz(0e O, AVu(d, ed, =
Vo((O,)04 = 0, € O)v)u) = x € 0,)2))

(e LAVz((0 e O, AVu(O, € O, = V(0,04 =
O, e 0)v)u) =z e€,)z)

= V(0 € O, AVu(O, € O, = Yo((0,) Ot =

O, e O)v)u) =z e l,)z)
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tye (V2((0 € O, AVu(d, € O, = Vo((O,) 0t =
O, e )v)u) =z el,)z
= ((0 € AN
Vu(d, € A = Vo((d,)0+4 = 0, € A)v)u) = = € A))

k2 MP,MPs, (z € N = ((0 € AN
Vu(d, € A = Vo((d,)0+4 = 0, € A)v)u) = = € A))

6510(5) (0 e Anvu(d, € A= Vo((O0,)04 = 0, € A)v)u)
= (reN=2z¢€A)

™ kvs,m3.1(6) ((0 € AAVu(O, € A= Vo((O,) 0+ = 0, € A)v)u)
= NCA)

ST MPm3.3 (ACNA (0 e AAVu(O, € A= Vo(,) Ot =
O, € A)v)u)) = A =N)

4.3 Asrettomyys ja luonnollisten lukujen yhteenlasku

Lukujen ja joukko-opin tarkastelun lopuksi tarkastellaan vielda mielenkiintoi-
sia kéisitteitd, jotka osoittautuvat formaalisessa esityksesséd harmillisen moni-
mutkaisiksi. Ensin kerrotaan, mité tarkoitetaan aarettomalla joukolla ja osoi-
tetaan, ettd luonnolliset luvut ovat dareton joukko. Ikava kylla tdmé tieto on
jatettava informaalisen todistuksen varaan madritelméan 3.24 hankaluuden
takia. Toinen esiteltavé késite on yhteenlasku, johon liittyvien formaalisten
kaavojen maaritteleminen ei onnistu tutkielmassa esitettyjen sdantojen puit-
teissa.

Olkoot a ja b erisuuria joukkoja, eli —ma = b. Oletetaan vield, ettd a
on joukon b osajoukko, a C b. Toisin sanoen kaikki joukon a jésenet ovat
joukon b jasenid mutta kaikki joukon b jésenet eivit ole joukon a jasenia.
Tuntuu luonnolliselta, etté téssd tapauksessa b on suurempi joukko kuin a.
Niinpé antiikin Kreikan geometrian aksiomaattisesta esityksestdan kuuluisa
Eukleides asettikin: kokonaisuus on osaa suurempi (|12]: s. 47).

Toisaalta kaikkien luonnollisten lukujen joukko tuntuu aivan tavallisel-
ta joukolta. Niinpd myos N, = {x € N | = 2 = 0} on joukko. Selvistikin
N, € Nja—- N, = N. Onko siis N suurempi joukko kuin N, ? Tehdéén aja-

tusleikki. Luettele niin monta luonnollista lukua eli joukon N jésentd, kuin
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jaksat. Oletko varma, ettei kukaan pysty luettelemaan sitd enempéé aidosti
positiivisia luonnollisia lukuja eli joukon N jésenid? Jos joku pystyy luet-
telemaan enemman jaseniéd joukosta N, kuin kukaan on koskaan aiemmin
luetellut joukosta N, onko sittenkin joukko N, joukkoa N isompi? Jos hy-
viksytdan joukkojen keskindinen mahtavuus niiden keskindisen “yhtasuuren

isouden” mittariksi, joukot N ja N, ovat itse asiassa yhté isot.

Lause 4.7.
N ~ N+

Todistus. Koska sekd N ettd N, ovat joukkoja, myos (N x N, ) on joukko.
Valitaan tastd karteesisesta tulosta osajoukkoon F' kaikki sellaiset ja vain
sellaiset jésenet (n,n*) (n ja n* ovat luonnollisia lukuja esittavid vakioita),
ettd n* = n™. Jos n € N, niin n™ € N. Koska —-nt = (), niin n* on myos
joukon N, jasen, n™ € N, . Toisaalta joukon N méarittelyn ansiosta kaikki
luonnolliset luvut n*, jotka ovat erisuuria kuin ), voidaan esittii muodossa
nt, jossa n € N. Taten (n,n*), jossa n* = n™, kuuluu joukkoon F, olipa n
mika tahansa joukon N jédsen tai n* miké tahansa joukon N, jésen.
Kaikilla nollasta eroavilla luonnollisilla luvuilla on yksikasitteinen edelté-
ja, mikd on lauseen 4.5 tulos toisin ilmaistuna. Siispa jos (n,n*) ja (n',n*)
ovat relaation F' jésenid, niin n = n'/. Koska liséksi jokaisen joukon seuraa-
ja on yksikisitteinen, (n,n*) ja (n,n}) ovat kummatkin relaation F' jésenid
vain, jos n* = n}. Téten relaatio F' on bijektiivinen funktio, F' C (N x N ),
eli N~ N,. ]

Toisaalta on siis luonnollista, ettd kokonaisuus on osaansa suurempi, mut-
ta toisaalta taas luonnollisten lukujen joukko ei ole téllainen kokonaisuus.
Tama johtuu siité, ettd Eukleideen asettama sopimus pétee joukoille, joiden
kaikki jasenet voidaan ainakin periaatteessa luetella, eli darellisille joukoil-
le. Intuition mukaan N on kuitenkin &areton joukko, ja téllaisen aaretto-
myyden hyviksynté vaatii Eukleideen sopimuksen hylkdadmista ([12]: s. 47).
1800-luvun lopun ja 1900-luvun alun matemaatikko Richard Dedekind maa-
rittelikin darettoméan joukon sellaiseksi, joka on yhtd mahtava jonkin aidon
eli erisuuren osajoukkonsa kanssa (|5]: s. 356).

Kaikki ddrettomat joukot eivit kuitenkaan ole yhtd mahtavia. Voidaan
osoittaa, ettd olipa a mikd tahansa joukko, on voimassa —a ~ Pa. Lisak-

si a C Pa, mistéd syystd voidaan sanoa, ettd Pa on joukkoa a mahtavampi.
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Siispa =N ~ PN, vaikka molemmat joukot ovat dérettomis. Asretontd jouk-
koa, joka on yhtd mahtava kuin N, kutsutaan numeroituvasti aarettomaksi
joukoksi, ja joukkoa, joka on ddreton muttei yhtd mahtava kuin N (vaan vélt-
taméatté siis mahtavampi kuin IN), kutsutaan ylinumeroituvasti dérettoméksi
joukoksi. Voidaan esimerkiksi osoittaa, ettd reaalilukujen joukko R on yhta
mahtava kuin joukko PN, joten reaaliluvut ovat ylinumeroituvasti déareton
joukko. (Reaalilukujen ylinumeroituvuudesta esim. [13]: s. 173.)

Koetetaan maaritella luonnollisten lukujen yhteenlasku. Kéytannon las-
kuissa maaritelméa 4.8 toimii ainakin jotenkuten, mutta tosi asiassa méaari-
telmé on laskettava informaaliseksi ideaksi, miten formaalinen yhteenlaskun
médritelmé voisi toimia. Madritelmé nimittdin rikkoo méaritelmille asetet-

tuja saantoja.

Maaritelma 4.8. Maaritelladn joukon ja tyhjéan joukon summa ja kahden

joukon summa.

(z)<$+0> tz=x

(2) (a: + y) = Vu((y) Ot = Yo((8,) (x + Du> = (z)0+)v)u

Esitellaan vakiomerkintd kahden joukon summalle.
(a+0b): (Dx)(a+b>x — (a+0)

Kuten mainittiin, maaritelméa 4.8 on laiton. Ensiksikin maéaritellyssé kaa-

vassa (z) (x—i— 0) esiintyy vakio, joka ei esiinny maaritelméan oikealla puolella.
Téamén seurauksena ei voida osoittaa esimerkiksi, ettd (y = 0 = (x) (x—l—y) ).
Toiseksi médritelmén seurauksena kaavalla (2) (:L‘ + O) on kaksi merkitys-
td. Kolmanneksi kaavan (z) (x + y) maédritelméssa ei saisi olla osakaavaa

(v) (m + u), koska sen merkitys ei ole ennalta tiedetty. Sovitaan siksi, ettei
méadritelmén toista rivid saa kayttda, jos muuttujan y tilalle sijoitetaan tyhjé
joukko eli 0. Sovitaan lisdksi aksioomiksi seuraavat lauseet, joihin todistuk-

sessa viitataan kirjainyhdistelmalla ns, "nollasumma’

Vavyvz (O, =0, A0, =0) = (0,) (Dx + Dy>)zw

Vavy¥z(((0,) (Dx + Dy> AD, =0) = O, = O,)zye
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Tallaista maaritelmaa kutsutaan rekursiiviseksi. Maaritelméa maéaarittelee

kaavan (z) <$+0> , jonka avulla voidaan maaritelld kaikki méaériteltavissa ole-

vat summakaavat kuten (z) (a: + 1), (2) (x + 2) ja niin edelleen aina loput-
tomiin asti. Rekursiivinen maaritelma on matematiikassa erittdin tarkedssa
osassa. Esimerkiksi juuri luonnollisten lukujen yhteenlaskun méaaritteli hie-
man téssakin esitetyn kaltaisesti rekursiivisesti jo Dedekind 1800-luvulla ([5]:
s. 379). Rekursiivisen méaritelmén kiyttaminen voidaan perustella tdsmaélli-
sesti (ks. esim. [13]: s. 92-95), mutta tdmén tutkielman osalta sovitaan, ettd
yhteenlaskutoimituksen maéritelma on sddnnoénvastainen poikkeus.

Koska formaaliselle méaritelmalle asetetut sdénnot eivit mahdollista sen
ehdon asettamista, ettd kaavassa () <a+b> seké joukon a etta joukon b taytyy
olla luonnollisia lukuja, joukko (a+b) ei vélttamétta ole luonnollisten lukujen
yhteenlasku. Joukon (a + b) ensimméinen yhteenlaskettava a voi nimittiin
olla mika tahansa joukko. Toisaalta (a+b) ei ole olemassa, mikili b ei ole 0 tai
jokin sen seuraajista eli jos se ei ole luonnollinen luku. Esimerkiksi joukkoa
P2 eli {0,{0},{{0}},{0,{0}}} ei voida esittdd minkidn joukon seuraajana,
ja siksi ei voida kirjoittaa Jx(0J,) (a + 732>x.
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5 Lopuksi

Onnistuuko tutkielma luotettavien matemaattisten tulosten esittdmisessa?
Mikéli todistukset noudattavat tasméllisesti toisessa luvussa esitettyja
paattelysaantoja, luotettavuus palautuu noiden péadttelysaéntojen luotet-
tavuuteen. Niiden luotettavuus ei kuitenkaan ole triviaalia, silli monet
kaavamallit ja padttelysddnnot ovat melko mutkikkaita. Lisdksi jotkin niista
voivat johtaa ei-toivottuihin tuloksiin. Esimerkiksi tarpeelliseksi osoittau-
tunut sédénté ekvmp, jonka mukaan ((JzAz A (A = B)) = JyB(y/z)y) on
kaavamalli, johtaa ei-toivottuun seuraukseen: voidaan todistaa joukon ole-
massaolo ennen ensimmaistd absoluuttista olemassaoloaksiooma esimerkiksi

seuraavalla tavalla:

11.3.4,Ve— y=1y
2k22 MP Vz(O,eyeO,.Ca)z=y=y)
SAP Ve Jyvz(O, e 0, & O, Cz)zy

%23 MP,MP (Fywvz(O, e, &0, Cx)zy
ANVz(O,eye O, Ca)z=y=y))

Sekvmp ((Fyvz(0, € 0, & O, C x)zyA
Vz(0,eyeO,.Ca)z=y=1y))
= Ju(0d, =0,)u

SMP(4,5) Fu(0, = O,)u

Samaan tapaan voidaan todistaa mistd tahansa lauseesta VrAx lause
JxAx. Niinpa on hyviksyttava se, mitd Whitehead ja Russell kirjoittavat
teoksessaan Principia mathematica ([19]: s. 20): se miké pétee kaikille, patee
mille tahansa, ja jos jokin viite patee mille tahansa, on olemassa olio, jolle se
patee. Aksiooman A() asettama tyhja joukko ei siis ole ensimmainen olemas-
sa olevaksi osoitettava joukko vaan ensimmaéinen joukko, jolla on ominaisuus,
joka ei pade kaikille mahdollisille joukoille.

My6s tutkielman esittdmé jako vakioihin ja muuttujiin voidaan ky-
seenalaistaa. Tarkoitus on pitdd joukkoon viittaaminen (vakio) ja jouk-
koon viittaamisen mahdollisuus (muuttuja) johdonmukaisesti erillaéan, mut-
ta tdmé johdonmukaisuus ei vilttdmatta heijastu todistetuista lauseista. V-

padttelysadntohan sisaltaé ajatuksen, ettd mille tahansa todistettavissa oleva
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on kaikille joukoille todistettavissa. Kuitenkin useiden lauseiden vaitteissa —
muun muassa todistettaessa, ettd N tayttdd Peanon aksioomat — oletettiin
todistuksen helpottamiseksi ellei perdati mahdollistamiseks: yleisia vakioita,
joille tuloksia todistettiin, kun tarkoitus oli osoittaa, etta lause patee mille ta-
hansa joukolle. Toisin sanoen V-péattelysdannon ajatusta sovellettiin ainakin

implisiittisesti noin vain perustelematta vakioillekin.

Muun muassa néistd puutteistaan huolimatta tutkielma onnistuu melko
rajallisesta sovittujen totuuksien joukosta johtamaan joukko-opin perustu-
loksia. Kenties tutkielman esittdmid matemaattisen maédrittelemisen ja to-
distamisen keinoja hieman korjaamalla voitaisiin péaasta pitkallekin kuten
reaalilukujen esittdmiseen joukkoina. Esimerkiksi voidaan todistaa seuraa-
va perustavanlaatuinen lause. Tosin jotta se olisi tdysin formaalinen tulos,

maéaaritelmiéd koskevat lauseet tarvitsisivat tyostamista.

Lause 5.1.
(1+1)=2
Todistus.
Lo 3 O, =0z <0
T ()2 «— 1

3sij,m4.1V—(2) (r€l e (x€e0Vr=0))

o (zeOva=0)<z=0)

k20 m4.1 (Dt =vVe(O, €l (O, cuvO, =u))x)
Okvs,Ve—534(5) (D)t = ((x €uVar=u) &z =0))
K2EBUMPMP ((reuVer=u)er=0)= (zr=u=z=0))
S MPMP (Duk = (z=u= 2 =0))

WV—s28) (u=u= ()t = u=0))

OLIAMP (D)t = u=0)
3 () 14+« 2
12 (v=1= (2)vt+)
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BL34mds (1) (1 + o)

Mps Ve Ve e ((u=0A (v) (1 + u)) = v=1)
BRAMPMPs!! (1= 0= ((v) (1 + u) = (2)v+))

6K SIONMPMP (1)1 = ((0) (1 + u> = (2)vt))

Y kvs,¥(16)  Yu((D)Duk = Yo((O,) (1 + Du> = (2)0:)0)u
18114.8,3,3 (17 (Dx)(l + 1) —(1+1)

196i5,m4.8(18)  Yau((1)Dut = Yo((O,) (1 + Du> = ((1+ 1)0H)0)u
0y MPY—  ((1) (1 + 0) = ((1+ 1))

2MP(13,20),m4.1 Vo (0, € (14 1) & (O, € 1V, = 1))

2gij (1) md. 1V~ (z €2 (z € 1V a = 1))

255(21) Vo, € (1+1) & O, € 2)z

2113.1,3.3(23) (1+1) =2
0

Lauseen todistuksessa on muutama oikaisu, joista rivien 1, 2, 4
ja 11 oikaisut eivat kaivanne liiemmaélti selittelyja. Rivin 12 kaava
on melko yksinkertainen mutta melko monta rivid tuhlaava tulos, jo-
ka seuraa vilituloksista (v=1= ((zx€lVae=1)=(x€vVar=0))) ja
(v=1=(revVver=v)=(relvr=1))).

Tamaé ja muut tutkielman lauseet antavat oman tukensa sille, ettd joukko-
opin aksioomat ja tulokset voivat olla sdannonmukaisesti esitettévissé ja to-
distettavissa. Matematiikan perustaminen joukko-oppiin, kuten lukujen tai
funktioiden esittdminen joukkoina, — tai yleensd matematiikan perusteiden
esittdminen — ei selvéstikdén ole yksinkertainen tehtévé, mutta se syventaa
kisitystd matematiikan luonteen formaalisesta ja eksakstista puolesta. Tahén
puoleen tutustuminen on kiehtova kamppailu oman intuition ennakkoluuloja

vastaan.
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