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Tassé tutkielmassa esitelldan Fibonaccin lukujonon ominaisuuksia, kun Fibonaccin
luvut esitetddn modulin m € N suhteen. Tutkielman péaéatavoitteena on ilmaista
muodostuvan jaksollisen lukujonon Pisano-jakson pituus luvun m avulla. Ensin tar-
kastellaan tapauksia, joissa m on alkuluku, ja lopulta palautetaan yleisen modulin
tapaukset edelliseen.
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1 Johdanto

Fibonaccin lukujono
1,1,2,3,5,8,13,21, ...

on peréisin Leonardo Pisalaisen eli Fibonaccin (n. 1170-1240) aritmetiikkaa késitte-
levésté teoksesta Liber abaci (1202). Fibonaccin luvut mééritteleva rekursioyhtélo

F,=F,_1+F,

ei kuitenkaan todistettavasti ollut kéytossd ennen 1600-lukua. |7, Luku 1.|

Fibonaccin lukujonon ominaisuuksia tutkitaan yha [6, Luku 3.1.2]. Tamé tutkiel-
ma perustuu erddseen Fibonaccin lukujen ominaisuuteen: Valittiinpa miké tahansa
luonnollinen luku m, 16ydetaan téalla luvulla jaollinen Fibonaccin luku. Tutkielmassa
tullaan osoittamaan, ettd luvulla m jaollisia Fibonaccin lukuja on darettomaésti, ja
ne vielapé esiintyvit lukujonossa sddnnollisesti. Naméa ominaisuudet ndhdéaén hel-
posti sellaisesta lukujonosta, jossa kukin Fibonaccin lukujonon alkio esitetdaan jako-
jadnnoksena luvun m suhteen. Téllaisessa lukujonossa jokainen luvulla m jaollinen
Fibonaccin alkio kuvautuu luvuksi 0. Nain muodostetun lukujonon huomataan ole-
van aina jaksollinen, ja lyhyintd mahdollista jaksoa kutsutaan Leonardo Pisalaisen
mukaan Pisano-jaksoksi.

Tutkielmassa esitellaan luonnollisen luvun m suhteen muodostetun Pisano-jakson
ominaisuuksia keskittyen erityisesti jakson pituuteen. Luvun m maérittadméan Pisano-
jakson pituutta ei voida suoraan ilmaista laskematta Fibonaccin lukujonon alkioita
modulo m. Tutkielmassa kuitenkin néytetdén, kuinka jakson pituus riippuu luvun
m tekijoiden, erityisesti alkulukutekijoiden, Pisano-jaksojen ominaisuuksista.

Ennen Pisano-jaksojen kasittelya tutkielmassa esitellddan Fibonaccin lukujonon
ominaisuuksia, kuten yleisid jasenia kuvaavat kaava ja matriisiesitys. Naitd voidaan
hyodyntaa myos modulin m suhteen esitetyn Fibonaccin lukujonon tapauksessa.

2 Fibonaccin lukujono

Maaritelma 1. Fibonaccin lukujono (F,) = Fo, Fy, F,... muodostetaan méérittele-
mélla jasenet Fy =0 ja Fy = 1, seké ehto F,, = F,,_1 + F,,_o, kun n > 2.

Fibonaccin lukujono jatkuu loputtomasti, silla kaksi edellista jasentd maaraavat
aina seuraavan jasenen rekursiokaavan avulla. Taulukossa [If luetellaan Fibonaccin
lukujonon (F,,) jasenet Fo, Fi, ..., Fy.

345 6 7 8 9
2 3 5 8 13 21 34

n: 0 1 2
F,: 01 1

Taulukko 1: Fibonaccin lukujono (F,).



Maaritelma 2. Yleistetty Fibonaccin lukujono (g,) on lukujono, jonka jasenet tayt-
taviat ehdon

In = gn—1 T gn—2 (1)
kaikilla kokonaislukuindekseilld n [10)].

Yleistetyn Fibonaccin lukujonon alkiot maéraytyvéat yksikasitteisesti kahden an-
netun alkuarvon perusteella. Fibonaccin lukujono (F),) kuuluu yleistettyjen Fibo-
naccin lukujonojen joukkoon, alkuarvoiksi valittuna £y = 0 ja F; = 1. Rekursiivisen
ehdon ja alkuarvojen avulla lukujonoa voidaan jatkaa myos negatiivisiin koko-
naislukuindekseihin:

Rekursiokaava (1)) <=
In—2 = gn — Gn-1, (2)
joten esimerkiksi F'.y = F| o =F,—F_1=1-0=1.

2.1 Fibonaccin lukujono modulo m

Maaritelméa 3. Lukujonon (Fqgm)) alkioina ovat Fibonaccin luvut, jotka on esitet-

ty modulin m € N suhteen. Lukujonon (Fr(bm)) jasenet kuuluvat jaannosluokkien
(mod m) joukkoon Z,,. [10]

Indeksin ¢ Fibonaccin lukua vastaa lukujonon (F,Sm)) alkio Fi(m), joka on pienin
sellainen ei-negatiivinen kokonaisluku a, ettd F; = a (mod m). Esimerkiksi

(F®)=0,1,1,2,3,0,3...,
koska F5 =5=0 (mod 5) ja Fs =8 =3 (mod 5).

Lause 1. Lukujono (Fr(bm)) on ylewstetty Fibonaccin lukujono modulin m suhteen, eli
F™ = F™ 4 B (mod m).

Todistus. Fibonaccin lukujono kuuluu yleistettyjen Fibonaccin lukujonojen jouk-
koon, joten kaikilla n € Z on voimassa F,, = F,, 1 + F,, 5. Kun tdma esitetdan
modulin m jakoalgoritmin avulla, saadaan yhtalo

(dn-m+1rn) = (dp1-m+1y-1) + (dng-m+rn2), di €Z, 0 <1r; <m,
joka vastaa kongruenssia
Tn =Tp-1+Trn_2 (modm).

Lukujonon (Fém)) ja jakoalgoritmin jadnnoksen r; méaritelmien perusteella r; =

FZ-(m), joten rekursiokaava

on volmassa. O



n: 0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14
FEY. 01120221011 2 0 2 2
FY. 0112310112 3 1 0 1 1

Taulukko 2: Fibonaccin lukujonot modulo 3 ja modulo 4.

Taulukossaesitetéién lukujonojen (F,E?’)) ja (F,E4)) alut. Nahd&én, etta alleviiva-
tut jasenet jakavat lukujonon toistuviin jaksoihin, joita kutsutaan Pisano-jaksoiksz.
Huomio jaksollisuudesta voidaan yleistéa:

Lause 2. Lukujono (F}Em)) on jaksollinen jokaisella modulilla m € N.

Todistus. Koska on olemassa vain m mahdollista jaénnosta a € Z,, ja (F,gm)) koos-
tuu vain néistd jaannoksistéd, mahdollisia (Fi(m)7 }Wi(ﬁ))—pareja on m - m kappaletta,
erityisesti siis ddrellinen maaréd. Lukujono on kuitenkin padttyméaton, joten ainakin
yhden mahdollisista pareista on esiinnyttava uudelleen.

Liséaksi lauseen |1l mukaan (FT(Lm)) tayttaa yleistetyn Fibonaccin lukujonon ehdon
, joten miké tahansa pari (Fi(m), E(ﬁ)) méaaraa lukujonon kaikki seuraavat jasenet.
Lukujono on siis jaksollinen jos ja vain jos ensimméisené uudelleen toistuva pari on
alkuarvopari (Fo(m), Fl(m)) =(0,1) Vm > 1.

Oletetaan ettei néin ole, eli ensimméisend toistuva pari on (z,y), missd z =
Fj(m) £0jay = FJ(TI) # 1 jollain j > 0. Lukujono on siis muotoa

(F'rgm)) = 0’ 17 s LY, XYy ey

missé pari (0, 1) ei esiinny toistuvan parin (z,y) esiintymien vélilld. Rekursiokaavas-
ta kuitenkin seuraa, ettéd pari (x,y) maaraa lukujonon yksikésitteisesti myos pie-
neneville indekseille. Koska pari (0, 1) esiintyy ennen ensimmaéista parin (z,y) esiin-
tyméaéd, sen on esiinnyttava myos valilla z, y, ..., z, y. Muutoin parin (x, y) maaraama
lukujono pieneneville indekseille ei olisi yksikésitteinen. Nyt pari (x,y) # (0, 1) ei ole
ensimmaéinen toistuva pari, mikd on ristiriita oletuksen kanssa. Ensimmaéinen tois-
tuva perakkéisten jésenten pari on siis (0, 1), joka myds aloittaa aina uuden jakson.
Siten (F'™) on jaksollinen kaikilla m > 1. [7 s. 17]

Jos taas m = 1, (F,™, FI™) = (0,0), jolloin lukujonon (F."”) jaksollisuus on
selva. O

Esitettiinpé Fibonaccin lukujonon alkiot minka tahansa modulin m € N suhteen,
muodostuva lukujono (Fém)) on jaksollinen. Oletetaan vastaisuudessa, ettd m > 1,

jolloin lukujono (FS™) alkaa alkioilla F{™ = 0 ja F™ = 1 ja jokainen Pisano-jakso
parilla (0, 1).

2.2 Fibonaccin lukujonon matriisiesitys

Fibonaccin lukujono ja sen ominaisuuksia voidaan esittdd myos matriisien avulla.
Alaluvun tulokset ovat peréisin Robinsonilta [9].
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Fibonaccin lukujonossa on voimassa rekursiokaava F,; = F,, + F,,_;. Kun Fi-
bonaccin lukuja ajatellaan pareina (F,,_1, F},) ja (F,, F,,+1) ja méaéritelladn matriisi

0 1
7= (1)

(anlaFn)U:«)'anl—i_Fn;anl—i_Fn):(FnanJrl)-

rekursiokaava tayttyy yhtélossa

Induktion avulla voidaan myos nayttia, ettéa

(FnyFn+1> - (O,l)U”, (3)
missa
n __ Fn—l Fn
U _<Fn P;L—&—l)7 (4)

jota kutsutaan Fibonaccin lukua F), vastaavaksi matriisiksi. Matriisi U" voidaan
esittdd muodossa

U™ =1 +dM, (5)

missa [ on indentiteettimatriisi (O (1)) , d € Z ja M on jokin sopiva 2 X 2-matriisi.

Matriisin esitysmuodosta niahdéaén, ettd (F,, F,+1) = (0,1) (mod m) jos ja
vain jos matriisi U" on kongruentti identiteettimatriisin kanssa modulo m. Silloin
matriisin U™ alkiolle

Fo1=F,.1=1 (modm)jakF,=0 (modm),

eli pari (F),, F,,11) aloittaa uuden jakson lukujonossa (F,Y”)) Kun U™ = I (mod m),
yhtélossé (b)) on voimassa d =0 (mod m).

2.3 Lukujonon yleinen jasen

Fibonaccin lukujonon yleiselle jésenelle F,, voidaan johtaa kaava, jota kiytettdessa
ei tarvitse tuntea jonon edellisia alkioita.
Lukujonolle (a,), joka on muotoa

ag = cop, a1 = €1 ja a, = Aa,_1 + Ba,_o Vn > 2,

missd A, B € R ja B # 0, voidaan muodostaa lukujonon rekursiokaavaa vastaava
karakteristinen yhtdlo

2? = Ar + B.



Jos karakteristisella yhtéalolld on kaksi juurta, a ja (3, yleiselle jasenelle tunnetaan
kaava

aAn = Klan+K2/6n7 (6)

missd K; ja K, voidaan laskea tunnettujen jasenten ay = cg ja a; = c¢; avulla.
Tarkemmin aiheesta todistuksineen voi lukea lahteesté [I), luku 10.]

Maaritelmaéstéa |1| nahdasan, ettd Fibonaccin lukujonon tapauksessa karakteristi-
nen yhtilé on 22 = x + 1, jolla on juuret o = %5 ja B = %‘F’ Nyt tunnettujen
jasenten Fy = 0 ja F} = 1 avulla saadaan yhtaloryhmé

S

{R:JQG“@O+KﬂPﬁW:JQ+K5:O

2 2
F = K1<1+\/5)1 +K(8) = K1(1+2‘/‘F’) +K2(1*2‘/5) =1,

2 2

josta voidaan ratkaista K; = \/Lg ja Ky = —\/Lg. Nyt kaavan @ perusteella yleista
jasenta F,, kuvaava Binet’n kaava on

1 145, 1-WE 1 at—pn
Fn—ﬁ« 5 )~ (5 ))——5(04 —5)—W-
Binet’'n kaava
an_ﬁn
Sy

toimii myds lukujonon (FT(Lm)) alkioille, jos alkiot F\™ kuuluvat sellaiseen kuntaan
K, etté yhtalolla

=241 (7)
on kunnassa K kaksi toisistaan eroavaa ratkaisua « ja . Nyt yhtalon ratkaisut

1+v5  1-+5
2 17T

vaativat uuden, kunnasta K riippuvan tulkinnan. Ensinnékin jakolaskun luvulla
2 (mod m) tulee olla midritelty, joten vaaditaan m # 2. Myds /5 on tulkittava
uudelleen:

Jos luku 5 on neliénjainnés modulo m, 16ydetdén sellainen lukua /5 vastaava
kokonaisluku a, ettid a®> =5 (mod m). Muistetaan, etti jiinnosluokkarengas Z,, on
kunta vain jos moduli m on alkuluku p € P [3, Seuraus 3.1.7]. Nyt voidaan merkité

kunnaksi K kunta Z, ja juuriksi oo = ILQ"“ ja B = 1;—“, jotka ovat erisuuria kun a # 0
mod p). Tapauksessa a = 0 (mod p) voimassa on myds a? = 0, miké on totta silloin
p P p Y
ja vain silloin, kun p = 5, koska méériteltiin > = 5 (mod p).

Jos taas luku 5 ei ole neliénjdannds, eli yhtdlolla 22 = 5 (mod m) ei ole koko-

naislukuratkaisua z, kiiytetdin merkintia Z,,[v/5] siitd renkaasta, jonka alkiot ovat

>



muotoa a + b\/5, a,b € Z,,. Tamin kanssa isomorfinen rengas saadaan myos poly-
nomirenkaan tekijirenkaana Z,,[z]/I samaistamalla /5 ja sivuluokka z + I. Téssi
I on renkaassa Z,,[z] jaottoman polynomin x? — 5 generoima ihanne. [3, Luvut 3.6
ja 3.7

Mybs renkaan Z,[v/5] tiedetdiin olevan kunta vain kun m = p € P. Tillsin
Binet'n kaavan erisuuret vakiot

1 1—-
a= +2\/5:21+21\/5jaﬁ: 2\/5:21—21\/5
kuuluvat kuntaan K = Z,[v/5] = {a + bv/5 | a,b € Z,}.

Seuraavan lauseen ja sen avulla muotoillun seurauksen avulla voidaan helposti
méadrittéd, kasitellidnkoé modulin p € P\ {2,5} tapauksessa kuntaa Z, vai kuntaa

Z,V/5).

Lause 3. Kun p > 2,

(i) 5 on nelionjainnos modulo p, jos p = +1 (mod 5).

(ii) 5 ei ole nelionjidnnds modulo p, jos p = +2 (mod 5).
Todistus.

(i) 5 on neliénjadnnos (mod p), jos Legendren symboli (%) = 1.

Nelionjéénnosten resiprookkilain [, 3.18] mukaan
d5.,p p=ly(5=1
B = (e

= (_1)p71 = 17

koska p > 2 on pariton. Siis on oltava (%) = (). Nyt oletuksen muotoa p =

5r+1jap=>5r—1, r € N, oleville alkuluvuille

=t ooy

P 5} 5)
ja
5 or —1 -1
2 = =(—)=1
S=Ch=Gh=1,
koska (%) = (%) jos a =0 (mod p), 1> =1 (mod p) ja 22 = —1 (mod 5). Siis

5 on neliénjadnnos modulo p = £1 (mod 5).
(ii) Vastaavasti 5 ei ole neliénjadnnos (mod p), jos Legendren symboli (g) = —1.
Jélleen (]%) = (£), joten kun p = 5r + 2, saadaan

)= =)=

[ 5 5
respirookkilain toisella tdydennyslauseella [5, 3.16], ja
) or — 2 —2 -1 2
%y = = () = () (D) =1-(-1) =1
O =2 = (D)= ()G =1 (-1

multiplikatiivisuuden ja aiempien laskujen perusteella. N&in ollen 5 ei ole ne-
libnjaénnos modulo p = £2 (mod 5). [7, Lemma 3.9,
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]

Lauseen |3 avulla voidaan koota yhteen, missé alkulukutapauksissa lukujonon
(F,&p )) yleinen jésen voidaan selvittéé:

Seuraus 1. Lukujonon (F}(Lp)), p € P jap> 2, yleinen jisen saadaan kaavalla

n n

a
FP = o5 (mod p), (8)
jos
(i) p==£1 (mod 5), jolloin yhtdilon erisuuret juuret o« = £ ja = 1-a
ovat kunnassa Z,. Tissi a # —a ja (a)? =5 (mod p).

i) p= =42 (mod 5), jolloin yhtdlslli (7) on erisuuret juuret a = 45 jq
(i) p ( 0 y J J
8= %5 kunnassa Z,[\/5).

Binet'n kaava kattaa kaikki alkulukutapaukset lukuja 2 ja 5 lukuun ottamatta.
Lukujonosta (F,Sf)) =0,1,1,0,1, ... ndhdaan, etta P = 0, kun 3 | n, ja 1 muulloin.
Tapaukseen p = 5 liittyen tullaan huomaamaan, ettd lukujonon (FS’)) ominaisuudet
poikkeavat muiden lukujonojen (F,Sp )), p € P, ominaisuuksista.

Lause 4. Yhtilolli x* = x + 1 (mod p) on yksi kaksinkertainen juuri tarkalleen
silloin, kun p = 5.

Todistus. Olkoon r yhtdlon kaksinkertainen juuri. Voidaan johtaa seuraava ekviva-
lenssiketju:

2 =2 —22r +r* (mod p)

-z —-1=(x—r)
< 2r=1jar’=-1 (mod p)
= 4rP=1ljadr’*=—-4 (mod p)

< 0=5 (modp) < p=>5,
mistéd véite kdy ilmi. [12] 5.528.] O

Esimerkki 1. Tutkitaan Binet'n kaavaa lukujonojen (Fézg)) ja (F7S7)) tapauksissa.
Alkuluvut 29 ja 7 ovat muotoa 5r—1 ja 5s+2, joten seurauksen [I|mukaan yleinen
jasen voidaan selvittdd Binet'n kaavalla . Selvitetddn karakteristisen yhtalon ((7)
juuret « ja S kummallekin alkuluvulle.
Seurauksen [I| mukaan tapauksessa p = 29 juuret kuuluvat kuntaan Z,g. Koska
(£11)? = 121 = 5 (mod 29), saadaan juuret o = £ =6 ja f =158 = -5 =24
(mod 29). Kun Binet'n kaava esitetddn muodossa

1
FP =_— . (q"— " d
P'= 5@ = ") (modp)
voidaan tapauksessa p = 29 laskea
1 1
= —=11"1= d 29).
oy Rl 8 (mod 29)



Taulukosta [3 nihdsén, ettd jokaisella indeksin n arvolla F\*” = § - (6" — 24™)

(mod 29), miké on Binet'n kaava jésenelle Joisll

Tapauksessa p = 7 yhtalolla on kuntaan Z7[\/§] kuuluvat juuret o = 27! +

2715 =4+4V5ja f =21 —271/5 = 4 + 3v/5. Nyt kertoimeksi ﬁ saadaan

V5 = 31/5, ja taulukosta {4 ndhdéin, ettd F\" = 3v/5((4 4+ 4v/5)" — (4 + 3v/5)")
kaikilla indeksin n arvoilla.

Taulukoista ndhdaan myos, etté lukujonot (o™ (mod p)), (8™ (mod p)) ja (o™ —
" (mod p)) ovat yleistettyja Fibonaccin lukujonoja.

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

6 7 13 20 4 24 28 23 22 16 9 25 5
24 25 20 16 7 23 1 24 25 20 16 7 23

a" = 6" (mod 29) : 1
1
11 11 22 4 26 1 27 28 26 25 22 18 11 O
0

p" = 24" (mod 29) :
a" — (" (mod 29) :
F

O O~ RO

11 2 3 5 8 13 21 5 26 2 28 1

Taulukko 3: Lukujonon (F7§29)) yleinen jasen karakteristisen yhtalon juurien potens-
sien avulla.

n: 1 2 3 4 5)

4+4vV5 5+44V5 245 55 2+6V5

443vV4 5+43V5 2+6V5 2v5 2++5
V5 V5 25 3V5  5V6
1 1 2 3 5

a = (4+ 4\/5.)” (mod 7) :
B" = (4 +3v/5)" (mod 7) :
a" — " (mod 7) :
F7

S O = =IO

Taulukko 4: Lukujonon (FT(L”) yleinen jasen karakteristisen yhtalon juurien potens-
sien avulla.

Yleisté jasenta F;, kuvaavan Binet'n kaavan liséksi Fibonaccin lukujonon jasenille
voidaan esittdd myos muita laskemista helpottavia kaavoja. Ne esitetdédn lemmassa
[} ja niiden todistukset 18ytyvit léihteestd [7, luku 1.]

Lemma 1. Fibonaccin lukujonon alkioille F,, ja Fy, n,k € Z, ovat voimassa seu-
raavat tulokset:

(i) (F,, Fni1) =1, eli perdikkdiset luvut ovat suhteellisia alkuluja
(ii) For = Foo1 Fy + FoFi
(iti) Fop = (—1)"(FyFoi1 — Fop1 F)
(iv) Fy, 1 Fpy — F2 = (=1)"



3 Pisano-jakson pituus

Kuten lauseesta [2| kivi ilmi, modulin m € N avulla esitetyt Fibonaccin luvut muo-
dostavat jaksollisen lukujonon, ja yhta téllaista jaksoa kutsutaan Pisano-jaksoksi.
Pisano-jaksojen pituudet vaihtelevat: modulilla m = 29 jakson pituus on 14, modu-
lilla m = 30 vastaava luku on 120 [IT]. Tassé luvussa esitetéén arvioita Pisano-jakson
pituudesta eri moduleilla m > 1.

Kéytetdan modulin m € N avulla muodostetusta Pisano-jaksosta merkintaa P,
jakson pituudesta merkintda k,, ja ensimmaéisestd positiivisesta indeksistd a, jol-
la F™ = 0, merkintdé a,,. Méaritelmistd nadhdéan, etta Fi(m) = FZ.(EC)m ja a, <
k,,. Esimerkiksi taulukon [2| lukujonoissa a3 = 4, k3 = 8,a4 = ky = 6ja P, =
0,1,1,2,3,1. Alkio F,_ on ensimmaéiinen luvulla m jaollinen positiivinen Fibonaccin
luku. Myos muut nollien esiintymét lukujonossa (Fém)) kertovat, mitkd Fibonaccin
lukujonon alkiot ovat jaollisia luvulla m.

Koska jokainen Pisano-jakso P,, alkaa alkiolla 0, voidaan olettaa, ettd luvulla
m jaolliset Fibonaccin luvut liittyvat pituuteen k,,. Keskitytdan siis ensin Pisano-
jakson nolla-alkioihin liittyviin ominaisuuksiin.

3.1 Nollat Pisano-jaksossa

Lukujonon (F,gm)) =0,1,1,... jaksollisuudesta seuraa, etté ainakin Fibonaccin luvut
Fuy,, , d € Z ovat jaollisia modulilla m. Jaollisia lukuja voi esiintya kuitenkin myos
useammin, kuten nédhdéén taulukosta

56 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584 4181 6765 ...
03 3 1 4 0 4 4 3 2 0 2 2 4 1 0

n: 0 1 2
F,: 0 1 1
P 01 1

N DWW
W W

Taulukko 5: Lukujono (F,g5)), jolle as = 5 ja ks = 20.

Lause 5. Lukujonossa (Fém)) ehdon FZ-(m) = 0 toteuttavat indeksit i muodostavat
aritmeettisen lukujonon. [12, Lause 3.]

Todistus. Jos F; = F; =0 (mod m), lemman [1| kohdan [iil mukaan
Fiij=F41-04+0-F;; =0 (modm). (9)
Kohdan [iiil mukaan taas
Fjy =(=1)(0 Fitq = Fjyy - 0) =0 (mod m). (10)

Koska Fém) = FUE:} ) = 0, kaavojen @ ja perusteella luku 0 toistuu lukujonossa

(F,(Lm)) ainakin luvun a,, vélein. [7, s. 18.] Se ei voi kuitenkaan toistua useammin:
Tehdééan vastaoletus, ja oletetaan, ettd olisi olemassa sellainen indeksi b, =
d-ay,+r, 0<7r<an,jollaF, =0 (modm). Silloin kaavan mukaan

F.=Fy, _4a, =0 (mod m),

Ne}



mika on ristiriita, koska a,, oli maaritelty pienimméksi positiiviseksi indeksiksi 7, jolla
F; =0 (mod m). Vastaoletuksen indeksi b,, # 0 (mod a,,) ei siis ole mahdollinen,
joten nolla-alkiot esiintyvét a,,-valein. O]

Siité, ettd ehdon E(m) = 0 tayttavit alkiot esiintyvét lukujonossa (FT(Lm)) SAan-
nollisesti, voidaan johtaa kaksi suoraa seurausta:

Seuraus 2. F\™ =0 < a,, | n.

Seuraus 3. Lukujonossa (F,gm)) on voimassa ehto ky, = 2, - Ay, MISSA 2, kuvaa
nolla-alkiotden mddrad jaksossa Py, .

Seurauksen |3 perusteella Pisano-jakson pituudella ja sen nolla-alkioiden méaralla
on suora yhteys. Pitkdssakiain Pisano-jaksossa nolla-alkioiden mééra ei kuitenkaan
nouse yli tietyn rajan.

Lause 6. Lukujonon (F,(Lm)) Pisano-jaksossa on 1, 2 tai 4 nollaa.

Todistus. Alaluvun Fibonaccin lukujen esitysmuoto on voimassa kaikille in-
deksin arvoille n my6s modulo m, joten

(F,,F,.,)=(0,1)U" (modm)Vn € N.

Jos merkitdan arvolla s sitd alkiota, joka seuraa ensimmaisté positiivisen indeksin
nolla-alkiota F.™, saadaan

am

(Fu,, Fu,,+1) = (0,8) = (0, )U* (mod m),

missé (0,s) = s(0,1). Tdmén avulla voidaan laskea

(Foa,,, Foa, +1) = (0, U™ = ((0, Y U*™)U*™
= (0,s)U*™
s(0, 1)U
=5(0,s) = (0,s%) (mod m),

ja samoin laskemalla

(Fsams Fsap11) = (0,5%)  (mod m),
ja edelleen

(Fia,,> Fia,+1) = (0,5")  (mod m). (11)
Lemman [I] kohdasta [iv] tunnetaan yhtalo

}710471'1,71Z?an'r‘l’1 - F(J?m = (_1)0"’"7 (12>

joka on voimassa myos modulo m. Koska méériteltiin F, = ™ =0 (mod m) ja

Foy1=F, | = Fé:il = s (mod m), yhtilo saadaan muotoon

s = (=1)* (mod m), (13)
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josta puolittain toiseen potenssiin korottamalla saadaan s* = 1 (mod m). Silloin
kaavan ((11)) mukaan

(Fiaps Fia,+1) = (0,1)  (mod m),
jolloin ky, | 4 - ap,. Koska my6s a,, | k,, saadaan
kyp = Qs Ky = 2 - ayy, tai k,, =4 - a,,,
joten seurauksen |3| mukainen z,, saa arvon 1,2 tai 4. L]

Olipa m kuinka suuri luonnollinen luku tahansa, Pisano-jaksossa P,, on 1,2 tai 4
nolla-alkiota. Jos tunnetaan lukujonon (F,Em)) ensimmainen positiivinen indeksi a,,,
jossa alkio on 0, voidaan jakson nolla-alkioiden maéré z, ilmaista seuraavan lauseen
avulla. Silloin seurauksen [3] perusteella voidaan todeta myos Pisano-jakson pituus
k-

Lause 7. Pisano-jakson P,, nolla-alkioiden mddardlle on voimassa
(i) zm =4 <= a,, on pariton, kun m > 3

(i) zm =1 <= 4tk

(i1i) 2z =2 <= 4|k, ja a,, on parillinen.

Todistus. (i) Oletetaan ensin, ettd z, = 4. Olkoon s = Fa(::—)&-l? jolle on voimassa
lauseen @ todistuksen yht&lo . Yhtalossa

s = (—=1)" (mod m) (14)
s? on alkio toisen positiivisen indeksin nolla-alkion jilkeen. Tilloin on oltava
s? # 1, koska muutoin jaksossa olisi alle neljid nollaa. Silloin yhtilon (14)
mukaan my6s (—1)* # 1, joten a,, on pariton kun m > 3.

Oletetaan sitten, ettd a, on pariton. Koska m > 3, niin (—1)*" = —1, jo-
ten s> = —1 (mod m). Korottamalla timi puolittain toiseen saadaan s* = 1

(mod m), mistd nihdddn alkion s € (F,gm)) kertaluku ord,,(s) = 4. Alkion s
kertaluku vastaa jakson nolla-alkioiden maaraa [§], joten z,, = 4.

(ii) Osoitetaan, etta vastaoletus johtaa kummassakin implikaatiossa painvastaiseen
vaitteeseen, mika todistaa halutun implikaation.

Oletetaan ensin, ettd z, # 1, jolloin lauseen [0] perusteella z,, = 2 tai z,, = 4.
Seurauksen |3| mukaan k,, = z,, - a,,, joten tapauksessa z, = 4 on voimassa
4 | k. Jos taas z,, = 2, niin ehto m < 3 on voimassa. Silloin kohdastaseuraa,
etté a,, on parillinen. Erityisesti siis k,, = 2 am = 2-(2q), q € Z, joten k,, | 4.
Siis z,, # 1 = 4| k,,, joten my6s implikaatio z,, = 1 = 41 k,, on voimassa.

Oletetaan sitten, etta 4 | k,,. Lemman [I| kohta [iii] saadaan muotoon

Fy, i =Fyj= (-1 (FyFiq — FouFy) = (=1)"'EF; (mod m),  (15)
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kun huomioidaan lukujonon (Fy(Lm)) jaksollisuus k,,-vélein. Sijoitetaan kaavaan
(15) pariton luku j = % + 1

kaf%m—l =1 F%mﬂ (mod m).

Alkioiden Fiy _y ja Fiy o Vlissd on yksi alkio, ja sen on téytettéva ehto Fi, =
2 2 2

0 (mod m), koska lukujono (FT(Lm)) toteuttaa yleistetyn Fibonaccin lukujonon
rekursiivisen ehdon ([I)). Koska Pisano-jaksossa Py, = Fo(m), Fl(m), LFT Fé::)_l

. m 9 oo
on nyt ainakin kaksi nollaa, 4 | k,, = z, # 1, eli 4t k,, = z,, = 1. ’
(iii) Kohta seuraa suoraan kahdesta edellisesta.
[7, Lauseet 3.34, 3.35 & 3.36.] O

Yhdistamaélla seuraus|3|ja lause |§| saadaan lukujonon (FT(Lm)) Pisano-jakson pituu-
delle sen yliarajaa kuvaava epayhtalo k,, < 4a,,, miké kuitenkin edellyttaa lukujonon
jasenten laskemista. Etsitddn siis edelleen yleisempié, vain modulista m riippuvia ar-
vioita jakson pituudelle k,,. Keskitytdén seuraavaksi vain alkulukumoduleihin: Ni-
mittéin, jos jokin Fibonaccin luku F}, on jaollinen modulilla m, se on jaollinen myos
jokaisella luvun m tekijélla. Jos siis m on yhdistetty luku pi'p®...pks, p; € Pjar; €
NVi=1,.,s ja ;' = 0, myés FP) = 0 Vp,;,i = 1, ..., s. Silloin seurauksen
mukaan a,, | an, ja koska a,, | k,, myds a,, | k. Voidaan siis olettaa, ettd lu-
vun m Pisano-jakson pituus voidaan esittda sen alkulukutekijoiden Pisano-jaksojen
ominaisuuksien avulla.

3.2 Alkuluvuille

Yleisen alkuluvun p muodostaman Pisano-jakson pituudelle ei voida antaa tarkkaa,
vain luvusta p riippuvaa arvoa. Pisano-jaksoon P, liittyy kuitenkin useita tuloksia,
joiden avulla sen pituutta &, voidaan arvioida. Tuloksissa hyodynnetdian seurausta
1] joten oletetaan p > 2.

Lemma 2. Olkoon moduli p # 5 alkuluku ja o ja [ seurauksen [1| mukaiset juuret
joko kunnassa Z,, tai kunnassa Z,[\/5]. Silloin

FP=0jaF? =1 < a"=p"=1. (16)

Todistus. Seurauksen [I| perusteella tiedetddn, ettd Binet'n kaava on valitussa kun-
nassa voimassa. Oletetaan ensin k, | n, eli

n __ An n+1l _ Aan+l
Fo = TP g 9 T
_ ﬁ n+ o — B
Edellisesta ndhdaén, ettd o = 8", ja sijoittamalla tdmé jalkimmaéiseen saadaan
ataZ o' @By _gn g,
a—f a—f

12



Samoin

a—pf

n — n — 1
e =8 =1,
joten ensimmaéinen implikaatio on voimassa. Jos taas oletetaan, ettd o = " = 1,
Binet’'n kaavan mukaan
po - 171 =0ja F® _loa-1-8
n o — /6 n+1 o — B ’
joten véitteen ekvivalenssi on todistettu. O

Lause 8. Olkoot « ja 8 seurauksen [l mukaiset juuret joko kunnassa Z, tai kunnassa
Z,[V/5]. Silloin k, = [ord(«a), ord(B)], missd kertaluku koskee valittua kuntaa.

Todistus. Koska k, on pienin positiivinen indeksi n, jolle lemmanekvivalenssin
vasen puoli on voimassa, on se myos pienin luku n, jolla sekd o™ = 1 ettd ™ = 1.
Tésté seuraa, etté k, on lukujen pienin yhteinen jaettava [ord(a), ord(8)]. [10, Lause
2. m

Lauseen [§] antama Pisano-jakson pituus on tarkka, mutta sita ei voida ilmaista
helposti vain alkuluvun p avulla. Yleisen alkuluvun p € P\ {2,5} Pisano-jakson
pituudelle voidaan antaa ylaraja p — 1 tai 2p 4 2, kuten alaluvun lauseiden tulokset
osoittavat. Jakson pituus k, myos jakaa ylarajan, joten sen mahdollisia arvoja on
rajallisesti.

Lause 9. Jos a € Z,, elip==+1 (mod 5), niin k, | (p —1).

Todistus. Kunnassa Z, karakteristisen yhtalon juurille on voimassa yhtaloketju
—1—a 1—a —-(1-a*) a*-1 5-1

(Fa)- 6= ' I R R

joten 8 = (—a)~!. Silloin joko ord(8) = ord(a), ord(a) = 2ord(83) tai 2ord(a) =
ord(f). Nyt lauseesta [§| seuraa, ettéd k, = ord(«) tai k, = ord(/3).

Kunta Z, on ryhmé, jonka kertaluku on p — 1. Tama kertaluku on jaollinen
jokaisella ryhmén alkion kertaluvulla [2| Seuraus 2.4.10|, joten ord(a)|(p — 1) ja
ord(B)|(p — 1). Silloin siis k,|(p — 1). [10, Lause 3.] O

Lemma 3. Jos p = +2 (mod 5), niin a = ° ja B = o kunnassa Z,[\/5].

L,

Todistus. Seurauksestatiedetéiéin, ettd kunnassa Z,[v/5] yhtdlon 22 = z+1 (mod p)
ratkaisut ovat o = %‘?’ ja g = %5 Osoitetaan, ettd myos o on yhtalon ratkaisu:

(@ = (o (220

eli (a?)? = a? +1, koska kunta Z,[v/5] on kokonaisalue [3, Esimerkki 2.11.17]. Koska
toisen asteen karakteristisella yhtélolla on kuitenkin vain kaksi ratkaisua, on oltava
of = a tai of = (. Yhtélolld 2P = x on p ratkaisua, joiden tiedetdan Fermat'n pikku
lauseen [0, Lause 2.22] mukaan olevan kunnan Z, alkiot. Koska o & Z,, on oltava
a? = B. Samoin (P = «. [4], Lause 4.4.] ]

+ #)p = (a+1)7,
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Lause 10. Jos p = £2 (mod 5), niin a, | (p+ 1).

Todistus. Lemman |3| mukaan of = 3 ja P = «. Talléin o' = Ba = B1TP. Sijoit-
tamalla tdmé jasenen F) ) Binet'n kaavaan saadaan

p+1
p+1 _ pp+l
Fzgﬁ)l =2 i =0,
a—pf
joten seurauksen 2l mukaan a, | (p +1). [4, Lause 4.4.] O

Lause 11. Jos a € Z,, elip = £2 (mod 5), niin k, | (2p + 2).

Todistus. Riittdé osoittaa, etta FQ(QFQ =0 ja F2(53r3 = 1. Lemman 3l mukaan o? = j3

ja P = a, koska o ¢ Z,,. Sijoitetaan nama Binet'n kaavaan lukujonon jasenille Fg(ﬁg

ja F2(ZZ;-)‘F3:
2p+2 _ 92p+2 2.2 202
Fz(pzﬂza g :Ba aﬁIOja
P a— a—
F(p) _ a2p+3 _ /82p+3 _ 62043 _ 05263 _ (a252)a _ 5
w3 =T o= a=p
]- + \/5 ]. - \/5 2 ]- - 5 2
et T C !
2 2 4
mikéd todistaa viitteen. |10, Lause 4. O

Huomautus 1. Alaluvun lauseet [9] [I0] ja [II] koskevat kaikkia alkulukuja p > 2.
Samat tulokset ovat kuitenkin voimassa myos luvulle m = 1 ja alkuluvulle p = 2:
Tapauksessa m = 1 lukujonon (Fé”) = 0,0, ... Pisano-jakson pituudelle selvasti
ki = 1| (1 —1), joten lauseen [ tulos on voimassa. Kun p = 2, lauseiden [10] ja
tulokset tayttyvat lukujonossa (F7§2)) =0,1,1,0,..., koska as =3 |3 =2+1 ja
ke =316=2-2+2.

Modulilla p = 5 lukujonolla (Fflp )) on muista alkulukutapauksista poikkeavia
ominaisuuksia. Esimerkiksi ehto p | k, tdyttyy vain luvulla p = 5. Td&ma& johtuu

siitéd, etté (F,SS)) on ainoa sellainen lukujono (Fép )),p € PP, jonka jaksossa kukin
jadnnosluokkarenkaan Z, alkio esiintyy yhtd monta kertaa. [7, Luku 3.2.|

Seuraus 4. Mielivaltainen alkuluku p jokaa Fibonaccin lukujonossa joko jisenen
prb Fp tat Fp+1.

Todistus. Jos p =5, niin 5 | F5, kuten taulukosta 5| ndhd&én.

Jos p=+£1 (mod 5), lauseesta@ ja huomautuksesta [1| seuraa, etta Fp(z_’ )1 =0eli
Pl Fy.

Jos p = +2 (mod 5), lauseen , seurauksen ja huomautuksennojalla F]ﬁ)l =
Oelip| F,y1. [4 Lause 4.5.] O
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3.3 Yhdistetyille luvuille

Luvussa [3.2] esitettiin Pisano-jakson pituuteen liittyvia tuloksia tapauksessa, jos-
sa moduli m on alkuluku. Aritmetiikan peruslauseen mukaan jokainen luonnollinen
luku m voidaan esittdd alkulukutekijéidenséd avulla [5, Lause 1.27], joten olkoon
moduli nyt yhdistetty luku m = p}'py?...pls. Téssé kanonisessa esitysmuodossa lu-
vut p;,t = 1,..., s, ovat erisuuria alkulukuja ja r; kuvaa alkuluvun p; lukuméaaraa
alkutekijoiden tulossa.

Kanonisesta muodosta nahdéaan, ettda yhdistetty luku m on alkulukujen potens-
sien tulo. Tutkitaan siis ensin modulin ¢ = p”", p € P,r € N, muodostaman Pisano-
jakson ominaisuuksia, ja palautetaan sitten mielivaltainen luonnollinen luku m néi-
den tuloksi.

Lemman [2| ja lauseen [§ tulokset on voimassa myos alkuluvun p potensseille ¢ =
p", kuten Seltzer todistaa lahteessé [10, Lause 2|. Seltzerin kéyttdma rengas Z,,[a]
vastaa olennaisilta osin luvussa midriteltyd rengasta Z,,[v/5].

Seuraus 5. Olkoon ¢ =p", p € P\ {2,5}. Silloin

(i) k, = [ord(a),ord(B)], missi o ja [ kuuluvat renkaaseen Z, tai renkaaseen
Z,al, joissa a* = a+1 ja B2 =+ 1.
(i) 9 =0ja FY =1 < a"=pr =1,

n

Alkulukujen 2 ja 5 muodostamien lukujonojen (FY(LQ)) ja (F,(LB)) ominaisuuksien
on huomattu eroavan muiden alkulukumodulien tapauksista. Késitelladan nédiden lu-
kujen potenssit ¢ = 2" ja ¢ = 5" erikseen.

Lause 12. Olkoon q = 2". Tdlloin k, = 3-2"1.

Todistus. Todistetaan viite induktion avulla. Oletetaan, ettd kor = 3 - 2771, jolloin
Fs9r-1 =0 ja F39r-1,1 =1 (mod 2"). Osoitetaan, ettd kgr+1 = 3 - 2",
Lemman [I] kohdan [i] avulla alkio F3.r voidaan esittdé seuraavasti:

[
F3.2r - F2_<3,2r—1) - F3,27‘71+3,27‘71 - F3‘2r71_1F3,2T—1 + F3,2T71+1F3,27‘71
— F3.2r71 (F3.2r71,1 + F3_27-—1+1). (17)

Tulon ([17)) ensimméinen tekijé on induktio-oletuksen perusteella kongruentti luvun
0 kanssa modulo 2". Kuten alaluvun lopulla todettiin, joka kolmas lukujonon
(F,) termi on jaollinen luvulla 2. Silloin tulon toinen tekija

(F39r-1 1+ F39r-1,1) =14+1=0 (mod 2).
Yhdistamélla ndméa saadaan
Fy9- =0 (mod 2. (18)
Alkio Fj.9ry1 voidaan lemman [I] kohdan [v] avulla esittédé seuraavasti:

Fyori1 = Fogar1yi1 = Figy + Fign =02 412 =1 (mod 271).  (19)
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Kohtien ja perusteella Fy.or aloittaa uuden Pisano-jakson modulo 271
joten kort1 | 3 -2

Lisiiksi kor | kor+1, koska jos Fyrt1 on jaollinen luvulla 271, se on jaollinen myds
luvulla 2. Jos lisiksi Fyr+14; = 1 (mod 21, luku Fhr+1,; on kongruentti luvun
1 kanssa myos modulo 2". Téten uusi Pisano-jakso alkaa myos modulo 2", mista
seuraa kor | kgri1.

Induktio-oletuksen perusteella kyr = 3 - 271, Tiedetéén siis, ettd 3 - 2771 | kgri1
ja kori1 | 3-27, joten kgri1 = 3+ 2" tai kg1 = 3 - 2771 Todistetaan seuraavaksi, etti
néistéd jalkimmaéinen on mahdoton.

Jos kgr+1 = 3+ 2771 erityisesti Fsor—1 = 0 ja Fz9r-1,; = 1 (mod 2"1). Jéilkim-
mainen voidaan esittdd muodossa

— _ 12 2
F3.2'r—1+1 — F2.(3.27‘—2)+1 — F3.2T72 + F3.2r72+1

lemman [1| kohdan [v| avulla. Témé summa saa arvon 2" + 1 (mod 2"t!), kuten Re-
naultin todistuksen [7, Lause 3.5| laskuista ndhdaan. Koska

Fyor1=2"+1#1 (mod 2™,

oletus kori1 = 3- 27! ei voi pitdd paikkansa. Siispd kori1 = 3 - 27.
Koska kaava on voimassa eksponentin arvolla r = 1, se on voimassa kaikilla
luonnollisilla luvuilla r. [7, Lause 3.5.] O

Samanlainen tulos 16ydetdén modulille p = 5. Seuraavan lauseen todistus on
periisin Renautilta ldhteestd [7, Lemma 3.6, lause 3.7].

Lause 13. Olkoon q = 5". Tdalloin k, =4-5".

Todistus. Jos p on pariton alkuluku ja r ja d,p 1 d, luonnollisia lukuja, tunnetaan
implikaatio

P Eyy P By = p Y| gy, 972 Fogy, (20)
Koska 5' | F5, niin 5% | Fy;, 52, ja néin jatkamalla
5 | Fyysr, (21)
kun 5 1 d;. Siis

Fi5 =0 (mod 5"). (22)

Lemman [I] kohdan [] avulla voidaan muodostaa yhtalo
F22.5r + F22.51“+1 = F4-5’”+17 (23)

josta implikaation seurauksen mukaan Fi.. = 0% =0 (mod 5"). Lemman
[ kohdan vl avulla taas voidaan ratkaista

F22-5T+1 = Fy5eFo5ryo — (_1)2'5r+1 =0+1=1 (mod5").
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Yhtéalosta saadaan siis
Fisry1 =1 (mod 57),
mika yhdistettyna kohtaan antaa
kse | 4-5".
Osoitetaan nyt viite
ks =4-5" (24)
induktion avulla. Kun r = 1, taulukosta [5| ndhdéaén véitteen olevan tosi. Oletetaan
sitten, ettd ks = 4 - 5", ja osoitetaan kg1 = 4 - 571
Induktio-oletuksen nojalla 4 - 5" = ks-, joka jakaa luvun ks-+1, kuten lauseen
todistuksessa kor | kyr+1. Lisiksi ksr+1 | 4571 joten
ksri1 =4 - 5" tai kgron = 4- 5"
Naisté edellinen on ristiriidassa implikaation kanssa, joten
ksri1 =4 -5
Néin lauseen véite on todistettu. O

Modulien ¢ = 2" ja ¢ = 5", r € N muodostamien Pisano-jaksojen pituudet
voidaan siis ilmaista tarkasti. Oletetaan nyt, ettd modulissa ¢ = p” alkuluku p &

{2,5}.

Lause 14. a,r+1 = apr tai apr1 = p - apr.

Todistus. Alaluvun [2.2|perusteella lukujonon (F,Sq)) indeksin a, alkion matriisiesitys
voidaan laskea seuraavasti:

aqg __ Faq—l Faq
vt = ( Faq Faq+1)

missa s, on ensimmaéista positiivisen indeksin nolla-alkiota seuraava alkio lukujo-

sq 0 _
(0 S)—sqf (mod q),

q

nossa (FT(LQ)). Saadaan siis Fibonaccin matriisi
U = s, (mod p"),
joka voidaan esittdd muotoa ({5)) vastaavassa muodossa
U = sl +p"M,

johon on valittu d = p” =0 (mod p"). Korottamalla tdmé yht&lo puolittain potens-
siin p saadaan

v = (st (§) oy )+ (5) ey 2rn ok () 000y,
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jossa binomikaavan summan jokainen termi ensimmaista lukuunottamatta on jaol-
linen luvulla p"*!. Saadaan siis

p
UP" = (s,r )P = (50 )P1 = <Spr 2 ) (mod p" 1),
0 sy
joten Fibonaccin luvun matriisimuodosta (4) néhdééin, ettd Fj,,, =0 (mod pr).
Seurauksen [2| perusteella siis ayr+1 | p - ayr.

Liséksi apr | apr+1, koska kun F,

. . 7‘+1 . . ..
a1 ON jaollinen luvulla p™™*, se on jaollinen myo6s

luvulla p”. Silloin Féf :J)rl = 0, ja seurauksen 2l mukaan a, | a,r+1.
Koska a,r | apr+1 ja apr+1 | p - ayr, voidaan ndmé yhdistad vaitteeksi a1 = apr
tai ayr+1 = p - ayr. [7, Lause 3.32.] O

Lause 15. kaJrl = kpr tal kprJrl =p- ka.

Todistus. Kaytetdan alaluvun esitysmuotoa ja arvoa n = k,r, joka selvasti
aloittaa uuden jakson. Silloin

Uk =1+p"M,

koska on oltava U™ = I (mod p").
Korottamalla yhtalo puolittain potenssiin p saadaan yhtalo

UPh = (I +p" M) = I + (]1?) (' M) + (g) P2 M) + .. + (g ) (" M),

jossa binomikaavan summan jokainen tekija ensimmaistd lukuunottamatta on jaol-
linen luvulla p"+1. Siis

UPk =[P = (mod p"™),
joten alaluvun perusteella p - k,» aloittaa uuden jakson lukujonossa (FT(Lp ™
siten kyr+1 | p - kpr.
Liséksi k,r | kyr+1, koska jos indeksilld ¢ = k,r+1 on voimassa

), ja

F,=0 (modp™)jaFy =1 (modp™th),

niin ensimméisen kongruenssiyhtédlon alkio F; on jaollinen myo6s luvulla p”, joten
Fi(p ) — 0. Jalkimméisesti yhtalosta taas seuraa, ettd Fji; voidaan esittdéd seuraa-

vasti:
Fipio=d-p™ +1=dp-p"+1=1 (modp").

Koska Fj siis aloittaa uuden jakson my6s modulo p", jakson P,r+1 pituus on jaollinen
jakson P,- pituudella. Viite k,- | k,+1 seuraa helposti myds mychemmin todistet-
tavasta lauseesta [19

Koska nyt p - k- on jaollinen luvulla k,-+1, joka taas on jaollinen luvulla £,
saadaan véite kyr+1 = kyr tal ky+1 = p - kyr. [10, Lause 5], [7, Lause 3.8.] O

Lause 16. Parittoman alkuluvun p potenssien q = p" Pisano-jaksoissa nollien mdd-
rd on sama kaikilla v € N.
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Todistus. Lauseiden (14 ja [15| mukaan luvun ¢ = p" potenssin kasvaessa yhdella a,
ja k, pysyvat samana tai kertautuvat luvulla p. Voidaan siis esittaéd suhteet

Qpr PR ,
= = 25
o PR P’ (25)
joillakin kokonaisluvuilla 7 ja j. Koska selvisti
kpr Qpr . k)pr kp
a, ay a, k,’

voidaan tamé jarjestdd uudelleen yhtaloksi

=2 .2 26
ayr  ap k, a, (26)

Kohdan ja seurauksen |3| perusteella yhtalo saadaan muotoon
2 =P 2, (27)

Koska z, voi saada vain arvot 1,2 tai 4, ja parittoman alkuluvun potensseilla p’ ja
P’ ei ole parillisia tekijoité, on oltava p' = p’. Yhtilosti seuraa siis viite siité,
ettd nollia on sama mééra kaikilla potenssin arvoilla r. [7, Lause 3.32.] O

Lause 17. Jos k, # k2, niin ky = p" "'k, kaikille p € P\ {2,5} jar € N.

Todistus. Lauseen [I5] mukaan ky+1 = kyr tai kyr+1 = p - kyr. Oletetaan, ettd jalkim-
méinen on voimassa, ja osoitetaan, ettd kyr+2 = p - kyri1.
Kaytetaan alaluvun esitysmuotoa , jolloin

Urr =1+ p"M,

ja korotetaan yhtdlo puolittain potenssiin p:

Urke = 7 (f) =L M) + (g) 2" M)? + ... + (ﬁ ) (p" MP.

Yhtélon binomikaavan summan jokainen termi kahta ensimmaista lukuun ottamatta
on jaollinen luvulla p"2. Saadaan kongruenssiyht#lo

urte =P 1" p - (pPM) = T+ p™' M (mod p'*?).
Nyt
Ul = P = T4 "' M (mod p't?), (28)

koska oletettiin k,r+1 = p - k,r. Samasta oletuksesta seuraa, ettd k,-+1 # k,-, jolloin
p" Ty pr. Myds p™2 § p"t! on siis voimassa, jolloin yhtélosti saadaan

Ukt £ T (mod p'*2),

eli kyr+1 # kyri2. Silloin lauseen [I5| mukaan on oltava kyri2 = p - kyria.

Jos siis k, # k2, niin k2 = p - k, on voimassa. Téastd taas seuraa, ettd kys =
p-ky = p-p-ky ja yhd edelleen ehto k,r = p" 'k, on voimassa mielivaltaiselle
potenssille » € N. |7, Lause 3.8.] O
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Yleisesti uskotaan, ettd ehto k, # k,2 on voimassa kaikille alkuluvuille. Todis-
tusta télle ei kuitenkaan tunneta. |7, s. 24.] Jos oletetaan, ettd k, # k,2 on voimassa
kaikille luvuille p € P\ {2,5}, niin k,» = p" 'k, on voimassa kaikille alkuluvuille.
Lauseiden [I3] ja [12] véitteet ovat nimittdin myds tatd muotoa. Oletuksen k, # k2
ollessa voimassa modulin ¢ = p" Pisano-jakson pituus voidaan siis laskea helposti,
jos k, tunnetaan.

Siirrytdan nyt kéisitteleméadn yleistd modulia m € N, joka voidaan esittaé alalu-
vun alun kanonisessa muodossa.

Lause 18. Olkoon m = pi'py*...p%=, p; € P, luonnollinen luku. Silloin

Ay, — [Clpzl s (Ip;2, ey ap;s].

Todistus. Yhdistetty luku m jakaa luvun M silloin ja vain silloin, kun jokainen sen
tekija jakaa kyseisen luvun. Siis

m|FM <~ p:llFM Wzl,...,s.

Jalkimmaéainen on seurauksen [2| nojalla voimassa silloin ja vain silloin, kun

Qi MYi=1,..s.

Pienin tdman ehdon tayttava luku M on [apil QT2 s a,s|, joka on siis my6s pienin

alkio, joka téyttdéd ekvivalentin ehdon m | Fy,. Siis

M =a,, = [GP;I,CLPQQ’ s ]

[7, Lause 3.30.] O

Seuraava tulos on térkeé selvitettidessd Pisano-jakson pituutta yleiselle luonnol-
liselle luvulle m. Tuloksen seurauksen perusteella voidaan laskea yhdistetyn luvun
Pisano-jakson pituus luvun alkulukutekijéiden potenssien p;* Pisano-jaksojen avulla.

Lause 19. Olkoon (Fi(n)) ja (Fl-(m)) Fibonaccin lukujonoja modulien n ja m avulla
esitettynd. Silloin, jos n | m, niin ky | ky,.

Todistus. Halutaan osoittaa, ettéd siirryttdessé lukujonossa (Fi(m)) eteenpéin k,, al-

kion verran, myds lukujonossa (Fl-(n)) ollaan siirrytty kokonaisten Pisano-jaksojen

verran. Osoitetaan tdmé nayttamalld, ettd F; = F; , ~ (mod n).

)= F"™ =4 (mod m), a€

Jakson pituuden madritelméasté seuraa, etté Fi(m Pk(m) =

Loy, Merkitaan
F, =a+xm ja (29)
F . =a+ym, x,y € Z. (30)
Oletuksesta n | m seuraa, ettd m = dn, d € Z. Merkitdén a = o' + zn, d € Z,.

Sijoitetaan namé kaavoihin ja (30):
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F,=d +zn+xdn=d + (2 + xd)n ja
Fi . =a+zn+ydn=d + (z+yd)n,

1

mista seuraa viite

F,=F,, =d (modn).

7, 5.19.] O

Seuraus 6. Kun m € N on muotoa py*py?..p5e, niin ky, = [Kpr1, Kpyroy oo kpyrs | [12)

Lause 2.

Todistus. Koska p;* | m, lauseen |19 mukaan k,, = d -k, jollakin d € Z. Tdmi on
voimassa jokaiselle i = 1,..., s, joten k;, on lukujen k,~ pienin yhteinen monikerta.
O

Nain minka tahansa luonnollisen luvun Pisano-jakson pituus voidaan palauttaa
alkulukujen potenssien ja siten alkulukujen Pisano-jaksojen pituuksiin. Vaikka ylei-
selle alkuluvulle p € P\ {2, 5} ei voida laskea tarkkaa alkuluvusta p riippuvaa arvoa,
joillekin luvuille voidaan tehda néin laskematta lukujonon (F,(Lm)) jasenié.

Lause 20. Olkoon modult m Fibonaccin lukujonon indeksid n vastaava alkio, el
m = F,. Silloin,

(i) jos n > 5 on pariton, niin k,, = 4n.

(i1) jos n > 4 on parillinen, niin k,, = 2n.
Todistus. Selvésti a,, = n, koska a,, on maéiritelty ensimmaiseksi positiiviseksi in-
deksiksi n, jolla F;, on jaollinen modulilla m. Lisdksi kun n > 4, niin m = F,, > 3,
joten voidaan kiyttaa lauseen [7] kohtaa [i

(i) Kun n = a,, on pariton, lauseen [7| mukaan z,, = 4. Siten k,, = a,, - 2, = 4n.

(i) Kun n on parillinen, z, # 4. Jos olisi z, = 1, niin F,+; = 1 (mod F,).
Saadaan epayhtalo

F;,=2>1=F, ;1 (modm),

josta syntyy ristiriita, koska (F},) on kasvava modulo m kunn =0,1,2,3,..n—
1. Jaljelle jéa siis vaihtoehto z,, = 2, jolloin k,, = z,, - a,, = 2n.

[7, Lause 3.45.] O
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4 Yhteenveto

Kun Fibonaccin lukujonot esitetddn modulin m € N suhteen, muodostuvan luku-
jonon voidaan nayttda olevan aina jaksollinen. Tamén Pisano-jakson pituudelle ei
kuitenkaan voida yleisesséd tapauksessa antaa tarkkaa, vain luvusta m riippuvaa ar-
voa. Arvolle k,, voidaan kuitenkin esittéa erilaisia ylérajoja.

Keskeinen tulos tutkielmassa on kaava

km = Zm * Qm,

missé Pisano-jakson nolla-alkioiden méa#raa kuvaava z,, saa arvon 1, 2 tai 4. Las-
kemalla lukujonon (Fém)) alkioita ensimmaiseen ehdon Fi(m) =0, ¢ > 0, téyttavadn
alkioon asti saadaan arvo a,, = ¢ ja pituudelle k,, ylaraja 4a,,. Luvulle k,, voidaan
kuitenkin 1oytda myos yleisempid ominaisuuksia, jotka voidaan ilmaista vain arvon
m avulla.

Erés hyodyllisimmisté tutkielmassa esitetyista tuloksista on lause [I9] jonka mu-
kaan luvun m tekijéan n Pisano-jakson pituus k,, jakaa luvun k,,. Taméan avulla luvun
m € N Pisano-jakson pituus voidaan esittdé sen tekijoiden, eli erityisesti kanonisen
esitysmuodon tekijoiden p;’, Pisano-jaksojen avulla. Luku £, on télléin lukujen k:p:i
pienin yhteinen jaettava, ja siten laskettavissa.

My6s modulin p” muodostaman Pisano-jakson pituus k,- on laskettavissa, kun
arvo ky, p € P, tunnetaan: Kun p on mielivaltainen alkuluku, modulin p", r € N,
Pisano-jakson pituus voidaan ilmaista kaavalla

by =k, cp
jos ky, # k,2, minka oletetaan olevan voimassa kaikille alkuluvuille.

Jos siis tunnetaan arvo k,, p € P, voidaan helposti laskea k,- ja edelleen k,,,
kun € N ja m on mielivaltainen luonnollinen luku pi'p5...p%s. Arvolle k, ei voida
antaa yleistd kaavaa, mutta silld on seuraavat ominaisuudet:

(i) Jos alkuluvulle p on voimassa p = +1 (mod 5), niin

kp | (p—1).

(ii) Jos alkuluvulle p on voimassa p = £2 (mod 5), niin

k, | (2p+ 2).

(iii) Jos p=0 (mod 5), eli p =5,

k, = 20.
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Alkuluvun p # 5 Pisano-jakson pituudelle saadaan siis alkuluvusta riippuva yla-
raja p— 1 tai 2p — 2. Ylaraja on lisdksi jaollinen luvulla £,, joten mahdollisten arvo-
jen k, lukumadra on rajoitettu. Koska mielivaltaisen luvun m Pisano-jakson pituus
palautuu néihin arvoihin, tuloksia [f ja [iff voidaan pitdd tutkielman térkeimpiné.

Kun p ¢ {2,5}, tuloksissa hyodynnettiin Fibonaccin lukujonon karakteristisen
yhtalon

?=z+1

erisuuria ratkaisuja o ja 3, jotka loytyiviit kunnasta Z, tai kunnasta Z,[v/5]. Niiden
avulla voitiin esittdé yleinen jasen

e _ P

n T A g (31)

Koska jokainen Pisano-jakso alkaa lukujonon (Fép )) jéasenilla
FP =0jaF® =1, del
d-kp Ja b, =1, a€ &

voidaan Pisano-jakson pituus tarkistaa sijoittamalla kaavaan indeksin arvot
n =k jan =k, 4 1. Téssd k), on jokin tulosten [i ja i mukainen mahdollinen arvo
ky. Nyt Pisano-jakson pituus k, saa pienimmén arvon £, jolla

EP =0ja FY =1.

Kuten todettua, nyt yleisen modulin m tapaus k,, voidaan laskea alkulukutapausten
avulla.
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