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Tutkielma keskittyy ryhmien kasvunopeuden tarkasteluun. Erityisesti tarkastellaan
kolmea paatyyppia ryhmien kasvulle: polynomista, eksponentiaalista ja vélimuotois-
ta kasvua. Lisdksi tutkielmassa syvennytéan eri ryhmien kasvutyyppien ominaisuuk-
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sekd esitellddn Grigorchukin ryhmaé, joka oli ensimméinen esimerkki ryhmaésta, jolla
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kasvunopeuden matemaattisista ominaisuuksista sekd niiden merkityksestd ryhmé-
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1 Johdanto

Ryhmien kasvunopeus kuvaa sité, miten nopeasti darellisen joukon generoima ryhma
kasvaa, kun sen alkioita kerrotaan kesken&én. Jokainen ryhmén alkio voidaan kir-
joittaa ryhmén generaattorien tulona ja kasvunopeus laskee, kuinka monta alkiota
voidaan Kkirjoittaa sisdltden n kappaletta generaattoreita.

Ryhmien kasvunopeuden esitteli ensimmaéisen kerran amerikkalainen matemaa-
tikko John Milnor vuonna 1968 artikkelissaan A Note on Curvature and Funda-
mental Group [8]. Erityisesti huomion kiinnitti aikanaan Milnorin asettamat kaksi
kysymysté.:

1. Onko olemassa sellaisia dérellisen joukon generoimia ryhmié, joilla on valimuo-
toista kasvua, eli kasvua polynomisen ja eksponentiaalisen kasvun vélissa?

2. Milla ryhmilld on polynomista kasvua?

Toiseen kysymykseen saatiin ratkaisu vuonna 1981, kun Mikhael Gromov osoitti,
ettd ryhmaélla on polynomista kasvua jos ja vain jos se sisdltdd nilpontentin aliryh-
mén, jolla on #érellinen indeksi [10]. Venildinen matemaatikko Rostislav Grigorc-
huk vastasi ensimmaiseen kysymykseen pari vuotta Gromovin jidlkeen vuonna 1983
konstruoidessaan ensimmaéisen esimerkin darellisen joukon generoimasta ryhmaésta,
jolla on véilimuotoista kasvua. Kyseinen ryhmé onkin nimetty hdnen mukaansa Gri-
gorchukin ryhméksi [I0]. Nykytutkimuksessa ryhmien kasvunopeus on merkittavé
tutkimuksen kohde.

Téassé tutkielmassa syvennytédn ryhméan kasvunopeuden kolmeen tyyppiin ja
niiden ominaisuuksiin. Liséksi tarkastellaan eri kasvutyyppejé olevia ryhmié ja osoi-
tetaan niille kasvunopeuteen liittyvia tuloksia. Erityisesti tutustutaan edelld mai-
nittuun Grigorchukin ryhméén, joka oli merkittéava edistysaskel ryhmien kasvutyyp-
pien tutkimuksessa. Luku [2] siséltaé esitietoja, jotka ovat oleellisia, kun perehdytaan
tarkemmin erilaisten ryhmien kasvutyyppeihin. Luvuissa [2.1]ja [2.2] kiisitelldén nilpo-
tentit, ratkeavat ja polysykliset ryhmaét, joiden kasvun ominaisuuksia tarkastellaan
myohemmin tutkielmassa tarkemmin. Lisdksi maaritelladn sanametriikan maaritel-
mé luvussa [3] jonka jalkeen voidaan siirtyd tutkielman varsinaiseen teemaan.

Luvussa {4 esitellddn ensin ryhmén kasvufunktiot, joiden pohjalta maéritellaan
kasvun kolme tyyppié; polynominen, eksponentiaalinen ja vélimuotoinen kasvu. Li-
siksi todistetaan joitain oleellisia niihin liittyvid ominaisuuksia, kuten milloin kaksi
ryhméaa ovat samaa kasvun tyyppia. Tésta siirrytddn tutkimaan tarkemmin, mi-
td kasvu merkitsee nilpotenttien ryhmien kohdalla luvussa [6] jonka péédtuloksena
todistetaan, ettd nilpotenteilla ryhmilléd on polynomista kasvua.

Nilpotenttien ryhmien jilkeen tarkastellaan ratkeavien ryhmien kasvun ominai-
suuksia luvussa [7] ja todistetaan lopuksi tulos, jonka mukaan &aarellisen joukon ge-
neroiman ratkeavan ryhmén kasvu on vilttadméattd joko eksponentiaalista tai poly-
nomista.

Grigorchukin ryhmé konstruoidaan viimeisenéd luvussa [8| kahdella tapaa: ensin
samaan tapaan kuin Grigorchuk alun perin itse vuonna 1983, eli sovelletaan per-
mutaatioita yksikkovilille ja toisena bind#riaakkoston avulla. Luvussa todistetaan
Grigorchukin ryhmaélle monia mielenkiintoisia ominaisuuksia, joista merkittévin tut-



kielman kannalta on tietenkin se, ettd Grigorchukin ryhmaélld on valimuotoista kas-
vua.

2 Ryhmateoriaa

Téssa luvussa kasitelldan tutkielman kannalta keskeisid ryhméteorian maégritelmia
ja tuloksia.

Maaritelma 1. Olkoon G ryhmé, jonka generoi joukko X. Joukkoa X kutsutaan
symmetriseksi, jos X = X1 eli jos v € X, niin 27! € X.

Maaritelma 2. [4] Olkoon G ryhma ja H sen aliryhmé. Aliryhmén H muodosta-
mien vasempien sivuluokkien lukumaéaéaraa kutsutaan ryhméan H indeksiks: ryhméssa
G ja sitd merkitédén [G : H]. Jos G on adrellinen, niin [G : H] = |G|/|H]|.

Lause 1. [2] Olkoon G ddrellisen joukon generoima ryhmda ja H sen aliryhmd, jolla
on adrellinen indeksi. Tdlloin myos H on adrellisen joukon generoima.

Todistus. Olkoon R C G ryhmén G oikeiden sivuluokkien edustajisto eli jokaista
ckvivalenssiluokkaa edustaa yksi alkio joukosssa R ja 1g € R. Télléin |R| = [G : R]
on adrellinen. Olkoon S &érellinen ryhmén G generoiva joukko, jolle patee, ettd jos
s € S, niin s7! € S. Osoitetaan, etti

S"=RSR'NnH

generoi ryhmén H. Olkoon h € H. Merkitddn h = s189-+-,, s; € .S. On olemassa
sellaiset alkiot hy € H ja r; € R, ettd sy = hyry. Talloin h; = 1Gs1rf1 e 5.
Induktion avulla saadaan, etté kaikilla ¢ = 2,3,...,n—1 on olemassa sellaiset alkiot
h;, € H ja r; € R siten, ettd r;_ys; = hyr; eli h; = ri_lsiri_l € 5. Asettamalla
h, = Tn_15,, saadaan

h=s1--5,

= (Lgsiry ') (risory ') -+ (Fa2Sn17 1) (Fa15n)

= hihy - hyp_1h,,.
Huomataan, etta h, = h;il . hglhfl € Hijahy, =7p_15, = rn_15,1¢ € RSR™1,
joten h,, € S'. Eli joukko S’ generoi ryhmén H. O

Lause 2. [2] Olkoon G ryhmd ja N sen normaali aliryhmd. Oletetaan, ettd ryhmdt
N ja G/N ovat ddrellisen joukon generoimia. Tdlldin ryhmd G on ddrellisen joukon
generoima.

Todistus. Merkitaéan tekijanryhmén homomorfismia 7 : G — G/N. Olkoon U C N
ja T C G/N kaksi symmetristd ryhméat N ja G/N generoivaa joukkoa. Olkoon
S C G dérellinen symmetrinen joukko, siten ettd m(S) 2 T jaU C S. Olkoon g € G.
Nyt on olemassa sellaiset h > 0 ja ty,ta,...,ty € T siten, ettd w(g) = tilg-- - ty.
Olkoot s1,89,...,8, € S sellaiset alkiot, ettd m(s;) = t; kaikilla i = 1,2,..., h.
Asettamalla ¢’ = s155 - - - 53, saadaan 7(g) = 7(g'). Tdsta seuraa, etti n = (¢')'g €

Ker(w) = N. Néin ollen on olemassa sellainen k& > 0 ja Spi1, Spi2, .-, Shek € S,
ettd n = Spy1Spa2 Shak- Nyt g = g'n = 8189+ -+ SpSp41Shi2 -+ Shik- Eli joukko S
generoi ryhmén G. O



Maaritelméa 3. [3] Oletetaan, ettd G on ryhmé ja g, h € G mielivaltaisia. Alkiota

lg.h] = ghg™'h™ € G
kutsutaan alkioiden g ja h kommutaattoriksi.

Aliryhmésté, jonka generoi kaikki ryhméan G kommutaattorit eli kommutaatto-
rialiryhmdstd, kiytetddn merkintdd G’ tai [G, G]. Yleisesti, jos H < G ja K < G,
merkinnélld [H, K] tarkoitetaan aliryhméé, jonka generoi kommutaattorit [h, k], jos-
sahe HjakeK.

Merkitdin GO =[G GOV, jossa G = G. Tillsin GY = &' < G ja
seuraava lause osoittaa, ettd G /G’ on Abelin ryhmaé.

Lause 3. [3] Olkoon G' ryhmdin G kommutaattorialiryhmdi. G/G' on Abelin ryhmd.

Todistus. Olkoon zG',yG' € G/G', jolloin x~ty layG’ = G, silld =y~ loy € G'.
Tastd seuraa, ettd ryG = yx G, joten G’ ja yG' kommutoivat tekijaryhméssi
G/G'. Tamé pétee kaikilla x,y € G, joten G/G’ on Abelin ryhmé. O

Maaritelma 4. Olkoon X mika tahansa joukko, jossa on maéritelty bindarioperaa-
tio *. Joukkoa (X, ) kutsutaan monoidiksi, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

1. axbe X,

2. (axb)xc=ax(bxc),

3. on olemassa sellainen e € X, ettd exa =axe = a,
kaikilla a,b,c € X.

Maaritelma 5. Olkoon G ryhmé ja S C G. Joukon S normaali sulkeuma nclg(S)
on leikkaus kaikista ryhmén G normaaleista aliryhmisté, jotka sisdltédvat joukon
S. Normaali sulkeuma nclg(.S) on télloin pienin joukon G normaali aliryhmé, joka
siséltdd joukon S.

Maaritelma 6. Ryhmé G on residuaalisesti darellinen, jos jokaiselle alkiolle g € G,
g # 1 on olemassa aérellinen joukko S ja homomorfismi h : G — S, ettd h(g) # 1.

Maaritelma 7. [I] Kaksi ryhméd, G ja H, ovat yhteismitallisia, jos on olemassa
sellaiset aliryhmét K < G ja L < H, ettd [G : K] ja [H : L] ovat dérellisid ja K = L.
Ryhmat G ja H ovat kvasi-yhteismitallisia, jos on olemassa sellaiset M < K < G ja
N QL < H niin, ettéd |G : K|, [H : L], |M| ja |N| ovat aéarellisia ja K/M = L/N.

Maaritelma 8. [4] Olkoon G ryhmé. Kuvaus ¢ : G — G on automorfismi, jos ¢ on
isomorfismi. Ryhmén G automorfismien joukkoa merkitdén Aut(G)

Maaritelladn vield ryhmien karakteristiset aliryvhmét. Karakterististet aliryhmét
pysyvéit samoina, kun kuvataan ryhmaéé isomorfisesti itselleen.

Maaritelma 9. Olkoon GG ryhmé ja H sen aliryhmé. H on karakteristinen aliryhmd,
jos ¢(H) = H kaikilla ¢ € Aut(G).



2.1 Ratkeavat ja polysykliset ryhmét

Luku perustuu lédhteeseen [1].
Maaritelma 10. Ryhmé G on ratkeava, jos sillda on normaalisarja

1=G, 4G, 1 2---4G; =G, (1)
ja tekijaryhmét G;_1/G; ovat Abelin ryhmié.

Maaritelma 11. Seuraavat yhtéapitavit ehdot toteuttavaa ryhméa kutsutaan Noet-
herin ryhmdaksi:

(1) Maksimaalisuusehto: Milla tahansa joukolla ryhmén G aliryhmié, on olemassa
maksimaalinen alkio.

(17) Kasvavan ketjun ehto: Aidosti kasvava ketju ryhmén G aliryhmia
Gi<Gy<- - <Gy < ...
on &ddrellinen.
(77i) Jokainen ryhmén G aliryhmé on &éarellisen joukon generoima.

Maaritelma 12. Olkoon p jokin alkuluku. Sanotaan, etté darellinen ryhmé G on p-
ryhmé, jos p on sen kertaluvun ainoa tekija. Talloin |G| = p™ jollekin kokonaisluvulle
n > 0.

Lause 4. Ratkeava ryhmd on Noetherin ryhmd jos ja vain jos silli on normaalisarja,
joka sisdltid vain syklisid tekijoita.

Todistus. Olkoon ryhmélld G normaalisarja, joka sisdltdé syklisia tekijoitd. Olkoon
H < G aliryhma. Osoitetaan, ettd se on darellisen joukon generoima. Merkitdan
H, = H N G;. Todistetaan induktiolla i:n suhteen arvosta i = n, ettd H; on déarel-
lisen joukon generoima. Arvolla ¢ = n on H, = 1, joten viite on selvia. Oletetaan
sitten, ettd H; on &dérellisen joukon generoima. Nyt H; on ryhmén H; ; normaali ali-
ryhmé ja H; 1/H; = H;_1/G; < G;_1/G1 on syklisen ryhmén aliryhméné syklinen,
siis ddrellisen joukon generoima. Lauseen [2] mukaan H,;_; on siis aérellisen joukon
generoima. Ryhmé G siis toteuttaa méaaritelméan [11) eli G on Noetherin ryhmé.
Olkoon G Noetherin ryhma. Talloin sarjassa kaikki tekijat ovat adrellisen
joukon generoimia Abelin ryhmié, jotka ovat syklisten ryhmien suoria summia. Sarja
voidaan siis kehittdd normaalisarjaksi, jossa on vain syklisia tekijoité. O

Edellisen lauseen takia ratkeavia Noetherin ryhmia kutsutaan polysyklisiksi ryh-
makst. Tasta eteenpéin tutkielmassa kiytetdan tata nimitysta.

Maaritelma 13. Olkoon G polysyklinen ryhméa ja olkoon sen normaalisarja,
joka koostuu syklisista tekijoista. Adrettomien tekijoiden méaaraa tassa sarjassa kut-
sutaan talloin ryhmén G Hirschin pituudeksi ja siita kiytetddn merkintaa h(G).
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2.2 Nilpotentit ryhmét
Luku perustuu léhteisiin [1] ja [9].

Maaritelma 14. Ryhmén G keskus Z(G) on joukko {z € G | zy = yz kaikilla y €
G}.

Maaritelma 15. Ryhmén G normaalisarja on keskussarja, jos sen kaikille epét-
riviaaleille tekijoille G,;_1/G; péatee keskussarjaehto eli G;_1/G; C Z(G/G;). Jos
ryhmalld on keskussarja, niin silloin kyseistd ryhmé kutsutaan nilpotentiksi.

Esimerkki 1. Olkoon G ryhmé ja G/Z(G) Abelin ryhmé. Talloin ryhmélla G on
normaalisarja 1 C Z(G) C G. Keskussarjaehto on voimassa ensimmaéiselle tekijélle
Z(G)/1, koska Z(G)/1 = Z(G) = Z(G/1). Toiselle tekijalle G/Z(G) = Z(G/Z(G))
eli keskussarjaehto on myos voimassa. Néin ollen ryhmé G on nilpotentti ja erityisesti
voidaan todeta, ettd kaikki Abelin ryhmét ovat nilpotentteja.

Maaritelma 16. Ryhmén G alempi keskussarja v;(G) méaéaritelladn olevan v (G) =
G ja v = [n(G), Gl

Jos (1)) on ryhmén G keskussarja, niin v;(G) < G;. Télléin G on nilpotentti jos ja
vain jos v.+1(G) = 1 jollekin ¢. Jos ¢ on ensimmaéinen indeksi, jolle edellinen pétee,
niin ¢ on ryhméan G keskussarjan lyhin pituus ja voidaan sanoa ryhmén G kuuluvan
nilpotenssiluokkaan c.

3 Sanametriikka

Luku pohjautuu lahteeseen [2].
Olkoon G &arellisen ja symmetrisen joukon X generoima ryhma. Kaikilla alkioille

g € G on siis olemassa lukun > 0, zq,...,2, € X jaey, ..., e, € {—1,1} siten, ettd
g =ay'ay (2)
Sanan pituus Ix(g) = 1$(g) alkiolle ¢ € G ryhmissd G maédritelldin olevan

pienin lukumééra generaattoreita x; € X, jolla g € GG voidaan esittda muodossa .

Eli
Ix(g) =min{n >0 : v129-- -2, =g,2, € X,1 <i<n}.
Madritelmésté seuraa, ettd [x(g) = 0 jos ja vain jos g = 1.
Lause 5. Seuraavat yhtilot ovat voimassa:
Ix(97") = Ix(g)
ja
Ix(gh) <lx(g) +1x(h)
kaikilla g, h € G.



Todistus. Olkoon g, h € G. Asetetaan Ix(g) = m ja lx(h) = n. T4llin on olemassa
sellaiset x1,...,2, € X ja y;,...,yp € X, ettd g = x1--- 2 ja h = y1---yn.

Nyt g7' = 27t 27" ja Ix(g7") < m = Ix(g). Toistamalla sama péiittelyketju

toisinpdin (eli aloittaen alkiosta g~1), saadaan Ix(¢g~') = Ix(g).
Koska gh = x1 - xy1, - . -, Yn, niin Ix(gh) < m+n =Ix(g) + Ix(h). O

Tarkastellaan seuraavaksi kuvausta dy = d§ : G x G — N, jolle
dx(g.h) = lx(g~"h)

kaikilla g, h € G.

Lause 6. Kuvaus dx on metriikka joukossa G.

Todistus. Olkoon g, h,k € G. Koska lx(g) = 0 jos ja vain jos g = 1g, niin dx (g, h) =
0 jos ja vain jos h = g. Lauseesta [f] seuraa, ettd dx (g, h) = dx(h, g), sekd

dx(g,k) + dx(k,h) = Ix (g7 k) + Ix (k7 h)
> Ix((g7 k) (K™ 'R))
=Ix(g7'h)
=dx(g,h).

]

Metriikkaa dx kutsutaan sanametriikaks: ryhmaéssa G suhteessa darelliseen ge-
neroivaan joukkoon X.

Lause 7. Metriikka dx on invariantti vasemmalta kertomisen suhteen els

dx(991,992) = dx(g1, 92)
kaikilla g, g1, 92 € G.
Todistus. Kaikilla g, g1, g2 € G pétee

dx(991,992) = Ix(97 97" 992) = Ix (97" 92) = dx (g1, 92)-

Olkoon g € G jan € N. Merkintda
B%(g,n) ={h € G : dx(g,h) <n}

kutsutaan n-sateiseksi palloksi joukossa G, jonka keskipiste on alkio ¢ € G. Kun
g = lg, niin B{(1g,n) = {h € G : Ix(h) < n} ja voidaan lyhyemmin mer-
kiti B¢(1g,n) = B$(n). Kun ryhmi G on kontekstista selvii, voidaan kirjoittaa
BS(g,n) = Bx(g,n) ja BE(n) = Bx(n).

Maaritelma 17. Olkoon X # (. Joukon X metriikat d; ja dy ovat Lipschitz-
ekvivalentit, jos on olemassa sellaiset h, k > 0, etta

hdg(.f,y) < dl(may) < k‘dg(l’,y)
kaikilla z,y € X.



4 Ryhmien kasvunopeus

Seuraavaksi maéritelladn kasvufunktiot, sekd niiden avulla kasvun tyypit ja kasvu-
nopeus. Luvussa on kiytetty lahteita [1] ja [2].

4.1 Kasvufunktiot

Olkoon G déreton ryhmé, jonka generoi joukko X = {xy,...,z;}. Jokainen alkio = €
G voidaan kirjoittaa sanana x = y; - - - y,, jossa y; € X tai yj_l € X. Olkoot a$(n)
n:n mittaisten alkioiden lukuméiri ryhmissi G ja s§(n) niiden sanojen lukuméiri,

joiden pituus on enintdin n ryhmissd G. Téllsin s§ on funktio s§¢ : N — N, jolle

n

s§n) =Y af(i).

=0

Funktio voidaan myos esittdd seuraavassa ekvivalentissa muodossa:

s$(n) = |BS(n)| = {g € G :Ix(g) < n}|.

Funktioita a(n) ja s(n) kutsutaan ryhmén G kasvufunktioiksi. Funktio a(n) on ryh-
mén G tiukka kasvufunktio ja funktio s(n) on ryhmén G kumulatiivinen kasvufunk-
tio. Kumulatiivisesta kasvufunktiosta voidaan kiyttdi myos merkintds sy (tai s§),
jos ryhmén G generoivaa joukkoa halutaan tarkentaa. Téastd eteenpéin kutsutaan
kaikkia kasvavia funktioita f : N — [0, c0) kasvufunktioiksi.

Huomataan, ettd sx(0) = |Bx(0)] = [{1lg}| = 1 ja sx(n) < sx(n + 1) kaikilla
n € N. Lisdksi, koska kuvaus (z1,xs,...,2,) — x1xe-- -, on surjektio joukosta
(X U{lg})" joukkoon Bx(n), niin

sx(n) < |XU{lg}|" (3)
kaikilla n € N.
Lause 8. Seuraavat vditteet ovat keskenddin ekvivalentit:
(i) Ryhmd G on ddrellinen.
(it) a(n) — 0, kun n — oo.
(iii) s(n) — ¢, kun n — oo ja ¢ on vakio.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettéd véitteestd (i) seuraa véite (ii). Koska ryhmé G on
adrellinen, on sen alkioilla maksimaalinen pituus. On siis olemassa sellainen n., etté
a(n) =0, kun n > n..
Osoitetaan sitten, ettd viitteestd (ii) seuraa viite (iii). Koska a(n) = 0, kun
n >, niin s(n) = Y ga(i) = Y0 ald) + S0 ali) = Y7y a(i) + 0 — c.
Viitteestd (iii) seuraa véite (i) suoraan funktion s(n) mééritelmén perusteella.
[



Lause 9. Olkoon G ddarellisen joukon generoima ryhmda. Olkoot joukot X ja X'
eradt adrelliset, symmetriset joukot, jotka generowat ryhmdn G. Merkitidn ¢ =
max{ly (z) : x € X}. Seuraavat vditteet ovat voimassa:

(i) lx:(g) < clx(g) kaikilla g € G,
(ii) dx:(g,h) < cdx (g, h),
(iii) Bx(n) C Bgs/(cn) kaikilla n € N,
(iv) sx(n) < sx/(cn) kaikilla n € N.

Todistus. Olkoon g € G. Oletetaan, ettd Ix(g) = n. T4lloin on olemassa sellaiset
r1,To, ..., Ty € X, ettd g = 2129 - 7,. Nyt

n

g=Ix(r129- - 2p) < le(ffi) < cn,
=1

eli kohta (i) on voimassa.
Kohdan (i) nojalla kaikilla g, h € G pétee

dx/(9,h) = lx/(g7'h) < cls(g™'h) = cdx(g, h),

joten kohta (ii) on voimassa. Tésté seuraa myos, ettd dx/ (g, l¢) < cn, kun
dx(g,1¢) < n kaikilla ¢ € G, joten viite (iii) on voimassa. Télloin

sx(n) = |Bx(n)| < |Bx:/(cn)| = sx:(cn)
kaikilla n € N, josta saadaan viite (iv). O

Kaksi metriikkaa. d ja d', ovat Lipschitz-ekvivalentit, jos on olemassa sellaiset
c1,co > 0, etta

CldX(xv y) < le([L', y) < ng)((l‘, y)
kaikilla z,y € X.

Seuraus 1. Olkoon G ddrellisen joukon generoima ryhmd ja olkoot X ja X' erddt
ryhmdn G generoiwvat dadrelliset, symmetriset joukot. Talloin metritkat dx ja dx:
ovat Lipchitz-ekvivalentit.

Seuraavaksi muotoillaan kahden kasvufunktion valinen suhde.

Maaritelma 18. Olkoon f,g : N — N (tai f,g : N — R tai f,g : R — R)
kasvufunktioita. Sanotaan, ettd g dominoi funkiota f, jos on olemassa sellainen
kokonaisluku ¢ > 1, ettd f(n) < cg(cn) kaikilla n > 1. Téll6in merkitdén f < g.
Funktiot f ja g ovat ekvivalentit, jos f < g ja g < [ ja siitd kiytetddn merkintad

J~g
Lause 10.

(i) = on refleksiivinen ja transititvinen relaatio.
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(it) ~ on ekvivalenssirelaatio.

(iii) Olkoon f, ', 9,9 : N = [0,00) kasvufunktioita. Oletetaan, ettd f ~ f', g ~ ¢
ja f < g. Talloin ' < ¢'.

Todistus. Selvasti < on refleksiivinen. Olkoon s1, $9, s3 : N — [0, 00) kasvufunktioita.
Oletetaan, ettd s; < s9 ja s9 < s3. Olkoon ¢y, o sellaisia positiivisia kokonaislukuja,
ettd s1(n) < e1s2(cin) ja sa(n) < cosz(con) kaikilla ¢ > 1. Valitaan ¢ = ¢ ¢z, jolloin

s1(n) < e18a2(ein) < creas3(ciean) = csz(en)

kaikilla n > 1 eli < on transitiivinen. Kohta (ii) seuraa suoraan kohdasta (i) ja
relaation ~ maaritelmasta.

Oletetaan, ettd f, ', g, g’ toteuttavat kohdan (iii) alkuoletukset. T&ll6in on voi-
massa [ < f, f =X gja g =X ¢. Relaation < transitiivisuudesta seuraa, etti
fr=y. -

Olkoon s : N — [0, 00) kasvufunktio. Merkitédén sen ~-ekvivalenssiluokkaa mer-
kinnalld [s].

Jos sx ja sy ovat kasvufunktioita ja sx =< sy, kirjoitetaan [sx] =< [sy]. Téalléin
= merkitsee osittaista jarjestystd kasvufunktioiden ekvivalenssiluokkien joukolla.

Esimerkki 2. Olkoon s : N — [0, c0) kasvufunktio. Oletetaan, ettd s on polynomi,

jonka aste on d. Télléin s ~ n?.

Esimerkki 3. Olkoon a,b € (1,00). Oletetaan, ettd a < b. Talloin o < b™ kaikilla
n > 1, joten a” =< b". Toisaalta, jos asetetaan ¢ = [log, b]+1 > 1 (missa [-] tarkoittaa
logaritmin kokonaislukuosaa), niin saadaan

— 9

= (aloga b)n _ a(loga b)n S a < ca™
kaikilla n > 1. Eli a™ ~ b™. Erityisesti a™ ~ e" kaikilla a € (1, 00).

Lause 11. Kaksi saman ryhmdn kasvufunktiota ovat ekvivalentit.

Todistus. Olkoon G ryhmi ja s = s§ ja t = s sen kasvufunktiot. Ilmaistaan jo-

kainen joukon Y alkio sanana joukossa X ja jokainen joukon X alkio sanana jou-
kossa Y. Olkoon néin saatujen sanojen maksimipituus c. Jokaiselle z € G pétee
Ix(z) < cly(z) ja téstd seuraa, ettd t(n) < s(cn) kaikilla n. Vastaavasti voidaan
johtaa s(n) < t(en), joten méiritelmén nojalla kasvufunktiot s ja ¢t ovat ekvivalen-
tit. ]

Edellinen lause seuraisi myds suoraan lauseen [9 kohdasta (iii) seké epayhtélosté
(3). Niistd seuraa myds, ettd sy(n) < e".

Olkoon G aérellisen ja symmetrisen joukon X generoima ryhmé. Kasvufunktioi-
den ekvivalenssiluokkia [sx] kutsutaan ryhmén G kasvun tyypiksi ja sitd merkitdan

s(G).

Lause 12. Olkoon s: N — [0, 00) kasvufunktio, jolle s(0) > 0. Tallgin s ~ 1 jos ja
vain jos s on rajoitettu.



Todistus. Oletetaan, ettd s on rajoitettu. Merkitdén vakiofunktiota g(n) = 1. T4l-
16in on olemassa sellainen kokonaisluku ¢ > 1, jolle s(n) < ¢ kaikilla n € N. Tés-
td seuraa, ettd s(n) < cg(n) < cg(cn) kaikilla n € N eli s(n) =< 1. Asettamalla

c = [3(1—0)} + 1, saadaan g(n) = 1 < ¢s(0) < es(n) < cs(en) kaikilla n € N eli
1 =< s(n).

Oletetaan, ettd s ~ 1. Talloin s < 1, joten on olemassa sellainen kokonaisluku
¢ > 1, ettd s(n) < ¢ kaikilla n € N| joten s on rajoitettu. ]

Seuraus 2. Olkoon G ddrellisen joukon generoima ryhmda. Tdlloin s(G) ~ 1 jos ja
vain jos G on ddrellinen. Tastd seuraa, ettd kaikilla darellisilld ryhmilla on sama
kasvun tyyppr.

Todistus. Olkoon X ryhmin G generoiva &direllinen ja symmetrinen joukko. Ole-
tetaan, ettd s(G) ~ sx(n) ~ 1. Lauseen (12| mukaan sx on rajoitettu eli on ole-
massa sellainen kokonaisluku ¢ > 1, ettd sx(n) < ¢ kaikilla n € N. Tésté seu-
raa, ettd |G| < ¢, joten G on #édrellinen. Vastaavasti, jos G on #érellinen, niin
s(G) = |Bx(n)| < |G| kaikilla n € N. Lauseen [12] mukaan s(G) ~ sx(n) ~ 1. O

Lause 13. Olkoon G ddreton ddrellisen joukon generoima ryhmd. Talloin n < s(G).

Todistus. Olkoon X aérellinen ja symmetrinen joukko, joka generoi ryhmén G. Ryh-
méssd GG on voimassa

{1} = Bx(0) € Bx(1) € Bx(2) €+ C Bx(n) C Bx(n+1) C---.  (4)

Osoitetaan, ettd jos Bx(n) = Bx(n+1) jollakin n € N, niin Bx(n) = Bx(m) kaikilla
m > n. Todistetaan véite induktiolla. Oletetaan, ettd Bx(n) = Bx(m) jollakin m >
n+ 1. Kaikilla ¢ € Bx(n+ 1) on olemassa ¢’ € Bx(m) ja z € X siten, ettd g = ¢'x.
Induktio-oletuksen nojalla ¢’ € Bx(m —1), joten g = g’x € Bx(m —1)X C Bx(m).
Koska By(m) C Bx(m 4+ 1), niin Bxy(m + 1) = Bx(m) = Bx(n).

Téastéd seuraa, ettd jos Bx(n) = Bx(n + 1) jollakin n € N, niin G = Bx(n).
Koska G on &areton, niin kaikki sisdltymiset yhtélossa ovat aitoja. Eli kaikilla
n € Nn < |Bx(n)| = sx(n). Talldin n < sx(n) ja néin ollen n < s(G). O

4.2 Kasvun tyypit

Kasvufunktioiden ekvivalenssiluokkia voidaan lajitella sen mukaan, miten nopeas-
ti ryhmén koko suhteessa sen generoivaan joukkoon. Vaikka kasvufunktio riippuu
ryhmén generoivasta joukosta, kuitenkin kasvun tyyppi on ryhmaélle sama riippu-
matta sen generoivasta joukosta. Maaritelladn seuraavaksi kolme kasvun tyyppia:
polynominen, eksponentiaalinen ja valimuotoinen kasvu.

Olkoon G &érellisen joukon generoima ryhmé.

Maaritelma 19. Ryhmallda G on polynomista kasvua, jos on olemassa luku d > 0
siten, ettid s(G) < n?. Kun valitaan infimum yli téllaisten lukujen d, niin kyseisti
lukua kutsutaan kasvun asteeksi ja sitd voidaan merkita d(G). Jos d = 1, sanotaan,
ettd ryhmén G kasvu on lineaarista.
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Maaritelma 20. Ryhmaélla G on eksponentiaalista kasvua, jos s(G) ~ €™ ja subeks-
ponentiaalista kasvua, jos s(G) # e".

Seuraavassa alaluvussa osoitetaan, etté kaikilla ryhmilld, joilla on polynomista
kasvua, on myo0s subeksponentiaalista kasvua.

Maaritelma 21. Ryhmalla G on valimuotoista kasvua, jos sen kasvu ei ole ekspo-
tentiaalista eikd polynomista.

Lause 14. Jokaisella dadrellisen joukon generoimalla ryhmdlld, jolla on polynomista
kasvua, on myds subeksponentiaalista kasvua.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd jos n? < e" jollakin kokonaisluvulla d > 0, niin

nd 4 e". Koska lim,_, Z_: = 0, niin lukujono (’;—:) on rajoitettu. Talldin on
n>1

olemassa sellainen ¢ > 1, etta Z—Z < c kaikilla n > 1. Téasta seuraa, etta

n? < ce™ < ce™

kaikilla n > 1, joten n < e™.

Oletetaan, ettd e" < n?, jolloin on olemassa sellainen ¢ > 0, ettd ¢” < c(cn)?
kaikilla n > 1. Talloin Z—nd < ¢! kaikilla n > 1, miki on ristiriita, koska lim,,_,« Z—Z =
0o. Eli e” £ n?, joten nd £ em.

Olkoon G aérellisen joukon generoima ryhmé. Edellisestd seuraa relaation =
transitiivisuuden ja relaation ~ symmetrisyyden nojalla, ettd jos s(G) < n?, niin
s(G) 4 e™. Eli ryhméll&d G on subeksponentiaalista kasvua. O

Lause 15. Jos [G : H| on ddrellinen, niin ryhmillld G ja H on ekvivalentit kasvu-
funktiot ja ndin ollen ovat myds samaa kasvun tyyppid.

Todistus. Olkoon r maksimaalinen pituus alkioille ryhmén H sivuluokkien edusta-
jistossa X. Téllainen on olemassa, silld ryhméan H indeksi ryhméssa G on aarellinen.
Olkoon zu € G jokin alkio, jonka pituus on korkeintaan n ja jossa z € H jau € X.
Télloin k := [(x) < n + r. Alkio « voidaan kirjoittaa muodossa x = y; - - - yx, jossa
y; on ryhman H generaattori tai generaattorin kdédnteisalkio. Nyt

—1 —1 —1
T =Yy - UY2Ug " - UY3 " - - YUy

jollakin u; € S. Tamaé osoittaa, ettd suhteessa generaattoreihin, jotka ovat muotoa
u; 'yju,, € H, saadaan Iy (z) < k. Niin ollen

sg(n) <|G: Hlsg(n+71r) <|G: H|sy((r+ 1)n).

Esimerkki 4.

(a) Olkoon G = Z. Valitaan X = {—1, 1} sen generoivaksi joukoksi, jolloin pallo,
jonka keskipiste on alkio g € G ja sdde on r, on vali [g—r,g+r]={n € Z| g—
r <n < g+r}. Saadaan sx(n) = 2n+1, josta seuraa, ettd s(Z) ~ sx(n) ~ n.
Ryhmalld Z on siis polynomista kasvua.
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(b) Olkoon G = Z* ja X = {(—1,0),(0,—1),(1,0),(0,1)}. Tallsin pallo, jonka
keskipiste on g = (n,m) € G ja sidde r, on nelikulmio, jonka kérkipisteet
ovat (n,m +7r),(n +r,m), (n,m —r) ja (n — r,m). Kasvufunktioksi saadaan
sx(n) =14 > ,_, 4k = 2n* 4+ 2n + 1, josta seuraa, ettd s(G) ~ sx(n) ~ n*.
Ryhmélld Z* on siis polynomista kasvua.

(c) Olkoot G = Z? ja

Y = {(170)7 (_170)7 (07 1)7 (O? _1>7 (17 1)7 <_17 1)7 (17 _1)7 (_17 _1)}

sen generoiva joukko. Nyt pallo, jonka keskipiste on g = (n,m) € G ja sidde r,
on nelié [n—r, n+r] x [m—r, m+r]. Kasvufunktio on tallsin sZ (n) = 4n?+4n+
1= (2n+1)? = (s%(n))?. Saadaan s(Z*) ~ sy(n) ~ n?, kuten edellisessikin

kohdassa ja voidaan uudelleen todeta ryhmélld Z? olevan polynomista kasvua.

4.3 Kasvunopeus

Téasséd luvussa maédritelladn ryhmén kasvunopeus suhteessa sen generoivaan jouk-
koon, seké yhdistetdan se kasvutyyppien késitteisiin.

Lemma 1. Olkoon a : N — R submultiplikatiivinen funktio eli a(n+m) < a(n)a(m)
kaikilla n,m > 1. Tdlléin raja-arvo

lim {/a(n)
n—0o0
on olemassa ja sen arvo on inf,>1 {/a(n).

Ennen kuin todistamme kyseisen lemman, johdetaan ensin seuraava aputulos,
jota kutsutaan Feketen lemmaksi:

Lemma 2 (Feketen lemma). Oletetaan, ettd funktiolle a(n) péitee a(n+m) < a(n)+
a(m) kaikilla n,m € N eli a(n) on subadditiivinen. Tdlloin

Todistus. Riittda osoittaa, ettd pitee limsup, . 2™ < 20" kaikillam € N. Olkoon

n m
n,m € N. Merkitadn n = b,m+r,, jossa 0 < r < m—1. Subadditiivisuudesta seuraa,

etta

a(n)  albpym +ry) < a(m) N a(ry)
n bym+r, — m b,m
lim,, 00 ‘2(777’;‘1) =0, silla 0 < a(r,) < a(m — 1) on rajoitettu ja lim, . b, = co. Néin

ollen saadaan haluttu tulos:

lim sup a(n) < a(m)'
n—oo T m
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Lemman [ todistus: Olkoot a(n) submultiplikatiivinen funktio ja b(n) subadditiivi-
nen funktio, jolle b(n) := Ina(n) kaikilla n € N. Nyt

b(n) _ I a(n)

— In({/a(n))

ja koska logaritmifunktio on jatkuva ja kasvava, niin lemman [2] nojalla

lim In ({/a(n) = inf In ({/a(n)).

n—00 neN
Erityisesti raja-arvo lim,_,, {/a(n) on olemassa. O

Seuraus 3. Olkoon G darellisen joukon generoima ryhmd ja olkoon X ddrellinen ja
symmetrinen ryhmdan G generoiva aliryhmd. Tdlloin raja-arvo

wx = lim {/s(n)
n—oo

on olemassa ja wx € [0,00).

Maiéritelmi 22. Lukua wy = w§ kutsutaan ryhmén G kasvunopeudeksi suhteessa
generoivaan joukkoon X.

Lause 16. Olkoon G ddrellisen joukon generoima ryhmd ja olkoon X ddrellinen
ja symmetrinen ryhmdn G generoiva aliryhmd. Ryhmdalld G on eksponentiaalista
kasvua jos ja vain jos wx > 1.

Todistus. Oletetaan, ettd s(G) ~ e". Koska " < sy, niin on olemassa sellainen
kokonaisluku ¢ > 1, ettd e < c¢s,(cn) kaikilla n € N. Nyt

1< e= nh_)rrolo Ver < nh_)rgo YVesx(en) = <nh_>rr01O \/E> . (hm £ sX(cn)> = wy.

n—o0o
Oletetaan nyt, ettd wy > 1. Lemmastaseuraa, ettd {/sx(n) > wx eli
Wy < sx(n).

Téstd saadaan, ettd e” ~ w' < sx(n). Lauseesta[l1]seuraa, ettd sx(n) < € ja niin
ollen s(G) ~ sx ~ e™. O

Seuraus 4. Olkoon G ddrellisen joukon generoima ryhmd ja olkoon X ddrellinen
ja symmetrinen ryhmdn G generoiwva aliryhmd. Ryhmalld G on subeksponentiaalista
kasvua jos ja vain jos wx = 1.

Koska ~ on ekvivalenssirelaatio, niin seurauksena lauseen [I6] kanssa saadaan
suoraan seuraava tulos:

Seuraus 5. Olkoon G ddrellisen joukon generoima ryhmd. Olkoot X ja X' kaksi
ddrellistd ja syymetristi ryhmdin G generoiwaa joukkoa. Nyt wx = 1 (tai wx > 1)
jos ja vain jos wxr = 1 (tai w'y > 1).
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5 Kasvun ominaisuuksia

Seuraavaksi tarkastellaan, millaisia kasvun ominaisuuksia on erilaisilla ryhmilla. Lu-
ku perustuu lahteisiin [I] ja [2].

Lause 17. Olkoon G darellisen joukon generoima ryhma ja H < G ddrellisen joukon
generoima aliryhmd. Tdlloin s(H) < s(G).

Todistus. Olkoon X aérellinen, symmetrinen joukko, joka generoi ryhméan G ja
Xy adrellinen, symmetrinen joukko, joka generoi ryhméan H. Nyt X = XU Xy on
aarellinen ja symmetrinen ryhmén G osajoukko. Koska Xy C X niin B)I?H (n) C

Bf(n). Tésté seuraa, ettd kaikilla n € N pitee s¥ (n) < s§(n). Joten s(H) <
s(G). O

Seuraus 6. Jokaisella darellisen joukon generoimalla ryhmdlld, joka sisdltid darel-
lisen joukon generotman aliryhmdn, jolla on eksponentiaalista kasvua, on eksponen-
tiaalista kasvua.

Seuraava lause osoittaa, ettd ryhmélla G ja sen aliryhmillé, joilla on darellinen
indeksi ryhméssa G, ovat samaa kasvun tyyppia.

Lause 18. Olkoon G ddrellisen joukon generoima ryhmd ja H < G sen aliryhmi,
jolle |G : H] < oo. Tdlloin H on ddrellisen joukon generoima ja s(G) = s(H).

Todistus. Koska [G : H| < oo, niin lauseesta |1 seuraa, ettd H on &érellisen joukon
generoima. Lauseesta [17| seuraa, ettd s(H) = s(G).

Olkoon X &érellinen ja symmetrinen ryhmén G generoiva joukko. Tarkastellaan
ddrellistd, symmetristd joukkoa X' = RXR™' N H. Lauseen (1] nojalla joukko X’
generoi ryhmin H. Olkoon g € B (n) ja merkitidin g = 2125 - - 7, ; € X. Kuten
lauseen [I]| todistuksessa, voidaan 16ytaa sellaiset ro = 1g, 71,72, ...,7, € R, etté

g:m1x2...xn

= (Lemiry ) (riaery ') - - (rp—a@noary ty) (racr@nry, Dy

= hihy - hp_1h,ry,
jossa h; = r;_wyr; . Koska B¢ (n) € B, (n)R, niin
s§(n) = BS(n)| < |BX.()||R =[G+ H]sX.(n) < [G : HsX,([G : H]n).
Eli s(G) = s(H) ja saadaan s(G) = s(H). O
Edellisesta lauseesta seuraa suoraan tulos:

Seuraus 7. Jos Gy ja G5 ovatl yhteismitallisia ryhmia ja Gy on darellisen joukon
generoima, niin G1 on myds ddrellisen joukon generoima ja s(G1) = s(Gs).

Lemma 3. Olkoon sy, sq, s, 55 : N — [0, 00) kasvufunktioita. Oletetaan, ettd sy < s}
ja s = sh. Tdlldin niiden tulot sisq,s)sh : N — [0,00) ovat kasvavia funktioita ja
S189 =X s} 8.
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Todistus. Koska kasvavien funktioiden tulo on kasvava, on selvdd, ettd sisq ja 55
ovat myos kasvufunktioita. Olkoot ¢; ja ¢y sellaisia positiivisia kokonaislukuja, etta
s1(n) < ¢1si(cn) ja sa(n) < case(con) kaikilla n € N. Merkitddn ¢ = ¢yco. Nyt

(s182)(n) = s1(n)s2(n)
< 181 (e1n)easy(ean)
< c1698) (cr1eam) sy(crean)
= cs}(cn)sh(cn)

= c(s)s5)(cn)
kaikilla n € N. O

Lause 19. Olkoot Gy ja Gy kakst darellisen joukon generoimaa ryhmdad. Talloin
niiden suora tulo G X Go on myds ddrellisen joukon generoima ja s(Gi X Gg) =

S(G]_)S(GQ).

Todistus. Olkoot X7 ja X, dédrelliset ja symmetriset joukot, jotka generoivat ryhmaét
G, ja Go. Téalloin ryhmén G x G5 generoiva &drellinen ja symmetrinen joukko on

X =X x{lg,}) U ({1} x X3).

Olkoon (g1, g2) € B{'*%?(n). On olemassa sellaiset alkiot 41, ..., yx € X ja
X1,y Ty € Xo, ettd k+m =n ja

(9192) = (yla 1G2)(y27 1G2) T (yka 102) ’ (1G1v 131)(1@1,1‘2) e (1G17$m>

:<y1yk7:€1xm)

Tastd seuraa, etti BY % (n) C B (n) x BE(n) ja s$7(n) < s$(n)s$ (n).
Néin ollen s(G; x G3) = s(G1)s(Ga).

Jos g1 € B% (n) ja go € Bg;(n), niin (g1, go) € B *?(2n). Téstd seuraa, etti
s% (n)s%(n) < 5§92 (2n) < 25§92(2n), joten s(G)s(Gy) =< 5(Gy x Ga). O

Lause 20. Olkoot G ryhmd, H < G ja N < G. Jos ryhmalli G on polynomista
kasvua, |G : H| on ddretén ja H on ddrellisen joukon generoima, niin d(H) < d(G)—
1. Jos taas N on ddreton ja ddrellisen joukon generoima, niin d(G/N) < d(G) — 1.

Todistus. Olkoon ryhmélld G polynomista kasvua. Oletetaan, ettd |G : H| = oc.
Olkoon X = {x1,..., %, } ryhmén G generoivien alkioiden joukko. Oletetaan liséksi,
ettd joukko X sisdltdd myos ryhméan H generoivat alkiot. Olkoon Hug, ..., Hu,
ryhméan H erillisid sivuluokkia, jossa alkiot w; kuuluvat ryhmén H sivuluokkien
edustajistoon. Talloin joukko K := Hu,U- - -UHu, ei ole suljettu oikealta kertomisen
suhteen kerrottaessa ryhmén GG generaattoreilla tai niiden kdénteisalkioilla. Muutoin
olisi K = . Téaten yksi alkioista ulx;t edustaa uutta sivuluokkaa. Aloittaen alkiosta
uy = x1, niin jokaiselle n voidaan 16ytaa n kappaletta erillisid ryhman H sivuluokkia,
joita edustaa alkiot, joiden pituus on enintdédn n. Voidaan siis olettaa, etté {(u;) < i.

Jos alkiot, joiden pituus on enintdan n ryhmaéssd H ovat zq,..., 2, niin muotoa
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z;u; olevien alkioiden joukossa ei esiinny samaa alkiota kahdesti. T&lléin sg(2n) >
nsu(n), joten koska ryhmén G kasvu on polynomista, d(G) > d(H) + 1.

Olkoon N &ddreton, adrellisen joukon generoima ryhmén G normaali aliryhmaé.
Olkoon X &érellinen joukko ryhmén GG generoivia alkioita, joka sisiltda lisdksi ryh-
mén N generoivien alkioiden joukon Y. Talloin

sa,x(2n) > sq/nxn/n(n)syy(n) > nsq/n(n),

mistd seuraa d(G) > d(G/N) + 1. O

6 Nilpotenttien ryhmien kasvu

Téassé kappaleessa osoitetaan, ettd jokaisella dérellisen joukon generoimalla nilpot-
netilla ryhmaélld on polynomista kasvua [1].

Lemma 4. Olkoon G ryhmd. Olkoon H ja K kaksi normaalia ryhmdan G aliryhmdd.
Oletetaan, ettc S C H ja T C K generowat ryhmdt H jo K. Talloin [H, K] on
normaali sulkeuma joukosta {[s,t] : s € S;t € T'} ryhmdssi G.

Todistus. Merkitdan, ettd N on joukon {[s,?] : s € S,t € T'} normaalia sulkeumaa
ryhméssd G. Koska {[s,t] : s € S,t € T} C [H, K] ja [H, K| on normaali aliryhmé,
saadaan

N C [H, K] (5)
Olkoon 7 : G — G /N homomorfismi. Kaikilla s € S ja t € T' saadaan

[m(s), m(8)] = w([s,8]) = Loy,

eli m(s) ja m(t) kommutoivat. Téstéd seuraa, ettéd kaikki alkiot ryhmésta m(H) kom-
mutoi kaikkien ryhmén 7(K') alkioiden kanssa, silld S generoi ryhmén H ja T' generoi
ryhmén K. Toisin sanoen 7([h, k]) = [7(h), 7(k)] = lg/n kaikilla h € H ja k € K.
Eli [h, k] € N kaikilla h € H ja k € K ja niin ollen [H, K] C N. Yhdessa kohdan
kanssa saadaan [H, K] = N. O

Olkoon G ryhmi. Sen alempi keskussarja on jono (C%(G));>o normaaleja G:n
aliryhmié, joille pitee C°(G) = G ja C™(GQ) = [CY(G), G] kaikilla 7 > 0. Alkioille
91,92, ---,9; € G, i > 3 asetetaan induktiivisesti

91,925 -, 91 = g1, 92, - -, gi-1), 93] € CH(G)
Jos S C GG ja i > 2, merkitddn joukkoa, joka koostuu alkioista
[81,82,...,81‘], 81,82,...,8; € S

notaatiolla S(Gi). Tamén joukon alkioita kutsutaan S-kommutaattoreiksi, joiden pai-
no on 7. Nyt siis Sg) C CH@).

Lemma 5. Olkoon G ryhmd. Olkoon S¢ C G ryhmdn G generoiva joukko. Tdlloin
aliryhmd C*(G) on joukon SSH) normaali sulkeuma ryhmdssi G kaikilla i > 1.
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Todistus. Todistetaan vaite induktiolla. Lemmastaldlseuraa asettamalla H = K = G
ja S =T = Sg, ettdi C(G) = [G,G] on joukon Sg) = {[s1, 2] : s1,52 € Sa}
normaali sulkeuma ryhmaéssd G. Eli viite pétee, kun ¢ = 1.

Oletetaan, cttd C'~1(G) on joukon SY normaali sulkeuma ryhméssi G. Merki-
tadn, ettd joukon Sg+1) normaali sulkeuma ryhméssé G on N. Koska SgH) C CY(@Q)
ja C*(G) on normaali aliryhmé, voidaan paitelld, etta

N C CUQ). (6)

Merkitédén tekijakuvausta 7 : G — G/N. Olkoon w € Sg) ja s € Sg. Téalloin [w, s| €
SSH) ja néin ollen [w,s] € N. Téstd seuraa, ettéd [r(w),n(s)] = 7((w, s]) = g/,
silld 7(w) ja 7w(s) kommutoivat. Koska Sg generoi ryhmén G, niin 7(Sg) generoi
ryhmin G/N ja w(w) € Z(G/N). Tésté seuraa, etti m(hwh™') = w(h)m(w)m (k)™ =
m(w) kaikilla h € G, joten 7([hwh™!,s]) = [r(hwh™'),n(s)] = [r(w),7(s)] =
Joten

la/n-

[hwh™!, s] € N. (7)

Induktio-oletuksen nojalla jokainen ryhmin C'~!(G) alkio voidaan esittdi muo-
dossa (hywihy ) (howshy ) -+ - (hpmwmhit), jossa wy, € Sg) ja hy € G kaikilla k =
1,2,...,m, m € N. Lemmasta 4| saadaan valitsemalla H = C"1(G), K = G,
S = {hwh™ :we SY heGijaTl = Sq, etti C(G) = [C"Y(G),G] on jou-
kon {[hwh™1 s] : w € Sg),h € G,s € S} normaali sulkeuma ryhméssi G. Eli
kohdasta seuraa, etta

C'(G) C N.
Joten yhdessé kohdan (6]) kanssa saadaan, ettd C*(G) = N. O

Lemma 6. Olkoon G ddrellisen joukon generoima nilpotentti ryhmda, joka on nil-
potenssiastetta ¢ > 1. Tdlloin aliryhmdit CH(G), i = 1,2,...,q — 1 ovat ddrellisen
joukon generoimia.

Todistus. Olkoon Sg ryhmén G generoiva dérellinen joukko. Néytetdén ensin, ettd
tekijairyhmét C*(G)/C*"1(QG) ovat dérellisen joukon generoimia kaikillai = 1,2, ..., ¢—
1. Lemmasta |5| seuraa, ettd C*(G) on joukon SgH) normaali sulkeuma ryhmasséa G.
Olkoon 7 : G — G/C"(G) homomorfismi. Téllsin C*(G)/C(G) = 7(C'(G))

on joukon W(Sg+1)) normaali sulkeuma ryhméssd G/C"™(G). Koska W(Sg+1)) =

(7(Sg))0*) C Z(CHG)/CHH(G)) niin 7(S5 ) generoi ryhmin C/(G)/CHY(G).
Osoitetaan vaite kdanteiselld induktiolla indeksistd ¢« = ¢ — 1 lahtien. Nyt tiede-
téddn, ettd C171(G) = CTYG) /{lg} = C171(G)/C4(G) on &érellisen joukon gene-
roima. Induktio-oletuksen mukaan aliryhméi C*™!(G) on &érellisen joukon generoima
jollakin ¢ < ¢ — 2. Todistuksen ensimméisesti osasta seuraa, etti C*(G)/C*H(Q)
on myos darellisen joukon generoima. Nyt lauseen [2] perusteella voidaan sanoa, etté
C*(@) on &érellisen joukon generoima. O

Nyt voidaan osoittaa tdméan luvun péaatulos:
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Lause 21. Olkoon G ddrellisen joukon generoima nilpotentti ryhmda. Tdlloin ryh-
mdlld G on polynomista kasvua.

Todistus. Olkoon ryhmé G &érellisen joukon generoima nilpotentti ryhmaé, jonka
nilpotenssiluokka on ¢. Osoitetaan viite induktiolla: kun ¢ = 0, niin G = {l1g},
joten silld on polynomista kasvua. Oletetaan, ettd ¢ > 1 ja ettéd kaikilla aarellisilla
nilpotenteilla ryhmillé, joiden luokka on < ¢ — 1, on polynomista kasvua.

Aliryhmé H = C'(G) on nilpotentti ja sen nilpotenssiluokka on < ¢ — 1. Nyt
C'(H) C C"YQG) kaikilla ¢ = 1,2,...,q — 1, joten C4"(H) C CYQ) = {lg}.
Lemman [6] nojalla ryhmé H on &érellisen joukon generoima, joten ryhméllda H on
polynomista kasvua. Olkoon T" C H &aérellinen ja symmetrinen ryhmén H generoiva
joukko. On siis olemassa sellaiset ¢; > 0 ja p > 0, etté

st (n) < ci(cn)?,

kaikilla n > 1.

Olkoon X = {x1, s, ..., 2} C G &érellinen ja symmetrinen joukko, joka generoi
ryhmén G. Olkoon g € G. Oletetaan, etti m = [§(g) < n. Tilléin on olemassa
sellaiset 1 < 1q,19,...,1, < k siten, etta

9 = iy Liy ** " Ly -
Koska gag1 = 9192[95 %, 97" ja [95 1, 97'] € H kaikilla g, 9, € H, voidaan alkio g
ilmaista nyt muodossa

g= lexjé"'ajjmhv
jossa 1 <j; <jp<---<j,<kjahe H. Asetetaan
L =max{l(w):we XD 2<i<q}

Kuten ylla todettiin, vaihtamalla kahden perdkkiisen generaattorin paikkaa keske-
nédn, saadaan kommutaattori, jonka paino on kaksi. Jos néitd vaihdoksia tehdaan
niin kauan, ettd x;, (jossa j; = 45, = min{i, : b = 1,2,...,m}) on viimeinen al-
kio oikealta vasemmalle luettuna, tulee tehda enintédédn n vaihdosta. Jos vastaavasti
halutaan tehdd alkiolle x;, (jossa jo = min{i, : b = 1,2,...,m;b # by}), tarvi-
taan jilleen enintddn n vaihdosta. Yhteenss on olemassa enintéin mn < n? tillaista
vaihdosta. Niin ollen saadaan korkeintaan n? kappaletta kommutaattoreita, joiden
paino on kaksi. Jokaisella askeleella, kun siirretdén generaattoria z; vasemmalle,
taytyy myos vaihtaa se kaikkien yksinkertaisten X-kommutaattorien kanssa, jotka
esiintyiviit ennen sité. Joten saadaan korkeintaan n® kappaletta yksinkertaisia X-
kommutaattoreita, joiden paino on kolme, n* kappaletta X-kommutaattoreita, joi-
den paino on nelja ja niin edelleen. Jatkamalla talla tapaa, kaikki X-kommutaattorit,
joiden paino on ¢ + 1 ovat ykkosalkioita 1, silld G:n nilpotenssiluokka on ¢. Yksin-
kertaisten X-kommutaattorien kokonaislukumééra, jotka saadaan télla tavoin, on
siis enintégn n? +n® + -+ +n? < gn?. Luvun L miiritelméisti seuraa, etti

1% (h) < Lqn.
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Toisaalt ryhmén G alkioiden lukumaarad, jotka ovat muotoa zjzj,---z;,., 1 <

1 < jo < -+ < jm < k, voidaan rajoittaa luvulla con®, jossa co > 0 on n:sti
riippumaton vakio. Jokainen néista ryhmaén alkioista voidaankin kirjoittaa muodossa
itwy? - xpk, jossa 0 <my < nkaikillai=1,2,... k.

Nyt

s%(n) < con®e (Lgn?)" = Cn® < C(Cn)°

kaikillan > 1, jossa § = k+rq ja C = c1c2(Lq)". Nyt C' > 0 on vakio ja riippumaton
n:sta. Seuraa, ettd ryhmalld G on polynomista kasvua. m

7 Ratkeavien ryhmien kasvu

Téasséd luvussa tutkitaan adrellisen joukon generoimia ratkeavia ryhmié niiden kas-
vun nakokulmasta ja osoitetaan, ettd niiden kasvu on joko eksponentiaalista tai
polynomista [1].

Lause 22. Olkoon G darellisen joukon gemeroima ryhmda, jolla on subekponenti-
aalista kasvua. Tdalloin ryhmdin G kommutaattorialiryhma G’ on ddrellisen joukon
Jeneroima.

Todistus. Koska G/G’ on #érellisen joukon generoima Abelin ryhmé, se on dérellisen
monen syklisen ryhmén tulo. Todistetaan ensin seuraava apulause:

Apulause 1. Olkoon N < G. Oletetaan, etti tekijaryhmda G/N on ddreton syklinen
ryhmda. Tdlloin N on darellisen joukon generoima.

Todistus. Koska kaikki ryhméan G aliryhmét, joilla on aérellinen indeksi, ovat a&-
rellisen joukon generoimia, voidaan olettaa, ettd tekijiryhmé G/N on &dreton ja
syklinen. Olkoon G/N = (xN). Kirjoitetaan jokainen ryhmén G generaattoreista
{z1,..., 24} muodossa x; = x%y;,, jossa y; € N. Nyt alkiot {z,y1,...,y4} generoivat
ryhmén G. Talloin ryhma NV sisaltda generaattorien vy, . .., y; normaalin sulkeuman
K. Koska ryhmén G/K generoi ryhmén G generaattoreiden kuvat, eli sivuluokat
zK, niin G/K &dreton ja syklinen. Ryhmé G/N on déireton syklinen tekijaryhmé
ja se on ryhmén G/ K homomorfinen kuva, mikd on mahdollista vain, jos K = N.
Olkoon K; ryhmén K aliryhma, jonka generoi kaikki konjugaatit x="y;2", jolloin
N > (Ky,...,Ky). Aliryhma (K7, ..., Ky) sisaltdd alkiot yy, ..., y4 ja on invariantti
konjugoinnin suhteen kaikilla ryhmén G generaattoreilla, joten se on yhtéasuuri ryh-
man N kanssa. Riittda siis todistaa, ettd jokainen K; on darellisen joukon genroima.
Tarkastellaan tuloa zy{'zy*z-- -y, jossa e; € {0,1}. Tétd muotoa olevia sanoja
on olemassa 2" kappaletta ja jokaisen pituus on korkeintaan 2n. Subeksponentiaali-
suudesta seuraa, etta, jos n on tarpeeksi suuri, kaksi naista sanoista ovat yhtasuuret.
Olkoon n pienin indeksi, jolloin edellinen tapahtuu eli joillain potensseilla f; pétee

wyPwyla -y = aylayla -yl (8)
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Indeksin n minimaalisuuden nojalla e, # f,. Merkitdin y(k) = a*y,y~*, jolloin
yhtalo voidaan kirjoittaa muodossa

y(1)y(2)% - y(n)ma™ = y(1)1y(2) - y(n) 2"

Koska e, # f,, voidaan y(n) kirjoittaa alkioiden y(1),...,y(n — 1) tulona. Néin
ollen y(n + 1) = zy(n)z~! voidaan ilmaista alkioiden y(2),...,y(n) tulona

wy(k)y(ke) - y(kp)a ™" = zy(k)a wy(ke)a™" - wy(ky)z™,

jossa jokainen wy(k;)r™' = y(ki,1). Kun téhén sijoitetaan alkion y(n) lauseke,
nahdddn, ettd y(n + 1) kuuluu myos aliryhméén (y(1),...,y(n — 1)). Induktion
nojalla kaikki alkiot y(n), n > 0, kuuluvat samaan aliryhméén. Kun korvataan x
sen kddnteisalkiolla, aliryhmé, jonka generoi alkiot y(n), joissa n < 0, on mydskin
aarellisen joukon generoima. Téten ryhméa K; on dérellisen joukon generoima, miké
osoittaa vaitteen. [l

Tiedetdén, ettd tekijaryhmé G/G’ on muotoa C; X -+ x C,, jossa ryhmét C;
ovat syklisid kaikilla . Merkitdin G; = 7 1(1 x 1 x -+ x C; x 1 x --- x 1). Silloin
G;/(G'NG;) = C; on syklinen. Apulauseesta seuraa, ettd G'NG; on dérellisen joukon
generoima. Télloin G' = (G U -+ - U G,,) on éérellisen joukon generoima.

O

Seuraus 8. Adrellisen joukon generoima ratkeava ryhmd, jolla on subeksponentiaa-
lista kasvua, on polysyklinen.

Todistus. Olkoon G &arellisen joukon generoima ryhmaé, jolla on subeksponentiaa-
lista kasvua. Lauseen [22| mukaan kaikki ryhmén G kommutaattoriryhmét ovat aa-
rellisen joukon generoimia, joten myoskin tekijaryhmit G /GU+Y) ovat dsrellisen
joukon generoimia. Koska ndmé tekijaryhmaét ovat polysyklisia ja niistd vain dérel-
lisen moni on epétriviaaleja, niin G' on polysyklinen. [

Lause 23. Olkoon G polysyklinen ryhmd, jolla on subekponentiaalista kasvua. Tdl-
loin silld on nilpotentti normaali aliryhmd N, jolla G/N on ddrellinen.

Todistus. Todistusta ei kiayda lapi tassa tutkielmassa, silla se vaatisi syvempéaa ym-
mérrystd lukuteoriasta. Se kuitenkin 16ytyy lidhteesté [I] lauseesta 5.3. O]

Yhdessa lauseen [21] kanssa, edellisesté seuraa tulos:

Seuraus 9. Olkoon G ddrellisen joukon generoima ratkeava ryhmda. Tdlloin ryhmdn
G kasvu on joko eksponentiaalista tai polynomista.

8 Grigorchukin ryhma

Grigorchukin ryhmén ensimmaisen kerran esitteli Rostislav Grigorchuk vuonna 1980.
Se oli samanaikaisesti my6s ensimmaéinen esimerkki dérellisen joukon generoimasta
valimuotoisen kasvutyypin ryhmasta. Tassa luvussa konstruoidaan kyseinen ryhma
kahdella tavalla ja todistetaan siihen liittyvia ominaisuuksia. Luku on padosin kir-
joitettu kdyttden lahdetta [2].
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8.1 Ryhman konstruointi

Esitelldén ensin se tapa, jolla Grigorchuk itse konstruoi ryhmén vuonna 1983 [I].
Grigorchukin ryhmén konstruoimiseen kdytetaan avoimen vélin (0, 1) transformaa-
tioita. Selvyyden vuoksi vililtd poistetaan kaikki pisteet, jotka ovat muotoa 1/2".
Olkoot FE identiteettitransformaatio ja P transformaatio, joka vaihtaa keskenéan va-
lit (0,1/2) ja (1/2,1). Tall6in siis piste z kuvautuu joko pisteeksi x4 1/2 tai z —1/2.
Hajotetaan yksikkovili (0,1) osavéleiksi (1 — 55,1 — 55), jossa n = 1,2,.... Ol-
koon ryhmé I" neljan transformaation, a, b, ¢ ja d, generoima. Generaattori a vastaa
transformaatiota P sovellettuna koko vilille. Muut kolme generaattoria suorittavat

osavileille (1 — 2,1%1, 1— 2%) joko tranformaation E' tai P seuraavasti:

(7) b suorittaa kahdelle ensimmaiselle osavilille transformaation P ja kolmannelle
osavilille transformaation E, minka jalkeen sama toistetaan seuraaville osava-
leille uudelleen eli PPE

(i7) ¢ suorittaa samaan tapaan osavéleille transformaation PEP

(7ii) d vastaa osavilien transformaatiota EPP.

Tasti seuraa a’? = =2 =d?> =1ljabc=cb=d,cd =dc=0b, db = bd = c.
Néaméa ominaisuudet todistetaan tarkemmin toisen konstruointitavan yhteydessa.

Seuraavaksi kdydaan lapi vield toinen tapa konstruoida Grigorchukin ryhmé, jon-
ka merkintojd kiytetadn tésta eteenpéin [2]. Olkoon ¥ = {0,1} aakkosto ja ¥* =
Unen 2™ kaikkien aakkoston ¥ sanojen muodostama joukko. Merkitddn tyhjaé sanaa
merkinnalld e. Jokainen sana w € Y* voidaan kirjoittaa yksiselitteisesti muodossa
W = 0109 0y,, jOssa 0; € 2.

Olkoon Sym(%*) joukon 3* symmetrinen ryhmé. Maaritellddn joukossa * osit-
tainen jérjestys =<: jos alkioille u, v € ¥* on olemassa sellainen w € >*, ettd uw = v,
niin v < v. Méaritelladn nyt

Sym(X*, <) = {g € Sym(X") : g(u) = g(v), kaikilla u, v € ¥*, joilla u < v}.
Talloin Sym(¥*, <) < Sym(X*). Sanan w € ¥* pituus [(w) on maksimi luvuista
n € N, joille on olemassa sellaiset jonot toisistaan eroavia sanoja (wy )<<, joukosta
¥, siten, ettd € < wy; < wy X -+ < w, = w. Téstd seuraa, ettd josg € Sym(XL*, <),
niin [(g(w)) = l(w) kaikille w € ¥*.

Olkoon a,b,c,d € Sym(¥*). Mééritellddn ndmé alkiot seuraavasti: tyhjélle sa-
nalle

Alkiolle a
a(0w) = 1w ja (lw) = Ow

kaikilla w € ¥*. Maéaritelladn alkiot b(w), c(w) ja d(w) induktion avulla sanan
pituudelle [(w):

b(0w) = Oa(w), b(lw) = le(w
c(0w) = 0a(w), c(lw) = 1d(w
d(0w) = 0w, d(1lw) = 1b(w)



kaikilla w € ¥*. Saadaan a,b,¢,d € Sym(X*, <).
Esimerkki 5. Olkoon w = (00110) € ¥*.

a(w) = a(00110) = 10110,
b(w) = b(00110) = 0a(0110) = 01110,
c(w) = ¢(00110) = 0a(0110) = 01110,
d(w) = d(00110) = 00110.

Maaritelma 23. Grigorchukin ryhmd on symmetrisen ryhmén Sym(3*) aliryhmé
I', jonka generoi edelld maaritetyt alkiot a, b, c,d € ¥*.

Koska a,b,c,d € Sym(X*, <), niin I' C Sym(X*, <X).
Lause 24. Seuraavat vditteet ovat voimassa ryhmdssa I':
(i) a*> =b*=c* =d* = 1r,
(ii) bc =cb=d, dc=cd=b ja db=bd = c.
Todistus.
(i) Osoitetaan, etti g*(w) = w kaikilla w € 3* ja g € {a,b,c,d}. Kun w = ¢, viite
on selvéd. Alkion a méaritelmésta seuraa
a*(0w) = a(lw) = 0w ja a*(1w) = a(0w) = 1w
kaikilla w € ¥* eli a® = 1r. Osoitetaan viite kiyttiden induktiota. Kun [(w) =
0, niin w = ¢, joka toteuttaa viitteen. Oletetaan, ettd viite on voimassa, kun
[(w) = n. Alkioiden mééritelmista seuraa
b?(0w) = b(0a(w)) = 0a*(w) = 0w, b*(1w) = b(le(w) = 1¢*(w) = 1w,
*(0w) = ¢(0a(w)) = 0a*(w) = Ow, (lw) = c(ld(w) = 1d*(w) = 1w,
d*(0w) = d(0w) = 0w, d*(lw) = d(lc(w)) = 1c*(w) =
kaikilla w € ¥*. Eli induktiovéite on voimassa, kun [(w) = n + 1, mista viite
seuraa.

1w,

(i7) Osoitetaan, ettd ij(w) = k(w) kaikilla w € ¥* ja 1,7,k € {b,c,d}, i # j # k.
TOdistetaan véite induktiolla. Jos [(w) = 0, véite on voimassa. Oletetaan, etta
vaite on voimassa, kun [(w) = n. Nyt

be(0w) = b(0a(w)) = 0a®*(w) = 0w = d(0w),
be(lw) = b(1d(w)) = led(w) = 1b(w) = d(1w),
cd(0w) = ¢(0w) = Oa(w) = b(0w),

cd(lw) = ¢(1b(w)) = 1db(w) = le(w) = b(1w),
db(0w) = d(0a(w)) = Oa(w) = c(0w),

db(lw) = d(1le(w)) = 1be(w) = 1d(w) = c(1w),

kaikilla w € ¥* eli véite patee, kun [(w) = n + 1. Viite seuraa.
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8.2 Grigorchukin ryhméan ominaisuuksia

Lauseesta [24] seuraa, ettd ryhmén I' generoiva joukko S = {a,b,c,d} on symmet-
rinen. Merkitdan sanan pituutta funktiolla g : I' — N. Jokainen ryhmaéan I' alkio
voidaan esittdd muodossa

g= 5152+ 5n, (9)

jossa s; € S. Sanotaan, ettd [9] on alkion ¢ redusoitu muoto, jos kaikilla i,j =
1,2,...,n — 1 pétee, ettd kun s; = a, niin s;41 € {b,c,d} ja kun s; € {b,c,d},
niin s;4; = a. Lauseesta seuraa, ettd kaikki ryhmén I' alkiot voidaan esittda
redusoidussa muodossa.

Maéaritelladn kaikilla n € N

H,={geTl:g(w)=w kaikilla w € ¥"}.

Osoitetaan, ettd H, on ryhmén I' normaali aliryhmé ja sen indeksi on a#rellinen
ryhmaéssa [ kaikilla n € N

Lause 25. Joukko H,, on ryhmdn I' normaali aliryhmd ja
I': H,| < oo,
kaikilla n € N. Lisdksi

T=Hy>H >Hy>- D Hy,D Hyy O-.

Todistus. Koska I"' C Sym(¥*, <), niin g(¥*) C X" kaikilla ¢ € I". Tarkastellaan
kuvausta 6, : I' — Sym(X"), jolle 0,(9)(w) = g(w) kaikilla g € ' ja w € X"
Selvésti 6 on homomorfismi ja sen ydin ker(6,,) = H,,. Eli H,, on ryhmén I' normaali
aliryhmé ja [I': H,| = |['/H,| = |0,(T")| < |Sym(X")| < oc.

Olkoon n € N, u € Sym(X") ja g € Hy41. Olkoon o € ¥ ja asetetaan w = ou €
¥t olle u < w. Koska T' € Sym(X*, <), niin g(u) < g(w) = uo, josta seuraa, etti
g(u) = u. Talloin g € H, eli H, D H,41. O

Seuraus 10. Grigorchukin ryhmd I' on residuaalisesti ddrellinen.

Todistus. Olkoon h € NyenH,. Kaikilla w € ¥* on voimassa h(w) = w, joten h = 1r.
Téastéa seuraa NpenH, = {1r}. Koska [I" : H,| < oo kaikilla n € N, niin kaikkien
aliryhmien, joilla on darellinen indeksi ryhmaésséa I', leikkaus on triviaali, misté véite
seuraa. ]

Lause 26. Seuraavat vditteet ovat voimassa ryhmdlle Hy:

(i) Hy koostuu kaikista ryhmdan ' alkioista, jotka voidaan ilmaista muodossa g =
S1S2 -+ Sp, S; € S, jossa on parillinen mdadrd alkioita a,

(ii) T : Hi| = 2,
(iii) Hy = (b, c,d,aba,aca,ada),
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(iv) Hy on alkioiden b, ¢ ja d normaali sulkeuma ryhmdssd I.

Todistus. Alkioiden a, b, ¢ ja d méadritelmista seuraa, ettd s(o) = o kaikilla 0 € X

jos ja vain jos s € {b,c,d}. Olkoon g = s182--+s,, s; € S. Nyt g € Hy jos ja vain

jos |i : s; = a| on parillinen eli véite (i) on voimassa. Téstd seuraa myos véite (i7).
Olkoon g € H;. Se voidaan ilmaista yhdelld seuraavista redusoiduista muodoista:

g = toatlatgatgat4 e atgk_lat% = to(atla)tg(atga)t4 cee (atgk_la,)tgk,
g = atlatgatgat4 cee atgk_latgk = (atla)tQ(atga)t4 cee (atgk_la)tgk,
g = toatiataatsaty - - - ator_1a = to(atia)ts(atza)ty - - - (ator—1a),

g = atyateatzaty - - - ato_1a = (atia)tay(atsa)ty - - - (ater—_1a),

joissa to, t1,. .., tog_1, tox € {b,c,d} ja k € N. Néin ollen véite (ii7) on voimassa.
Nyt alkioiden b, ¢, d normaali sulkeuma ryhméssa I" on aliryhméd H C I', jonka
generoi kaikki konjugaatit gtg~', g € T jat € {b, ¢, d}. Kun valitaan alkion g arvoiksi
1r ja a, niin voidaan todeta, ettd H; C H. Toisaalta b,c,d € Hy, joten H C H;.
Viite (iv) seuraa. O

Olkoon hy € Hi. Kaikilla w € ¥* on olemassa sellaiset wg, w; € 3*, l(wy) =

l(wy) = l(w), ettd h(0w) = Owp ja h(lw) = lw;. Merkitddn hg, h; € Sym(X*, =
kuvauksia, joille ho(w) = wq ja hy(w) = w;. Télléin

h(0w) = Ohg(w) ja h(lw) = 1hy(w),

kaikilla w € ¥*. Merkitadn ¢ : Hy — Sym(X*, <) (vastaavasti ¢; : H; — Sym(X*, <
)) kuvausta, jolle ¢o(h) = ho (vastaavasti ¢;(h) = hq). Mééritellaén vield tulokuvaus
¢ : Hi — Sym(X*, %) x Sym(X*, <), ¢(h) = (hg, h1). Nyt voidaan padtelld alkioiden

maéadritelmien avulla, ettéa

¢(b) = (a,c), ¢(aba) = (¢, a)
¢(c) = (a,d), ¢laca) = (d,a) (10)
¢(d) = (1r,b), ¢(ada) = (b, 1r).

Lause 27.
(i) Kuvaukset ¢o, 1 : Hy — ' ovat surjektiivisia homomorfismeja.
(it) Kuvaus ¢ : Hi — I' x I on injektiivinen homomorfismi.
Todistus. Olkoon o € {0,1}. Kaikille h, i’ € H; ja w € ¥* saadaan
0¢s(h')(w) = hh'(ow) = h(ogs(h')(w)) = 065 (h)ds(h')(w).

Eli ¢, (hh)(w) = ¢y(h)d,(h')(w), joten ¢y ja ¢1 ovat homomorfismeja. Yhtaloista
ja lauseen [26| kohdasta (iii) seuraa, ettd ¢o(H;) = ¢1(H;) = I'. Eli kuvaukset
®o ja ¢1 ovat surjektiivisia.

Olkoon h € Hi. Oletetaan, ettd ¢(h) = lpxr = (1r, 1p). Saadaan h(e) = € ja
h(ocw) = oh,(w) = ow kaikilla o € {0,1} ja w € ¥*. Talloin h = 1p = 1y eli ¢ on
injektiivinen kuvaus. O]
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Koska ¢ on injektiivinen kuvaus, voidaan jokainen alkio A € H; samaistaa sen
kuvan ¢(h) € I' x I' kanssa. Eli merkitdan h = (hg, hy), jos h € Hy ja ¢(h) = (ho, hq).

Seuraavassa lauseessa osoitetaan myos, ettd Grigorchukin ryhmé on 2-ryhma eli
jokaisen alkion kertaluku on muotoa 2", n € N.

Lause 28. Grigorchukin ryhma ' on dareton ryhmd, jonka generoti ddrellinen joukko
ja se ei sisdlld yhtadn alkiota, jonka kertaluku on ddreton.

Todistus. Koska Hy on aito ryhmén I' osajoukko ja kuvaus ¢ on surjektiivinen, I
on aareton.

Olkoon X = {a,b,c,d} ryhmén I' generoiva &darellinen ja symmetrinen joukko.
Osoitetaan seuraavaksi, ettéd jokaisen alkion g € I' kertaluku on muotoa 2", n € N
eli ettd I' on 2-ryhmé. Todistetaan véite induktiolla pituudelle [x(g). Viite on tosi,
kun Ix(g) = 1, sillia®> = > = =d? = 1.

Néytetaan ensin, ettd jokainen alkio g € T'\{1r} on konjugaatti joko joukon X
alkiolle tai alkiolle ¢’, joka voidaan esittda redusoidussa muodossa

g = atiaty - - - aty, (11)

jossa ti,to, ...t € {bye,d}, k > 1 jalx(¢9) < lx(g). Jos g ei ole konjugaatti
millekdéan joukon X alkiolle, niin milld tahansa alkiolla ¢g:n konjugaattiluokasta on
joku seuraavista muodoista lisaksi:

tiaty - - - atpa ja toaty - - - atg,

jossa ty # ti, k > 1. Konjugoimalla alkioilla a ja ty néita esityksia sekd korvaamalla
alkion ¢ty alkiolla ¢t € {b, ¢, d}, paddytédn talloin esitykseen (L1)). Selvisti Ix(g') <
Ix(9)-

Oletetaan, ettd g € Hy ja l(g) > 1. Koska alkion kertaluku on sama kuin sen
konjugaattien kertaluku, voidaan olettaa, etté ¢ tai sen konjugaatti voidaan esittda
muodossa (jossa k > 2, koska k € Hi). Nyt jokaisen nelikon ato;_qate;, i =
1,2,...,k/2 kuvat ¢o(ata;_1aty;) tai ¢1(aty;_jaty;) ovat pituudeltaan < 2. Néin ollen
Ix(90),Ix(g1) < lx(g9)/2 < lx(g). Induktion nojalla alkioiden gy ja ¢g; kertaluku on
2" n € N ja siksi g = (go, g1) on kertaluvultaan myos 2™.

Oletetaan nyt, ettd g ¢ H,. Kuten edelld, voidaan olettaa, ettd ¢ tai sen kon-
jugaatti voidaan esittdd muodossa ([11)) (jossa k on pariton, silld g ¢ Hy). Kdydaan
lapi kolme tapausta.

Tapaus 1. Alkio d esiintyy alkion g esityksessé. Olkoon d = t; jollekin 1 <7 < k.
Alkiota tai sen konjugaattia konjugoimalla ¢;,_jat;_sa - - - atya, voidaan olettaa,
ettd d = t;.

Nyt ¢? = (adaty)(atzaty) - - - (atpad)(atzats) - - - (aty_iaty,) € Hip. Jokaisen néi-
den nelikon kuva ¢g(at;at;) on pituudeltaan 2, paitsi niiden, jotka ovat muotoa
atjad = (atja)d, silld ¢o(d) = 1p. Vahintdan yksi néistd nelikoista esiintyy alkiossa
g%, esimerkiksi asettamalla j = k, Ix(¢o(9?)) < 2k — 1 < 2k = Ix(g). Induktiol-
la saadaan, ettd ¢o(g?) on myos kertaluvultaan 2", n € N. Vastaava tulos voidaan
myo0s johtaa kuvauksella ¢;: jokaisen nelikon kuva télla kuvauksella on pituudeltaan
2 paitsi alkiot muotoa adat; = (ada)t;, silld ¢(ada) = 1r. Jélleen asettamalla j = k,
voidaan todeta, ettd Ix(¢(g?)) < lx(g). Joten myds ¢(g*) on kertaluvultaan 27 ja
niiin ollen g% = (¢o(g?), #1(g*) on kertaluvultaan 2".
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Tapaus 2. Oletetaan, etté alkio d ei esiinny ¢:ssé, mutta alkio ¢ esiintyy. Kuten
alemmin, g:lle tai sen konjugaatille voidaan olettaa ¢; = c. Tall6in

kaikilla ¢’ € {b,c}. Tasta seuraa, ettd Ix(¢o(g?)) = 2k = Ix(g). Nyt ¢o(g?) =
da .. .a, joten konjugoimalla alkiolla a piistién tapaukseen 1. Vastaavasti ¢1(g%) =
a---ad, jolloin konjugoimalla alkiolla ad padstiin myds tapaukseen 1. Eli ¢g(g?) ja
$1(g?) ovat kertaluvultaan 2", n € N. Télldin g* = (¢o(g?), ¢1(g?)), joten alkio g on
kertaluvultaan 2.

Tapaus 3. Viimeiseksi oletetaan, ettd kumpikaan alkioista d tai ¢ ei esiinny
esityksessd (1I). Nyt vélttamittd g = (ab)®*! jollakin A > 0. Saadaan ¢*> =
(ab)"t2 = ((aba)b)**t' € Hy, joten ¢o(g?) = (ca)® ™ ja ¢1(¢9*) = (ac)?"**. Kos-
ka Ix(¢0(9?)) = Ix(¢1(9?)) = 4h + 2 = Ix(g), joten pdddymme tapaukseen 2 eli
d0(g?) ja ¢1(g?) ovat kertaluvultaan 2", n € N. Joten g% = (¢o(g?), ¢1(g%)) ja g ovat
kertaluvultaan myos 2". O

Jotta voidaan osoittaa, ettd ryhmalla I' ei ole polynomista kasvua, tulee ensin
osoittaa muutamia tuloksia.

Lemma 7. Ryhmd D := (a,d) < T on diedriryhmd, jonka kertaluku on 8.

Todistus. Diedriryhmélld Dg, jonka kertaluku on 8, on presentaatio Dg = (x,y |
2?2 = 1,5 = 1,(zy)* = 1). Lauseessa [24] todettiin, etti a®> = d? = 1, joten riit-
tdd osoittaa, ettd alkion ad kertaluku on 4. Koska (ad)? = (ada)d, niin (ad)? =
(b,1)(1,b) = (b,b) # 1r ja (ad)* = (ad®)® = (b,b)* = (b*,b%) = (1r, 1r) = 1. Eli
alkion ad kertaluku on 4. O

Palautetaan mieleen, etta kaksi ryhméa G; ja Gy ovat yhteismitallisia, jos on
olemassa kaksi aliryhméé, K; C G ja Ky C G, joilla on &érellinen indeksi, siten,
ettd K ja Ky ovat isomorfisia.

Lause 29. I' ja I' x I" ovat yhteismitallisia.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd ryhmén ¢(H;) indeksi ryhméssd I' on dérellinen.
Koska Hy = (b, ¢, d, aba, aca, ada), niin voidaan péételld, etta

¢(H1) = (¢(b), d(c), ¢(d), p(aba), p(aca), (ada))
= <(CL, C)? <a7 d)? (1F7 b), (Ca a)? (dv a’)? (bv 1F>>'

Olkoon B C T alkion b normaali sulkeuma joukossa I'. Tekijajoukon I'/B generoi
ryhmén I' generaattorien kuvat. Koska c¢d = b € B, niin joukon B generoi alkioiden
a ja d kuvat. Lemmasta [7| saadaan, etta

- Bl =[T/|B] <8.
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Olkoon g € T. Tarkastellaan alkiota gbg~'. Koska ¢, on surjektiivinen, niin on
olemassa alkio h € H, siten, ettid ¢o(h) = g. Tésti seuraa, ettd (ghg™', 1p) =
¢(hadah™) € ¢(H;). Naméi alkiot generoivat aliryhmén By = B x {1r} C ¢(H,).
Vastaavasti voidaan johtaa kuvauksen ¢; avulla aliryhméd By = {1r} x B C ¢(H;).
Huomataan, ettd By ~ B; ~ B ja ettd By ja By ovat ryhméan I' X I' normaaleja
aliryhmié. Lisdksi By N By = {lrxr}, joten (I' x I')/ByB; ~ I'/B x I'/ B. Koska
todettiin, etta [I': B] < 8 ja ByB; C ¢(H1), niin

DxT:¢(H)]<[[xT:ByB| =[l:B?=64.

Eli ryhmén ¢(H;) indeksi ryhméssd I' x I' on dérellinen.
Toisaalta [I" : Hy] = 2 ja koska ¢ on injektiivinen homomorfismi, niin H; ja
¢(Hy) ovat isomorfisia. Téstd seuraa, ettd I' ja I' x I" ovat yhteismitallisia. O

Seuraus 11. Ryhmdlla T ei ole polynomista kasvua.

Todistus. Koska I" on lauseen 28 mukaan &éreton, niin n < s(I') (lause[L3)). Ryhmien
[ ja I' x I' yhteismitallisuudesta seuraa yhdessi korollaarin (7| kanssa, ettd s(I') =
s(I' x T). Toisaalta lauseesta [19] seuraa, etti s(I' x I') = s(I')%. Nyt lemmasta
saadaan, etti n? < s(G)? = s(G). Induktion avulla voidaan todeta, etti n** < s(G)
kaikilla A € N, joten ryhmalla I' ei voi olla polynomista kasvua. O]

Jaljelle jaa osoittaa, ettd Grigorchukin ryhmaélld on subeksponentiaalista kasvua,
jolloin edellisen korollaarin kanssa saadaan seurauksena, ettd Grigorchukin ryhmalla
on vilimuotoista kasvua.

Aloitetaan maarittelemélla erds kriteeri sille, milloin &dérellisen joukon generoi-
malle ryhmalla on subeksponentiaalista kasvua.

Lemma 8. Olkoon G ddrellisen joukon generoima ryhmd. Olkoon X C G ddrellinen
ja symmetrinen ryhmdan G generoiva joukko. Oletetaan, ettd on olemassa kokonais-
luku M > 2, vakiot 0 < k <1 ja K > 0 sekd injektitvinen homomorfismi

v :H — GM
g (9L,

jossa aliryhmdlld H < G on ddrellinen indeksi ryhmdssd G, siten ettd

Z Ix(g9:) < klx(g) + K (12)

kaikilla g € H. Talloin ryhmdlla G on subeksponentiaalista kasvua.

Todistus. Naytetiin, ettd wy = lim, o s§(n)r = 1. Olkoon ¢ > 0. T&lldin on
olemassa sellainen luonnollinen luku ng > 1, ettd s§(n) < (wx + €)™ kaikilla n > ny.
Koska wx > 1, saadaan

s§(n) < s%(no)(wx + )" (13)

kaikilla n € N.
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Olkoon
sfin) = |{h € H :ix(h) <n}|.

Olkoon T ryhmén H vasempien sivuluokkien edustajisto ryhméssd G. Asetetaan
C' = maxyer Ix(t). Nyt, kaikilla ¢ € G on olemassa sellaiset yksikésitteiset h € H
jat €T, ettd g = th. Niiin ollen Ix(h) < Ix(t) +Ix(g) < C +1(g), joten B¢(n) C
TB(n+ C). Voidaan péiitelli, etti

s$(n) < [G: H|sl(n+ C). (14)

Toisaalta, kohdasta saadaan
sx(n) < ng’;(nl)sgc(”z) 8% (n),

jossa summa otetaan yli M-monikkojen ny, ns, ..., nys, joille pitee sz\i1 n; < kn+K.
Nyt kohdasta saadaan, etta

si(n) <s§(no)™ > (wx + €)™ (wx + €)™ -+ (wx + €)™
=5 (o)™ ) (wx + ittt
< (55 (no) (kn + K))" (wx + €)™,
Yhtalosta saadaan vield
s§(n) < (G : Hls¥(n+C) < [G: H|(s5 (no) (kn + K))™ (wx + )",

jossa K' = K + kC. Ottamalla nyt n:n juuren puolittain, epdyhtdlon vasen puoli
ldhestyy nyt kasvufunktiota wy, kun n — oco. Epéyhtélon oikea puoli taas lahestyy
arvoa (wy +¢€)*, kun n — oo. Eli wy < (wy +¢€)*. Koska € on mielivaltainen, voidaan
paitelld, ettd wy < w%. Koska oletuksen nojalla 0 < k < 1, saadaan wx = 1.
Korollaarista [4] seuraa, ettd ryhmélla G on subeksponentiaalista kasvua. O

Lemma 9. Olkoon n > 1. Tdlloin ¢,(H,y1) C Hy, kun o =0, 1.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla. Koska kuvaukset ¢ ja ¢, ovat surjektiivisia
homomorfismeja, niin ¢,(H;) C I' = Hy. Oletetaan, ettd ¢,(H,) C H,_1 ja osoite-
taan, ettd ¢, (H,11) C H,. Olkoot g € H, 1 ja w = ou, u € X" ja o € {0,1}. Nyt

ou=w = g(w) = 0¢,(g)(u),
eli ¢,(g)(u) = u. Tama osoittaa, ettd ¢,(g) € H,. Néin ollen ¢,(H,1) C H,. O

Askeisen lemman seurauksena homomorfismit ¢, : H, — I, jotka méaritellain

¢w:¢alo¢ago"'o¢an

ovat hyvin méariteltyja kaikilla n > 1 ja w = 0y09---0, € X". Maéritelladn nyt
homomorfismi v, : H,, — IesnI" asettamalla 1,(g) = (0w (9))wesn kaikilla g € T.
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Koska kuvaus ¢ on injektiivinen homomorfismi, niin kuvaus 1, on myo6s injektii-
vinen. Samaistamalla ryhméa H,, sen kuvan 1, (H,) C Il,cx.I" kanssa, merkitaan
9 = (Guw)wesn kaikilla g € H,,.

Tésté eteenpéin tarkastellaan aakkostoa A = {«, 5,7, 0} sekd monoidia A*. M&a-
ritelladn kuvaus A — X seuraavasti: a +— a, f+— b, v — ¢ ja  — d. Tamé kuvaus
laajenee yksikésitteisesti surjektiiviseksi homomorfismiksi 7 : A* — I'. Sanotaan, et-
td sana w = A Ag -+ A\, € A* on redusoitu, jos kaikilla 7,7 = 1,2, ..., n péitee, etté,
jos \; = a, niin \jy1 € {B,7,9} jajos \; € {B,7,6}, niin \j41 = a.

Madritellddn transformaatio p : A2 — A* asettamalla

(e, jos A=\
0, jos A=, N=~qtai A=, N =0
pAN) =<7, jos A=B,N =6tai A=, N = (15)

B, jos A=y, N=0d0tai A=, N =~

(AN, muulloin .

Olkoon sana u = A\Ag--- A\, € A" ja 1 < i < n. Asetetaan

U@y = AAg - /\i—1p(>\¢)\i+1)>\z‘+2 e\, €A

Sana v on talldin redusoitu jos ja vain jos u = wu( kaikilla ¢ = 1,2,...,n —
1. Induktion avulla mééritellddn wg, g,,..4) = (u(“% in))ie kaikilla 1 < iy <
l(u(llﬂ% wslk— 1)) -1

Olkoon w = AjAg--- A, € A*. Jos sana w on redusoitu, merkitddn w = w. Jos
taas w ei ole redusoitu, olkoon #; pienin kokonaisluku, jolla w # w,). Jos wg)
on redusoitu, merkitddin w = w;,). Muulloin, olkoon #; pienin kokonaisluku, jol-
la w(,)y # Wy ). JOS W, 4,) on redusoitu, merkitddn w = w, ,). Samaan tapaan
jatketaan, jos w, ;) ei ole redusoitu. Koska [(w) > l(wy,)) > wa, ) > -0 >
Wi igyiip_1) > Wiy is,..ig) > - - -, o1 olemassa sellainen k& € N, ettd w, 4,,..4,) on re-
dusoitu. Asetetaan nyt W = w, 4,,...4,). Transformaatiota w, 4,6, 1) = Wiy a,....i;)
kutsutaan vasemmalta kumoamiseksi. Tésté seuraa, ettéd jokainen sana w € A* voi-
daan muuttaa redusoisuksi sanaksi aérelliselld jonolla vasemmalta kumoamisia.

Merkitdan ©; C A* sellaista osajoukkoa, joka sisdltda kaikki redusoidut sa-
nat w joukossa A, jotka sisdltdvét parillisen médran alkiota o ja merkitdan té-
td lukuméérdd [,(w). Eli sana w € ©; on tulo, jossa vuorottelevat alkiot (aAa)
ja X, joissa A, N € {f,7,0}. Tarkastellaan kuvauksia ®, : ©; — A* ja & :
©; — A*, jotka médritelladn seuraavasti: @, ((aAia)Ag- ) = Py(ara)Py(Ag) - - -
ja @5 (A (@) -+ ) = Dp (M) P, (o) - - - kaikilla A, Ao, ... € {5,7,0}, o € {0,1},
jossa

(I)0<5) =aq, 0(04600 =7 @ (5) =7 q)l(aﬁa) = a,
a, Cbo(cwoz) = 5 Oy(y) =0, D1(aya) =«
Dy() =€, Do(ada) = 5, D1(0) = B, P1(ada) = e.

Naméa maéaaritelméat seuraavat kaavasta .
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Madritelladn induktiivisesti ©,,.1 C A*, n > 1, osajoukoksi, joka sisaltaa kaikki
redusoidut sanat w € ©,, siten, etta redusoidut sanat ®o(w), ®1(w) € O,,. Asetetaan
rekursiivisesti sanalle Wyyp,.0, 10 = Po(Wogoyo,_,) Kaikilla o,01,09,...,0,1 €

(0,1},

Lemma 10. Kaikilla w € ©1 pdtee

l(wo) + l(wy) < l(w) + 1.

Todistus. Olkoon w € O;. Kasittelemme kolme tapausta.
Tapaus 1. Oletetaan, ettd sana on muotoa w = (A1) Ay - A1 (@A), A; €
{B,7,d}. Huomataan, ettd [(w) = 2k 4+ 1. Nyt

w, = Py (w) ja
D, (w) = Pp(aM)Py(Ag) -+ Py (A1) Py (M),

joten
Hwe) = 1(Po(w)) < U(Py(w))
S l(@G(ax\la)) + l(q)g()\g)) + -+ l((I)(/\k_l)) + l(q)o(oz)\koz))
< k= (2k:+21)—1
l(w) -1
2
Eli
m%HJ@gng@g_lzm@—1gmm+L

Tapaus 2. Oletetaan, ettd w = A\j(adaa) -+ (@\g_1) A, jossa N\, € {B,7,0}.
Huomataan, ettd [(w) = 2k — 1. Nyt

joten
Hwe) = U(®g(w)) < 1(Ps(w))
< UPo (M) + U Po(aror)) + - - + U P(alpr10)) + U P, (Ag)
<k (2k—21)+1
Cl(w)+1
2
Eli
l(wp) + l(wy) <2- l(w)2+ L l(w) +1



Tapaus 3. Viimeisené oletetaan, ettd w = (@A) Ay - - (@\g_10) A\, a; € {B,7,0}.
Huomataan, ettd [(w) = 2k. Nyt

w, = P, (w) ja
O, (w) = Py(aMa)Py(Ag) -+ Dy (A1) Py (M),
joten
U(w,) = 1@, () < U, (w)
< Uy (000)) + Eo(N0)) + - + I BN 1)) + D, (A)
(2F)
<k=-—
- 2
_ )
5
Eli
Hwp) + l(wy) <2- @ =(w) <l(w)+1

Lemma 11. Kaikilla g € H3 pdtee

1
)
Z Ix(gijr) < alx(g) +8

i7j7k:0

Todistus. Olkoot g € Hs ja w € O3 sellaisia alkioita, ettd g = m(w) ja Ix(g) = l(w).
Kaytetdan lemmaa (10| kolme kertaa:

> Uwy) <Y (Uw;) +1)

i,j=0 i

josta saadaan, etta

,5,k=0 4,7=0
1
4,7=0
1 1
< (Zl(wl) +2> +4=) l(w)+6
1=0 i=0



Huomataan, ettd kuvausten @ ja ®; méaaritelmien nojalla saadaan, etta
l(wo) + l(wr) < H(w) + 1 = ls(w), (18)

jossa ls(w) on alkion ¢ lukumééra sanassa w. Jokainen alkio § esiintyy sanassa joko
itsekseen 0, jolle ®4(d) = € tai kolmikossa (ada), jolle @1 (ada) = e.

Toiseksi, jos alkio 7 esiintyy sanassa w, niin ®q(aya) = § tai ¢1(v) = 4, jolloin
alkion 0 lukumééra kasvaa joko sanassa wg tai w;. Eli,

l(’LUoo) + l(wm) + l(wlo) + l(wn) S l(w) + 3 — l,\,,(’w)7 (19)
jossa [, (w) on alkion vy lukumééra sanassa w.
Viimeisen, jos alkio f esiintyy sanassa w, niin ®¢(afa) = v ja ®1(5) = 7, jolloin

alkion v lukumaééra kasvaa joko sanassa wg tai w;. Néin ollen alkion ¢ lukumé&aré
kasvaa jossakin sanoista wqg, wo1, Wi ja wyy, joten

1

> Uwige) < U(w) + 7 = lg(w), (20)

i’j’k:()

jossa lg(w) on alkion § lukumééré sanassa w.
Koska l(w) = lo(w) + lg(w) + I, (w) + [5(w) ja w on redusoitu, saadaan

lﬁ(w) —+ l»y(UJ) + l(;(’w) > WT_l, (21)
joten
I(w)
Ae%agfg} Ih(w) > e 1. (22)

Nyt epéayhtéaloiden avulla saadaan, etta

D lwig) < min{z Hw) 46, 1wy;) + 4}, (23)

i k=0 i,j=0

Huomataan, ettd m(w;jx) = gijk, jolloin Ix(gix) < l(wy;) kaikilla 4, j,k = 0,1. Nyt
kiyttden ensin yhtéloita (23), , ja sekd sitten yhtaloa , saadaan

1

Z Ix(giji) < Z (wijr.)

< min{l(w) + 7 — lg(w), (w) + 7 — I, (w), (w) + 7 — ls(w)}
< l(w) + 7 —max{lz(w), ,(w), ls(w)}

<l(w)+7— (@— )
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Nyt voidaan osoittaa, ettd Grigorchukin ryhmélld on subeksponentiaalista kas-
vua.

Lause 30. Grigorchukin ryhmdlld I' on subeksponentiaalista kasvua.

Todistus. Olkoon H = Hj. Lauseen [25 nojalla [G : H| < co. Lemman |11| nojalla
voidaan valita ¢ = 93, M =8, k = % ja K = 8, jolloin lemmastaseuraa vaite. [

Lauseista [11] ja [30] seuraa yhdessé tdmén luvun paétulos:

Seuraus 12. Grigorchukin ryhmdlld on vilimuotoista kasvua.
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