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Kun tarkasteltavasta aineistosta halutaan esimerkiksi luoda ennusteita tule-
vaan, on tirkedd huomata mahdolliset tilastollisten ominaisuuksien muutok-
set ajoissa. Shiryaev-Robertsin menetelmé on yksi muutoksen havaitsemis-
menetelmisté, ja sitd kisitellddn tissa tyossd apuna havaitsemaan muutoksia
tyokyvyttomyyseldkkeelle vuosittain siirtyvien ihmisten lukuméérissa. Etu-
kiiteen ei voida tietdd kuinka moni joutuu jadméin tyokyvyttomyyselikkeel-
le, joten lukumé&iraa taytyy arvioida aiempien vuosien perusteella, ja tédssi
Shiryaev-Robertsin menetelméstéi voisi olla apua.

Tyossa kasitellddn aluksi itse menetelm&d, miten se on médritelty ja min-
kilaisia optimaalisuusominaisuuksia silld on, jonka jilkeen menetelméad kay-
tetdan trendimuutoksen havaitsemiseen tyokyvyttomyyseldkkeelle siirtyvien
lukumaarasta. Menetelmédn avulla saatuja havaintoja verrataan sithen mita
tiedetddn elikkeiden myontdmiseen vaikuttavien sddntdjen muutoksista. Eri-
tyisesti vuonna 2005 on tapahtunut muutoksia, joiden vaikutuksia voidaan
huomata menetelméin avulla. Ty6ssi on keskitytty erityisesti eri ikdryhmiin
sekd, kahteen suurimpaan sairauspadryhméan.

Menetelméan huomattiin havaitsevan hyvin muutoksia, joista osa oli selitetta-
vissd sdantojen muuttumisella. Menetelmé tuotti my6s hyvid ennusteita jotka
kulkivat samaan suuntaan mihin havainnotkin néayttivit kulkevan. Huomat-
tiin myo6s havaintojen skaalauksella sekd vidrdn hilytyksen todennédkoisyy-
delld olevan suuri merkitys menetelman herkkyyden kannalta.

Asiasanat: Shiryaev-Robertsin menetelmé, trendimuutos, muutoksen havait-
seminen, tyokyvyttomyyselike
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1 Johdanto

Joka vuosi ihmisié sairastuu niin, ettd he eivit endé kykene tyoskentelemiin
taysipaivaisesti tai ollenkaan. Téllaisia tilanteita varten on olemassa tyoky-
vyttomyyseldke, jota niille ihmisille maksetaan. Tyokyvyttomyyseldkkeelle
siirtyvien lukuméariaa ei voida ennalta tarkkaan tietdd, mutta sitd voidaan
arvioida tarkastelemalla aiempien vuosien lukumééaria, seké sitd, onko luku-
méard ollut kasvava vai laskeva aiempiin vuosiin ndhden. Jos téssi kasvussa
tai laskussa tapahtuu ajan myO6td muutosta jompaan kumpaan suuntaan,
on se hyvi huomioida jotta osataan arvioida paremmin tulevien vuosien
lukumédria. Téssd apuna toimii muutoksen havaitsemismenetelmét, kuten
Shiryaev-Robertsin menetelmé, jota tdssi tutkielmassa tarkastellaan.

Shiryaev-Robertsin menetelmissi tarkaillaan tiheysfunktioiden avulla ha-
vaintoja, ja jos tiheysfunktiossa tapahtuu muutoksia, se pyritddn huomaa-
maan mahdollisimman nopeasti. Luvussa 2 tdma menetelmi esitelldan, jon-
ka jalkeen tarkastellaan sen optimaalisuusominaisuuksia sekd kynnysarvon
méaritystd. Kynnysarvoa tarvitaan menetelmén pysayttamiseen. Tarkastel-
laan lisiksi, miten menetelmé toimii kun ei tiedetd minkélainen tiheysfunktio
tulee muutoksen jélkeen olemaan.

Luvussa 3 kiydadn lapi miten menetelméilld voidaan havaita muutos ai-
neiston tasossa, eli tiheysfunktiossa, tai trendissé, eli siind miten havainnot
kasvavat tai vahenevit ajan kuluessa. Lopuksi luvussa 4 kiytetddn Shiryaev-
Robertsin menetelmia aineistoon, jossa on tyokyvyttomyyseldkkeelle siirty-
neiden lukuméérit vuosittain. Kaydaan 1api eri sairauspiadryhmia seké iké-
luokkia ja katsotaan minkilaisia muutoksia aineistossa havaitaan sekd ver-
rataan havaittuja muutoksia sithen mita tiedetddn tyokyvyttomyyseldkkelle
siirtymiseen liittyvistd muutoksista.



2 Shiryaev-Robertsin menetelma

Muutoksen havaitsemisongelmissa tavoitteena on havaita aineiston jakau-
massa satunnaisella ajanhetkella tapahtuva muutos mahdollisimman nopeas-
ti. Satunnaismuuttujat X,, ovat jarjestelmén tilasta peridkkiisiné ajanhetkin&
tehtdvia havaintoja. Tilan jakaumassa tapahtuu muutos satunnaisella ajan-
hetkelld T', jota ei voida suoraan havaita. Tehtdvinad on pédtelld muutok-
sen tapahtuneen mahdollisimman nopeasti muutoksen jilkeen kidyttamalld
Shiryaev-Robertsin menetelméaa.

Olkoon sarja {X,},>1 perdkkiin tehtyjd tarkkailtavia havaintoja ja ol-
koon v jarjestysnumero ensimmadiselle havainnolle kun muutos on tapahtu-
nut. Talloin X, on ensimméiinen havainto muutoksen jalkeen. Olkoon Py ja
E; todennikdéisyys ja odotusarvo kun muutos tapahtuu ajanhetkelld v = k,
jolle 1 < k < oo. Télléin Py, ja E., ovat odotusarvo ja todennikéisyys kun
v = 00, eli muutosta ei tapahdu koskaan. Muutoksen havaitsemisprosessi
mééritellddn lopetusajan T avulla. Kaikille n > 0 joukko {7" < n} kuuluu
o-algebraan F,, = 0(X1, ..., X,,), joka on n ensimmaéisen havainnon luoma o-
algebra.

Jakauman muutos halutaan havaita mahdollisimman nopeasti samalla
pitden vddrien halytysten lukuméadrad mahdollisimman pienend. Yleisimmét
tunnusluvut muutoksen havaitsemisessa ovat vaaran halytyksen odotettu ha-
vaitsemisnopeus ja havaisemisviiveen keskiarvo. Ensimmaéiselld tarkoitetaan
odotettua havaintojen méara joka aiheuttaa halytyksen vaikka muutosta ei
olisi tapahtunut, toinen luku kertoo odotetun viiveen muutoksen ja sen ha-
vaitsemisen vililld. Shiryaev-Robertsin menetelmén tavoitteena on minimoi-
da keskiarvoinen havaitsemisviive rajoittaen samalla viaran halytyksen odo-
tettua havaitsemisnopeutta.

Tarkastellaan tapausta jossa havainnot ovat ensin riippumattomia ja sa-
moin jakautuneita tiheysfunktiolla fy, ja muutoksen jilkeiset havainnot ovat
riippumattomia ja samoin jakautuneita tiheysfunktiolla f;. Eli oletetaan, et-
td havainnoilla X, on tiheysfunktio fy kun n < v — 1 ja tiheysfunktio f;
kun n > v. Nyt muutoksen hetkestd ehdollinen tiheysfunktio havainnoille
(Xl, . Xn) on

k—1 n
p(X1, s Xnlo = k) :HfO(Xi)'Hfl(Xi)v (1)
i=1 i=k
missi [[[2; f(Xi) = 1 kun j > m.
Shiryaev-Robertsin menetelmé pysdhtyy ja tekee hilytyksen lopetushet-
kelld
T(A) =inf{n >1:5, > A}, inf{0}= oo, (2)



missi
n

B p(X1, ., Xolv=k)  vr fi(X)
Sn = ; p(X1, .., Xplv =00) ;H fo(X5)

=1 =k

(3)

on Shiryaev-Robertsin sarjan arvo hetkelld n ja A > 0 on kynnysarvo jo-
ka kontrolloi vdarien héilytysten odotettua havaitsemisnopeutta. Shiryaev-
Robertsin sarja S = (S,),>1 on esitetty artikkeleissa [5] ja [6]. Sarjan arvo
(3) voidaan myds esittdd rekursiivisesti:

5g=u+swﬂég&z n>1,5,=0. (4)

fO(Xn) 7

Tamén vuoksi klassinen Shiryaev-Robertsin sarja ldhtee liikkeelle arvosta
0.12]

2.1 Optimaalisuusominaisuudet

Shiryaev-Robertsin menetelmélld on useita optimaalisuusominaisuuksia, jois-
ta osaa késitellddn tassd kappaleessa.

Pollak tarkasteli huonoimman tapauksen havaitsemisviiveetti, joka on
supremum havaitsemisviiveen odotusarvosta ehdollistettuna silld, ettd lope-
tusajankohta on suurempi tai yhtd suuri kuin muutoksen ajankohta,

Jp(T) = sup E [T —v|T > ). (5)
0<v<oo

Huonoin tapaus havaitsemisviiveestd, kun muutos on tapahtunut, tarkoittaa
siis sitd ettd muutos havaitaan todella paljon muutoksen tapahtumisen jil-
keen. Pollak yritti loytaé optimaalisen menetelmén joka minimoisi arvon (5),
jokaisella lopetusajalla T', jolle vidran hélytyksen odotettu havaitsemisajan-

kohta
Eo[T] = 7, (6)

missi 7 > 0 on arvo joka padtetddn ennen kuin tarkastelu aloitetaan|2|. V&&-
ran halytyksen odotettu havaitsemisajankohta tarkoittaa siis hetked jolloin
menetelmé odotusarvoisesti tekee hélytyksen, mutta havaintojen jakaumassa
ei ole oikeasti tapahtunut muutosta. Pollakin ideana oli muokata Shiryaev-
Robertsin menetelméé satunnaistamalla alkuehto Sy rekursiivisesta yhtélos-
td (4). Talloin ehdollinen odotusarvo havaitsemisviiveelle E,[T" — v|T" > v]
olisi riippumaton ajankohdasta v. Pollakin versiossa Shiryaev-Robertsin ha-
vaintosarja alkaa siis satunnaisesta pisteestd, joka on otos Shiryaev-Robertsin
tunnusluvun S,, quasi-stationaarisesta jakaumasta. Hén todisti, etta tilli ta-
valla satunnaistettu prosessi on asymptoottisesti (kun v — oo) optimaalinen
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luokassa o(1) kun minimoidaan havaitsemisviiveen odotusarvon supremumia
dp(T)[2].
Olkoon B > 0 ja méaritelldin
Qp(z) = lim P[S, < z|T(B) > n]
n—o0

merkitsem&ddn quasi-stationaarista jakaumaa Shiryaev-Robertsin tunnuslu-
vusta. Olkoon S9& méiritelty rekursiivisesti

597 = (14 592) 240k oy 590 (7)

foo(Xn)’

missé S(?B ~ Qp tarkoittaa, ettid S(?B on quasi-stationaarisen jakauman Qg
mukaan jakautunut satunnaismuuttuja. Lopetusaika on nyt

Tup(B) = inf{n > 1: 892 > B}, inf{f} = cc. (8)
Pollak todisti ettd valitsemalla B = B, siten, ettd Eo [Ty, (B,)] = v, saadaan

In(T(B) = ol 3e(T) =ofl) kuny o0, (9)
missd o(1) — 0 kun 7 — oo. Yhtéloiden (7) ja (8) luomaa prosessia kutsu-
taan Shiryaev-Roberts-Pollak menetelmiksi.[2]

Koska Shiryaev-Roberts-Pollak menetelmaille pétee Jp(Tsp) = Eo[Tarp) =
Ey[Typ — v|Typ > v] kaikille v > 0 voisi epéilld sen olevan tarkalleen opti-
maalinen jokaisella v > 0. Téata ei kuitenkaan ole pystytty todistamaan. Vii-
meisimpana tuloksena Moustakides, Poluchenko ja Tarkakovsky ovat osoit-
taneet ettd Shiryaev-Roberts-Pollak menetelmé ei vilttamattd ole optimaa-
linen jokaisella v > 0. He ovat selittineet ongelmaa pohtimalla yleistettyé
Shiryaev-Robertsin prosessia, joka ldhtee liikkeelle méaratystd pisteesta r.
Nyt lopetusaika on méairitelty seuraavasti

Ti(A)=inf{n>1:85 > A}, inf{0} = o0, (10)

missa S) saadaan rekursiosta

fO(xn)
Sr=(1+S_|)—==, n=>1,

H foo(Xn)
Ratkaisemalla numeerisesti integraaliyhtdlét Moustakides, Poluchenko ja
Tartakovsky huomasivat ettd yleistetty Shiryaev-Robertsin menetelmi on
parempi kuin Shiryaev-Roberts-Pollakin menetelmé, eli E, [T, —v|T5 > v] <
Eo[T4p kaikilla v > 0. Néiden tulosten uskotaan olevan vahva todiste sité

So=1>0. (11)
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vastaan ettd Shiryeav-Roberts-Pollakin menetelmé olisi optimaalinen. Taméa
todiste ei kuitenkaan ole tdysin aukoton, silld se saattaa sisaltdid pienen nu-
meerisen virheen|2].

Tarkastellaan seuraavaksi Bayesildistd ongelmaa jota merkitdin B(p, c).
Oletetaan arvon v olevan satunnainen ja etta silld on geometrinen jakauma

Plo=k =p(1-p* " k>1,

ja tappio lopetusajanhetkelld T on 1 jos T < v, ja ¢(T —v) jos T > wv,
missi 0 < p < 1 ja ¢ > 0 ovat méaarattyja vakioita. Merkitdan Prle] =
S p(1— p)*~1P[e] ja vastaava odotusarvo on EF.

Bayesildinen ongelma B(p, ¢) on funktion ¢, . minimointiongelma, missé

©0pe(T) =P°[T < v] + cE°[(T —v)7"]. (12)

Funktio (12) kertoo odotetun kustannuksen. Bayesildinen sdént6 télle ongel-
malle saadaan Shiryaevin menetelmésté, joka on lopetusaika

T,.=min{n > 1:P’lv <n|F,| >0d,.}, (13)

missd 0 < 6, < 1 on sopiva kynnysarvo [4].
Bayesildinen minimointiongelma B(p, ¢) voidaan ratkaista maksimoimalla

PPIT > v E[(T — v)7]

1
;[1 - QDp,c(Tﬂ = P) —C P) ) (14)

silld minimointiongelma B(p, ¢) on ekvivalentti funktion (14) maksimointion-
gelman kanssa. Lauseen 2.1 todistuksessa ndytetadn, etta mille tahansa lo-
petusajalle T’

PPiT >
PPIT > o] — E.[T7,
P p—0
ja
EP[(T — v)7] -
— EL[(T —v)*
T S BT -0
Taten

1 [e.e]

-1 - T) — E|T] — E,[(T — k)t

= ] 2, Bl = BT~ 1)

joka on vaaran halytyksen odotetun havaitsemisajankohdan ja kustannuksen,
kun héalytys tapahtuu viiveelld, vilinen erotus. Muutoksen havaitsemisproses-
sin tulisi maksimoida tdmé erotus. Eli halutaan havaitsemisviiveestd aiheu-
tuvan kustannuksen olevan mahdollisimman pieni ja samaan aikaan vaardn



hilytyksen ajankohdan olevan mahdollisimman suuri.

Osoitetaan myos ettd Shiryaevin prosessi T, . lahestyy Shiryaev-Robertsin
prosessia T'(A) kun p — 0. Téstd seuraa ettd integraali Y . Ei[(T — k)7]
on minimoitu rajoituksen E,[T] > 7 ollessa voimassa.

Lause 2.1. Olkoon A, valittu siten ettd E,[T4 | > . Télloin Shiryaev-
Robertsin menetelmé, joka on méaéritelty ehtojen (2) ja (3) mukaan, minimoi
termin

S BT - k)] (15)

jokaisella lopetusajalla T', joka toteuttaa ehdon E..[T] > =, toisin sanoen

TeA,

inf > Ei[(T— k)] =) Ei[(Ta, — k)*] kaikille y > 0,
k= k=1

missd A, = {T : E,[T] > ~}.

Todistus. Mietitdén Bayesildistd ongelmaa B(p, ¢) jossa v on geometrisesti
jakautunut parametrilla p ja keskiméérdinen tappio on kuten yhtélossa (12).
Shiryaev on osoittanut ettd odotettu tappio (12) saavuttaa minimin, kun
lopetusaika on yhtdlon (13) mukainen. [4]

Merkitasn [T, fo(X;) = 1 ja Bayesin lausetta soveltamalla huomataan,
ettd kun n > 1

1227 fo(X0) IT-, f1(Xi)p(1 — )it
S T X T A (X001 = )+ TIL (X))

6

PPlv = j|Fn] =



kun 1 > j > n. Tamén avulla saadaan, kun n > 1

p _ Prlo <m; T
PPlv < n|F,] = AR
= > [Ty fo(Xa) [Ty fi(X)p(1 = p)* !
Soroy TIE fo(X0) Ty A (X)p(1 = p)F + [Ty fo(X3)(1 = p)n

= L Hf:ll Jo(Xo) [Timy, [1(X5) (A _np)k_l
ST o (X)) T, fr(X0) (1 — p)et + [ fo();i)u — )

AKD T N e
(Zk 1Hz kf( )1 p>Hi:1f0(Xl)(1 p)

T (s o HG0) 1 ) ; [T, fo(X)(L = p)"
T — T fo(X) (1 = p)n + 24
(ST 2 T ) T =) -
1 fi(Xy)
Zk 1 Hz k 1— pfO( ) _ Spﬂl
1 fi(Xs) 1
+ - S n + -
Zk 1 Hz kq_ Pfo( ) P
missa L
) | PamiiCd
k=1 i=k 1- )
Taten Shiryaevin sddnto voidaan kirjoittaa muodossa
T,c=min{n >1:5,,>A4,.}, (16)

1
missd A, = —(,./(1 —9d,.)). Huomataan nyt ettd S,, = Sh-
P p—
Pollakin mukaan on olemassa vakio 0 < ¢* < oo ja sarja {p;,¢;}2,, joille

pi 0, ¢ 2 c*, sellaiset etta T), ., — T, . Lisdksi
1— 00

1— 00

1—¢,.(T,.
limsup—spp’( p’)zl

, 17
p—0,c—sc* 1 — SOp,c(TA,Y> ( )

missé ¢, (1) on odotettu tappio ongelmalle B(p, ¢) kun lopetusaika on 7.|4]
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Nyt mille tahansa lopetusajalle T" saadaan, etti
1 1
5(1 —pe(T)) = ;(1 — PP[T" <] = cB*[(T — v)"])

_ Lo > 0] — BT — o7 > WP > )
p
oI >
= m(l — cE°[T —o|T > v)).
p
Koska
PPIT >0] 1 k—1
—_— = = P.|T > Ek|p(1 —
p p; k[T > Klp(1 — p)
= Po[T > K](1—p)!
k=1
NPT > k] = EL[T]
p—0 P
ja

PPIT > v]EF[T —o|T >v]  EP[T —v;T > ]

p
1 (o]
= =) BT — kT > K]p(1 — p)*!
k=1
— Ep T — kT >k
/HO; Kl > k]

= SOET - R,

tastd seuraa, ettd mille tahansa lopetusajalle T', jolle Eo.[T] on &&rellinen

21~ 0elT) 3 Bl = €S EAl(T = 1)7]

Téamé yhdessé rajoitteen (17) kanssa osoittaa, ettd Shiryaev-Robertsin me-
netelmd minimoi termin (15) kaikilla lopetusajoilla, joille patee Eoo[T] = .
Huomataan, ettd jos 71 > 7 niin télloin myds T, —on stokastisesti suu-
rempi kuin T4, eli jokainen odotusarvo termissd (15) kasvaa. Téstéd johtuen
Shiryaev-Robertsin menetelm& minimoi termin (15) luokassa A, jolloin lause

on todistettu. O
Lauseesta 2.1 seuraa lause 2.2.



Lause 2.2. Shiryaev-Robertsin menetelmé minimoi termin

S EBalT = kT > KPo[T >
> BolT > )

jokaisella lopetusajalla T jolle E[T] = 7, eli

(18)

o Lk BT — KT > kP [T > k]
m = .
{TEco[T)=7} > Poo[T > 4]

_ i BilTa, — k|Ta, > KP[Ta, > K]
> o1 Poo[Ta, > ] ’

missd kynnysarvo A, valitaan siten, ettd Eo [T, ] = 7.

Todistus. Koska Y 72 | Poo[T > j] = Eoo[T] = 7, nimittéjd termissi (18)
on vakio kaikilla lopetusajoilla T'. Osoittajalle pitee

Ei[T — k|T > k|Po[T > k] = Bi[T — k|T > kPu[T > K]
= By[T — k; T > K]
=E(T - k)"].

Nyt kun sovelletaan lausetta (2.1), on lause (2.2) todistettu. ]

Lauseet (2.1) ja (2.2) ovat hyodyllisia seuraavien tulosten todistamisessa.
Tarkastellaan seuraavaksi Shiryaev-Robertsin menetelmén optimaalisuutta,
kun muutos tapahtuu useiden vaarien hilytysten jalkeen. Mietitdén tilannet-
ta, jossa on erittdin tarkedd havaita muutos niin nopeasti kuin mahdollista,
vaikka se tarkoittaisi vidrien hélytysten lukuméarian kasvua. Tama tarkoittaa
ettd muutosajankohta v on suuri verrattuna vakioon ~, joka téssi tapaukses-
sa madrittdd odotetun ajanjakson pituuden perattiisten vaidrien halytysten
valilla.

Olkoot Tf(&/), Tﬁ), ... riippumattomia perikkéisid toistoja satunnaismuut-
tujasta T4, joka on médritelty yhtélossd (2), eli

i—1 i—1
Ty =min {n>Y T¢ 80 > A} ->"17 (19)
j=1 j=1

missa Tx) =0 ja

n n 1—1 i
. X. . .
si= S 11 fl(Xﬂ), Y TP <n< > Ty (20)
k=T (D) =k folX5) 4= =1



Niin ollen S¢, n > Z;_:ll T j;w on vain Shiryaev-Robertsin menetelméan tunnus-
luku, joka on korjattu alkamaan hetked jirjestykseltddn ¢ — 1 olevan vadran
hélytyksen jilkeen ja jota sovelletaan havaintoihin

X X

ST AT T2
Huomioidaan etta E., [Tgy] = ~ kaikilla i > 1.
Merkitdan
Q =Ty +1+ . +17, (21)

jokaiselle 7 > 1. Talloin (); on j. halytyksen ajanhetki. Merkitddn J, =
min{j > 1:Q; > v}, jolloin @ , on ajanhetki, kun ajanhetkelld v tapahtu-
nut muutos oikeasti havaitaan, kun on ensin tehty J, — 1 vidrad hilytysta.

Seuraavaksi esitetddn lause jonka mukaan termin (); maarittama
Shiryaev-Robertsin menetelmé on asymptoottisesti optimaalinen (kun v —
00) kaikista muutoksenhavaitsemismenetelmistd, kun tarkastellaan odotet-
tua havaitsemisviivettd E,[Q , — v], vidrien hilytysten vilisten ajanjaksojen
pituuden odotusarvon ollessa vahintdan .

Lause 2.3. Olkoon v ajankohta jolloin muutos tapahtuu, ja olkoon
T/glv),wa), ... sarja riippumattomia toistoja satunnaismuuttujasta Ta, jotka
on madritelty yhtdlon (19) mukaisesti. Olkoon arvot @1, @2, ... kuten yhté-
16ssd (21). Olkoon J, = min{j : Q; > v}.

(1) lim, 00 E,[@,] on olemassa.

(ii) Oletetaan ettd havaitsemisprosessi 7', jolle Eo.[T] = v, tapahtuu tois-
tuvasti. Olkoon Ti,T5, ... perdkkiin tapahtuvia havaitsemisprosesseja ja ol-
koon W; = >3 T; ja K, = min{j : W; > v}. Téll6in jokaiselle v > 0
patee

lim E,[Q,,] < lim E,[Wg, —v]. (22)
V—00 V—00

(ili) Kohdan (ii) epayht&lo (22) pétee kaikille 7" € A, missd A, = {T":
E[T] > ~}.

Todistus. Todistetaan ensin kohta (i). Artikkelin [4] mukaan arvon v —
@ ,—1 jakaumalla on raja-arvo

P [Ty >k
lim P,Jv — Qs _1 = k| T, 2 K]

S _ 23
V—00 Zj:l POO[TA,Y 2 ]] ( )

Kun tiedetdin (23), ja oletetaan ettd TiAW on riippumaton sarjasta
T(l) T(z) Saallme

Ay A

v g
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E,[QJ, —v] = E,[E,[Qy, — v[Q,-1]]

= Ei[Ta, — kv — Qum1 =k, Ta, > k|P[v — Qo1 = K]

k=1
= > BT, — k|Ta, > KPfv — Q1 = K]
k=1
L L BT, — KITa, > KPoo[Ta, > K]
Voo > Poo[Ta, > ]
— 220:1 EOO[TA,Y - k;TA.Y Z k‘]
]E’OO[TA-Y]
_ 2t Eil(Ta,)"]
,)/ )

jolloin kohta (i) on todistettu. Seuraavaksi todistetaan kohta (ii). Kuten koh-
dassa (i), my0s

lim E,[Wg, — 0] = 2kt Ex[(W — K)7]

V—00 ’}/

Kun tdmén liséksi sovelletaan lausetta (2.2), kohta (ii) on todistettu. Kohdan
(iii) todistusta ei esitetd tdssd, mutta se on todistettu artikkelissa [4]. O.

Lauseen 2.3 kohta (iii) johtaa siihen ettd lause 2.2 on voimassa kaikilla 7' €
AL 4]

2.2 Kynnysarvo

Shiryaev-Robertsin menetelméssa kynnysarvo A on térkedssd roolissa, jot-
ta menetelmé osataan pysdyttdd ajoissa. Aiemmissa luvuissa kynnysarvo
on maédritelty ehdon (6) mukaisesti, eli vddrdn hélytyksen havaitsemisa-
jankohdan odotusarvon avulla. Télloin arvo A = A, valitaan siten, ettd
Eo[T4,] = ~. Télld tavoin laskettaessa tulee tietdd etukdteen miten ha-
vainnot ovat jakautuneet muutoksen jilkeen. Tosielamaissd kuitenkin ollaan
yleensi tilanteessa, jossa ei tiedetd miké tiheysfunktio tulee muutoksen jil-
keen olemaan.

Kynnysarvo A voidaan kuitenkin méérittad toisellakin tavalla. Jos muu-
toksen jilkeisté tiheysfunktiota ei tiedetd, voidaan kynnysarvo laskea vaaran
hélytyksen todennékoisyyden p avulla. Télléin kynnysarvo A valitaan niin,
etta

P[gagl Si(1) = A} =p, (24)
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jossa (S;(1))1<i<n on Shiryaev-Robertsin havaintolukusarja ehdolla, etté en-
simmaisten n havaintojen aikana muutosta ei tapahdu. Todennakdisyysarvo
p on parametri, jonka menetelmén kiyttaja paattdda. Vadran halytyksen to-
dennékoisyys tarkoittaa todennékoisyytté, ettd ajanhetki T on sellainen, etté
halytys tapahtuu vaikka havaintojen tiheysfunktiossa ei ole tapahtunut muu-
tosta.

Menetelmén herkkyyttad sarjan S, satunnaiseen vaihteluun voidaan sii-
delld todennékéisyyden p avulla. Kun vaaran hélytyksen todennékoisyys p on
matala, voidaan tarkastella pidemmén aikavilin muutoksia, silld menetelméa
ei aiheuta hilytystd herkésti sarjan S, mahdollisesti satunnaisesta vaihte-
lusta, vaan tarvitaan vaihtelua useamman havainnon kohdalla jotta halytys
tapahtuu. Vastaavasti kun p on korkea, voidaan tarkastella lyhyemmaén aika-
vilin muutoksia.|1]

Tassé tyossé jatkossa kynnysarvon A laskemiseen hyodynnetdén jalkim-
méiseksi esiteltyd tapaa, eli A lasketaan kiyttden vadrdn hélytyksen toden-
nakoisyyttd p. Kaytdnnossd tdmé tapahtuu niin, ettd A estimoidaan simu-
loimalla menetelméd kun muutosta ei tapahdu. Simuloinnissa luodaan siis
havaintoja joiden jakauma on samanlainen kuin tarkasteltavien havaintojen
jakauma ennen muutosta. N&in luoduille havainnoille kiytetddn Shiryaev-
Robertsin menetelméé ja lasketaan milld kynnysarvolla A saadaan haluttu
todenndkéisyys p.

Tésséd tyossa simulointi tehdaan luomalla tarkasteltavana olevan havain-
tosarjan muutosta edeltévin tilanteen mukaisesti jakautuneita havaintosar-
joja 10 000 kertaa, jotta todennékoisyyden laskemiseen on riittdvin monta
havaintosarjaa, joille muutosta ei tapahdu. Téma vaikuttaa paljon Shiryaev-
Robertsin menetelmén tehokkuuteen, silld simulointi tekee menetelméasta hi-
taan. Rinnakkaislaskennan avulla hitauteen voidaan hiukan vaikuttaa.

2.3 Poisson-jakauma

Tarkastellaan seuraavaksi menetelméd, kun havainnot (Xi,...,X,) ovat
Poisson-jakautuneet. Olkoon (2, F,P) todennikdisyysavaruus ja olkoon x =
(n)n>1 sarja riippumattomia satunnaismuuttujia X = (X,,),>1, joille pétee

x Poisson(\), kin1<n<wv-1,
" Poisson(Apg), kun v <mn,

missd A > 0 on tunnettu ja pyp > 0 sekd v € NU {oo} ovat tuntemattomia.
Nyt v on ajanhetki jolloin muutos tapahtuu ja py on kerroin, jonka verran
intensiteetti muuttuu. Merkitddn nyt Shiryaev-Robertsin havaintolukusarjaa
seuraavasti; S(po) = (Sn(po))n>1. Havaintoluku on mééritelty kaikille n > 1
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seuraavasti

fpo(Xn)
=(1+ Sn_1(Po))m,

missd f,, on Poisson-jakautuneen satunnaismuuttujan tiheysfunktio intensi-
teetilld Apg, kaikille pg > 0;

fP0<x>:e_>\po%a I'GN

Havaintoluku S, (pg) voidaan nyt kirjoittaa myds muodossa

Sn(po) = Z Npo—1)(n—k+1)+log(po) X7y, Xi

k=1

Havaintolukuja S, (po) lasketaan niin kauan kunnes saavutetaan kynnysar-
vo A = s. Havaitsemisajankohta 7T'(s¥) joka toteuttaa yhtdlon (2), on en-
simmainen ajanhetki jolloin menetelmé havaitsee muutoksen. Kynnysarvo s;,
lasketaan vadaran hilytyksen todennikoisyyden p avulla, kaavan (24) mukai-
sesti.

Kun A > 0 ja n > 0 ovat tunnettuja ja v > 1 on tuntematon, ehdotetaan
artikkelissa [1] intensiteetin suhdeluvun py estimaatiksi lukua pg(n), joka on
maédaritelty seuraavasti:

ps(n) := arg max S,(po).
p0>0

Huomataan ettéd estimaatti pg(n) ei riipu muutosajankohdasta v. Téten ja-
kauman intensiteetin muutoksen havaitsemista varten Shiryaev-Robertsin
menetelmalld ei tarvitse tietdd, milloin muutos tapahtuu. Muutoksen ha-
vaitsemista varten kiytetdiin sarjaa S, = (Si77L)1SiS7L7 joka on mééritelty seu-
raavasti:

Arvoja Sm lasketaan niin kauan kun S’m < 5. Tésta seuraa, ettd jokaisen
uuden havainnon kohdalla (kun n kasvaa) sarja S, lasketaan aina uudelleen.
Talloin heti kun hélytys tapahtuu, menetelmé tarjoaa estimaatin muutoksen
jalkeiselle intensiteetille.
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2.4 Estimoidun intensiteetin muutoskertoimen konsis-
tenssi

Téasséd kappaleessa tarkastellaan intensiteetin muutoskertoimen py estimaatin
ps(n) konsistenssia, kun sarja (X,),>; on méadritelty kuten luvussa 2.3

Maidritelma 2.4. Arvon pg estimaatin p(n) sanotaan olevan konsistentti
L P
jos p(n) —— po.

n—oo

Olkoon kaikille 1 <¢ <n

ﬁi,n: n—z+ ZXk

ja sarjan X;, X;11, ..., X,, suhdeluku

— o~ Mn—i+1)(p=1)+log(p) f_; X

A=t 1) (s nlog(p)—p+1).

Koska arg maxR;,(p) = arg max log(R;,(p)) jokaiselle ¢ > 1, ja koska
p>0 p>0

d
d_plog(Ri,n<p)) = 0, kun p = m
p — R;.(p) saavuttaa maksimin pisteesséi p; .

Huomioidaan myds, ettd sarjasta (Xj)r>1 ainoastaan ddrellinen midrd
alkioita poikkeaa sarjasta jossa alkiot ovat riippumattomia ja samoin jakau-
tuneita. Téaten suurten lukujen laki patee, eli kaikille ¢ > 1, p;,, konvergoi
melkein varmasti kohti muuttujaa po;

> i_; Xk, niin tdlloin funktio

hrn Pin =po (as.). (25)

Lause 2.5. Sarja (p;,)n>1 €l suppene tasaisesti kun i > 1.

Todistus. Tehdddn vastaoletus: Sarja (p;,)n>1 sSuppenee tasaisesti kaikille
1> 1.
Sarja (pin)n>1 suppenee tasaisesti kaikille ¢ > 1, jos on olemassa sellainen
p > 0, ettd kaikille ¢,7 > 0 on olemassa sellainen N > 1, ettd jokaiselle
n > N patee ]P’U sup pin —p| > 6} < n.

1<i<n
Huomataan ensin, ettd sup p;n > pnn = X, kaikille n > 1. Kos-
1>i>n

ka sarjan (X,),> arvot ovat riippumattomia ja rajoittamattomia, X, voi
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saada minké tahansa positiivisen kokonaislukuarvon aidosti positiivisella to-

denndkoisyydella. Méardtylle p > 0 ja mille tahansa € > 0 maééaritelldén

A, = {X, > p+ €} kaikille n > 1. Koska P[A,,] on aidosti positiivinen ja

rilppumaton arvosta n, voidaan 16ytia sellainen arvosta n riippumaton n > 0,

jolle P[A,,] > n. Nyt arvosta A,, saadaan |X,, —p| > € ja |sup p;n, —p| > €.
1<i<n

Tamé& on voimassa kaikille n > 1 : Jokaiselle p > 0 voidaan 16ytéi sellai-
set €,m > 0, ettd kaikille N > 1 on olemassa vahintdan yksi n > N siten etta

P[|sup pin —p| > €] > n. TAmi on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa. [J
1<i<n

Tarkastellaan seuraavaksi suhdelukujen R;,,(p) > 0 summaa, eli havain-
tolukua (3)

Su(p) = Z Rin(p).

Estimaatti parametrille py on

~

ps(n) = arg max Sy,(p).
p>0

Seuraavaksi tarkastellaan arvon pg(n) arvovélid.
Lemma 2.6. pg(n) € fgign/)“"’?&??npw , kaikille n > 1

Todistus. Koska jokaiselle 1 < i < n,arg max R;, = p;n, kuvaus p —
p>0
R; »(p) on aidosti kasvava kun p < p; ,, ja aidosti vihenevi kun p > p; ,,. Tésta

seuraa ettd funktio p — S, (p) on myos aidosti kasvava kun p < 1riqi<n Pin ja
<i<n

aidosti viheneva kun p > max p;,. Lemma on seuraus tastd. [J
1<i<n'"

Seuraava lemma tdsmentidd arvon pg(n) sijaintia.

Lemma 2.7. Mille tahansa ¢ > 0 ja ¢ > 1,

€

Tim R = 5) = Funlpo = ) = +o0 (as) (26)
ja
lim Ry n(po + g) — Rinlpo+e) =+oo0 (as.) (27)

Todistus. Todistetaan vain (27), silld (26) saadaan symmetrian avulla, ja
se 16ytyy myos artikkelista [1]. Sen liséksi voidaan valita ¢ = 1, silld muut
tapaukset ovat samanlaisia.
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Tarkastellaan alkeistapausta w € Q jolle pitee yhtélo (25). Jatetddn mer-
kintd w pois todistuksesta. Asetetaan ¢ > 0 ja mééritellaan

T 1= Mn(pralog p1 — pr+ 1),
Yn 1= M(p1nlog pa — p2 + 1),

missd p1 1= po+ g ja p2 = po+e Nyt Ry, (po+ %) —Rin(pot+e) =e™m —ebn.
Koska e — eV > x, — y,, kun x, — y, > 0, lemma on todistettu kunhan
naytetaan etta

Ty — Yp — +0O0.

n—oo

Kaytetaddn suppenemista p;, — po jotta loydetdan riittdvan suuri N > 1,
n—o0

jolle p1, > p1 — ;1, kun n > N. Nain suurelle n saadaan

Tn = Yn = A(p1log pr — p1 + 1) — An(prnlog p2 — pa + 1)

= An(p2 — p1 + p1a(log p1 —log p2))
€

> An <p2 — p1+ p1(log p1 — log ps) 4(10g p1 — log pz))

€

= An ((pz — pilog p2) — (p1 — pilog p1) 4(10g p1 — log pz)) ,

missi (p2 — p1log pa) — (p1 — p1log p1) > 0, silla p — p — p'log p on kasvava
kun p > o/, ja log p1 — log p2 < 0. Téten (p2 — p1log pa) — (p1 — p1log p1) —

i(log p1 — log py) > 0, josta lemma seuraa. []

Huomataan, ettd kun arvoa e > 0 vaihdellaan yht&loissia (26) ja (27),
saadaan lemman sivutuloksena ettd kaikille p > 0 ja ¢ > 1,

lim R;,(p) =+oc0 (as.)

n—oo
Lause 2.8. Ajanhetkelle v = 1, pg(n) SN
n—oo

Todistus. Asetetaan €,n > 0. Lauseen todistamiseksi tdytyy osoittaa, ettéd
on olemassa riittdvan suuri N > 1, niin ettd jokaiselle n > N

Plps(n) — po| < €] > 1 —2n.

. 1
Aloitetaan suurten lukujen laista. Merkitddn X, = —> ;| Xj,n > 1. Koska
n

(X,)n>1 konvergoi melkein varmasti kohti lukua Apg, voidaan artikkelin [1]
mukaan 10ytaé sellainen ng > 1, jolle

Vv

1 -
PVn > n0|XXn — po| < E] 1-

-2

w3
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Nyt méadratylle n > ng on voimassa

1 -
BVis.t.n — i > ng, |3 Xn-is1 — po| < g] >1- g (28)

15 15
Huomioidaan etté sarjoille <XX1’ o XXn) ja (Pnns -y P1,,) ON VOimassa sa-

mat laskennalliset ominaisuudet. Merkitdan nyt
Ay = Vi < —ng, |pin — pol < g}- (29)

Talloin epdyhtalo (28) on ekvivalentti epayhtélon

PAl>1- 7
3
kanssa.
Olkoon nyt L > 0 sellainen, ettd
L
PIYi < 1o, iy (Ping) < —] > 1— 2. (30)
Un 3

Koska kuvaus p — R;,,(p) saavuttaa maksiminsa kohdassa p;,, kaikilla
i > 1, epéyhtdlosta (30) seuraa, ettd

no
B[¥p > 0, % Ringlp) < L] 21— 1.

=1

Nyt kaikilla n > ng sarjoille (Ry 5y, -, Rngng) J& (Rn—ng+1ms -y Bnn) O0 VOi-
massa samat laskennalliset ominaisuudet. Téstd voimme nyt péitelld, ettéd
kaikille n > ny,

P[A%] > 1 — g,kun A2 = {Vp >0, Z Rin(p) < L}. (31)
i=n—nmo+1

Kun L on kuten edelld, lemman 2.7 perusteella voidaan 16ytaé sellainen n; >
1, ettd kaikille n > nq,
€
2
Kun edelld saadut tulokset yhdistetddn, saadaan ettd kaikille n >
max{ng,n1 },P[A,] > 1—mn, kun A, := AL N A2 N A3 C Q.
Koska kuvaus p — R;,(p) on kasvava kaikilla p < pg — € ja i < n — no,
epdyhtalostd (29) seuraa ettd

P[A}] 21— 3 kun A7 = {Rin(po— 5) — Rinlpo—) 2 2L} (32)

€
R; .(po — 5) > Rin(p)
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ja epéyhtalostd (32) saadaan
€
Rin(po = 5) = Run(p) + 2L

Talloin
n—no n—no

Z R;n(po — %) > Z Rin(p) + 2L. (33)

Tésta tuloksesta seuraa yhdessi epédyhtélon (31) kanssa

Z Rin(po — %) > Z Rin(p) +2L
i—1 i—1

Y Rulo—35)= > Rule)  (39)

i=n—ngo+1 i=n—ngo+1

> Rin(p) + L.
i=1
Tamé tarkoittaa, ettd arvolla A, kaikille p < pg — €

Sulpo = 3) 2 Salp).

Tésté voidaan nyt paatella, etté kaikille n > max{ng, n1 }, P[ps(n) > po—e| >
1—mn. Symmetrian nojalla voidaan todeta etta riittavin suurelle n, P[pg(n) <
po + €] > 1 —n. Alkuperéinen viite seuraa, kun ndmé kaksi tulosta yhdiste-
tadn. U

Lemma 2.9. Mille tahansa darelliselle v > 1, pg(n) L, o-
n—oo

Todistus. Kayttden samoja merkintoja kuin edelld, jokaiselle n > v
Shiryaev-Robertsin havaintoluku voidaan kirjoittaa

5200) = D2 Bunp) = Riralp) Y- o () + D Binlp). (39

1
Merkitaan p = R; . =— 3" X,
erkitaan p = arg Lr(l)ax ; (p) )\(n it 1) Zk_l k

Suurten lukujen lain nojalla, kun €, 7 > 0, voidaan 16ytaa sellainen ng > 1,
ettd kaikille n > ny,

P[Ai] >1— 27 kunfl:l ={Vi <n—ng, |npin — po| < g} (36)
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Nyt koska sarjan (X,),>, arvot ovat riippumattomia ja samoin Poisson-
jakautuneita parametrilla A\pg, epayhtélo (34) takaa ettd voidaan 16ytaa sel-
laiset ny > v ja L > 0, ettd kaikille n > n,

~ ~ n €
P[A2] > 1— Z,kun A2 = {Vp < po—e, ZRM(IOO - 5) > ZnRi,n(p) +L}.

(37)
Nyt kun n > ng, olkoon p; sellainen etta P[p < 1I£lj<n Pin) > 1— g ja 0 <

k < K sellainen ettd P[Vp € [p;, pr — €),k < >0 Riy1(p) < K] > 1— g
Merkitdan

v—1
~3 — . A . —
A = A{p, _.gggnpunJaJVp<E[pn,po €), k < Elfﬁw—l(p)<if<},

ja saadaan

PMQ21—Z. (38)

Nyt lemmasta 2.7 ja sen jilkeen tehdystd huomiosta seuraa, ettd voidaan
16ytad sellainen no > 1, ettd kaikille n > no,
€

{Rv,n(Po - 5) S K}

Rvm(po —E) - k’

Kun ndmé tulokset yhdistetdén ja kun n > max{ng,ni,no} madritetaéin
A, = AN A2 N A3 N AL C Q. Tillsin P[A,] > 1 — 7.

Koska kuvaus p — R;,(p) on kasvava, niin epdyhtildiden (36) ja (39)
kanssa siitd seuraa ettd arvolla A,, kaikille p < py — €

€ K

Ryn(po — 5) > —Run(p).

k
Kun tdmé tulos yhdistetddn epéyhtélon (38) kanssa, saadaan kaikille p €
[0, p =€),

PlAY] > 1 - g, kun A% = (39)

E: ; v—1 €

K —1 =1 Ri,v—l(p[) — 5) v—1

> lzvn > . § :]Zl v—

— ) (p> k 2 :—Z — 1U_1Ri,v—1(p) ) 1(10)

i=1




Téama tulos yhdessd epdyhtaldiden (35) ja (37) kanssa antaa kaikille p €

(5, po — €), tuloksen
€

Sn(po — 5) > Su(p).

Néin ollen arvolle A, ps(n) & [py, po — €). Arvon p; valinnasta seuraa, etti
arvolla A, ps(n) > po — €. Tami voidaan paitelld samoin kuin lemman 2.7
todistuksessa. [
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3 Muutoksen havaitseminen Shiryaev-
Robertsin menetelmalla

Tassd kappaleessa esitellddn kaksi algoritmia Shiryaev-Robertsin me-
netelméstd, kun aineisto on sarja riippumattomia Poisson-jakautuneita
satunnaismuuttujia. Ensimmaista algoritmia kiytetddn kun halutaan havai-
ta muutos tasossa, eli jos tiheysfunktio muuttuu. Nimitysté taso tulee siité,
ettd kun aineisto on samoin jakautunutta, muutos ndyttaa siltd kuin havain-
not laskisivat tai nousisivat eri tasolle. Kuvasta 1 voidaan ndhda téllainen
hyppy alaspédin. Toista algoritmia kaytetddn kun halutaan havaita muutos
trendissd. Trendimuutoksen kohdalla tutkitaan muutoksen havaitsemista
sarjasta, jossa riippumattomilla Poisson-jakautuneilla satunnaismuuttujilla
on tasaisella vauhdilla muuttuva intensiteetti. Trendimuutos tarkoittaa siis
muutosta intensiteetin muutoskertoimessa.

3.1 Shiryaev-Robertsin menetelma tason muutokselle

Seuraavaksi esitetddn vaiheittain Shiryaev-Robertsin menetelmén kulku kun
pyritdan havaitsemaan muutos jakauman tiheysfunktiossa.

Algoritmi 3.1 (Shiryaev-Robertsin menetelmé tason muutokselle). Mene-
telméssd on viisi askelta:

Askel 1. Aseta aika-askel n = 1;
Askel 2. Estimoi pg(n);

Askel 3. Laske Shiryaev-Robertsin sarja (S;,(ps(n)))

1<i<n’

Askel 4. Laske kynnysarvo s);

Askel 5. Jos (S'Zn(ﬁg(n))) > st tee hilytys ja lopeta. Muussa ta-

lsisn = “%7 "
pauksessa aseta n = n + 1 ja siirry askeleeseen 2.

Kaydadn nyt algoritmin toiminta lapi esimerkin avulla.
Esimerkki 3.2. Olkoon havainnot
(16,11,10,12,6,3,2,3,1,3,2,6,3,2,3,2,6,4,4, 3)
sarja Poisson-jakaumasta simuloituja satunnaismuuttujia, joille patee
X, ~ {Poisson(lZ), kun 1 <n<wv-1,

Poisson(12py), kun v <n < 20.
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ps(n) Snon sy Tila
1.333 | 1.827 | 52.642 | Ei halytysta
1.066 | 2.067 | 52.665 | Ei hilytysti
0.932 3.138 80.848 | Ei hilytysta
0.936 | 4.075 | 126.616 | Ei hilytysta
0.764 | 11.070 | 126.861 | Ei halytysta
0.367 | 582.989 | 172.528 | Hiilytys!

U W N =3

Taulukko 1: Menetelméan kulku esimerkin 3.2 tapauksessa.

15

10

Kuva 1: Esimerkin 3.2 havainnot.

Ajankohta v jolloin tiheysfunktio muuttuu, sekd arvo py ovat tietokoneen ar-
pomia siten, ettd 1 < v < 20 ja p € (0,2] . Asetetaan p = 0.01 ja kiytetddn
algoritmia 3.1 tiheysfunktion muutoksen havaitsemiseen.

Taulukkoon 1 on listattu Shiryaev-Robertsin menetelmin tuottamia ar-
voja, joita tarkastelemalla havaitaan muutos havaintojen tiheysfunktiossa.
Muutos havaitaan ajanhetkella n = 6, jolloin 5”676 > sg. Taulukkoon on lis-
tattu sarjoista (gm(ﬁg(n)))l i<, Vain viimeiset arvot, silld rekursiokaavan
(4) perusteella sarjan viimeisin arvo on aina suurin. Kuvasta 1 voidaan myos
paatelld, ettd kun n = 6 arvot ovat selkedsti pienempia.
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3.2 Shiryaev-Robertsin menetelmi trendimuutokselle

Tassé kappaleessa tutkitaan muutoksen havaitsemista, kun sarjalla Poisson-
jakautuneita satunnaismuuttujia on tasaisella vauhdilla muuttuva intensi-
teetti.

Olkoon (2, F, P) todennékdisyysavaruus ja X = (X,,),>1 sarja riippumat-
tomia satunnaismuuttujia, joille X, ~ Poisson(\,), n > 1 ja A, := al,_;
kaikille 1 <n <v—1ja A, := a’\,_;1 kaikille v < n, missd 1 < v < n, \g >
0,a>0,0 :=ap>0,p>0jaa#da. Tissd tyossd muuttujat Ao ja o ovat
tunnettuja, muuttujia v ja o' ei tunneta. Muuttuja v merkitsee ajankohtaa
jolloin muutos tapahtuu ja o’ kertoo muutoksen jilkeen kuinka paljon ha-
vainnot kasvavat tai laskevat edelliseen havaintoon nahden.

Maarétylle n > 1 Shiryaev-Robertsin sarja § = (&,)1<i<n kun i €
{1,...,n} on:

Gn(0) =Y ]I %(Xj), (40)
0o

k=1 j=k

jossa fgn on Poisson-jakautuneen satunnaismuuttujan tiheysfunktio intensi-
teetilla

. {a)\il, jos1<i<wv-—1 (41)

apli_1, Jjosv<i<n

ja 6, = (p,v). Havaintoluku (40) voidaan esittdd myos rekursiivisesti seuraa-
vasti:

for (X3)
for (X3)

Aiemmin tarkasteltiin tason vaihtelua ja huomattiin, ettd vaihtelun ha-
vaitsemiseen ei muuttujan p estimointia varten tarvitse tietda ajankohtaa, jol-
loin taso vaihtuu. Trendinmuutoksen havaitsemismenetelméssi tama ei pade.
Menetelmé kiyttdd estimaatteja muuttujalle v ja muuttujalle p. Merkitdan
estimoitua parametriparia 6, := (pe(n), De(n)), misséd pe(n) on estimaatti ker-
toimesta p ja U¢(n) on estimaatti ajankohdasta v.

Ein=1+E&-1n) Son = 0. (42)

Parametri 0, voidaan kiytidnnossa estimoida suurimman uskottavuuden
menetelmalld, mutta joskus voi olla hyodyllisempéad kiayttad neliovirheen mi-
nimointia, etenkin jos trendi muuttuu vahvasti vihenevidn suuntaan|1].

Parametri 6,, on siis parametripari joka maksimoi havaintoluvun &, ,;

O = arg max gn,n(en)
p>0,0>0
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Satunnaismuuttujien ollessa Poisson -jakautuneita, voidaan arvo (40) kirjoit-
taa myos seuraavalla tavalla:

L ad (B ()P 1y o .
Ein = JLe @ D pe ()91 {j > 0e(n)} + L {j < e(n)}.

k=1 j=k

Menetelman mukaan arvoja &; ,, lasketaan niin kauan kun §; , < x7, missa
x; on kynnysarvo. Raja-arvo z, valitaan yleensd vadrdn hilytyksen rajoituk-
sen mukaan. Tama rajoitus maaritellidn vaardn hélytyksen todennékoisyy-
den p ja kynnysarvon x; mukaan

P| max gl,n<90) > CL':; =P, (43)

1<i<n

jossa & ,(6p) on sellainen Shiryaev-Robertsin sarja, jossa trendimuutosta ei
tapahdu ja p on menetelméan kiyttajan paatettavissa oleva todennakoisyys.

Algoritmi 3.3 (Shiryaev-Robertsin menetelmé trendin muutokselle). Me-
netelméssa on viisi askelta:

Askel 1. Aseta aika-askel n = 1;
Askel 2. Estimoi arvot pg(n) ja 0¢(n);

Askel 3. Laske Shiryaev-Robertsin sarja (gm)

1<i<n’

Askel 4. Laske kynnysarvo x);

Askel 5. Jos (gm) L<ien = Ty, tee hillytys ja lopeta. Muussa tapauksessa
aseta n = n + 1 ja siirry askeleeseen 2.
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4 Tyokyvyttomyyselikkeelle siirtyneiden tar-
kastelu

Tyokyvyttomyyseldakkeelle siirtyvien ihmisten lukuméardd halutaan voida
ennustaa mahdollisimman tarkkaan. Tulevien vuosien ennusteita varten kay-
tetdan aiempien vuosien tapauksia. Shiryaev-Robertsin menetelméin avulla
voidaan havaita, jos havainnoissa tapahtuu suurta muutosta kasvavaan tai
laskevaan suuntaan. Tésséd tyossd on aluksi tarkasteltu lukumaéérié jossa on
huomioitu kaikenikiiset ja kaikkien sairasluokkien mukaan tyokyvyttomyy-
seldkkeelle siirtyneet.

Tyokyvyttomyyseldkkeelle vuosittain siirtyvien maara on téssi oletettu
Poisson -jakautuneeksi. Tyokyvyttémyys johtuu yleensi sairaudesta tai vam-
masta jonka vuoksi henkild ei kykene tyoskenteleméén. Suurin osa viestos-
td on kuitenkin tyokykyisid, jolloin tyokyvyttomyyseldkkeelle siirtyminen on
harvinainen tapahtuma. Lisdksi on oletettu etta tapaukset ovat riippumat-
tomia toisistaan.

Tyokyvyttomyyseldkkeelle siirtyneiden lukumééra on jaettu Suomen vé-
kiluvulla, jolloin on saatu tyokyvyttomyyseldkkeellesiirtymisaste. Taméan jil-
keen luvut on kerrottu sadalla, jolloin saadaan prosenttiluvut. Sen lisdksi
luvut on skaalattu viela arvolla k, prosenttimuodossa olleiden lukujen ol-
lessa desimaalilukuja, ja suurimmassa osassa késiteltdvid tapauksia alle yh-
den arvoisia. Skaalauskerroin £ valitaan aineiston suuruusluokan mukaan,
ja sen avulla voidaan sidddelld myos menetelmén herkkyyttd. Jos esimer-
kiksi £ = 1000, tarkastellaan prosentin tuhannesosissa tapahtuvia muutok-
sia. Poisson-jakautuneet muuttujat ovat diskreetteji, joten jos tarkastellaan
muutoksia oletuksella ettd muuttujat ovat Poisson-jakautuneet, alle yhden
kokoiset desimaalilukuarvoista ei huomattaisi muutoksia ellei niitd skaalat-
taisi suuremmiksi.

Suomen vikiluvut eri vuosina on saatu Tilastokeskuksen sivuilta Suomen
virallisesta tilastosta |7]. Jokaisen késiteltdvén aineiston kohdalla on kiytet-
ty sitd vastaavaa vikilukua, esimerkiksi kun tarkastellaan alle 35-vuotiaiden
tyokyvyttomyyseldkettd, kiytetddn alle 35-vuotiaiden lukumaédraéd viestos-
sé. Lisdksi viestostd on huomioitu vain 18 vuotta tdyttineet, silld alle 18-
vuotias ei voi saada tyokyvyttomyyseldkettd. Alle 35-vuotiaalla tarkoitetaan
tassa siis 18-34 -vuotiaita.

Alkuennusteet on tehty ennustamalla aineiston perusteella aikaa ennen
vuotta 1999, ja ennusteen avulla on laskettu Ay ja a. Ennusteessa kiyte-
tadn R-ohjelmistolla funktioita auto.arima() ja forecast (). Ndiden avulla
voidaan ennustaa uusia havaintoja aikasarjasta, eli ajan mukaan nousevaan
jarjestykseen jarjestetysta aineistosta, kdyttden parhaiten aineistoon sopivaa
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ARIMA-mallia, eli integroitua autoregressiivisen liukuvan keskiarvon mal-
lia. Ennustetta varten aikasarja kdédnnetddn ensin toisin pdin, minka jilkeen
R-ohjelmiston edelld mainittujen funktioiden avulla ennustetaan aikasarjan
havaintojen avulla miten sarja jatkuu halutun suuruisen ajanjakson verran.
Kun ennuste on tehty, se lisdtddn aikasarjaan, jonka jilkeen aikasarja kian-
netadn jalleen, jotta se olisi ajan mukaan nousevassa jarjestyksessi. Jokaisen
tarkasteltavan ryhmén kohdalla on ennusteen tekoon kiytetty hyddyksi eri-
mittaisia ajanjaksoja datasta, jotta alkuennusteesta on saatu realistinen. Jos
esimerkiksi aineistosta voidaan ndhdéa aluksi maltillista nousua, jonka jilkeen
havainnot lahtevit laskuun, kiytetdan ennusteeseen aikaa ennen laskukautta,
jotta saadaan ennusteeseen aineistoa joka kiyttaytyy kuten havainnot ennen
trendin muutosta.

4.1 Aineisto

Tyokyvyttomyyseldkkeelle siirtyneiden lukuméiran trendimuutoksen havait-
semisessa on kiytetty Eldketurvakeskukselta saatua aineistoa. Aineistossa
on listattu tydeldkkeelle kuukausittain siirtyneitd vuosien 1999-2018 aikana.
Henkil6 voi saada myds kansanelidketté, jos tydeliketté ei ole karttunut lain-
kaan tai sitd on karttunut hyvin vahéin. Aineisto on ryhmitelty sukupuolen,
eldkelajin, diagnoosin ja iin mukaan.

Eldkelajit tassa aineistossa on luokiteltu taysiin eldkkeisiin sekd osaelak-
keisiin.

Diagnoosit on luokiteltu seuraavasti; mielenterveyden ja kiyttaytymisen
hairiot, verenkiertoelinten sairaudet, tuki- ja liikuntaelinten seka sidekudok-
sen sairaudet, muut sairaudet. Diagnoosilla tarkoitetaan siis pddasiallista
syyté, eli padsairautta jonka takia henkilo saa elikettd. Tyokyvyttémyyden
syynd voi joskus olla pidsairauden lisédksi jokin merkittdva lisdsairaus,
mutta luokittelussa otetaan huomioon vain pidasairaus. Sairausdiagnoosit
perustuvat kansainvéliseen ICD-10 -tautiluokitukseen.

[4lla tarkoitetaan henkil6n ikda elikkeen alkaessa. Ikdryhmét ovat; 18-34
-vuotiaat, 35-44 -vuotiaat, 45-54 -vuotiaat, 55-59 -vuotiaat, 60-62 -vuotiaat
ja yli 62 -vuotiaat.

4.2 Menetelméa kiytannossa

Téassé kappaleessa kiydian ldpi Shiryaev-Robertsin menetelmé askel aske-
leelta. Aineistona on kiytetty kaikkia tyokyvyttomyyseldkkeelle siirtyneitéd
vuosina 1999-2018 ja menetelméd toistetaan kunnes ollaan kdyty lapi koko
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n | Vuosi | pe(n) | 0¢(n) | &un x Tila

1] 1999 | 2.000 2 2.000 | 2.011 | Ei hilytysta
2| 2000 | 1.006 2 4.000 | 4.022 | Ei hilytysta
312001 | 0972 3 | 6.001 | 6.034 | Ei hilytysti
4| 2002 | 0.998 1 8.000 | 8.047 | Ei halytysta
5 | 2003 | 0.999 1 10.000 | 10.052 | Ei halytysta
6 | 2004 | 0.973 6 12.003 | 12.070 | Ei hilytysta
7 2005 | 0.975 6 14.013 | 14.079 | Ei hilytysta
8 | 2006 | 0.935 7 16.107 | 16.103 Halytys!

Taulukko 2: Menetelmin kulku ensimmaiselld kierroksella kun tarkastellaan
kaikkia tyOkyvyttomyyseldkkeelle jadneita.

aineisto. Néiden tulosten pohjalta on myo6s tehty kuva 3. Skaalauskerroin
= 1000.

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan Shiryaev-Robertsin menetelmis kaikkien
tyokyvyttomyyseldkkeellesiirtymisasteeseen alkuarvoilla p = 0.1%,\g =
0.448 ja o = 1.050. Arvo )\ on téssd ennen skaalausta olevassa muodossa.

1. kierros:

Taulukkoon 2 on listattu ensimméisen kierroksen tulokset kolmen de-
simaalin tarkkuudella. Shiryaev-Robertsin sarjasta on raportoitu vain
viimeinen arvo &, ,, silld sarjan lukuja verrataan kynnysarvoon z, ja
sarjan viimeinen arvo on aina suurin koska arvo on yhtilon (42) mukai-
nen summa. Hilytys tapahtuu jos én,n > x. Taulukosta ndhdaan haly-
tyksen tapahtuvan ajanhetkelld n = 8, eli vuonna 2006. Arvo 0¢(8) =7
kertoo, ettd ajanhetkelld 8 havaittu muutos on tapahtunut ajanhetkelld
7 eli vuonna 2005. Viive muutoksen tapahtumisesta sen havaitsemiseen
on siis yksi vuosi. Uusi ennuste tehdddn arvon pg(8) avulla. Alkuarvot
ovat olleet Ay = 0.448 ja o = 1.050, joten muutoksen jilkeen, kaavan
(41) mukaan )\Z = Ozf)g(8))\i_1 = 1.05-0.935 - )\i—l = 0.982 - )\i—h kun
7T<1<8.

Kun hilytys tapahtuu, tehddin uusi ennuste uusilla arvoilla. Tdman
jilkeen voidaan menetelméd ajaa uudestaan, lahtien nyt alkuperiisen
aineiston ajanhetkestd n = 8, eli vuodesta 2006 liikkeelle. Uusi aineisto
koostuu siis alkuperéisestd aineistosta, mutta vuodet 1999-2005 jite-
tddn pois. Alkuaskel n = 1 tarkoittaa nyt vuotta 2006. Uudet alkuarvot
ovat A\g = 0.601 ja o = 0.982.

2. kierros:
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n | Vuosi | pe(n) | 0¢(n) | &un xk Tila

1] 2006 | 2.000 2 2.000 | 2.011 | Ei halytysta
2| 2007 | 1.058 2 4.004 | 4.023 | Ei halytysta
302008 | 1.041| 2 | 6.013 | 6.036 | Ei hilytysti
4| 2009 | 1.012 1 8.008 | 8.044 | Ei hilytysta
512010 | 1.004 | 1 | 10.002 | 10.060 | Ei hilytysti
6 | 2011 | 1.002 1 12.001 | 12.074 | Ei hélytysta
7| 2012 | 0.900 7 14.038 | 14.092 | Ei hélytysta
8| 2013 | 0.964| 6 |16.068 | 16.089 | Ei hilytysti
91 2014 | 0.944 7 18.180 | 18.109 Hilytys!

Taulukko 3: Menetelméan kulku toisella kierroksella.

Taulukkoon 3 on listattu toisen kierroksen tulokset. Nyt hélytys ta-
pahtuu ajanhetkelld n = 9 eli vuonna 2014 ja muutos on tapahtu-
nut ajanhetkelld 0¢(9) = 7 eli vuonna 2012. Nyt viive muutoksen ta-
pahtumisesta sen havaitsemiseen on kaksi vuotta. Muutoksen jalkeen
Ai = ape(9Xi—1 =0.982-0.944 - N, = 0.927 - \;_q, kun 7 <7 < 9.
Uusilla arvoilla tehdddn uusi ennuste, jonka jilkeen menetelmé aje-
taan taas uudestaan ldhtien liikkeelle edelliselld kerralla kidytetyn ai-
neiston ajanhetkestd n = 9 eli vuodesta 2014. Uudet alkuarvot ovat
Ao = 0.524 ja o = 0.927.

. kierros:
Kolmannen kierroksen tulokset on listattu taulukkoon 4. Halytys ta-
pahtuu ajanhetkelli n = 4 eli vuonna 2017 ja muutos on tapah-
tunut ajanhetkelld v¢(4) = 2 eli vuonna 2015. Viive muutoksen ta-

pahtumisesta sen havaitsemiseen on kaksi vuotta. Muutoksen jilkeen
Uusilla arvoilla tehdaidn uusi ennuste, jonka jilkeen menetelmé aje-
taan taas uudestaan ldhtien liikkeelle edelliselld kerralla kidytetyn ai-
neiston ajanhetkestd n = 4 eli vuodesta 2017. Uudet alkuarvot ovat
Ao = 0.421 ja a = 0.99. Neljannen kierroksen tulokset on listattu tau-
lukkoon 5, josta ndhddin ettd hilytystd ei tapahdu ollenkaan, joten
uutta ennustetta ei tehda ja menetelmé paattyy.

28



n | Vuosi | pe(n) | 0¢(n) | &un x Tila

1] 2014 | 2.000 2 2.000 | 2.012 | Ei hélytysta
2| 2015 | 1.061 2 4.003 | 4.022 | Ei hélytysta
3| 2016 | 1.070 | 2 | 6.026 | 6.037 | Ei hilytysti
4] 2017 | 1.068| 2 |8.084|8.045| Hilytys!

Taulukko 4: Menetelméan kulku kolmannella kierroksella.

n | Vuosi | pe(n) | 0¢(n) | &un | 2 Tila
1] 2017 | 2.000 2 2.000 | 2.012 | Ei halytysta
2| 2018 | 1.074 2 4.004 | 4.021 | Ei hélytysta

Taulukko 5: Menetelmén kulku neljinnelld kierroksella.

4.3 Vaaran halytyksen todennikoisyyden ja skaalaus-
kertoimen vaikutus

Téassé kappaleessa tarkastellaan kiytdnnossd miten Shiryaev-Robertsin me-
netelmén herkkyyttd voidaan saddtda vaaran hilytyksen todenndkoisyyden
avulla, sekd skaalauskertoimen avulla. Aineistona on kiytetty kaikkia tyovy-
kyttomyyseldkkeelle siirtyneita vuosien 1999-2018 aikana. Aineistolle suorite-
taan algoritmi 3.3, ja kun tapahtuu héalytys ja algoritmin suoritus lopetetaan,
tehddan uusi ennuste. Tamén jalkeen korjataan intensiteetin arvo edellisen
algoritmin antaman arvon p¢(n) avulla ja algoritmi suoritetaan uudestaan
alkaen siitd ajanhetkestd mihin algoritmi viimeksi pyséhtyi.

Tarkastellaan ensin vaédrin hélytyksen todennékoisyyden vaikutusta, kun
skaalauskerroin on 1000. Kynnysarvot on laskettu kiyttiden kolmea eri viirin
halytyksen todennikoisyyden arvoa p.

Kuvista 2, 3 ja 4 ndhdaan miten vaarian hilytyksen todennikoisyyden va-
litseminen, ja siten kynnysarvo vaikuttaa trendimuutoksen havaitsemiseen.
Kuvassa 2 vadran hélytyksen todennakoisyys on 1%, kuvassa 3 se on 0.1% ja
kuvassa 4 se on 0.01%. Jokaisessa tapauksessa trendimuutos havaitaan kol-
me kertaa, mutta havainnot tapahtuvat eri ajankohtina. Esimerkiksi kuvissa
2 ja 3 ensimmainen trendimuutos havaitaan vuonna 2006, kun taas kuvassa
4 se havaitaan vuonna 2007. Kuten kappaleessa 2.2 todettiin, menetelméin
herkkyyttd muutoksille voidaan sdatad vaaran halytyksen todennékoisyyden
avulla. Kun todennékoéisyys on pieni, muutos havaitaan myohemmin.

Kuvista voidaan ndhdi trendin olevan aluksi nouseva, kunnes vuoden
2005 jalkeen tulee pieni notkahdus, mutta trendi on muuten melko tasai-
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Kuva 2: Trendimuutoksen havaitseminen tyokyvyttomyyseldkkeellesiirtymi-
sasteesta vuosina 1999-2018, kun vairan hilytyksen todennakoisyys on 1%.
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Kuva 3: Trendimuutoksen havaitseminen tyokyvyttomyyseldkkeellesiirtymi-
sasteesta vuosina 1999-2018, kun vééran hilytyksen todennakoisyys on 0.1%.
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Kuva 4: Trendimuutoksen havaitseminen tyokyvyttomyyseldkkeellesiirtymi-
sasteesta vuosina 1999-2018, kun vadrdan hilytyksen todennikdisyys on
0.01%.

nen ja lahtee laskuun vuoden 2008 jilkeen. Kuvissa 2 ja 3 voidaan nahda
ensimmaisen halytyksen aiheutuneen tédstd notkahduksesta. Kun viaran hé-
lytyksen todennékoisyys on ollut 0.01% ei vuoden 2005 jilkeen tapahtuva
notkahdus aiheuta hélytystd. Lisdksi vaaran hélytyksen todennikdéisyyden
ollessa 0.01%, havaitaan toinen muutos nopeammin, silld trendimuutos on
suurempi. Koska kuvassa 4 notkahdus ei aiheuttanut ennustetta jonka kul-
makerroin on alle 1, kulmakertoimen muutos on suurempi kun havainnot
lahtevit laskuun vuoden 2008 jilkeen. Toisaalta notkahduksen vuoksi tapah-
tunut trendimuutoksen havaitseminen kuvissa 2 ja 3 saa ennusteen ldhtevin
laskevaan suuntaan, kuten havainnoillekin kdy hieman myhemmin.

Eri vadran hilytyksen todennédkoisyyden suuruusluokissa on siis erilaisia
vaikutuksia. Mitd pienempi arvo p on, sitd myhemmin muutokset havaitaan,
mutta ne ovat tarkempia eivatki aiheudu pienisti satunnaisista aineiston hei-
lahteluista. Jos taas halutaan huomata mahdolliset muutokset nopeasti, on
arvon p oltava suurempi, jolloin riskind on vadrien halytysten kasvu.

Skaalauskerroin vaikuttaa myts menetelméin herkkyyteen. Tarkastel-
laan seuraavaksi menetelméd eri skaalauskertoimilla, kun viardn halytyksen
todennakoisyys p = 1%. Kuvassa 5 kerroin on 100, kuvassa 6 kerroin on 10
ja kuvassa 7 kerroin on 1. Voidaan huomata ettd mitid suurempi kerroin on,
sitd herkempi menetelmi on havaitsemaan muutoksia. Skaalauskertoimen ol-
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Kuva 7: Trendimuutoksen havaitseminen tyokyvyttomyyseldkkeellesiirtymi-
sasteesta vuosina 1999-2018, kun skaalauskerroin on 1.

lessa 1 muutoksia ei havaita ollenkaan. Tama johtuu siitd, ettd simuloidut
arvot joiden avulla lasketaan kynnysarvo, ovat samaa suuruusluokkaa kuin
tarkasteltavat arvot.

4.4 Tyokyvyttomyyselikkeellesiirtymisasteen trendi-
muutos

Kun tarkastellaan kuvien 2, 3 ja 4 avulla tyokyvyttomyyselidkkeellesiirty-
misastetta kaikkien tyokyvyttomyyseldkkeelle siirtyneiden osalta, voidaan
huomata etté trendi on ollut ensin melko tasaisessa nousussa, mutta lihtenyt
laskuun vuoden 2008 jilkeen. Laskua selittdvit monet tekijit, joista on ker-
rottu eldketurvakeskuksen tutkimuksessa|3]. Nykyddn suurin osa eldkkeelle
jadvista siirtyy suoraan vanhuuseldkkeelle, kun taas 2000-luvun alussa monet
olivat ensin tyokyvyttomyys- tai tyottomyyseldkkeelld ennen vanhuuseldk-
keelle siirtymistd. Vuonna 2005 tehtiin uudistus, jonka mukaan 63-vuotta
tayttandiden uudet tyokyvyttomyyseldkkeet muuttuivat vanhuuseldkkeiksi,
kun taas ennen vuotta 2006 alkaneissa tyokyvyttomyyseldkkeissd ikdraja on
ollut 65-vuotta.

Tutkimuksessa kerrotaan myos ikddntyneiden tyollistymisen parantu-
misesta, joka vihentdd tyokyvyttomyyselikkeensaajien mésrad. Lisaksi
suuret ikdluokat ovat siirtyneet elikkeensaajiksi, mikd on my6s vahentanyt
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Kuva 8: Trendimuutoksen havaitseminen alle 35-vuotiaiden tyokyvyttomyy-
selikkeellesiirtymisasteesta.

tyokyvyttomyyseldkkeelle siirtyvien lukumaaraa.

4.5 Ikaryhmat

Téassa luvussa tarkastellaan trendimuutoksia eri ikdryhmien sisilla, kun vaa-
ran hilytyksen todennédkoisyytend on kiytetty arvoa 0.1% ja skaalauskerroin
k = 1000. Poikkeuksena 60-62 -vuotiaat, jossa vidrin hilytyksen todennikoi-
syytené on kiytetty arvoa 0.01%, silld tassa ikdryhmaéssa menetelmé havaitsi
hyvin herkésti muutokset. Aloitetaan alle 35-vuotiaista.

Alle 35-vuotiaiden tyokyvyttomyyseldkkeellesiirtymisaste on esitetty ku-
vassa 8. Alkuennusteen mukaan trendi olisi hieman nouseva, mutta vuon-
na 2008 havaitaan trendimuutos, jolloin ennuste ldhtee jyrkkiddn nousuun.
Vuonna 2005 tedyissd sddntomuutoksissa tapahtui muutoksia myos karttu-
missddnnoissi, siten ettd pienikin tyo kartuttaa eldkettd|3]. Tdmén vaiku-
tus koskee etenkin nuoria henkil6ita joiden tydelama ei ole ehtinyt paasta
kunnolla alkuun ennen tyokyvyttomyyden alkamista. Sdantomuutoksen vai-
kutus voidaan ndhdé kuvasta 8 pienend nousuna vuoden 2005 jilkeen, joka
aiheuttaa myos trendimuutoksen. Vuoden 2008 jilkeen kasvu tasoittuu, jon-
ka myo6ta vuonna 2010 havaitaan uusi trendimuutos ja tehddin uusi, lievasti
nouseva ennuste.
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Kuva 9: Trendimuutoksen havaitseminen 35-44 -vuotiaiden tyokyvyttomyy-
selidkkeellesiirtymisasteesta.

Kuvassa 9 ndhdaian miten 35-44 -vuotiaiden tyokyvyttomyyseldkkeelle-
siirtymisaste on muuttunut. Alkuun trendi on hieman kasvavaa, kunnes se
kddntyy laskuun. Ensimméinen trendimuutos on havaittu vuonna 2006, jon-
ka mukaan tehty ennuste lahtee loivasti laskuun, kun taas vuonna 2014 tehty
ennuste ldhtee hieman jyrkempéén laskuun. Lopussa voidaan huomata pien-
td nousua, joka havaitaan trendimuutoksena vuonna 2018. Kuvio on hyvin
samanlainen kuin mitd se oli tarkasteltaessa kaikkia ikdluokkia.

45-54 -vuotiaiden tyokyvyttomyyseldkkeellesiirtymisaste on esitetty ku-
vassa 10. Téssd ikdluokassa trendi on aluksi kasvava, mutta kdéntyy melko
jyrkkidn laskuun kun trendis verrataan aluksi tehdyn arvion trendiin. Muu-
tos havaitaan ja uusi ennuste tehddian vuonna 2006. Lisdksi vuonna 2012 ha-
vaitaan jalleen trendimuutos ja tehdian entistd jyrkempéan laskuun ldhteva
ennuste. Kuvasta voidaan kuitenkin huomata havaintojen tasoittuvan vuo-
desta 2014 eteenpéin, joka havaitaan myos uutena trendimuutoksena vuonna
2017.

My6s 55-59 -vuotiaiden trendimuutos kddntyy laskuun, sen ollessa aluksi
kasvava, kuva 11 nayttdd taméan ikdryhmén tyokyvyttomyyseldkkeellesiirty-
misasteen. Vuonna 2007 havaittu trendimuutos aiheuttaa ennusteen joka on
hieman alkuperiistd ennustetta loivemmin kasvava. Trendimuutoksen kdin-
tyminen laskuun havaitaan vuonna 2010. Lopuksi huomataan trendimuutok-
sen tasoittuvan, ja havaintojen hieman kasvavan joka aiheuttaa vield vuonna
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Kuva 10: Trendimuutoksen havaitseminen 45-54 -vuotiaiden tyokyvyttomyy-
selikkeellesiirtymisasteesta.
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Kuva 11: Trendimuutoksen havaitseminen 55-59 -vuotiaiden tyokyvyttomyy-
seldkkeellesiirtymisasteesta.
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Kuva 12: Trendimuutoksen havaitseminen 60-62 -vuotiaiden tyokyvyttomyy-
seldkkeellesiirtymisasteesta.

2018 trendimuutoksen.

Kuvassa 12 on esitetty 60-62 -vuotiaisen tyokyvyttomyyseldkkeellesiirty-
misaste, jossa voidaan huomata trendin olevan melkein koko tarkastelujak-
son ajan nouseva, mutta nousu hiipuu, kunnes vuonna 2018 tehdyn ennus-
teen mukaan trendimuutos lihtee jilleen kasvuun.

Kuvissa 2, 9, 11, 12 voidaan havaita tyokyvyttomyyseldkkeellesiirtymisas-
teen nousua vuonna 2018. Blogikirjoituksessa [8] kerrotaan tyokyvyttomyy-
seldkkeelle siirtyneiden mairan kdantyneen nousuun vuonna 2018. Kirjoituk-
sessa mainitaan tyokyvyttomyyseldkkeelle siirtyneiden méaéran lisdééintymisen
mahdollisesti johtuvan suotuisasta talouskehityksestid. Kun tyollisyystilanne
on hyva, myos heikomman terveydentilan omaavat valikoituvat t6ihin ja sai-
rastamisen kynnys on pienempi kun pelko ty6paikan menettdmisestd on pie-
ni.

Aiemmin kerrottiin vuoden 2005 sdédntomuutoksista ja miten ikdraja on
muuttunut 65-vuotiaista 63-vuotiaisiin. Téméan muutoksen vaikutus ndhdéan
hyvin selkedsti kuvasta 13, jossa on huomioitu vain yli 62-vuotiaat, jolloin
luonnollisesti havainnot ovat ldhelld nollaa pian vuoden 2005 jalkeen.

Kuvassa 14 ndhdédan yli 60-vuotiaiden tyokyvyttomyyseldkkeellesiirty-
misaste. Téassd kuvassa ndhdadn myos hyvin vuoden 2005 muutosten vaiku-
tus, silld trendi ldhtee laskuun vuoden 2010 tehdyn ennusteen mukaan. Ku-
vassa voidaan huomata havaintojen lisdantyneen vuonna 2018. Blogikirjoi-
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Kuva 13: Trendimuutoksen havaitseminen yli 62-vuotiaiden tyokyvyttomyy-
selikkeellesiirtymisasteesta.

tuksessa [8] kerrotaan vuoden 2017 eldkeuudistuksesta, joka nosti vanhuuse-
likkeen alaikdrajaa 63 vuodesta kolmella kuukaudella jokaista syntymavuosi-
ikduokkaa kohti, kunnes saavutetaan 65 vuoden alaikiraja. Tastd muutokses-
ta kerrotaan myos tutkimuksessa [3]. Koska tyokyvyttomyyseldkkeelle siirty-
minen on mahdollista oman ikdluokan vanhuuseldkkeen alarajaan saakka, on
tdma muutos nostanut tyokyvyttomyyseldkkeelle siirtymisen ikdrajaa vuon-
na 2018. Tdma muutos voidaan nidhdi havaintojen nousuna vuonna 2018.
Shiryaev-Robertsin menetelmé ei kuitenkaan havainnut muutosta nousevaan
suuntaan, mutta todennéikdisesti ndin tulisi tapahtumaan kun havaintoja saa-
daan lisda.

Kun kuvaa 13 verrataan kuvaan 12, voidaan huomata ikdluokkien kokoe-
ron vaikutus. Kuvassa 14 viimeisimman ennusteen mukaan trendi on loivassa
laskussa, kun taas kuvassa 12 voidaan havaita trendin olevan nouseva. Kui-
tenkin vuoden 2005 tehtyjen sddntomuutosten ja kuvan 13 perusteella vuo-
den 2007 jilkeen yli 62-vuotiailla ei alkanut tyokyvyttomyyseldkkeitd juuri
ollenkaan. Eldkkeelle siirtyneiden méarat kuvissa 14 ja 12 voidaan siis ajatel-
la saman suuruisina. Trendin suunnan ero selittyy siis ikdluokkien kokoerolla.

Vuoden 2005 tehtyjen muutosten vuoksi tarkastellaan seuraavaksi tyo-
kyvyttomyyseldkkeellesiirtymisasteen trendimuutosta 18-62 -vuotiaiden osal-
ta. Niin saadaan parempi kuva nykyisten sdidntojen mukaisen tyokyvytto-
myyseldkkeellesiirtymisasteen trendimuutoksista. Kuvassa 15 nahddan tyo-
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Kuva 14: Trendimuutoksen havaitseminen yli 60-vuotiaiden tyokyvyttomyy-
seldkkeellesiirtymisasteesta.

kyvyttomyyseldkkeellesiirtymisasteen trendimuutoksen havaitseminen 18-62
-vuotiaiden osalta. Téassd kuvassa toistuu hyvin samankaltainen kuvio ha-
vaittujen arvojen osalta mita kuvissa 2, 3 ja 4. Ensin tyckyvyttomyyselak-
keellesiirtymisasteen trendi on nousevaa, mutta alkaa tasaantua vuoden 2005
jilkeen ja ldhtee laskuun. Kuvassa 15 ei kuitenkaan havaita tasaantumista,
vaan pelkistddn trendin lihteminen laskuun joka havaitaan vuonna 2009,
sekd 2013. Lopuksi trendi jilleen tasaantuu ja ldhtee hieman kasvuun, joka
huomataan vuoden 2018 ennusteesta.

Kun vertaillaan kuvia 3 ja 15, voidaan huomata ettd yksin yliikdrajan
muutos ei selitd trendin muutosta laskevaan suuntaan.

4.6 Sairauspaaryhmat

Téassd luvussa tarkastellaan trendimuutoksia kahden eri padsairausryhmén
kohdalla; mielenterveyden ja kiyttdytymisen héirididen sairausryhméan seké
tuki- ja liikuntaelinten sekasidekudoksen sairausryhmén. Vaaran halytyksen
todennikoisyys p = 0.1% ja skaalauskerroin k& = 1000.

Tarkastellaan ensin néitd ryhmid kaikilla ikdryhmilld yhteensa. Kuvassa
16 on esitetty trendimuutoksen havaitseminen mielenterveyden ja kiyttayty-
misen héirididen osalta. Vuonna 2010 ja 2015 on havaittu trendimuutokset
ja tehty uudet ennusteet, joiden mukaan trendi on muuttunut vdahenevéksi.
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Kuva 15: Trendimuutoksen havaitseminen 18-62 -vuotiaiden tyckyvyttomyy-
seldkkeellesiirtymisasteesta.

=

it}

— - ,/»‘

2. Havaittu L

@B o 4 = Apioalussa e
o -

g 2010 T

= « 2015 o

o 2018 o

©

£ 8 4

F o

©

o

=

=

E

S

z -

i- o

=

=

C

[

£

2 2

8 [=]

-

>

2000 2005 2010 2015

Vuosi

Kuva 16: Trendimuutoksen havaitseminen kun sairauspadryhmaéand on mie-
lenterveyden ja kiyttdytymisen hiirict kaiken ikaisilla.
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Kuva 17: Trendimuutoksen havaitseminen kun sairauspddryhména on tuki-
ja liikuntaelinten seké sidekudoksen sairaudet kaiken ikiisilla.

Kuitenkin lopuksi huomataan havaintojen lihtevan jélleen nousuun, ja me-
netelmé havaitsee vuonna 2018 jilleen trendimuutoksen.

Kuvassa 17 ndhddén miten trendimuutos havaitaan kun sairauspaéryh-
ménd on tuki- ja liikuntaelinten seké sidekudoksen sairaudet. Téssédkin sai-
rauspaaryhmaéssi trendi on ollut ensin nousevaa ja sitten kidntynyt laskuun.
Trendimuutokset havaitaan vuosina 2009 ja 2015.

Kuvio toistuu melko samanlaisena molemmissa sairauspadrymissé, ja ha-
vainnoissa voidaan nahda loppua kohden pientd nousua. Mielenterveyden ja
kiyttaytymisen hairididen kohdalla nousu on kuitenkin selkeimpéad kuin tuki-
ja liikuntaelinten seké sidekudoksen sairauksien kohdalla.

Tarkastellaan vield néditd kahta sairauspaaryhméa 18-62 -vuotiaiden osal-
ta.

Kuvassa 18 ndhdaan mielenterveyden ja kidyttdytymisen héirididen sai-
rauspddryhméin trendimuutokset 18-62 -vuotiailla. Kuvio trendimuutoksi-
neen on melko samanlainen kuin kuvassa 16. Voidaan kuitenkin huomata
ettd kuvassa 18 %-luvut ovat suurempia.

Kuva 19 nayttaa trendimuutoksen havaitsemisen kun sairaspiaaryhmané
on tuki- ja liitkuntaelinten sekd sidekudoksen sairaudet 18-62 -vuotiailla. Téas-
sakin voidaan huomata %-lukujen kasvaneen. Kuvio on melko samanlainen
kuin kuvassa 17, mutta havainnot eivit ldhde yhtd suureen laskuun.
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5 Loppupaatelmat

Menetelmé vaikuttaa havaitsevan hyvin trendin muutoksia kun tarkastel-
laan tyokyvyttomyyseldkkeelle jadneitd, ja kun menetelmén herkkyyttd on
sdddetty sopivasti skaalauskertoimen sekéd vadran hilytyksen todenndkoisyy-
den avulla.

Ikéluokkien koot vaikuttavat tyokyvyttomyyseldkkeelle siirtyneiden méa-
riin huomattavasti, erityisesti suurien ikdluokkien kohdalla. Ikdvakioidulla
aineistolla tdméan vaikutuksen voisi poistaa, ja voisi olla mielekdsta tutkia
miten menetelmd toimii talla tavalla muokatun datan kanssa. Tkdvakiointia
varten aineistoa tulisi kuitenkin olla 1-vuotisikdluokittain.

Kuukausikohtaista aineistoa voisi myo0s olla mielenkiintoista tutkia me-
netelméin kanssa. Kuukausikohtaisen aineiston kanssa aineistolle tulisi teh-
da kausivaihtelun vakiointi, silld tyokyvyttomyyseldkkeiden kohdalla eten-
kin vuoden alussa seké syksyn alussa on yleensi havaittavissa huomattavasti
enemmén elidkkeelle siirtyneitd kuin muina aikoina.

Shiryeaev-Robertsin menetelmaé voisi siis kdyttdd hyodyksi, kun halu-
taan arvioida tulevien vuosien tyokyvyttomyyselikkeelle siirtyvien lukumaé-
rid. Ty0ssé esitetyistd kuvista voidaan kaikkia ikéluokkia tarkasteltaessa huo-
mata pientd nousua loppua kohden, joka voisi viitata trendin kdintymista
jalleen nousuun. Menetelmé on kuitenkin melko herkkd muutoksille eten-
kin skaalauskertoimen ja vadrin hélytyksen todennékoisyyden ollessa suuria.
Talloin menetelmén tekemiin halytyksiin tulee suhtautua varauksella, silld
pienetkin satunnaiset muutokset voivat aiheuttaa héalytyksen.
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Liite A Ohjelmalistaus

rm(list = 1s())

#Ladataan tarvittavat paketit
library(sqldf)
library(forecast)
library(parallel)
library(xlsx)

library(readxl)

#SHIRYAEV-ROBERTSIN MENETELMA TASON MUUTOKSELLE
#Madritellddn ensin funktiot

#Funktio S() saa parametreiksi;

#1 = parametrin i arvo Shiryaev-Robertsin havaintoluvussa
#p = kerroin jolla lambda muuttuu

#lambda = alkuperédinen lambdan arvo

#arvot = tarkasteltavat havainnot joista muutos halutaan
#loytaa

#Funktio palauttaa Shiryaev-Robertsin havaintoluvun

S<-function(i,p,lambda,arvot){
a=1;
summa=0;
for(k in 1:i){
eksponentti=0;
kertoja=1;
for(j in k:i){
eksponentti<-eksponentti+(lambda-p*lambda) ;
kertoja<-kertoja*((lambda*p)/lambda) ~arvot[j];
}
summa<-summa+exp (eksponentti)*kertoja;
}
return(summa)

+

#Funktio optimiS() saa parametreikseen;

#alaraja = vdlin alaraja jolla funktiota S() maksimoidaan
#ylaraja = vdlin yldraja jolla funktiota S() maksimoidaan
#1 = parametrin i arvo Shiryaev-Robertsin havaintoluvussa
#p = tuntematon, jolle S()-funktiota maksimoidaan

#lambda = lambdan arvo ennen muutosta
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#arvot = tarkasteltavat havainnot joista muutos halutaan
#16ytas
#Funktio palauttaa arvon p, jolla funktio S() saavuttaa
#suurimman arvonsa mddritellylld valilla
optimiS<-function(alaraja,ylaraja,i,p,lambda,arvot){
S2<-function(p){

return(S(i,p,lambda,arvot))

}
o<-optimize(S2,interval=c(alaraja,ylaraja) ,maximum=TRUE) ;
palautus<-o$maximum

if (is.na(o$objective)){

palautus<-1

}

return(palautus)

#Tarkasteltavat havainnot ovat vektorissa x
x<-c(16,11,10,12,6,3,2,3,1,3,2,6,3,2,3,2,6,4,4,3)
lambda<-12 #lambda ennen muutosta
tn<-0.01 #vddrdn hadlytyksen todenndkoisyys
Kynnysarvo<-vector ()
SRtaso<-vector ()
lopetus<-0
i=1
#Shiryaev-Robertsin havaintolukuja lasketaan kunnes ne
#ylittavat kynnysarvon
while (lopetus==0){

if (i>=length(x)){

lopetus<-1

}

numCores<-detectCores()

cl<-makeCluster (numCores)

clusterExport(cl=cl, varlist=c("lambda","i","optimiS","S"),

envir=environment())

SIMtaso<-unlist(parLapply(cl, 1:10000,function(x){
arvoja<-rpois(i,12)
pO<-optimiS(0.01,2,i,p2,lambda,arvoja)
return(S(i,p0,12,arvoja))

}), use.names = FALSE)

stopCluster(cl)

Kynnysarvo[i]<-min(SIMtaso[SIMtaso>quantile(SIMtaso,1-tn)])
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pO<-optimiS(0.01,2,i,p,lambda,x)
SRtaso[i]<-S(i,p0,lambda,x)

if (SRtaso[i]>=Kynnysarvo[i]){
lopetus<-1

}

i=i+1

}

#SHIRYAEV-ROBERTSIN MENETELMA TRENDIMUUTOKSELLE
#Maaritellddn ensin funktiot
#ShiryaevRobertsTrendi () -funktio saa parametreikseen;
#data = aineisto jonka trendinmuutosta tarkkaillaan
#alpha = alkuperdinen muutos datan havaintojen v&alilla
#tn = vadrdn halytyksen todenndkoisyys

#k = skaalauskerroin datalle.

#Funktio palauttaa listan;

#indeksi = kertoo kuinka mones datan havainto
#aiheutti halytyksen

#rhoo = kerroin uuden alphan laskemista varten

#v = hetki jolloin muutos on tapahtunut

#Uusi ennuste = vektori johon on laskettu ennuste
#uudella alphalla

#SR-arvot = Shiryaev-Robertsin sarjojen viimeisia
#havaintolukuja v&lilld [1,indeksi]

#Kynnysarvot = vektori kynnysarvoista

#jokaiselle n=1,...,indeksi

#Pnollat = rhoon arvot jokaiselle n=1,...,indeksi
#V = vektori muuttujan v arvoista jokaisella
#n=1,...,indeksi

ShiryaevRobertsTrendi<-function(data, alpha, tn,k){
Srarvot<-vector();
if (length(data)<=1){
#Jos datan koko on 1 tai pienempi,
#ei trendimuutosta havaita
print ("Ei hilytysta!")
lista<-1list("indeksi"="tyhjd","rhoo"=0,"v"=1,
"Uusi ennuste'"=0, "Uudet lambdat'"=0,
"SR-arvot"=0, "Kynnysarvot"=0, "Pnollat"=0,
IIVII=O)
return(lista);
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+
veet<-vector() ;
ksiit<-vector();
rhoot<-vector();
kynnysarvo<-vector();
lambdat<-c(datal[1]);
for(i in 2:length(data)){
lambdat[i]<-lambdat[i-1]*alpha;
}
for(n in 1:length(data)){
numCores<-detectCores()
cl<-makeCluster (numCores)
clusterEvalQ(cl, {})
clusterExport(cl, varlist=c("data",
"n","lambdat", "optimiKsii",
"ksii","alpha","k"),
envir=environment())
APU<-unlist(parLapply(cl,1:n,function(v){
pO<-optimiKsii(0.00001,2,n,v,n,pl,alpha/k,
lambdat/k,data/k)
ksiit<-vector()
for(i in 1:n){
ksiit[i]l<-ksii(n,v,i,p0,alpha/k,
lambdat/k,data/k)
}
suurinKsii<-max(ksiit)
return(c(v,p0,suurinKsii))
)
stopCluster(cl)
Veearvot<-APU[c(TRUE, FALSE,FALSE)]
Ksiiarvot<-APU[c(FALSE,FALSE,TRUE) ]
Rhooarvot<-APU[c (FALSE,TRUE,FALSE) ]
indeksi<-which(Ksiiarvot==max(Ksiiarvot))
#Etsii indeksin jonka kohdalla
#Ksiiarvot-vektorissa on suurin arvo
veet [n]<-Veearvot[indeksi]
#muuttujan v arvo jolla ksii saa
#suurimman arvonsa tarkasteluajanhetkelld n
ksiit[n]<-Ksiiarvot[indeksi]
#Suurin ksii tarkasteluajanhetkelld n
rhoot [n]<-Rhooarvot [indeksi]
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#rhoon arvo jolla ksii saa suurimman
#arvonsa tarkasteluajanhetkelld n
#Kynnysarvon laskeminen; rinnakkaislaskennalla
#simuloidaan 10,000 kertaa tilanne jossa
#trendi ei muutu
numCores<-detectCores()
cl<-makeCluster (numCores)
clusterEvalQ(cl, {3})
clusterExport(cl=cl,
varlist=c("data","n","lambdat","optimiKsii",
"ksii","alpha","k"), envir=environment())
SIM<-unlist(parLapply(cl, 1:10000,function(x){
arvoja<-vector();
for(i in 1:length(data)){
arvojalil<-rpois(1,lambdat[i])
}
ksiitil<-vector();
for(v in 1:n){
pO<-optimiKsii(0.01,2,n,v,n,p2,alpha/k,
lambdat/k,arvoja/k)
ksiitl[v]l<-ksii(n,v,n,p0,alpha/k,
lambdat/k,arvoja/k)
}
return(max (ksiit1))
}), use.names = FALSE)
stopCluster(cl)
kynnysarvo[n]<-min (SIM[SIM>quantile (SIM,1-tn)])
if (kynnysarvo[n]==Inf){
kynnysarvo[n]<-ksiit[n]+0.1
}
#Valitaan halutun prosenttiosuuden pienin arvo
#simuloiduista arvoista
if (ksiit[n]>=kynnysarvo[n]){
#Tapahtuu hdlytys ja tehd&&n ennuste
pnl=rhoot[n] #rhoon arvo
vnl=veet[n] #ajanhetki
#Luodaan ennuste, ennusteen laskemisen
#ajaksi lambdan arvot on kerrottu arvolla
#1000 jotta ennuste on tasaisempi
Ennuste<-vector()
lambdat2<-lambdat;
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if (vnl==1){
lambdat2[1]<-lambdat2[1]*pni;
Ennuste[1]<-rpois(1,lambdat2[1]*1000)
for(i in 2:length(data)){
lambdat2[i]<-lambdat2[i-1]*alpha*pnl;
Ennuste[i]<-rpois(1,lambdat2[i]*1000)
+
telsed{
for(i in 1:length(data)){
if (i<vn1){
Ennuste[i]l<-datal[i]*1000
telseq{
lambdat2[i]<-lambdat2[i-1]*alphaxpnl;
Ennuste[i]l<-rpois(1,lambdat2[i]*1000)
}
}
}
Ennuste<-Ennuste/1000
lista<-1list("indeksi"=n,"rhoo"=pnl,"v"=vnl,
"Uusi ennuste'"=Ennuste,
"Uudet lambdat'"=lambdat2,
"SR-arvot'=ksiit,
"Kynnysarvot'=kynnysarvo,
"Rhoot"=rhoot, "V'"=veet)
return(lista)
}
if (n==1length(data) && ksiit[n]l<kynnysarvol[n]){
print ("Ei hilytysta!")
lista<-1list("indeksi"="tyhja","rhoo"=1,
"y"=n, "Uusi ennuste"=0, "Uudet lambdat"=0,
"SR-arvot'=ksiit, "Kynnysarvot'=kynnysarvo,
"Rhoot"=rhoot, "V"=veet) return(lista)
}
}

#optimiKsii() -funktio saa parametreiksi;
#alaraja = vdlin alaraja jolla ksii()-funktiota
#maksimoidaan

#ylaraja = vdlin yldraja jolla ksii()-funktiota
#maksimoidaan
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#n = tarkasteltavan datan koko

#v = ajanhetki jolloin muutos tapahtuu

#1i = parametrin i arvo Shiryaev-Robertsin havaintoluvussa
#p = on tuntematon, jolle ksii()-funktiota maksimoidaan

#alpha = alkuperdinen muutos havaintojen valilla

#lambdat = lambdojen arvo kun muutosta ei ole tapahtunut
#arvot = vektori havainnoista joista trendimuutos halutaan
#loytaa

#optimiKsii()-funktio palauttaa parametrin p arvon,

#jolla funktio ksii()-saa suurimman arvonsa

optimiKsii<-function(alaraja,ylaraja,n,v,i,p,
alpha,lambdat,arvot){
ksii2<-function(p){
return(ksii(n,v,i,p,alpha,lambdat,arvot))
}
o<-optimize(ksii2,interval=c(alaraja,ylaraja),maximum=TRUE) ;
palautus<-o$maximum
if(is.na(o$objective)){
palautus<-1
}

return(palautus)

#ksii()-funktio saa parametreiksi;

#n = tarkasteltavan datan koko

#v = ajanhetki jolloin muutos tapahtuu

#1 = parametrin i arvo Shiryaev-Robertsin havaintoluvussa
#p = intensiteetin muutoskerroin

#alpha = alkuperdinen muutos havaintojen vdlilla

#lambdat = lambdojen arvo kun muutosta ei ole tapahtunut
#arvot = vektori havainnoista joista trendimuutos halutaan
#loytaa

#ksii()-funktio palauttaa Shiryaev-Robertsin sarjan luvun

ksii<-function(n,v,i,p,alpha,lambdat,arvot){
a=1;
summa=0;
lambdapilkut<-lambdat
if (v<n)A{
for(j in v:n){
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lambdapilkut [j]1<-lambdapilkut [j]1*(p~a);
a=a+tl;
}
}
for(k in 1:i){
eksponentti=0;
kertoja=1;
for(j in k:i){
eksponentti<-eksponentti+(lambdat[j]-lambdapilkut[j]);
kertoja<-kertojax((lambdapilkut[j]/lambdat[j])) ~arvot[j];
}
summa<-summa+exp (eksponentti)*kertoja;
if (is.na(summa+exp (eksponentti) *kertoja)){
summa<-summa+0
Yelse{
summa<-summa+exp (eksponentti)*kertoja;
}
}
return(summa)

}

#Tuodaan data, ensin vakiluku vuosina 1999-2018
#ja sitten tiedot tyokyvyttomyyseldkkeelle
#jddneistd vuosina 1999-2018. vakiluku.xlsx
#sisdaltaa Suomen vakiluvut eri ikdluokittain

vakilukukaikki<- read_excel('"vakiluku.xlsx",
sheet = "YHTEENSA")
elakkeet<-read_excel("elakkeet.xlsx")

#elakkeet.xlsx sisaltad tyodkyvyttomyyseldkkeelle
#jadneet eri luokissa kuukausittain vuosien
#1999-2018 aikana

vuositaso<-sqldf (’select vuosi, sum(lkm)
as total from elakkeet where ika="9"
and sex="9" and laji="9" and

diag="9" group by vuosi’)

#Tassd tarkastellaan kaikkia tyOkyvyttomyys-
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#elakkeelle jddneitd yhteensi

#Lasketaan vaestoon suhteutettu tyokyvyttomyys-
#eldkkeelle jadneiden lukumddrd ja kerrotaan se
#luvulla 100 ja skaalauskertoimella k

k=1000

vakiluku<-vakilukukaikki$ika9

#Valitaan oikean ikaluokan vakiluvut
suhteutettu<-vuositaso$total/vakiluku
suhteutettuts<-ts(suhteutettu*100*k, start = c(1999),
end = c(2018), frequency = 1) #Luodaan aikasarja

#Luodaan ennuste ajalle ennen varsinaisia havaintoja.
#Ennusteen avulla mddritellddn alphan arvo aluksi

data<-suhteutettuts

ylaraja<-7 #Valitaan kuinka monta arvoa aineistosta
#otetaan ennusteen tekoa varten

x<-data[l:ylarajal

tsx<-ts(x,start = c(1999),end = c(1999+ylaraja-1),
frequency = 1)

revx<-ts(rev(tsx),frequency = 1) #Ki&nnetddn data
fc<-forecast(auto.arima(revx),ylaraja) #Tehddin ennuste
fcfmean<-ts(rev(fc$mean) ,end=tsp(tsx) [1]-1, frequency = 1)
#Kaannetddn data uudestaan ja luodaan aikasarjan
fc$upper<-fc$upperl[ylaraja:1,]
fc$lower<-fc$lower[ylaraja:1,]

fcPx<-tsx

uusi<-ts(c(fc$mean,datall:ylarajal), start=c(1999-ylaraja),
end = c(1999+ylaraja-1),frequency = 1)

#Yhdistetddn ennuste ja data yldrajaan asti
kerroin<-vector ()

for(i in 1:length(uusi)-1){
kerroin[i]<-(uusili+1]-uusi[i]) /uusilil

}

#Lasketaan kuinka paljon arvot kasvavat

#suhteessa edelliseen

b=mean(kerroin)

a=1+b #Alphan arvo aluksi

lambda<-data[1]/a #lambdanolla

#Luodaan alkuennuste:
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alkuennuste<-vector()
lambdat<-vector()
for(i in 1:20){
alkuennuste[i]<-rpois(1,lambda*(a~(i))*1000)
lambdat [i]<-lambdax* (a~i)
+
#alkuennusteen siloittamiseksi lambdat kerrotaan arvolla
#1000
alkuennuste<-alkuennuste/(k*1000)
alkuennustets<-ts(alkuennuste,start = ¢(1999), end =
c(2018) ,frequency = 1)
uusidata<-data
tn<-0.1 #Va&ran hdlytyksen todenndkoisyys desimaalilukuna
tulokset<-1list() #T&hidn tallennetaan
#Shiryaev-Robertsin menetelmén tulokset
ennusteet<-1list() #Tdhin tallennetaan
#Shiryaev-Robertsin menetelmdn avulla tehdyt
#uudet ennusteet
indeksi<-c(1)
Vuosiluvut<-vector()
minimit<-c{(min(alkuennustets) ,min(suhteutettuts/k))
maksimit<-c(max(alkuennustets) ,max(suhteutettuts/k))
lopetus<-0
i=1
#Toistetaan Shiryaev-Robertsin menetelmii
#kunnes ollaan kdyty l&pi koko aineisto
#Tulokset ja ennusteet tallennetaan listoiksi.
while(lopetus==0){
tulos<-ShiryaevRobertsTrendi(uusidata,a,tn, k)
if (tulos$indeksi=="tyhja"){
tulokset[[i]]<-tulos lopetus<-1
Yelse{
tulokset[[i]]<-tulos
indeksil[i+1]<-tulos$indeksi
ennuste<-ts(c(datal[l: (indeksil[i]+tulos$v-2)],
tulos$‘Uusi ennuste‘[tulos$v:
length(tulos$‘Uusi ennuste)]), start=c(1999),
end = c(2018),frequency = 1)
minimit [i+2]<-min(ennuste/k)
maksimit [i+2]<-max (ennuste/k)
indeksili+1]<-indeksil[i]+tulos$indeksi-1
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if (indeksi[i+1]1>20){
lopetus<-1
}
ennusteet[[i]]<-ennuste/k
a<-ax*tulos$rhoo
uusidata<-uusidatal(tulos$indeksi) :length(uusidata)]
i=i+1

#Tehddan kuva:
rajat<-c(min(minimit) ,max(maksimit))
plot(alkuennustets,type="0",col=2,pch=20,
1ty=2,ylim=rajat,x1im=c(1999,2018), ylab="", xlab="")
par (new=T)
for(i in 1:(length(indeksi)-1)){
plot(ennusteet[[i]],type="0",col=1i+2,pch=20, 1lty=2,
ylim=rajat,x1im=c(1999,2018) ,ylab="", xlab="")
par (new=T)
Vuosiluvut[il<-vuositaso$vuosilindeksi[i+1]]
}
plot(data/k,type="0",col=1,pch=20, lty=1,
ylim=rajat,x1im=c(1999,2018),ylab="Vuosittainen
tyokyvyttomyyseldkkeellesiirtymisaste (%)", xlab="Vuosi")
par (new=T)
abline(v=c(1999:2018), col="lightgray",lty="dotted")
abline(h=seq(floor(rajat[1]),ceiling(rajat[2]),0.1),
col="lightgray",lty="dotted") legend("topleft",legend =
c("Havaittu","Arvio alussa'",Vuosiluvut),
col=c(1,2,c(2+1(length(indeksi)-1))),
pch=rep(20,length(indeksi)+1) ,text.col = "black")

24



Kirjallisuutta

[1]

2]

3]

[4]

5]

[6]

7]

18]

D Abgrall, M Habart, C Rainer, A Sow (2018) Exploring the longevi-
ty risk using statistical tools derived from the Shiryaev-Roberts proce-
dure. FEuropean Actuarial Journal 8:27-51. https://doi.org/10.1007/
$13385-018-0168-4

AS Polunchenko, AG Tartakovsky (2010) On optimality of the Shi-
ryaev-Roberts procedure for detecting a change in distribution. The
Annals of Statistics 38(6):3445-3457. https://www.jstor.org/stable/
29765270

J Rantala, M Hietaniemi, H Nyman, M Laaksonen, S Kuivalai-
nen (2017) Tyokyvyttomyyselikkeensaajien —eliketurva ja  toi-
meentulo  2000-luvulla.  Eldketurvakeskuksen  tutkimuksia. https:
/ /www.etk.fi/wp-content /uploads/Tyokyvyttomyyselakkeensaajien
elaketurva_ja_ toimeentulo 2000 luvulla.pdf

M Pollak, AG Tartakovsky (2009) On optimality properties of the
Shiryaev-Roberts procedure. Statistica Sinica 19(4): 1729-1739. https:
/ /www.jstor.org/stable/24308927

SW Roberts (1966) A Comparison of Some Control Chart Procedures.
Technometrics 8(3):411-430. https://www.jstor.org/stable /1266683

AN Shiryaev (1963) On optimum methods in quickest detection
problems. Theory of probability and its applications 8(1):22-46

Suomen virallinen tilasto (SVT): Viestorakenne [verkkojulkaisu].
[SSN=1797-5379. Helsinki: Tilastokeskus |viitattu: 3.4.2020|. Saantita-
pa: http://www.stat.fi/til /vaerak /tau.html

M Laaksonen (2019) Tyokyvyttomyyselikkeel-
le siirtyneiden mAaara kadntyi kasvuun 2018. Ela-
keturvakeskuksen blogit https://www.etk.fi /blogit/

tyokyvyttomyyselakkeelle-siirtyneiden-maara-kaantyi-kasvuun-2018 /

29


https://doi.org/10.1007/s13385-018-0168-4
https://doi.org/10.1007/s13385-018-0168-4
https://www.jstor.org/stable/29765270
https://www.jstor.org/stable/29765270
https://www.etk.fi/wp-content/uploads/Tyokyvyttomyyselakkeensaajien_elaketurva_ja_toimeentulo_2000_luvulla.pdf
https://www.etk.fi/wp-content/uploads/Tyokyvyttomyyselakkeensaajien_elaketurva_ja_toimeentulo_2000_luvulla.pdf
https://www.etk.fi/wp-content/uploads/Tyokyvyttomyyselakkeensaajien_elaketurva_ja_toimeentulo_2000_luvulla.pdf
https://www.jstor.org/stable/24308927
https://www.jstor.org/stable/24308927
https://www.jstor.org/stable/1266688
http://www.stat.fi/til/vaerak/tau.html
https://www.etk.fi/blogit/tyokyvyttomyyselakkeelle-siirtyneiden-maara-kaantyi-kasvuun-2018/
https://www.etk.fi/blogit/tyokyvyttomyyselakkeelle-siirtyneiden-maara-kaantyi-kasvuun-2018/

	Johdanto
	Shiryaev-Robertsin menetelmä
	Optimaalisuusominaisuudet
	Kynnysarvo
	Poisson-jakauma
	Estimoidun intensiteetin muutoskertoimen konsistenssi

	Muutoksen havaitseminen Shiryaev-Robertsin menetelmällä
	Shiryaev-Robertsin menetelmä tason muutokselle
	Shiryaev-Robertsin menetelmä trendimuutokselle

	Työkyvyttömyyseläkkeelle siirtyneiden tarkastelu
	Aineisto
	Menetelmä käytännössä
	Väärän hälytyksen todennäköisyyden ja skaalauskertoimen vaikutus
	Työkyvyttömyyseläkkeellesiirtymisasteen trendimuutos
	Ikäryhmät
	Sairauspääryhmät

	Loppupäätelmät
	Liitteet
	Ohjelmalistaus
	Kirjallisuutta

