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1 Johdanto

Halusin tehd& lopputyon, jonka tekeminen olisi minulle mielekéstd ja josta
olisi minulle hyotyd myos tulevaa opettajanuraani ajatellen. Tamén tutkiel-
man tarkoitus onkin soveltua lukion pitkdn matematiikan syventaviksi kurs-
siksi ja toivon, ettd saan itse testata sen toimivuutta tulevaisuudessa. Kurs-
si edellyttdd pohjatietona differentiaali- ja integraalilaskennan perustietojen
hallintaa, joten olisi toivottavaa, ettda oppija osallistuisi kurssille vasta lukion

viimeisena vuotena, kun suurin osa matematiikan kursseista on kéyty.

Usein mietitd&n mihin matematiikkaa tarvitaan ja mitd hyotyd koulu-
matematiikasta ylipddtdan on. Monissa kdytdnnon tilanteissa esille tulevia
ongelmia voidaan kuvata sellaisen matemaattisen mallin avulla, joka on dif-
ferentiaaliyht&lo. Differentiaaliyhtélot ovatkin yksi tdrkeimmistd matematii-
kan sovellusmenetelmistd, silld niiden sovellusalat vaihtelevat luonnontieteis-
td tekniikkaan ja kaupallisiin tieteisiin. Jos esimerkiksi biologiassa halutaan
tutkia tautien levidmisti, populaatioiden kasvua tai vesistdjen saastumista,
torméatadn valttamattd differentiaaliyhtélihin. Lisdksi yksinkertaisten diffe-
rentiaaliyhtéléiden hallinta auttaa, kun halutaan ratkaista fysiikan liikeyhté-
16ita tai tarkastella sdhkoisia virtapiirejd sekd aineen radioaktiivista hajoa-
mista. My6s talouseldmaésséd yrityksen kasvua ja tuottoa ennustettaessa tai
kemiassa tutkittaessa esimerkiksi liuosten sekoittumista toisiinsa, tarjoavat

differentiaaliyhtalot loistavan tydkalun.

Téssé tutkielmassa tarkoitus on ensin tutustuttaa oppilaat differentiaa-
liyhtélon késitteeseen, jonka jélkeen kasvatetaan laskurutiinia esimerkkien ja
itse tehtavien harjoitustehtidvien avulla. Lopuksi vasta tarkastellaan varsinai-
sia sovellusesimerkkejé, joiden tarkoitus on, ettd oppijalle muodostuisi mah-
dollisimman monipuolinen kisitys ongelmatilanteista, joista voidaan muodos-
taa matemaattisena mallina differentiaaliyhtdld. Sovellusesimerkit on pyrit-
ty valitsemaan mahdollisimman laajalti eri aihealueilta, jotta voidaan ottaa
huomioon eri oppilaiden erilaiset kiinnostusten kohteet ja jatko-opintotoiveet
seki korostaa differentiaaliyhtéldiden tuomaa laajaa hyotya arkielaméaan. Var-
sinkin psykologiaan liittyvien esimerkkien tarkoitus on toimia motivaatiota

kasvattavana tekijind tuoden esille matematiikan soveltuvuutta mita yllat-



tdvimmissad yhteyksissa.

Voidaan esimerkiksi tarkastella sellaista bakteerikantaa, jonka lisdanty-
misnopeus hetkelld ¢ on suoraan verrannollinen bakteerimadrdin kyseisel-
14 hetkelld. Olkoon y(t) bakteerimééra hetkelld ¢. Téssd vaiheessa on syyté
palauttaa mieleen, ettd derivaatta ilmaisee funktion kasvunopeutta tietyssé
pisteessd. Talloin siis bakteeriméérin lisddintymistd kuvaa funktion y(t) de-
rivaatta y'(t). Tiedetdén, ettd bakteerimairan kasvunopeus on suoraan ver-

rannollinen bakteerimadran, joten paadytaan yhtialoon
y'(t) = ky(t), jossa k > 0 on verrannollisuusvakio.

Téamén yhtilon ratkaisuna saataisiin bakteerimééra y(t), josta voitaisiin las-
kea bakteerien mé#ra milla tahansa hetkella ¢. Téassa oli vain yksi esimerkki
mallista, joka on differentiaaliyhtélo. Talla kurssilla opitaan menettely mi-
ten muun muassa ylla olevaa muotoa olevat yhtilot saadaan ratkaistua hyvin
yvksinkertaisella menetelmélld, mutta téstd enemmén tuonnempana.

Tarkeimpinad ldhdemateriaalina ovat olleet lukion pitkdn matematiikan
oppikirjat [3] ja [2], jotka ovat olleet suuntaa antavana esimerkkini siitd mi-
ten laajasti ja mistd ldhtokohdista kisin differentiaaliyhtéloitd on lukiossa
aikaisemmin késitelty. Liséksi lihteet [1] ja [6] ovat tarjonneet ideoita hyviin
sovellusesimerkkeihin hieman muokattuna tai sellaisenaan. Téssé tutkielmas-
sa oleviin harjoitustehtiviin olen vinkkié katsonut edellimainituista ldhteisté,
mutta olen pyrkinyt muokkaamaan niité, jotta gradu olisi mahdollisimman
pitkille oma tuotokseni. Osan tehtévistd olen keksinyt itse.

Seuraavaksi tarkastellaan vield lihemmin kunkin kappaleen sisilt6a. Joh-
dannon jélkeisessd, tutkielman toisessa luvussa, tutustutaan differentiaaliyh-
taloon liittyviin keskeisiin késitteisiin, harjoitellaan yksinkertaisia laskuteh-
tavid ja hahmotellaan ratkaisukdyrien piirtdmista kisin. Kolmannessa luvus-
sa tarkastelu keskittyy ensimmadisen kertaluvun differentiaaliyhtéléihin. En-
sin tutustutaan separoituvan differentiaaliyhtilén ratkaisemiseen sekd muun-
noksiin, joilla saadaan differentiaaliyht&lé muunnettua separoituvaksi. Edel-
leen edetddn ensimmadisen kertaluvun lineaariseen differentiaaliyhtdloon ja
tarkastellaan erikseen homogeenista ja epdhomogeenista tapausta. Lopuksi,

kolmannen luvun lopulla, kisitellddn ensimmaéiseen kertalukuun liittyvia so-



vellusesimerkkeji. Neljinnessa luvussa késitelldén toisen kertaluvun differen-
tiaaliyhtdldiden ratkaisua ja luvun lopulla tarkastellaan joitakin usein esille
tulevia sovelluksia. Viidennessd luvussa tutustutaan differentiaaliyhtéléiden
numeerisiin ratkaisuihin Eulerin menetelmdlld ja Eulerin keskipistemenetel-
mdalld. Tutkielman viimeisessé luvussa otetaan pikainen katsaus differentiaa-
liyvhtéloiden ratkaisemiseen Mazima-tietokoneohjelman avulla, jonka tarkoi-
tus on kannustaa oppilaita kiyttdmaan tietokonetta matematiikan opiskelun
tukena.

Lopuksi haluan vield toivottaa tuleville oppilailleni ja tietysti kaikille, jot-
ka graduani lukevat, oikein nautinnollisia luku-ja opiskeluhetkia tutkielmani
parissa. Opiskelu, kuten elami ylipdédtédéan, ei aina ole helppoa, eikd pidakain
olla. Varsinkin nuorten opiskelijoiden on syytd muistaa, ettd eliménsé eteen
on tehtdvd toitd. On mietittdvd omia tavoitteitaan ja sitd miten ne halu-
aa saavuttaa. Joinakin hetkind on hyvi menné sieltd missi aita on matalin,
mutta ei aina. Kun oikein tavoittelee jotakin ja sen saa, tyydyttda lopputu-
los enemman, kun tietdd tehneensi toitd sen eteen. Lisdksi haluan painottaa,
ettei tarvitse olla niin sanottu allin ylioppilas parjitikseen téssi eldméssa.
Kaikki ldhtee itsestid ja omasta motivaatiosta. Kaikkea ei tarvitse tietda, tar-
kedd on, ettd haluaa ottaa selvdd. Parasta opiskelussa on se, kun saa opis-
kella sitd mistd todella pitdd. Toivon, ettd 1dydatte sen saman opiskeluun
liittyvan hyvan olon tunteen, jonka min& olen l6ytidnyt matematiikan opin-
tojeni sekd tdmén kirjallisen tutkielmani aikana. Ajatellessani ketd kiittaisin
tdmén gradun valmistumisesta, mietin aluksi kenen ansiota on, ettid kirjoi-
tan graduani nimenomaan matematiikasta. Néin ollen haluankin kiittaa koko
matematiikan laitosta kuluneista vuosista, silld olen nédiden opiskeluvuosien
aikana vasta tajunnut, kuinka mielenkiintoista ja haasteellista matematiikka
oikein on. Lisdksi haluan kiittd4 ohjaajaani Matti Vuorista nopeasta graduni
tarkastamisesta. Limmin kiitos tietysti myds kaikille niille, enemmaén ja vé-
hemman rakkaille ldheisille, jotka ovat jollain tavalla olleet mukana graduni

etenemisessd, jos ei muuten niin sivustaseuraajana ja kuuntelijana.



Ajankaytto

Talla sivulla on ajankdyttoehdotelma siitd kuinka paljon opettaja voi-
si kiyttda aikaa kunkin asian kisittelemiseen. Syytd on muistaa, ettd tdmé
ehdotelma on ainoastaan suuntaa antava ja opettaja voi itse oppilaiden mie-
lenkiinnon ja osaamistason mukaan edetd haluamaansa tahtia. Lisdksi huo-
mautan, ettd tata kirjoittaessani minulla ei ole tietoa kuinka haastava kurs-
sin asia on lukion oppilaille ja koska differentiaaliyhtdlot ovat poikkeuksetta
vksi tdrkeimmistd matematiikan sovellusmenetelmisté, on térkedd etta asiat
kisitelladn hitaasti ja perusteellisesti, jottei turhautumista tapahtuisi. Toi-
saalta, koska differentiaaliyhtl6itd painotetaan vahén tai ei lainkaan lukion
opetussuunnitelmassa, antaa se opettajalle vapauden painottaa asioita ha-

luamallaan tavalla.
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2 Peruskasitteet

Olkoon R reaalilukujen joukko ja A reaaliakselin véli (A C R). Usein mer-
kitaan A = [a,b] (suljettu vili), A = (a,b) (avoin vili) ja A = [a,b) tai
A = (a, b] (puoliavoin véli). Jos ei erikseen ole mainittu, voidaan olettaa etti
A =R.

Merkintd f : A — R tarkoittaa, ettd funktion f maarittelyjoukko on A
ja arvojoukko on R. Toisin sanoen jos f(z¢) = yo, niin zg kuuluu joukkoon
A (merkitddn zy € A) ja yo on reaaliluku (merkitdédn yy € R).

Talla kurssilla tarkasteltavat funktiot ovat maarittelyvilillddn jatkuvia ja

niilld on derivaatat olemassa kertalukuun & saakka, missid k£ = 2 tai k = 3.

2.1 Differentiaaliyhtilo

Differentiaaliyhtdlé on yhtalo, jossa esiintyy muuttujan x lisiksi funktio f(x)
ja sen derivaattoja f'(x), f"(x), f"(x)...Differentiaaliyhtélon kertaluku on
k jos siind esiintyvan korkeimman derivaatan kertaluku on k. Esimerkiksi
differentiaaliyhtdlon f'(x) = xf”(x) + 7 kertaluku on kaksi, koska yhtdlossa
funktion f(z) korkeimman derivaatan f”(z) kertaluku on kaksi.
Differentiaaliyhtiloissd usein merkitdin y = f(z), jolloin ensimméinen
derivaatta muuttujan x suhteen on y' = f’(z), toinen derivaatta on
y”" = f"(z) ja niin edelleen. Talléin edellisessd kappaleessa esiintynyt dif-
ferentiaaliyhtdlo f'(z) = zf”(x) + 7 voidaan kirjoittaa yksinkertaisemmin
muodossa y' = zy” + 7.
Differentiaaliyhtalon ratkaisulla tarkoitetaan sellaista funktiota

y: A — R, joka tarkasteluvililla yhtaloon sijoitettuna toteuttaa yhtalon.

Esimerkki 2.1 Osoita, ettd funktio y = e*/2 —x — 2 on differentiaaliyhtilon
2y’ — y = x ratkaisu.

Derivoidaan funktio y, jolloin saadaan y' = %61/2 — 1. Sijoitetaan y ja 1/
yhtdloon 2y’ — y = x ja huomataan, ettd ne toteuttavat sen:

2-(3e%/2 —1) — (¢*/? — x — 2) = z. Funktio y on siis yhtilon ratkaisu.

3



Differentiaaliyhtidlon ratkaisemisella tarkoitetaan kaikkien sellaisten funk-
tioiden y : A — R méirittdmistd, jotka toteuttavat kyseisen yhtalon. Tal-
ldisid yhtalon toteuttamia ratkaisuja on yleensd dédreton maira. Mikd tahan-
sa ratkaisu, joka toteuttaa differentiaaliyhtdlon, on yhtalon yksittdisratkaisu.
Differentiaaliyhtalon yleinen ratkaisu sisdltdd yhden tai useamman mielival-
taisen vakion ja eri vakion (vakioiden) arvolla saadaan eri ratkaisu. Joissakin
tapauksissa etsitddn ratkaisua, joka toteuttaa alkuehdon tai -ehdot. Alkueh-
dot ovat muotoa f(zo) = yo, f'(x0) = y1 jne. (eli y(zo) = yo, ¥'(z0) = y1 jne.),
jossa xg € A ja yo, y1,. .. € R. Alkuehtojen avulla voidaan yleensid méaaréita
vakioille yksikésitteiset arvot, jolloin ne rajaavat differentiaaliyhtalon ratkai-
sujen madrin yhteen.

Usein annetulle muuttujalle x voidaan laskea halutulla tarkkuudella rat-
kaisun arvo y(x) , vaikka ratkaisun y lauseketta ei tunnettaisi. Téta tarkastel-
laan lahemmin tutkielman lopulla luvussa "Differentiaaliyhtdlon numeeriset

ratkaisut".

Esimerkki 2.2 a) Etsi ensimmdisen kertaluvun differentiaaliyhtalon
y' = sin x kaikki ratkaisut.
Ratkaistaan integroimalla y = [sinz do = —cosxz+ C, jossa C on integ-

roimisvakio. Yhtilon gyleinen ratkaisu on ndin ollen muotoa
y=—cosx + C,

jossa C on mielivaltainen vakio.
b) Maérita se a-kohdan ratkaisu, joka toteuttaa alkuehdon f(7) = 2.
Alkuehdon f(m) = 2 toteuttama ratkaisu saadaan, kun sijoitetaan a-

kohdan ratkaisuun x = 7, y = 2 ja ratkaistaan vakio C"

f(ﬂ-):_COSﬂ'—f—C — _(_1)+Col‘gva2
C = L

Kysytty yksittdisratkaisu on

y=—cosz + 1.



Esimerkki 2.3 a) Mikd on toisen kertaluvun differentiaaliyhtélon y” = 3
yleinen ratkaisu?

Ratkaistaan integroimalla y' = [ 3 dz = 3z + C} ja tésté edelleen
y= [(3z + C1) dz = 2% + Ciz + Cs. Yleinen ratkaisu on siis muotoa

3
Yy = §x2+01x+02,

jossa (' ja Cy ovat integroimisvakioita.
b) Maaritd se yksittiisratkaisu, jolle on voimassa alkuehdot y(0) = 0 ja
y'(0) = 3.

Sijoitetaan alkuehdot a-kohdassa ratkaistuihin yhtél6ihin y ja y':

y’(O) :3‘0+Cl Oltgva?)
y(0) =32-024Cy-0+C, 2%,

Sijoitetaan vakiot a-kohdan yleiseen ratkaisuun ja kysytty alkuehdot toteut-

tava yksittiisratkaisu on

3
Y= 512 + 3.

Harjoitustehtavia

2.1 Osoita, ettd funktio y = 22 + C on differentiaaliyhtélon y” = 2 ratkaisu.
2.2 Osoita, etti funktio f(z) = e~ toteuttaa differentiaaliyhtilon

f(w) +3f'(x) +2f(x) = 0.

2.3 Maarita differentiaaliyhtalon y” = e™* + 1 yleinen ratkaisu.

2.4 Maarita differentiaaliyhtalon ¢y’ = —x se yksittéisratkaisu, joka kulkee
pisteen (2,1) kautta.

2.5 Ratkaise differentiaaliyhtilé y”(z) — sinz = 2 alkuehdolla y(0) = 1 ja
y'(0) =L

2.6 Osoita, ettii kaikki muotoa f(z) = Ciz + £ olevat funktiot, missi C; ja

Cs ovat vakioita ja x # 0, toteuttavat differentiaaliyhtalon
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2?y” + xy’ —y = 0. Maéritd edelleen funktio f(z), jonka nollakohta on 1 ja
jonka kuvaaja kulkee pisteen (3,8) kautta.
2.7 Muodosta ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtilo, jonka ratkaisuja
ovat kaikki funktiot

a) f(x) = ax, a vakio

b) f(z) = ax + 1, a vakio

¢) f(x) =z + a, a vakio.

2.2 Ratkaisuparvi

Differentiaaliyhtdlon ratkaisut muodostavat yhdessa ratkaisuparven ja edel-
leen kuvaajaan piirretyt kiyrat muodostavat kdyriparven. Annetun differen-
tiaaliyhtalon yleinen ratkaisu voidaan méaérittda ja eri vakion arvolla saadut

ratkaisut voidaan piirtdd kuvaan. Kuvassa 1 on esitetty esimerkin 2.2 yleisen

ratkaisun y = — cosz 4+ C kuvaajat vakion C' arvoilla -1, 0, 1 ja 2.
y
3
2
5 X

Kuva 1: Yhtélon y = — cosx + C kuvaajat vakion C arvoilla -1, 0, 1 ja 2.

Joillakin tietokoneohjelmilla, kuten Mathematica, Matlab, Maple jne., voi-
daan piirtaa tiettyjen differentiaaliyhtéldiden ratkaisuja, ilman ettd kiyttdjan
itse tarvitsee yhtdloa edes ratkaista. Toisaalta yksinkertaisten, ensimmaéisen
kertaluvun differentiaaliyhtéloiden, ratkaisuparven kuvaajat voidaan hahmo-
tella myos késin vaikkei ratkaisun lauseketta tiedetd. Menetelméd kutsutaan

1sokliinimenetelmdaksi ja sita tarkastellaan lahemmin seuraavassa esimerkissa.



Esimerkki 2.4 Hahmottele graafisesti differentiaaliyhtalon ¢’ = x + y rat-
kaisuparven kuvaajat.

Koordinaatistoon piirretdén lyhyitd patkid ratkaisukdyrien tangenteista
eli niin sanottuja suunta-alkioita. Kussakin pisteessi ratkaisukiyrd kulkee
tangenttinsa suuntaisesti, joten ndiden tangenttien avulla voidaan hahmo-
tella ratkaisuparven kuvaajia, silld y' maéraé pisteeseen (z,y) piirretyn kéy-
rin tangentin kulmakertoimen. Téll6in piirretdén kuhunkin pisteeseen (x,y)
suunta-alkio, jonka kulmakerroin on 3’ = x + y. Esimerkiksi pisteeseen (1,0)
piirretyn suunta-alkion kulmakerroin on 14+-0=1 ja pisteeseen (2, 1) piirretyn
suunta-alkion kulmakerroin on 2+1=3 jne. Kuvaan 2 on piirretty kiyrien

suunta-alkiot ja ratkaisuparven kuvaaja kolmella vakion arvolla.

Kuva 2: Differentiaaliyhtélon ¢y’ = y + x ratkaisukéyrien suunta-alkiot.

Harjoitustehtivia

2.8 Hahmottele isokliinimenetelmélla differentiaaliyhtdlon ¢ = x — y ratkai-
suparven kuvaajat.

2.9 Hahmottele isokliinimenetelmélla differentiaaliyhtélon 3’ = y ratkaisu-
parven kuvaajat.

2.10 a) Hahmottele isokliinimenetelmélld differentiaaliyhtélon ' = 2 ratkai-
suparven kuvaajat.

b) Ratkaise differentiaaliyht&lo ja piirrd ratkaisuista kuva kolmella eri vakion

9



C arvolla.

c¢) Vertaa a-ja b-kohdan tuloksia keskendén.

2.11 a)Kirjoita differentiaaliyhtélo, jonka ratkaisukéiyrilld kulmakerroin on
4o + 1.

b) Ratkaise yhtlo ja piirrd ratkaisujen kuvaajat kolmella eri vakion C' arvolla.

c¢) Ratkaise differentiaaliyhtéls, kun alkuehto on y(1) = 4. Piirrd kuva.

10



3 Ensimmaiisen kertaluvun differentiaaliyhtalot

Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtélo sisdltda muuttujan x lisdksi funk-

tion y ja sen ensimméisen derivaatan y’. Yhtdlon normaalimuoto on

y/ = f(w7y),

jossa [ : Ay X Ay — R. Funktio % riippuu siis muuttujasta z ja tunte-
mattomasta funktiosta y. Normaalimuodossa on oleellista, ettd korkeimman
derivaatan 3’ kerroin on yksi. Silld milla puolella yhtéldisyysmerkkid termit
sijaitsevat ei ole vilid, joten muotoa y' — f(z,y) = 0 voidaan my6s kutsua
normaalimuodoksi. Esimerkiksi yhtdlot v = z 4+ y ja ¥’ = xy + 7 ovat nor-
maalimuodossa, mutta ne voidaan kirjoittaa myds muotoon iy —y —x = 0 ja
y' —xy —7 = 0, jolloin ne ovat edelleen normaalimuodossa. Sen sijaan yht&lo
xy’ = 3y ei ole normaalimuodossa, koska derivaatan 3’ kerroin ei ole yksi.
Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtilon yleisessé ratkaisussa on yk-

si mielivaltainen vakio. Vakion ratkaisemiseksi tarvitaan alkuehto y(zo) = .

3.1 Separoituvat differentiaaliyhtalot

Maaritelma 1. Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtlé on separoituva

jos se voidaan kirjoittaa muodossa

Y = hz)g(y), (1)

jossa h : Ay — R ja g : Ay — R ovat jatkuvia funktioita tarkasteluvileil-
lddn A; ja Ay C R ja lisdksi funktiolla g on korkeintaan dédrellinen mé&ara
nollakohtia. Separoituvuus tarkoittaa, ettd yhtalo voidaan kirjoittaa muodos-
sa, jossa yhtasuuruusmerkin toisella puolella on ainoastaan tuntemattomaan
funktioon y liittyvid termeja ja toisella puolella ainoastaan muuttujaan x
liittyvid termeja.

Separoituvan differentiaaliyhtilon ratkaiseminen. Kirjoitetaan yh-
talossd (1) ensin 3’ muodossa y' = g—i, jonka jalkeen kerrotaan ja jaetaan
yhtdlén molemmat puolet sopivasti niin, ettd y esiintyy vain yhtidlon vasem-

malla ja x vain yhtélon oikealla puolella:
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y = hx)g(y) merkitiin y’:g_g

W~ h(x)g(y) |- dz

dy — h(z)gly)dz  |:g(y) = lisdoletus g(y) # 0
% = h(x)dx

Yhtalon vasenta puolta voidaan kisitelld kuin se olisi muuttujan y funktio

ja oikeata puolta kuin se olisi muuttujan x funktio. Integroidaan molemmat

puolet:
i % = [ h(x)dx
i % = H(z)+C.

Mikali funktiot h(x) ja ﬁ ovat tarpeeksi yksinkertaisia funktioita ja ne pys-
tytddn integroimaan, 16ydetddn yhtalon yleinen ratkaisu. Tapaukset, jolloin
g(y) = 0, on tarkasteltava erikseen.

Tarkastellaan tilannetta, jossa jollekin C' € A, siten ettd y = C ja
g(C) = 0. Téllsin yhtalé (1) tulee muotoon y' = h(z)g(C) = h(z)-0 =10
ja sen on oltava yksi differentiaaliyhtilon ratkaisu, silld jos y = C niin sil-
lekin ¢y’ = 0. Taméa ei kuitenkaan sisdlly ylla kuvatulla menetelmalld saa-
tuun ratkaisuparveen, silli jaettaessa lausekkeella g(y) menetettiin tapauk-
seen g(y) = 0 mahdollisesti liittyvé ratkaisu. Télldiset ratkaisut ovat erikois-
ratkaisuja ja ne pitdd aina tarkastella erikseen yhtdlon tdydellisen ratkaisun
16ytamiseksi.

Kussakin tehtévissé, jossa alkuyhtilé on separoituva, voidaan edetd ku-
ten ylla. Joskus sopiva muunnos saattaa muuttaa tarkasteltavan yhtalon hel-
pommin kisiteltdvadn muotoon. Tilanteissa, joissa joudutaan jakamaan jol-
lakin lausekkeella, on mahdolliset erikoisratkaisut tarkasteltava erikseen, silla
ne eivit sisilly ratkaisuparveen. Menetelmii selvennetdin muutamalla esi-

merkilla.
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Esimerkki 3.1 Ratkaise differentiaaliyhtdlo ¢y = =,

Kirjoitetaan ensin 3 = g—i ja erotetaan muuttujat, jolloin saadaan

g_g -z |- da
dy = idx |-y
ydy = zdx.

Integroidaan yhtélon molemmat puolet:

/ydy:/xdx,

1, 1,
—y° = = C.
2y 290—1—

ja saadaan

Téastéd voidaan ratkaista y, kun kerrotaan yhtdlén molemmat puolet kahdella

ja otetaan puolittain nelidjuuri:
P = P+ C |- 2

y? = 2?2+2C l/

y=+Vva?+2C.

Koska 2C' on mielivaltainen vakio, voidaan merkitd 2C' = D, jolloin lopullinen

ratkaisu on

y=+Vvar2+ D, jossa D on reaaliluku.

Esimerkki 3.2 Ratkaise differentiaaliyhtdlo ¢ = xy + 4.
Yht&lo voidaan kirjoittaa muodossa y' = z(y+4), joten se on separoituva.

Kirjoitetaan y' = j—g ja erotetaan muuttujat, jolloin saadaan
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v — gy +4) |- dz

dx

dy = z(y+4)dz. s (y+4)=(y+4)#0
d

yTy4 = zdx.

Integroidaan yhtdlon molemmat puolet:

dy

= d
y+d /:px,

1
ln|y+4]:§x2+C.

ja saadaan

Tisti ratkaistaan y kilyttamilld hyviksi tietoa e™® = z ja poistamalla itseis-

arvomerkit:
Inly+4] = 2+C le
ly+4| = 22 +C0 = 5270 poistetaan itseisarvomerkit
y+4 = +e37°eC | —4
Yy = +e37eC — 4

Korvataan vakio +e¢ # 0 kirjaimella D # 0:
Y= Dez® — 4, jossa D # 0.

Ratkaisun alkuvaiheessa jaettiin lausekkeella y + 4, joten télldin oli tehté-
va lisdoletus y + 4 # 0 ja siksi ratkaisuparvi ei sisidlld mahdollista ratkaisua
y = —4. Yhtélon alkuperdisestd muodosta ¢y’ = z(y + 4) huomataan sijoitta-
malla, ettd vakiofunktio y = —4 toteuttaa yhtalon. Tamé vakiofunktio sisél-
tyy ratkaisuparveen y = De2®* — 4 vakion D arvolla 0. Alkuperiisen yhtéalon

taydellinen ratkaisu siis on

Yy = Dez® — 4, jossa D on reaaliluku.
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Harjoitustehtivia

3.1 Mitka seuraavista differentiaaliyhtéloistd ovat separoituvia?

a) f'(x) +a’f(x) =0 d) y = ay + 2
b) y' =z —2y'y e) 2y’ + (y> +1)e ™y =0
c) f'(x) =x

3.2 Ratkaise differentiaaliyhtilo ¢y’ = 2y ja méérita se yksittédisratkaisu, joka
kulkee pisteen (1,2) kautta.

3.3 Johda differentiaaliyhtilon ' = ay (a # 0 vakio) yleinen ratkaisu. Enté
tapaus a = 07

3.4 a) Madritd differentiaaliyhtdlon 3 = /y yleinen ratkaisu ja piirrd kuva
ratkaisuparvesta.

b) Onko télld differentiaaliyhtalolld erikoisratkaisu, joka ei sisélly yleiseen
ratkaisuun? Perustele vastauksesi.

3.5 Maarita funktio, joka toteuttaa differentiaaliyhtdlon xy’ = y — 1 ja joka
kulkee pisteen (4,3) kautta.

3.6 a) Ratkaise differentiaaliyhtilo y' = xe* Y. Onko talla differentiaaliyhté-
16114 erikoisratkaisu, joka ei sisilly yleiseen ratkaisuun?

b) Maarita lisiksi se yksittédisratkaisu, joka toteuttaa alkuehdon y(2) = 2.
3.7 Madrité differentiaaliyhtilon f/(z) = 4x f(z)? tdydellinen ratkaisu.

3.8 Ratkaise tehtivén (3.1) separoituvat differentiaaliyhtilot, kun y(0) = 1.

3.2 Separoituviksi palautuvat differentiaaliyhtalot
3.2.1 Muotoa y' = F'(£) olevat differentiaaliyht&lst

Esimerkki 3.3 Differentiaaliyhtélo y' = ¥ 4 sin £ on muotoa y' = F(%).
Samoin yhtilo (2z+y)—zy’ = 0 on kyseistd muotoa, silld se voidaan kirjoittaa
muodossa y' = 2’”% =2+ £, Sen sijaan yhtdlo y' = 1 + 2 + £ ei ole muotoa

y' = F (%), silld se ei ole osaméairdn ¥ funktio.

Ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtdlé ¢ = f(x,y) on muotoa

y' = F(%) silloin, kun yhtdl6 ei muutu, vaikka 2 korvataan termilld tz ja y
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termilld ty. Toisin sanoen kaikilla t # 0 on oltava vy = f(x,y) = f(tz,ty),

silld ¢ voidaan supistaa pois muotoa y' = F'(£) olevasta yhtalosta.

Esimerkki 3.4 Tarkastellaan uudelleen esimerkin (3.1) differentiaaliyhtaloi-
td. Yhtdlo ' = f(z,y) = £ +sin¥ = ¥ +sin ¥ = f(ta,ty), silld ¢ voidaan
supistaa pois viimeisestd muodosta ja padstdin takaisin alkuperdiseen muo-
toon. Vastaavasti y' = f(z,y) =2+ % =2+ = f(tx, ty). Sen sijaan viimei-
sessé yhtélossi muoto f(tz,ty) = 1+tx+ 2 = 1+ta+2 £ 1+a+2 = f(z,y)

ja se ei siis ole vaadittavaa muotoa.

Jos differentiaaliyhtélé on muotoa y' = F(¥), niin sijoituksella v = £
yhtalé muuttuu separoituvaksi.
Perustelu Yhtélon ratkaisemiseksi tehdéén sijoitus v = £, jolloin y = xv.
e - _dy d
Kertolaskun derivointisdédnnén (D fg—=gD f+ fDg) mukaan ' = §¥ = v+
Sijoitetaan v ja 3’ yhtdlén y' = F() ja osoitetaan, ettd muuttujat voidaan

erottaa eri puolille:

y = F(¥) sijoitetaan v = £ ja y' = F(¥)
v+al = F(v) | — v
$Y = F(v)—v |- 4z
dv = (F(v)—v) & |: f(v) —v=F(v) —v#0
F(S;’_U = df integroidaan puolittain

f F(g;)fv - f d?x

Yhtalon vasen puoli on siis pelkistadn muuttujan v ja yhtalon oikea puoli pel-
kistddn muuttujan x funktio. Integroinnin jélkeen yleinen ratkaisu saadaan
lausuttua y lausekkeena, kun ensin sijoitetaan v = £ ja ratkaistaan sitten
y. Jaettaessa lausekkeella F'(v) — v, suljetaan pois ne mahdolliset ratkaisut,
joille F(v) —v = 0 ja siksi on tutkittava erikseen sen tuomat mahdolliset

erikoisratkaisut.
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Esimerkki 3.5 Ratkaise differentiaaliyhtdlo ¢y = ”’z—tyg, x # 0.
Kirjoitetaan yhtdls muotoon ¢ = £ 4 (£)?, jolloin se on selvisti muotoa
y' = F(%). Tehddén sijoitus v = £, josta saadaan y = zv ja y' = v + mg—z.

Sijoitetaan ndma ratkaistavaan yhtaloon ja separoidaan muuttujat:

y o= L4 (4 sijoitetaan v = £ ja y' = v + 2%
v+ :cg—z = v+ | —w
xg—; = E d?ﬂﬁ
dv = o* & P =0v#0
% = dgz integroidaan puolittain
5 -
- = Infz|+C
v = hpme

Sijoitetaan v = ? ja ratkaistaan y, niin saadaan yhtélén ratkaisuksi

T

—m, jossa x # 0 ja C vakio.

y =
Ratkaisun alkuvaiheessa jaettiin lausekkeella v2, jolloin oli tehtévi lisdoletus,
ettd v # 0 ja siis y # 0. Talloin menetettiin ratkaisuparvesta ratkaisu y = 0,
vaikka alkuperdisestd yhtédlostd huomataan, ettd se on yksi ratkaisu, silld
talloin y* = 0. Ylla saatu yleinen ratkaisu ei sisilld tatd ratkaisua, joten

todettakoon, ettd yhtalolla on sen liséksi erikoisratkaisu y = 0.
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Harjoitustehtavia

3.9 Ratkaise differentiaaliyhtdlo y' = £ — tan .
3.10 Ratkaise differentiaaliyhtélo y' =2 + £, kun z > 0.
3.11 Ratkaise differentiaaliyhtélé (2% + 4®)dz — xy*dy = 0.

3.2.2 Muotoa 3’ = F(ax + by) olevat differentiaaliyht#l6t

Esimerkki 3.6 Yhtilo y' = In(4z —y+3) + (4x —y +2) on kyseistd muotoa
y' = F(ax +by), jossa muuttujan x kerroin on 4 ja y kerroin on -1, siis a = 4
ja b= —1. Sen sijaan yhtdlo ¢ = In(z — y + 3) + (4= — y + 2) ei ole muotoa

y' = F(ax + by), silld muuttujan = kertoimet ovat eri suuret.

Jos differentiaaliyhtilé on muotoa y' = F(ax + by), jossa a ja b ovat
vakioita, muuttuu yhtilo separoituvaksi muunnoksella v = ax + by.

Perustelu Sijoituksesta v = ax + by ratkaistaan y = %'U — . Tasta edel-

leen derivoimalla saadaan y' = g—g = %g—; —¢. Sijoitetaan v ja 3’ ratkaistavaan

yhtdloon y' = F(ax + by) ja osoitetaan, ettd muuttujat voidaan erottaa:

y = Flar+by) sij. v=az+byjay =19 ¢
it R C) b
& —a = bF) |+ a
g—; = bF(v)+a |- da
dv = (bF(v)+a)-dz | :bF(v)+a=bF(v)+a#0
I)F'((i)ﬁ = dz integroidaan puolittain
fw(iﬁ = [dz.

Yhtilo on siis separoituva ja y saadaan ratkaistua, kun integroinnin jalkeen
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sijoitetaan v = ax + by. Mahdolliset erikoisratkaisut on tarkasteltava jélleen

erikseen.

Esimerkki 3.7 Méarita differentiaaliyhtélon ¢y = x%y + 1 se yksittaisratkai-
su, joka kulkee pisteen (1, 1) kautta.
Differentiaaliyhtdlé on muotoa y' = F'(ax + by), jossa a = 1 ja b = —1.

Sijoitetaan v = x —y, jolloiny =z —vjay =1— %, ja saadaan ratkaistava
yhtdlé muotoon
dv 1
1——=-+1
dz v +

Tasté edelleen, kun erotellaan muuttujat ja integroidaan paédstdan tulokseen:

-~ - 14 | —1
S da
—dv = 1.dz |- v
—vdv = dx integroidaan puolittain

f—vdv = fdx
—L?2 = r40.

Sijoitetaan tdhdn v = x — y, jolloin yleiseksi ratkaisuksi saadaan:
1
—i(x —y)?=x+C.
Yksittdisratkaisu, joka kulkee pisteen (1,1) kautta saadaan, kun sijoitetaan
yleiseen ratkaisuun z =1 jay = 1:

—&1—U2::1—O

2
c = 1

Vakion C' arvoksi saatiin 1 ja kysytty yksittdisratkaisu on

1
—§(x—y)2:x+1.
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Huomaa, ettd tista voisi ratkaista lausekkeen y muuttujan x funktiona, mut-
ta ratkaisu voidaan antaa myos tdssd muodossa. Téllaista ratkaisumuotoa,
jossa lauseketta y ei ole ratkaistu muuttujan x funktiona, kutsutaan impli-

siittisekst ratkaisuksi.

Harjoitustehtavia

3.12 Mitkd seuraavista yhtéloistd voidaan muuttaa separoituvaksi? Milla

muunnoksella?
a) Bz +y)+ Br—y)y =0 c) xy’:%Q—I—xtan%
b) (22 +y) + 22y’ =0 d) (z —2y)dx + (2y — x)dy = 0.

3.13 Ratkaise differentiaaliyhtalo y' = x + 5y.
3.14 Ratkaise differentiaaliyhtils y' = (x + y)*.
3.15 Ratkaise differentiaaliyhtilo y' = m”;ﬂ

3.16 Ratkaise differentiaaliyhtils v/ =y — x — 1 + He=u8

r—y+2 °
3.17 Osoita, etta differentiaaliyhtild, joka on muotoa y' = F'(ax + by + ¢),

jossa a, b ja ¢ ovat vakioita, voidaan muuntaa separoituvaksi muunnoksella

v=azr+ by +c.

3.3 Lineaarinen differentiaaliyhtilo

Mairitelma 2. Muotoa
Y +p(x)y =r(x) (2)

olevaa differentiaaliyhtidlod sanotaan ensimmdisen kertaluvun lineaariseksi
differentiaaliyhtdloksi. Lineaarisuus tissi tarkoittaa, ett siind esiintyy y:n ja
y'n suhteen vain ensimmdisen asteen termejé eikd esimerkiksi niiden neli6ita
tai kuutioita eivitkd ne myoskddn ole osa trigonometristd tms. funktiota.
Esimerkiksi yhtdlo 3’ + 8zsiny = x ei ole lineaarinen, silld siiné esiintyy
termi sin y, eikd myoskiin yhtilo y'? + 2%y = 6, silld siind esiintyy termi y'2.
Yhtalo y' + (sinz)y = = on yksi esimerkki lineaarisesta yhtalosta.

Yhtiloa (2) sanotaan homogeeniseksi tai epahomogeeniseksi sen mukaan

onko funktio r(z) vakiofunktio 0 vai ei.
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3.3.1 Homogeeninen differentiaaliyhtilo

Jos yhtélossa (2) funktio r(z) = 0 sanotaan, ettéd differentiaaliyht&lé on ho-

mogeeninen ja talloin se on muotoa

Y +p(x)y =0.

Homogeeninen ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtild on separoituva ja

sen yleinen ratkaisu on y = Ce '@ jossa C on vakio ja P(z) = [ p(z)dz.

3.3.2 Epiahomogeeninen differentiaaliyhtilo

Jos yhtélossé (2) funktio r(x) # 0 sanotaan, etté differentiaaliyhtilé on epd-

homogeeninen ja talloin se on muotoa

Y+ p(x)y = r(x).

Lause 1. Epdhomogeenisen lineaarisen differentiaaliyht&lon yleinen rat-
kaisu on y = y, + ye, jossa y, on vastaavan homogeenisen yhtilon yleinen
ratkaisu ja g, on jokin epdhomogeenisen yhtialon toteuttava yksittéisratkaisu.

Todistus. Jaetaan todistus kahteen osaan.

1. Ensin osoitetaan, ettd kaikki muotoa y = vy, + y. olevat ratkaisut ovat
ratkaisuja. Homogeenisen yhtélon ratkaisu on yp, joten y;, + p(z)y, = 0 ja
epidhomogeenisen yhtdlon yksittéisratkaisu on y., joten vy, + p(z)y. = r(x).

Sijoitetaan y = y, + y. yhtdloon ¢’ + p(x)y = r(z):

v +p)y = (yn+ve) +p@)(yn + ye)
=y, + Y.+ p(x)yn + p(z)ye
= Yh+P@)yn + Y. + p(x)ye

g

=0 =r(2)
= 0+7r(x)

= r(z).

Funktio y = yj + y. toteuttaa epihomogeenisen yhtélon 3’ + p(z)y = r(x) ja

se on siis ratkaisu.
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2. Osoitetaan, ettd jokainen epdhomogeenisen yhtilon y' + p(z)y = r(z) ylei-
nen ratkaisu on muotoa y = y, + y.. Olkoon yy jokin epdhomogeenisen yh-
talon yleinen ratkaisu ja g, jokin epdhomogeenisen yhtédlon yksittdisratkaisu.

Sijoitetaan erotusfunktio y = yo — y. yhtéloon v’ + p(z)y = r(z):

Yy +p@)y = (Yo—ve) +p(x)(yo — ve)
= Yo — Y. +p()yo — p(2)ye
= Yot P ~(ye + P(@)y.)
—r(a) —r(a)
= r(z) — ()
= 0.

Erotusfunktio y = yy — y. toteuttaa homogeenisen yhtélon y' + p(x)y = 0
eli se on homogeenisen yhtilon ratkaisu. Yhtélosta yo — y. = y;, ratkaistaan

Yo = Yn + Ve, joten valittu ratkaisu yy on myds muotoa vy, + Ve. O

Epdhomogeenisen yhtdloén y' + p(z)y = r(z) ratkaisemisen vaiheet.
1. Mééritetdén vastaavan homogeenisen yhtilon ¢’ + p(z)y = 0 yleinen rat-

kaisu
Yn = Ceip(x) )

jossa C' on vakio ja funktio P(z) on funktion p(z) integraalifunktio.
2. Mééritetdsn jokin epdhomogeenisen yhtdlon y' + p(x)y = r(z) yksittiis-
ratkaisu y. (miten, se selvidd my6hemmin).

3. Epdhomogeenisen yhtdlon yleinen ratkaisu on

y=yntye=Ce " 1y

Esimerkki 3.8 Funktio y, = %x — i on differentiaaliyhtdlon o' + 2y = «
vksittédisratkaisu. Mikéd on yleinen ratkaisu?

Differentiaaliyhtdlod y' + 2y = x vastaava homogeeninen yhtéls on
y' + 2y = 0. Homogeeninen yhtélé voidaan ratkaista separoimalla tai suo-

raan kaavasta y, = Ce P@, jossa P(z) = [p(z)dz = [2dz = 2z. Titen
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homogeenisen yhtidlén yleinen ratkaisu on

yp = Ce™.

Erds epdhomogeenisen yhtilon yksittdisratkaisu on y, = %x — i, joten epé-

homogeenisen differentiaaliyhtilon yleinen ratkaisu on

1 1
= . =Ce ™ 4 —gp — -,
Y=Yn + Y € +2x 1

Epdhomogeenisen yhtidlon yksittdisratkaisun 16ytdminen ei yleensd ole
helppoa. Jos p(z) = p (vakio), niin yksittdisratkaisu voidaan 16ytaa teke-
malld sopiva arvaus ratkaisusta. Tehddan yrite, joka on samaa tyyppia kuin
funktio r(x) ja jossa on tuntemattomia kertoimia. Kertoimet voidaan méé-
rittad sijoittamalla yrite ratkaistavaan yhtidloon. Selvennetidén asiaa muuta-

malla esimerkilla.

Esimerkki 3.9 Méiiritd epdhomogeenisen yhtalon ¢y’ +y = 5 yleinen ratkai-
su.

Vastaavan homogeenisen yhtdlon ¢’ + y = 0 yleinen ratkaisu on
yp = Ce™™,

silld p(x) = 1. Etsitddn epdhomogeeniselle differentiaaliyhtélolle v’ +y = 5
jokin yksittéisratkaisu y.. Yhtdlon 3y’ + y = 5 oikealla puolella oleva funktio
r(z) on vakiofunktio 5, joten sopiva arvaus voisi olla samaa tyyppid. Tehdaén

yrite y. = A (vakio), jolloin 3, = 0 ja sijoitetaan ndméa yht&loon y' 4+ y = 5:
Yo+ Ye —0+A=A"2%s5

Tasta ratkaistaan
A=05.

Talloin epdhomogeenisen differentiaaliyhtilon ¢ + y = 5 yleinen ratkaisu on

y=yp+y.=Ce *+5.
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Esimerkki 3.10 Etsi epidhomogeeniselle differentiaaliyhtélolle ' + 2y = x
yksittédisratkaisu y..

Epdhomogeenisessa yhtiléssd 3y’ + 2y = = funktio 7(x) on ensimmaéisen
asteen polynomi, joten voidaan olettaa mahdollisen ratkaisun olevan samaa
muotoa. Tehd&dn yrite y. = Az + B, jolloin y, = A. Kun nima4 sijoitetaan

tarkasteltavaan yhtéloon, saadaan
yé‘f‘de :A—}-Q(Ax—i—B) :A+QB+2Ax01gvax

Tama toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla vain jos yhtdlon molemmilla

puolilla saman asteen termin kertoimet ovat yhta suuret eli

A+2B =0
24 =1

Ratkaistaan jalkimmaisestd yhtdlosta A ja sijoitetaan se ylempéaan yhtaloon,

jolloin saadaan yhtiloparin ratkaisuksi

A =1
B — —

Sijoitetaan A ja B yritteeseen ja saadaan epdhomogeenisen yhtdlon yksit-

N

taisratkaisuksi
1 1

ye:§x—1.

Se on sama kuin miki oli annettu esimerkissé (3.8).

Alla olevassa taulukossa on ehdotuksia mahdolliseksi yritteeksi epdhomo-
geenisen vakiokertoimisen differentiaaliyhtilon y' + py = r(z) yksittéisrat-

kaisulle.

funktio r(z) | yrite

vakiofunktio | vakio

polynomi saman asteen polynomi

sin x, cosx Asinx + Bceosx

sincr, coscx | Asincr + Bcoscr

xsinz, xrcosxw | Arsinx + Brcosz + Csinx + Dcoswx
era: Aera:

ze™ Azxe™ + Be™
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Huomautus. Jos funktiossa r(z) on sama termi kuin homogeenisen yhtélon

ratkaisussa, pitdé yrite kertoa muuttujalla = (esimerkki (3.11)).

Esimerkki 3.11 Ratkaise differentiaaliyhtilo ¢/ — 3y = e32.
Epidhomogeenista differentiaaliyhtilos ¢’ — 3y = 3% vastaavan homogee-

nisen yhtalon 3y’ — 3y = 0 yleinen ratkaisu on kaavan mukaan
yn = Ce.

Epidhomogeenisessa yhtilossd ¢ — 3y = e3® funktio r(z) on samaa muotoa
kuin homogeenisen yht#lon ratkaisu. Jos yrite y. = Ae3® ja sen derivaatta

y. = 3Ae3 sijoitetaan tarkasteltavaan yhtdloon, saataisiin
Y, — 3y = 3Ae> — 3. Ae’ = 0 £ ¥,

Toisin sanoen yrite toteuttaa vastaavan homogeenisen yhtdlon ja se haviaa,
jolloin vakiota A ei tdméan perusteella pysty méadrddméadn. Kerrotaan yrite
muuttujalla x, jolloin y, = Aze3® ja y, = Ae3® + 13Ae3”. Téssi tapauksessa

saadaan

Yy, —3y. = (Ae* +234e°) — 3. Are®
— Ae3x

olgva 633; '

Niin ollen A = 1, jolloin y, = ze3® ja yhtilén yleinen ratkaisu on
Y =Yn+ ye = C* + ze™.

Kannattaa varmuuden vuoksi tarkistaa vastaukset sijoittamalla saatu rat-
kaisu y ja sen derivaatta 3y’ tarkasteltavaan differentiaaliyhtdloon ja niin var-
mistua, ettd yhtdlo toteutuu. Lisdksi joillekin yhtaléille voi olla useampia
ratkaisutapoja. Esimerkissi (3.9) tarkasteltavana ollut yhtdlo olisi voitu rat-

kaista myos separoituvana differentiaaliyhtéloné (harjoitustehtiavi).
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Harjoitustehtavia

3.18 Osoita, ettd differentiaaliyhtélon 3’ + p(x)y = 0 yleinen ratkaisu on
y=Ce P@ jossa P(z) = [p(z)dz.

3.19 Ratkaise differentiaaliyhtilo v’ 4+ py = 0 (p vakio), kun y(0) = a.

3.20 a) Ratkaise differentiaaliyhtilo ' — 4y = e”.

b) Méérita se yksittdisratkaisu, joka toteuttaa alkuehdon y(0) = 2.

3.21 Maérita differentiaaliyhtdlon ¢y — y + sinx = 0 yleinen ratkaisu.

3.22 a) Miirité differentiaaliyhtilon ¢ — y = 22 yleinen ratkaisu.

b) Madrita se yksittéisratkaisu, joka kulkee pisteen (0,0) kautta.

3.23 Ratkaise differentiaaliyhtils y' + sy = 22 + 2

3.24 Ratkaise esimerkin (3.9) differentiaaliyht&l6 separoituvana. Vertaa néin
saatua ratkaisua esimerkin (3.9) ratkaisuun.

3.25 Ratkaise differentiaaliyhtilo 3y’ 4+ y = x kahdella tavalla.

3.26 Ratkaise differentiaaliyhtilo 3’ = 2y + €2* + e®.

3.27 Ydinreaktorissa tuotetaan radioaktiivista ainetta. Atomien lukumaéra

N kasvaa vakionopeudella v. Titd kuvaa differentiaaliyhtilo 9 = v, jossa

dt
t on aika. Tédmén liséksi ainetta hajoaa mallin dd—f = —kN mukaan, jossa

k on aineelle ominainen positiivinen vakio. Kaikkiaan atomien lukuméiara

noudattaa siis differentiaaliyhtdlod ‘ii—f = v — kN. Ratkaise N, kun ajan

hetkelld ¢ = 0 atomien lukuméairda N = N,.

3.4 Sovelluksia

Tassa kappaleessa tarkastellaan ldhemmin esimerkkitapauksia, joissa tdhdn
asti opittuja tietoja voidaan kiyttdd hyviksi. Osassa tehtdvissd on annettu
valmiiksi differentiaaliyhtélo, joka ratkaistaan tietylld alkuehdolla. Joissakin
tehtdvissé sen sijaan pitda itse ensin muodostaa annettujen tietojen pohjalta

yvhtélo, joka edelleen ratkaistaan tehtidvissd annetulla alkuehdolla.

3.4.1 Radioaktiivinen hajoaminen ja puoliintumisaika (fysiikka)

a) Radioaktiivisessa hajoamisessa aineen atomien lukumééri vihenee nopeu-

della, joka on suoraan verrannollinen atomien lukumé&irdan hetkelld ¢. Olete-
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taan, ettd atomien méaird alussa on Ny. Muodostetaan yhtild, josta voidaan
laskea aineen maard hetkelld t. Lasketaan mitd arvoa atomien lukumé&ara
ldhestyy pitkédn ajan kuluttua.

Olkoon N(t) atomien lukumé&ira hetkelld ¢ ja hajoamisnopeus on sen deri-
vaatta % = N’(t). Hajoamisnopeus on verrannollinen atomien lukuméaéraén
eli N'(t) = —kN. Téssé k > 0 on verrannollisuuskerroin ja edessi on miinus-
merkki, koska kyseessd on hajoamisnopeus eli atomien lukumééra pienenee.
Yhtdlo on homogeenisena ja ensimmadisen kertaluvun differentiaaliyhtalona

separoituva, jolloin ratkaisu on
N(t) = Ce™™.
Sijoitetaan tdhén alkuehto N(0) = Ny ja ratkaistaan vakio C:
N(0) = Ce ™0 = ¢ 2% N,
Atomien lukuméira hetkelld ¢ saadaan siis yhtalostéa
N(t) = Noe ™,

jossa k > 0 on verrannollisuuskerroin.

Lasketaan lopuksi raja-arvo, kun aika kasvaa rajatta:

lim N(t) = lim Nye ™™ =0,

t—o00 t—o00
joka on luonnollista, silld lopulta aine hajoaa kokonaan.
b) Lasketaan puoliintumisaika 77 /.

Puoliintumisaika tarkoittaa aikaa, jolloin ainetta on jéljelld tasan puolet

alkuperdiisestii eli aikaa jolloin N(¢) = $N,. Sijoitetaan téimé a-kohdassa

saatuun ratkaisuun N(t) = Noe ¥ ja ratkaistaan aika:

N(Tij) = 1INy = Noe "2 2 Ny
T = e*hn | In
Ing = —kTip | : —k (huom! In§ = —In2)
Tip = B2

27



Puoliintumisaika siis on

T1/2 == T
Mikéli aineen puoliintumisaika tunnetaan, voidaan kyseiselle aineelle ominai-
nen verrannollisuusvakio k laskea edelld johdetusta puoliintumisajan kaavas-

ta.

3.4.2 Lampdtilan muuttuminen (fysiikka)

a) Newtonin jadhtymislain mukaan kappaleen jddhtymisnopeus on suoraan
verrannollinen erotukseen T'(t) — Tp, jossa T'(t) on kappaleen lampdétila het-
kella ¢ ja Ty on ympariston lampotila. Muodostetaan yhtélo, joka kuvaa kap-
paleen ldmpdotilaa ajan funktiona. Liséksi lasketaan mitd arvoa kappaleeen
lampdotila ldhenee, kun se saa jadhtya tarpeeksi pitkdan.

Kappaleen lampoétilan muutosnopeutta kuvaa funktion 7(t) derivaatta
T'(t). Jadhtymisnopeus on suoraan verrannollinen lausekkeeseen T'(t) — T,
joten paddytéén differentiaaliyhtaloon T7(t) = —k(T'(t) — Ty), jossa k > 0 on
verrannollisuuskerroin ja edessé on miinusmerkki , koska kappaleen ldmpdétila

laskee. Yhtalo on separoituva, joten muuttujat voidaan erottaa ja sen jilkeen

integroida:
L KT-Ty) | (T-T)jald
(Td_—:fro) = —kdt integroidaan puolittain
f% = [—kdt
WmT—Ty = —kt+D, |[T—Ty>0
T—-Ty = De™ | +To
T = De*+T,

Kappaleen lampdotilaa ajan ¢ funktiona kuvaa yhtalo

T(t) = De ™ + T,
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jossa k > 0 on verrannollisuuskerroin, D on integroimisvakio ja Tj on ympa-
riston lampdotila.
Lopuksi lasketaan raja-arvo, kun aika lihenee ddrettomyytta:

lim T'(t) = lim De * 4+ Ty = 0+ T, = Tp.

t—o0 t—o0

Tulos on jirkevi, silld kappale ei voi jadhtyd ympéaristédin viileimmaéksi.

b) Ladkari saapuu asuinhuoneistoon ja toteaa henkilon kuolleeksi. Héan mit-
taa kello 21.54 kuolleen ruumiinlammoksi 35,5°C ja tuntia my6hemmin ruu-
miinldmpo on 35,0°C. Oletetaan, ettd asuinhuoneiston laimpatila on 21,0°C ja
eldvan ihmisen ruumiinlampo6 on keskiméérin 36,5°C. Lasketaan annettujen
tietojen ja a-kohdan perusteella aika, jolloin henkil6 oli kuollut.

Tiedetédn, ettd Ty = 21,0°C ja T'(0) = 35,5°C. Sijoitetaan ndmé tiedot
a-kohdassa saatuun ratkaisuun 7'(t) = De " + T} ja ratkaistaan integroimis-
vakio D:

T(0) = De "0+ 21,0 = D + 21,0 "2 35,5

D =355—-21,0=14.5.

Sijoittamalla edelld ratkaistu vakio D ja tieto T'(1) = 35,0°C a-kohdassa

saatuun ratkaisuun saadaan verrannollisuusvakio k:

T(1) = 14,5e 1 +21,0 “2* 350 |—21,0
14.5e7% = 140 |:14,5
et = %:g | In
—k = g [-(-1)
ko= Ingg

Henkilon kuolinaika voidaan laskea, kun sijoitetaan a-kohdan yht&loon edel-
14 ratkaistu k& ja D, ja kun lisdksi tiedetddn, ettd kuolinhetkelld henkilon

ruumiinlampé oli ollut 36,5°C:
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T(t) = 14,5e 150" 4 210 2 365 |- 21,0

14,5em I8 = 155 14,5
Mnris)t = 185 | In
(In %:g)t = In %:g | :In %:g
t = In }Zg :In %

~ —1,90(h) = —114(min)
Henkil6 oli kuollut noin kello 20;00.

Ruumiin ldmpdétila milld tahansa ajan hetkelld voidaan laskea kaavasta

4,5

T(t) = 14,5¢" 150" 4 21,0,

Kuvassa 3 on esitetty kuolleen ihmisen lampdétilan lasku ajan funktiona en-

simmaisen kolmen vuorokauden aikana.

T
36

34
32
30
28
26
24
22

t

10 20 30 40 50 60 70

Kuva 3: Ruumiin lampdétilan lasku kuoleman jélkeisen 72 tunnin aikana.

Huomautus Verrannollisuusvakio k ratkaistiin kiyttamélla alkuehdossa ajan
yksikkona tuntia. Yhta hyvin olisi voitu laskea kiyttamalla ajan yksikkona
minuuttia, mutta talloin vakion k arvo olisi ollut eri. Tésta syystd on térkeda

muistaa laskea samoilla yksikilla koko tehtidvian ajan.

30



3.4.3 Populaation suuruus (biologia)

Metsadn tuotiin 40 janista. Tutkija arvioi, ettd metséssa olisi tilaa yhteensa
200 janikselle ja neljan vuoden kuluttua metsissd arvioitiin olevan 100 ji-
nistd. Janispopulaation kasvunopeus oletetaan olevan suoraan verranollinen
maksimimadridn 200 ja populaation suuruuden erotukseen hetkelld . Muo-
dostetaan differentiaaliyhtélo janispopulaation suuruudelle ja ratkaistaan se.
Liséksi mallin mukaan lasketaan jéniksien méara viiden vuoden kuluttua.
Olkoon y(t) janispopulaation suuruus hetkelld ¢ ja t&ll6in populaation
kasvunopeutta kuvaa funktion y(t) derivaatta y'(¢). Koska populaation kas-
vunopeus on suoraan verrannollinen maksimimé&aran 200 ja populaation suu-
ruuden erotukseen, paddytéddn differentiaaliyhtéloon ' (t) = k(200 — y(t)),
jossa k > 0 on verrannollisuusvakio. Yhtélé on separoituva, joten erotellaan

muuttujat ja integroidaan:

v~ j(200—y) |:(200—y)ja-dt
(20%7{” = —kdt integroidaan puolittain
Jasy = [-kdt
In[200 —y| = —kt+C 1200 —y > 0
200—y = Ce* | — 200
—y = Ce™-200 [-(-1)
y = 200—Ce M

Saatiin, ettd jinismadrdd hetkelld ¢ kuvaa yhtalo
y(t) = 200 — Ce ™,

jossa k > 0 on verrannollisuuskerroin ja C' on integroimisvakio. Sijoitetaan

tdhén tehtdvissa annetut alkuehdot ja ratkaistaan k£ ja C'. Ensinnékin tiede-
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tadn, ettd hetkelld ¢ = 0 metséssé on 40 jénista eli y(0) = 40:
y(0) = 200 — Ce "0 = 200 — C "2 40

C' =200 — 40 = 160.

Lisdksi neljin vuoden kuluttua metsissid oletetaan olevan 100 jénista eli
y(4) = 100:

y(4) = 200 — 160e~F+ = 100 | —200
—160e* = —100 |:—160
et = B | In
k= % (1)
k= In %

Milla tahansa ajan hetkella voidaan ratkaista janiksien maara yhtélosta
y(t) = 200 — 160e 15,
Ratkaistaan janiksien maara viiden vuoden kuluttua:
y(5) = 200 — 160e >0 = 184,7 ~ 185.

Jéniksien méaéra viiden vuoden kuluttua on noin 185 jénistd. Kuvassa 4 on

esitetty jadnismaird ensimmaéisen kymmenen vuoden aikana.

3.4.4 Suolan miiri nesteessid (kemia)

a) Sailioon, jossa on V' litraa nestettd, virtaa a litraa minuutissa toista nes-
tettd, jonka suolapitoisuus on p prosenttia. Suolan oletetaan jakautuvan heti
tasaisesti koko nesteen tilavuudelle, jolloin siilion liuos on koko ajan homo-

geenista. Lisdksi sdiliostd poistuu a litraa minuutissa hyvin sekoittunutta
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Kuva 4: Janismaard metsissa ensimmadisen kymmenen vuoden aikana.

nestettd eli sdilion kokonaisnestemaara pysyy koko ajan samana. Muodos-
tetaan differentiaaliyhtild, joka kuvaa siilion suolapitoisuutta y(t) hetkelld
t.

Sdilioon virtaavan nesteen mukana suolan miara siiliossé lisdédntyy no-
peudella ;5-a litraa minuutissa. Jos sdilidssé on suolaa médra y(t) hetkelld ¢,
niin sailiossd on prosentuaalisesti suolaa @100 prosenttia (sdiliossé olevan

nesteen tilavuus on V'). Hyvin sekoittuneen liuoksen mukana suolaa poistuu

y®)
v

tiaaliyhtdlo, joka kuvaa suolamiidrian muutosnopeutta:

a litraa minuutissa. Niiden tietojen pohjalta voidaan muodostaa differen-

/ b )

= ma VCL.

Kirjoitetaan yhtdlé hieman toisenlaiseen muotoon:

Y

La_p
VY= 100"

Huomataan, etta tuloksena on ensimmaisen kertaluvun epihomogeeninen yh-
talo, jolloin se voidaan ratkaista aiemmin opittuja tietoja kayttéden.

b)Séiliossd on 100 litraa puhdasta vettd. Sailioon alkaa alkaa virrata 15-
prosenttista suolaliuosta 10 litraa minuutissa. Samalla hetkelld séiliosta al-
kaa poistua hyvin sekoittunutta nestettd samalla nopeudella. Muodostetaan
sdilion suolaméaraa kuvaava differentiaaliyhtilo ja ratkaistaan se. Lasketaan
yhtélon perusteella paljonko siiliossd on suolaa puolen tunnin kuluttua seka

arvo, jota liuoksen suolaméaara ldhenee, kun aika kuluu.
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Sijoitetaan a-kohdan differentiaaliyht&loon b-kohdassa annetut tiedot
a = 10 (1/min)
p = 15
V. = 100 (1),
jolloin saadaan siilion suolaméariad kuvaavaksi differentiaaliyhtaloksi
y + 0,1y = 1.5.

Tata yhtalod vastaavan homogeenisen yhtalon ' 4+ 0,1y = 0 yleinen ratkai-
su on y, = Ce % Epihomogeeniselle yhtilolle saadaan yksittiisratkaisu

tekemélld arvaus y, = A (vakio). Sijoitetaan tdma differentiaaliyhtaloon:
Y.+ 0,1y.=0+0,1A = 0,14 "= 15,

josta ratkaistaan

=01

Epédhomogeenisen differentiaaliyhtélon ¢y’ 40,1y = 1,5 yleinen ratkaisu on siis

A 15.

y=yn+y.=Ce ™" +15.

Sailiossa oli aluksi puhdasta vettd, joten hetkelld ¢ = 0 suolaméira oli 0.

Tamén alkuehdon nojalla voidaan ratkaista arvo vakiolle C:
y(0) = Ce %0 115 = O 4 15 "7 0,

josta saadaan C' = —15. Suolaméérille y (litroina) hetkelld ¢ saatiin siis
yht&lo
y(t) = —15e~ %1 415,

jota on mallinnettu kuvassa 5. Lasketaan yhtédlon avulla paljonko séiliossa oli
suolaa puolen tunnin kuluttua. Koska virtausnopeus on ilmaistu yksikossa
1/min, pitdéd aika ilmaista minuutteina. Liuoksessa oli suolaa puolen tunnin

eli 30 minuutin kuluttua
y(30) = —15¢7 %130 + 15 = 14,25( 1).
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Lasketaan vield raja-arvo, kun aika kasvaa rajatta:

lim y(t) = lim (—15e % 4+ 15) =15

t—o0

eli sdilion neste ldhenee liosta, jossa on suolaa 15 litraa, joka on 110—5011 -100 = 15

prosenttia. Tama on oletettavaa, silld puhdasta vetta sisidltaviin siilioon tu-

levassa nesteessd oli suolaa 15 prosenttia.

y
14
12
10

N A O

10 20 30 40 50 60

Kuva 5: Suolan méaara siilidossa ensimmaisen tunnin aikana.

3.4.5 Ebbinghausin unohtamis- tai muistamiskiyré (psykologia)

Henkil6 oppii joukon merkityksettomid sanoja ja tutkitaan paljonko hén
muistaa esimerkiksi viiden vuorokauden kuluttua. On todettu, ettd unoh-
taminen tapahtuu aluksi hyvin nopeasti ja hidastuu ajan kuluessa. Lisdksi

on todettu, ettd osa sanoista siilyy mielessé ikuisesti. Merkitdin

m(t) = muistissa olevien sanojen lukumé&éré hetkelld ¢,
mo = opittujen sanojen lukumaira eli m(0) = my ja
M = Muistiin pysyvisti jadvien sanojen lukuméara.

Oletetaan, etta aikavélilla (¢, ¢+ At) unohtunut sanaméaéra m(t + At) —m(t)
on suoraan verrannollinen aikavilin pituuteen At ja hetked ¢t myohemmin ka-
toavien sanojen lukuméériaan m(t) —mq,. Muodostetaan yhtdlé m(t) sanojen

lukumaééaralle hetkella .
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Tietojen perusteella saadaan aikavililld unohtuneiden sanojen lukuméé-
rille yhtalo
m(t + At) — m(t) = —k(m(t) — moo ) At,

jossa verrannollisuusvakio k > 0. Téstd saadaan, kun jaetaan termilld At:

m(t + At) —m(t)
At

= —k(m(t) — me).

Tarkastellaan hyvin pienta aikavilid, jolloin siis At — 0, ja télloin derivaatan

m(t+At)—m(t)
At

integroidaan puolittain, jolloin saadaan sanojen lukumaérélle yht&lo:

madritelman mukaan voidaan merkita = %—T. Separoidaan ja

%—T = —k(m(t) — my) | - dt
dm = —k(m(t) — ms)dt | :m(t) — moo
m(t‘)ij”moo = —kdt integroidaan puolittain
[
In|m(t) —me| = —kt+C e ja merkitiifin ¢! = C
Im(t) —me| = Ce™™ huom! m(t) — my > 0
m(t) —me = Ce™* | + Moo
m(t) = Ce™+my.

Sijoitetaan tdhdn alkuehto m(0) = my ja ratkaistaan vakio C"

oltava

m(0) = Ce™™ +my = C 4+ my "= my

C=my— My.

Ajan t kuluttua muistettavien sanojen lukumééra siis on
m(t) = (mo — Mmeo)e ™ + my,, jossa k > 0 vakio.
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Kuva 6: Ebbinghausin unohtamis- tai muistamiskayra.

Muistettavien sanojen lukuméérad kuvaava kiyra kunakin ajan hetkend on
esitetty kuvassa 6.

Kokeellisesti tdmé tulos on osoittautunut hyvin paikkansapitaviksi. Jos opit-
tu sanajoukko muodostaa jarkevan kokonaisuuden on k pieni ja m,, ldhenee
arvoa mg. Jos taas sanat ovat merkityksettomia tavuyhdistelmid on &k suu-
ri ja me arvo jad pieneksi. On kuitenkin huomattava, ettid vaikka kokeel-
lisesti tulos on osoittautunut paikkaansapitiviksi, ei se sellaisenaan taysin
pade. Koehenkil6illd on todettu unohtamista tapahtuvan valveillaolon aika-
na jatkuvasti, mutta esimerkiksi 8-tuntisen unen 6 viimeisen tunnin aikana
koehenkil6 ei ole unohtanut juuri mitdian oppimastaan. Ebbinghausin kiyrat
kuvaavatkin hyvin tilannetta, kun rajoitutaan vuorokauden padhin oppimis-
tapahtumasta. |1, s. 70-71]

Ennen seuraavia sovelluksia kidydadn hieman ldpi sovelluksissa tarvitta-
via fysiikkaan liittyvid perusasioita ottaen huomioon oppilaat, jotka eivit
opiskele lukiossa pitkda fysiikkaa.

Matka, nopeus ja kiihtyvyys.
Olkoon s(t) kuljettu matka ajan hetkelld ¢ ja v(¢) nopeus hetkelld ¢. Keskino-

peus on jollakin aikavélilla (¢,s) koordinaatistoon kahden tarkastelupisteen
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vélille piirretyn suoran kulmakerroin (kuva 7).

Kuva 7: Keskinopeuden laskeminen.

Keskinopeus aikavélilla t, — t; voidaan siis ratkaista kaavasta

_32—31_As
oty —t; At

Vg

Kappaleen hetkellinen nopeus, eli nopeus jollakin tietylla hetkelld ¢, saadaan
kun piirretdén (¢,s) koordinaatiston kuvaajaan tarkasteltavaan kohtaan tan-
gentti ja lasketaan sen kulmakerroin. Toisaalta kohtaan ¢ piirretyn tangentin
kulmakerroin on sama kuin funktion derivaatta kyseisessi kohdassa t. Tasta
paadytdaan tulokseen, ettd nopeus jollakin hetkelld ¢ on matkan derivaatta

ajan suhteen eli
ds
t) = —.
v(t) = 5
Nopeuden yksikkond kiytetdén yleensid m/s tai km /h.
Olkoon a(t) kiithtyvyys ajan hetkelld t. Keskikiihtyvyys jollakin aikavalil-
14 on (v, t) koordinaatistoon kahden tarkastelupisteen vélille piirretyn suoran

kulmakerroin (kuva 8).

Vastaavasti kuten edelld nopeudelle, voidaan keskikiihtyvyys aikavalilla to —t;

ratkaista kaavasta
Vg — v Av

T -t At

ag
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Kuva 8: Keskikiihtyvyyden laskeminen.

Kappaleen kiihtyvyys jollakin tietylld hetkelld ¢ ratkaistaan (¢, v) koordinaa-

tistoon tiettyyn kohtaan piirretyn tangentin kulmakerroimesta, jolloin

B dv dds d2%s

=5 " ada  ae

Kiihtyvyyden yksikkond kiytetdén yleensid m/ s

Voima.

Mekaniikan IT peruslain mukaan kappaleeseen vaikuttava voima F' on kap-
paleen massan m ja kiihtyvyyden a tulo: ' = ma. Viiva suureen pailld
tarkoittaa, ettd voima ja kiihtyvyys ovat vektorisuureita, jolloin niilld on se-
ka suuruus ettd suunta. Mikéili kappaleeseen vaikuttaa useita voimia, niin
S F = ma (Y ’sigma’ tarkoittaa summaa). Kappaleeseen vaikuttavat voi-
mat kannattaa jakaa x ja y akselin suuntaisiin voimiin ja tarkastella kumpi-
kin tapaus erikseen. Kun tarkastellaan esimerkiksi z-akselin suuntaisia voi-
mia, valitaan oikean- ja vasemmanpuoleisesta suunnasta toinen positiivisek-
si, jolloin toinen on negatiivinen. Voiman yksikkond kiytetd&n Newtonia:
[F] = kgm/s” = N. Maan kappaleeseen kohdistamaa vetovoimaa sanotaan
painovoimaksi, sitd merkitdin kirjaimella G ja se on suuruudeltaan G = mg,
jossa g on normaaliputoamiskiihtyvyys. Putoamiskiihtyvyyden arvo vaihtelee
maantieteellisen sijainnin mukaan, ja Suomessa sen arvo on noin 9,81m/82.

Painovoiman suunta on kappaleesta maan pintaa kohti.
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Esimerkki 3.12 Kappaletta vedetddn 100 N voimalla, jolloin se saa kiihty-

vyyden 5 m/ s?. Kuinka suuri on kappaleen massa?

Mekaniikan II peruslain kaavasta ' = ma ratkaistaan m = g, johon
sijoitetaan /' =100 N jaa =5 m/sQ. Massaksi saadaan m = % = 20 kg.

Esimerkki 3.13 Kuinka suuren kiihtyvyyden 4 N voima antaa kappaleelle,

jonka massa on 5 kg?

Kaavasta F' = ma ratkaistaan a = %, johon sijoitetaan F' = 4 N ja
m = 5 kg. Niin ollen kiihtyvyydeksi saadaan a = % = 0,80 m/s* (huom!
N—kem)

S

Esimerkki 3.14 Kappaletta vedetiin oikealle 5 N voimalla (F}) ja vasem-
malle 8 N voimalla (F3). Kuinka suuri kokonaisvoima kappaleeseen vaikuttaa
ja mihin suuntaan kappale liikkuu?

Valitaan oikealle menevé litkesuunta positiiviseksi (kuten positiivinen z-
akseli) ja vasemmalle menevé liikesuunta negatiiviseksi (kuten negatiivinen
z-akseli). Télloin F} = 5 N ja Fy, = —8 N, jolloin kokonaisvoimaksi saadaan
S F =F +F, =5N-8N = —3N. Miinusmerkki vastauksen edessi
tarkoittaa, ettd kappale liikkuu negatiiviseen suuntaan eli vasemmalle. Me-
kaniikan II peruslain mukaan pystyttéisiin laskemaan kappaleen kiihtyvyys

tai massa yhtélostd > F' = ma jos toinen tunnetaan.

3.4.6 Putoamisnopeus, kun ilmanvastusta ei huomioida (fysiikka)

a) Muodostetaan yhtélo, josta voidaan ratkaista putoavan kappaleen nopeus
v(t) kullakin hetkelld . Jatetaéin ilmanvastus huomioimatta ja oletetaan, etta
ainut voima, joka kappaleeseen vaikuttaa on painovoima F' = mg. Tassd m
on kappaleen massa ja g on putoamiskiihtyvyys, eli kiihtyvyys jolla kappale
putoaa alas. Putoamiskiihtyvyys vaihtelee maantieteellisen sijainnin mukaan
ja Suomessa sen arvo on n. 9,81 m/s?.

Dynamiikan peruslain mukaan kappaleeseen vaikuttavien voimien summa
on kappaleen massan m ja kiithtyvyyden a tulo eli > F' = ma. Ainut voima,

joka kappaleeseen vaikuttaa, on painovoima F' = mg, joten saadaan yhtilo
ma(t) = mg.
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Tésté edelleen, kun supistetaan massa m pois, saadaan

a(t) =g.

Tiedetédén, ettd kiihtyvyys on nopeuden derivaatta eli a(t) = v/(t), joten

nopeus saadaan, kun integroidaan kiihtyvyys:

v(t):/gdt:gt-l—C’,

jossa C' on integroimisvakio. Usein laskuissa oletetaan, ettd kappaleen pu-
toaminen alkaa ajan hetkelld ¢ = 0, jolloin siis alkuehto on v(0) = 0. Tésta

saadaan vakion C arvoksi 0, silld
v(0)=g-0+C =C 2.

Putoavan kappaleen nopeutta ajan funktiona kuvaa siis yhtilo

Yhtalossd on huomioitava, ettd putoamiskiihtyvyyden g, kuten yleensékin
kiithtyvyyden, yksikkoni kiytetddin m/s? jolloin siis aika on syyti ilmaista
sekunteina ja t&ll6in nopeuden yksikoksi tulee m/s.
b) Lentokoneesta, joka lentdé 10 km korkeudessa, irtoaa 100 kg painava osa.
Lasketaan aika, joka irtoavalta osalta menee ennen kuin se osuu maahan,
sekd nopeus, joka kappaleella on maahan osuessaan. Jatetddn ilmanvastus
huomiotta.

Koska ilmanvastusta ei huomioida, voidaan kiyttaa nopeudelle a-kohdan
yhtdlod v(t) = gt. Nopeus on matkan s(t) derivaatta eli v(t) = §'(t). Tésta

saadaan matka, kun integroidaan nopeus eli

1
s(t) :/gt dt = 59152-1-0,

jossa C' on integroimisvakio. Integroimisvakion C arvoksi saadaan 0, kun

oletetaan, ettd ajan ketkelld ¢ = 0 matka s = 0:

1 oltava
S(O):§g~O+C:C v,
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Matkaa s ajan funktiona kuvaa siis yhtilo

1
s(t) = igt2.

Yhtilossa on jilleen huomattava, ettd aika kannattaa ilmaista sekunteina,
jolloin matkan yksikoksi tulee metri.
Ratkaistaan seuraavaksi aika 7', joka kappaleelta menee 10 km eli 10 000 m

matkan putomiseen:

s(T) = 1gT% 2% 10 000 -2
2 _ 20000
T = 20!’& sijoitetaan g = 9,81
T = Ssr = 45,15(s)

Lopuksi ratkaistaan nopeus, joka kappaleella on maahan osuessaan, eli no-

peus kun aika t = 45,15 sekuntia:
v(45,15) = gt = 9,81 - 45,15 = 442,92(m/s).

Tarkastellaan vield 1dhemmin kuinka jérkevé a-kohdan tulos on. Jos olete-
taan, ettd kappale putoaisi ddrettoman korkealta, niin tall6in nopeus kasvaisi
yhtélon mukaan ddrettomaéan suureksi. Kaytdnnossd néin ei kuitenkaan ole!
Esimerkissa jétettiin ilmanvastus tdysin huomiotta, mutta todellisuudessa
ilmanvastus vaikuttaa kappaleeseen aina. Seuraavassa esimerkissi tarkastel-
laankin tilannetta, jossa putoavaan kappaleeseen vaikuttaa ilmanvastus, joka
on verrannollinen kappaleen nopeuteen. Tosiasiassa putoavaan kappaleeseen
vaikuttava ilmanvastus on verrannollinen putoavan kappaleen nopeuden neli-
66n, mutta talloin ratkaistavaksi tuleva differentiaaliyhtilo olisi lilan hankala

ratkaista lukiotiedoilla.

3.4.7 Putoamisnopeus, kun ilmanvastus huomioidaan (fysiikka)

Muodostetaan yhtilo, josta voidaan ratkaista putoavan kappaleen nopeus

v(t) kullakin hetkelld ¢, kun kappaleeseen vaikuttaa painovoima F; = mg
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ja ilmanvastus Fy = kv. Téssd m on kappaleen massa, v kappaleen nopeus,
k > 0 verrannollisuuskerroin ja g on putoamiskiihtyvyys. Kuvassa 9 on esi-

tetty putoavaan kappaleeseen vaikuttavien voimien suuntanuolet.

low

Kuva 9: Putoavaan kappaleeseen vaikuttavat voimat, kun ilmanvastus huo-

mioidaan.

Kappaleeseen vaikuttaa painovoiman lisiksi ilmanvastus, joka on suunnal-
taan pédinvastainen painovoiman suuntaan verrattuna, talléin dynamiikan pe-
ruslain mukaan Y F = Fy — Fy, = mg — kv = ma. Koska kiihtyvyys a(t) on
nopeuden v(t) derivaatta eli a(t) = v'(t), pdddytddn ensimmaiisen kertaluvun

epdhomogeeniseen differentiaaliyhtaléon
mv’ = mg — kv.

Vastaavan homogeenisen yhtélon mv’ + kv = 0 ratkaisu on vy,(t) = Ce™*,
jossa C' on integroimisvakio. Epdhomogeenisen yhtalon mv' 4+ kv = mg yksit-
taisratkaisun 16ytamiseksi tehddén samaa muotoa oleva yrite v, = A (vakio),

joka sijoitettuna yhtdlo6n antaa vakiolle A arvon

m-04+kA = myg

mg
A = —.
k
Nopeus kullakin hetkelld ¢ voidaan siis ratkaista yhtalosta
v(t) = Ce ™ + %,
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jossa C' on integroimisvakio ja k on positiivinen verrannollisuusvakio. (Huo-
maa, ettd yhtilo olisi voitu ratkaista myos separoituvana.) Integroimisvakiolle
(' saadaan arvo, kun sijoitetaan yhtiiléén alkuehto v(0) = 0:

mg oltava

t)y=Ce* = =C 0
v(t) + 2 k + — ’
mg
C=—-——
k
Lopulta siis ratkaisuksi saadaan

Tarkastellaan vield tuloksen jirkevyyttd. Jos esine pudotetaan dadrettomaén
korkealta, niin nopeuden raja-arvoksi saadaan
tli)rgov( )= tli>r£> %(1 —e M) = kg(l —0) = n]”zg.

Jos esine siis pudotetaan hyvin korkealta, sen nopeus ei kasva rajattomasti,
vaan lopulta se saavuttaa vakioarvon =¢. Tdmé vastaa paremmin todelli-
suutta, toisin kuin edellisessd esimerkissi saatu tulos, ettd nopeus kasvaisi
adrettomaksi.

Kuten edellisen esimerkin lopulla jo mainittiin, niin todellisuudessa il-
manvastus on verrannollinen putoavan kappaleen nopeuden nelioon, jolloin

ratkaistavaksi tulee yhtalo
mv’ = mg — kv
Alkuehdolle v(0) = 0 yhtélon ratkaisu on
kg
mg, 1+ e 2Vm!
t) =/ Z(—/——— 2.
o) =P

Tarkastellaan vield nopeuden raja-arvoa:

o fmg 1+ eV g 1400 [mg
tlgglov(t)_tlggo k (1—672 ’jjt) k (1—0) k-

Rajanopeus, jota putoavan esineen nopeus kasvaa, kun se pudotetaan hyvin
korkealta, on |/=Z. Edelld, kun ilmanvastus oli verrannollinen nopeuden ne-

1i66n, rajanopeus oli &4
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Harjoitustehtivia

3.28 Lohiviljelyaltaaseen, jossa oli 1100 kalaa, levisi kalatauti. Taudin vaiku-
tuksesta kalaméira alkoi viihetd yhtilon P'(t) = —4./P(t) mukaisesti. Tissi
P(t) on kalamiédra hetkelld ¢ ja aika ¢t on mitattu viikkoina. Kuinka monen
viikon kuluttua kaikki kalat olivat kuolleet? (yo-tehtava k01)

3.29 Kesdtapahtumassa hyttysten méara oli tilaisuuden alussa 200 ja kolme
tuntia mychemmin 700. Maaran kasvunopeus hetkelld ¢ oli suoraan verran-
nollinen hyttysten mairidan kyseisend hetkend. Muodosta hyttysten maarai
kuvaava differentiaaliyhtilo ja sen ratkaisuna hyttysten méaira mielivaltaisel-
la hetkelld t. Mikd oli hyttysten méaéra viiden tunnin kuluttua tilaisuuden
alkamisesta. (yo-tehtéva k00)

3.30 Eriidssa yhteiskunnassa elintason kasvu on kidéntden verrannollinen jo
saavutettuun elintasoon, ts. mitd korkeampi elintaso on, sen vihemmén on
halukkuutta sen edelleen nostamiseen. Muodosta elintasoa kuvaava differen-
tiaaliyhtdlomalli ja ratkaise se. Onko kyseessd jatkuva elintason kasvu? On-
ko muutos kiihtyvééd vai hidastuvaa? Lahestyyko elintaso jotain vakiotasoa?
(yo-tehtéva s01)

3.31 Kakku, jonka lampdétila on 21°C), laitetaan paistumaan uuniin, joka
pysyy vakiolampotilassa 225°C. Kakun lampdotilan muutos aikayksikossa on
suoraan verrannollinen uunin ldmpotilan ja kakun ldmpdétilan erotukseen.
Kymmenen minuutin kuluttua kakun ldmpdotila on 67°C'. Maarita kakun 1am-
potila T" ajan ¢ funktiona. Madrita funktion 7°(¢) avulla kakun lampdétila 40
minuutin kuluttua. Milloin uuniin unohtuneen kakun ladmpdtila saavuttaa
mallin mukaan uunin lampétilan. (yo-tehtéva k98)

3.32 Miarad Ebbinghausin unohtamis- ja muistamiskidyrin esimerkin mu-
kaan m(10) kahdessa seuraavassa tapauksessa.

a) On todettu, ettd henkilé muistaa oppimastaan, ajatuksella tehdysté lop-
pusoinnillisesta runosta, viiden péivin kuluttua oppimisesta 80% ja tilloin
Moo = 40%.

b) Henkil6 muistaa merkityksettoméstd sanayhdistelmésté viiden péivéin ku-
luttua vain 30% ja talléin m. = 20%.

¢) Vertaa tuloksia keskenéén. Ovatko ne jarkevia?
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4 Toisen kertaluvun differentiaaliyhtialot

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtilo sisdltdd muuttujan x, funktion y seké

tdmén ensimmaéisen ja toisen derivaatan vy’ ja y”. Yhtdlon normaalimuoto on

y' = flzyy),

jossa siis olennaista on, ettd korkeimman derivaatan y” kerroin on yksi.
Toisen kertaluvun differentiaaliyhtélon yleinen ratkaisu siséltda kaksi mie-

livaltaista vakiota, jotka pystytddn ratkaisemaan alkuehtojen y'(zo) = yo ja

y(zo) = y; avulla.

4.1 Lineaarinen, vakiokertoiminen ja homogeeninen

differentiaaliyhtalo

Maaritelma 3. Toisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtdlé on muotoa

y' +q(x)y + pla)y = r(z). (3)

Kuten ensimmaéisen kertaluvun tapauksessa, sanotaan etté yhtélo (3) on
homogeeninen jos termi 7(z) = 0 ja vakiokertoiminen jos funktiot ¢(z) ja p(x)
ovat vakioita. Talla kurssilla tarkastellaan toisen kertaluvun lineaarisista dif-
ferentiaaliyhtéloista padosin homogeenisia ja vakiokertoimisia yhtaloita, silla
ne voidaan suhteellisen yksinkertaisella ja lukiolaiselle tutulla menetelmélld

ratkaista. Talloin siis ratkaistavaksi tulee differentiaaliyht&lo

Yy +qy +py =0,

jossa ¢ ja p ovat vakioita.

Lineaarisen, homogeenisen ja vakiokertoimisen differentiaaliyh-
talon y” + qy’ + py = 0 ratkaiseminen.

Lause 2. Jos y;(z) ja yo(z) ovat differentiaaliyhtilon y” + qy’ + py = 0

yksittdisratkaisuja, niin kyseisen yhtdlén yleinen ratkaisu on

y(r) = Cryi(z) + Coya(w),
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jossa C ja Cy ovat vakioita. Jos suhde z;gg ei ole vakio, niin kaikki yhtilon

yleiset ratkaisut ovat tdtd muotoa ja lisdksi vakiot Cy ja Cy méaaraytyvat
yksikésitteisesti alkuehdoista y'(zg) = yo ja y(z¢) = y1-
Todistus. Sijoitetaan yleinen ratkaisu y(x) = Ciy;(z) + Coys(x) ratkais-

tavaan yhtaloon:

Y ' +aqy +py = (Cryi(e) + Coya(2))” + q(Cryr(2) + Caya(w))
+p(Cry1(z) + Coya(x))

= Cuy(z) + Coyy(x) + qCryy () + qCays(x)
+pCry1(x) + pCaya()

= Cvwyy(z) + qCyy(z) + pCryi ()
+Coys (x) + qCoys(x) + pCoya(x)

= C1 (yi (@) + qyi(x) + pya(2))

;,0 v
+Cs (15 (x) + qys () + pya(x))
=0

= C1-0+C-0=0.

Yleinen ratkaisu toteuttaa ratkaistavan yhtilon ja siind on kaksi mielivaltais-
ta vakiota, kuten toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlon yleisessé ratkaisussa
pitdd olla. Se, ettd kaikki yhtédlon yleiset ratkaisut ovat tdtd muotoa mikéili
suhde &) e ole vakio, ja ettd vakiot C] ja Cy médrdytyvat yksikésitteisesti

y2(x)
annetuista alkuehdoista, jatetdin todistamatta. [J

Madritetddn yhtélon y” + qy’ + py = 0 kaksi yksittéisratkaisua y;(x) ja
yo(x) kiyttdmalla yritettd y = €™, jossa C' on mielivaltainen vakio ja r jokin
vakio. Huomaa, ettd yrite on samantapainen kuin vastaavan ensimmaéiisen

kertaluvun differentiaaliyhtélon ¢’ + py = 0 ratkaisu y = Ce P,
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Sijoitetaan

Yy e
y/ — re’™®
y// 7”2€Tx

yhtéaloon y” + qy’ + py = 0, jolloin saadaan
y//+qyl+py — 74261"913 _'_qrerx _'_perx — (?“2 +qr+p)erx = 0.

Tamé toteutuu ainoastaan silloin, kun r% + gr +p = 0, silli aina e™ # 0.

Mairitelma 4. Toisen asteen yhtéloa

r’+qr+p=0|,

jonka kertoimet ovat samat kuin differentiaaliyhtéilon y” + qy’ + py = 0 ker-

toimet, sanotaan yhtaloa vastaavaksi karakteristiseksi yhtdloksa.

Esimerkki 4.1 a) Miké on differentiaaliyhtalon y” + 2y’ + 3y = 0 karakte-
ristinen yhtalo?
Yhtélossd ¢ = 2 ja p = 3. Sijoitetaan ¢ ja p karakteristiseen yhtaloon
r?2 4+ qr +p = 0, jolloin saadaan 72 + 2r + 3 = 0.
b) Miké on differentiaaliyhtdlon 2y” + 6y’ + 8y = 0 karakteristinen yht&l?
Ensin on muutettava yhtdlo normaalimuotoon, jossa termin 3" kerroin on
oltava yksi. Jaetaan siis yhtdlon kumpikin puoli kahdella, jolloin paiadytiaan
identtiseen yhtéaloon y” 4+ 3y’ + 4y = 0. Téssd ¢ = 3 ja p = 4, jotka antavat
karakteristiseksi yhtdloksi 72 + 3r + 4 = 0.
¢) Miké on differentiaaliyhtélon y” — y = 0 karakteristinen yhtalo?
Tarkasteltavassa yhtdlossd ¢ = 0 ja p = —1, jotka karakteristiseen yhtéa-

166n 72 + qr + p = 0 sijoitettuna antavat r> — 1 = 0.

rT

Funktio y = €' on lineaarisen, homogeenisen ja vakiokertoimisen dif-
ferentiaaliyhtalon y” 4+ qy’ + py = 0 yksittéisratkaisu, mikéli vakiolla r on
sellainen arvo, ettd se toteuttaa ratkaistavaa yhtalod vastaavan karakteristi-
sen yhtélon 72 + gr + p = 0. Karakteristinen yht#ld on toisen asteen yht#lo,
joten silla on kaksi juurta r; ja ro, jolloin mahdollisia differentiaaliyhtélon
vksittdisratkaisujakin on kaksi. Téastd saadaan siis etsityt yksittaisratkaisut
yi1(z) = e"* ja yo(x) = €™*. Seuraavassa tarkastellaan erikseen tapaukset,

jolloin juuret ovat erisuuret, yhtasuuret tai kompleksiset.
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4.1.1 Karakteristisen yhtdlon juuret erisuuret ja reaaliset

Tarkastellaan ensin tapausta, jolloin karakteristisen yhtlén r2 4+ gr +p =0
juuret ovat reaalisia ja erisuuret eli r; # r,. Talloin yhtalon v’ + qy' +py = 0

yksittdisratkaisuiksi saadaan edelld mainitun yritteen mukaan y(z) = ™"

eTl x
er2T

ja yo(z) = e™*. Niiden ratkaisujen suhde = e("=72)% ¢f gle vakio, joten

yhtélon yleinen ratkaisu on lauseen 2 mukaisesti muotoa

y(z) = Cre™™ + Crert].

jossa C ja Cy ovat mielivaltaisia vakioita.

Esimerkki 4.2 a) Méiritd differentiaaliyhtélon y” + 5y’ — 6y = 0 yleinen
ratkaisu.
Differentiaaliyhtlod vastaava karakteristinen yht#lé on 72 + 5r — 6 = 0,

josta voidaan toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavalla ratkaista juuret:

_ —5+4/52—4-1-(—6) —5£7
"= 2.1 -2

josta edelleen ratkaistaan
ry = —06jary, =1.

Juuret ovat erisuuret ja reaaliset, joten yhtédlon yleinen ratkaisu on
y = Cre % + Cye”,

jossa C] ja Cy ovat mielivaltaisia vakioita.
b)Méérita se a-kohdan yksittiisratkaisu, joka toteuttaa alkuehdot y'(0) = 1

jay(0) = 0.
Sijoitetaan alkuehdot a-kohdassa saatuun ratkaisuun y ja tdmén derivaat-
taan y' = O} - (—6)e %% 4 Che:

y/(O) =C;- (_6)676-0 + 0260 Ol‘gva 1
y(O) = 01676-0 + 0260 Ol‘gva 07
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josta edelleen

01+CQ :O

Ratkaistaan alemmasta yhtilostd ¢, = —Cy ja sijoitetaan se ylempéddn yh-

{4Q+@:ﬂ

taléon, jolloin saadaan

—601 + 02 =—6- (—02) + Cz = 702 =1.

Clz
Cy, =

ja alkuehdot toteuttava yksittaisratkaisu

Lo, L
= ——€ —
y=-7 7

Vakioiden arvot siis ovat

~=

o =

n
T

e

4.1.2 Karakteristisen yhtdlon juuret yhtasuuret

Jos karakteristisella yhtalolld r2+gr+p = 0 on kaksinkertainen juuri r1 5 =7,
saadaan edelld mainitulla yritteelld ainoastaan yksittéisratkaisu y (z) = e™.

Toisaalta my6s y(x) = ze™ on ratkaisu, silla jos sijoitetaan

rT

Yy =xe
y/ — ' + Tre’®
y// — rerx + rem: + :L,T2€rx

yhtédloon y” + qy’ + py = 0, huomataan etté se toteutuu:

2 rx

V' +qy +py = 2re™ +arie™ + q(e + xre’) + pre’™
= 2z (r* +qr+p)+ e (2r +q)
= 0.
Viimeinen yhtisuuruus seuraa siiti, etti r2 4 gr +p = 0, silld r on karakte-

ristisen yhtdlon juuri. Lisdksi tapauksessa, jolloin toisen asteen yhtal6lla on

ainoastaan yksi juuri, menee sen ratkaisukaavassa diskriminantti nollaksi ja

juuri on suuruudeltaan r = =, jolloin siis 2r = —q.
Nyt on siis loydetty kaksi yksittaisratkaisua yhtélolle y” + qy’ +py = 0 ja
néiden suhde xei;x = x ei ole vakio, joten yhtilon yleinen ratkaisu on lauseen

2 mukaisesti muotoa
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y(x) = Cre™ + Coxe™ |,

jossa C ja Cy ovat mielivaltaisia vakioita.

Esimerkki 4.3 a) Madrita differentiaaliyhtélon y” + 2y’ +y = 0 yleinen
ratkaisu.

Differentiaaliyhtilod vastaava karakteristinen yhtils on r2 + 2r 4+ 1 = 0.
Se voidaan kirjoittaa muotoon (r + 1)? = 0, josta nihdéén, ettd yhtalolld
on kaksinkertainen juuri » = —1. Tédmé&n perusteella tiedetidén, ettd yhtélon
yleinen ratkaisu on

y=Cie " 4+ Coxe™ ™,

jossa C] ja Cy ovat mielivaltaisia vakioita.
b) Méérita se a-kohdan yksittiisratkaisu, joka toteuttaa alkuehdot y'(0) = 1
jay(0) =0

Sijoitetaan alkuehdot a-kohdassa saatuun ratkaisuun y ja tdmén derivaat-
taan iy’ = —Cie ™™ + Coe™® — Coxe™™:

Yy (0) =—-Cie ¥ +Coe™®—Cy-0-e° oltava 4
y(0) = Cre™® +0- Coe® =™,

josta edelleen

Cl :O

Alemman yhtdlon mukaan C = 0 ja sijoitetaan se ylempéaan yhtaloon, jolloin

Cy =0
Cy, =1

Niin ollen alkuehdot toteuttava yksittaisratkaisu on

{ —Ci+Cy =1

saadaan

Yy = ze

4.1.3 Karakteristisen yhtdlon juuret kompleksiset

Siltd varalta, ettd tiedot kompleksiluvuista ovat unohtuneet tai puutteelli-
set, késitellddn seuraavaksi lyhyesti tilld kurssilla tarvittavia perustietoja

kompleksiluvuista.
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Ratkaistaessa esimerkiksi yhtdlod z2 = —4 tai yhtilod 22 = —1, tode-
taan usein, ettei niilld ole ratkaisua. Tama viite ei taysin pidd paikkansa.
Mikéli etsitddn ratkaisua reaalilukujen joukosta on totta, ettei kyseisilla yh-
taloilla ole ratkaisua, mutta jos laajennetaan tarkastelua kompleksilukuihin

on kyseisilla yhtaloilla ratkaisut.

Laajennus reaaliluvuista kompleksilukuihin edellyttda, ettd tarkastellaan
reaalilukuja esittdvin lukusuoran sijasta xy-tasoa, jota kutsutaan kompleksi-
tasoksi. Tason luvut muodostavat kompleksilukujen joukon, jota merkitain
kirjaimella C ja ne ovat muotoa a + bi, jossa a ja b ovat reaalilukuja. Re-
aaliluvut ovat lukusuoran (z-akselin) pisteita ja koordinaatiston z-akselia
kutsutaankin reaaliakseliksi. Koordinaatiston pystyakselia eli y-akselia kut-
sutaan imaginaariakseliksi ja sen yksikko on imaginaariyksikké i. Kuvassa 10
on kompleksitasoon piirretty esimerkkind imaginaariluku 2 — 37 seké erikois-
tapauksena pelkki reaaliluku -3 ja puhdas imaginaariluku . Huomaa, ettd

ne vastaavat xy-tason pisteita (2,-3), (-3,0) ja (0,1).

NE-Ei

Kuva 10: Luvut 2-37, -3 ja ¢ esitettynd kompleksitasossa.
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Imaginaariyksikolla ¢ on tirked ominaisuus
it =—1
eli

i=+—1.

Esimerkki 4.4 Ylli olevaa imaginaariyksikon ominaisuutta hyviksikiyttien
voidaan ratkaista esimerkiksi yht#ld 22 = —1, jolloin x = £1/—1 eli imagi-
naariyksikon ¢ médritelmidn mukaan r = +i. Vastaavasti ratkaistaan yhtalo

2?2 = —4, jolloin x = £/—4 = £/4 - (1) = £/4/—1 = +2i.

Kompleksilukujen yhteen- ja kertolasku perustuu tavallisiin liitadnta-, vaih-

danta- ja osittelulakeihin.

Esimerkki 4.5 Lasketaan kompleksilukujen 2 — 3¢ ja —1 + 2:
a) summa:
(2-3i)+(-1+20)=2-3i—1+2i=1—1.
b) tulo:
(2-30)(-14+2i) = 2-(-1)+2-20+(=37) - (—1) + (—37) - 2¢

= —2+44i+ 3i — 62
= —2+7i+6
= 44 Ti.

Tarkastellaan tilannetta, jolloin karakteristisen yhtélon 72 +qr +p = 0
juuret ovat kompleksilukuja eli 7 = a + bi ja 7o = a — bi (b # 0). Téll6in
differentiaaliyhtdlon y” + qy’ + py = 0 kaksi yksittaisratkaisua kompleksilu-
kualueella ovat y;(z) = €™ ja yo(x) = €%, josta edelleen yhtdlon yleiseksi
ratkaisuksi kompleksilukualueella saadaan

y(z) = Die"™ + Dyer™,

jossa Dq ja D5 ovat komleksilukuvakioita. Differentiaaliyhtdloité ratkaistaes-
sa halutaan 10ytaa reaalisia ratkaisuja, joiden selvittdmiseksi lahdetdan liik-
keelle yhtalon yleisestd ratkaisusta ja kdytetddn eksponenttifunktion ominai-
suutta

"t = e"e? (4)
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seka Fulerin kaavaa

e’ =cosz +isinz: (5)

y = Die™" + Dye™”

—  Dyelattir | p,cla-bi
D pesrehin 4, earebiz
= Die"(cosbx 4 isinbx) + Doe®(cos bx + isin(—bzx))
= Die*(cosbx + isinbz) + Doe®(cos bxr — isin br)
(D1 + Dq)e cosbx + i(Dy — Dy)e™ sin bz
e ((Dy + Ds) cosbx +i(Dy — Do) sin bx).

Vakiot D; ja D, ovat mielivaltaisia, joten valitaan ne niin, ettd C, = D1+ D>

ja Cy = i(D; — Dy) ovat reaalisia. Yleinen ratkaisu reaalialueella siis on

y(x) = e*(Cycosbr + Cysinbz)|,

jossa (' ja (5 ovat reaalivakioita. Lauseen 2 mukaisesti differentiaaliyhta-
16n ¥ + qy’ + py = 0 reaaliset yksittiisratkaisut ovat y;(z) = e cosbz ja
y2(x) = €* sin bz, joka voidaan todeta sijoittamalla ratkaisut yhtdloon (har-

joitustehtavi).

Esimerkki 4.6 Ratkaise differentiaaliyhtélo y” + 4y’ + 13y = 0.
Yhtélon karakteristinen yht#lé on r2 4 4r 413 = 0. Toisen asteen yhtilon
ratkaisukaavalla saadaan

=4 EV4er—4-1-13

2-1

= —24V/-9=-2+3;,

r

jolloin juuret ovat

ro=—2+3ijar,=—2—3i.

Juuret ovat kompleksiset; reaaliosa a = —2 ja imaginédiriosan kerroin b = 3.

Yhtdlon yleinen ratkaisu reaalialueella on télloin
y = e **(C} cos 3z + Cq sin 31),

jossa C] ja Cy ovat reaalivakioita.

o4



Esimerkki 4.7 a) Maarita differentiaaliyhtilon y”+4y = 0 yleinen ratkaisu.
Ratkaistavaa yhtilod vastaavan karakteristisen yhtdlon r2 +4 = 0 juuret
ovat r = ++/—4 = £2i. Juurten reaaliosa a = 0 ja imagindiriosan kerroin

b = 2, jolloin yleinen ratkaisu on
y = C4 cos 2x + Cysin 2z,

jossa C; ja Cy ovat reaalivakioita (huom. ¢ = 1).

b) Madrita se yksittéisratkaisu, jolle pétee alkuehdot y(0) =1 ja y'(0) = 2.
Sijoitetaan alkuehdot a-kohdan yleiseen ratkaisuun y ja tdmén derivaat-

taan iy’ = —2C sin 2z + 2C5 cos 2x:

y'(0) = —2Cysin(2 - 0) +2Cy cos(2 - 0) “2* 2
y(o) = 01 COS(2 . O) + 02 Sin(2 . O) Ol‘gva 1,
josta edelleen
205, =2
C; =1

Téastd ndhdéan, ettd molemmat vakiot C7 = Cy = 1, joten alkuehdot toteut-

tava yksittiisratkaisu on
Yy = cos 2x + sin 2.

Harjoitustehtivia

4.1 Ratkaise differentiaaliyhtalot.

a)y' 4+ 3y —4y=0 c)y"'—6y+9y=0
b) v’ — 16y =0 d)y"+4y +5y=0
4.2 Ratkaise differentiaaliyhtélo
a) y" — 2y + 10y = 0, kun y(0) =0 ja y'(0) = 1.
b) vy — 4y 4+ 4y = 0, kun y(0) = 3 ja y/(0) = 1.
¢)y'+y —2y =0, kun y(0) =2 ja y'(0) = 1.
4.3 Minka toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlon yleinen ratkaisu on

a) y = Cre® + Coe™™ c) y = C1e™ + Coxe™®
b) y = €**(Cy cosx + Cysinx) d) y = Cre” + Coe™ 2",
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4.4 Osoita, ettd y; = e cos bx ja yo = e** sin bx toteuttavat differentiaaliyh-
talon y” + qy’ + py = 0.

4.5 Osoita, ettd yhtdlon y” + qy’ + py = 0 ratkaisu on

a) y =x jos q + pxr = 0.

b) y=e"jos 14+ q+p=0.

4.6 Tutki differentiaaliyhtilon 22y” +qry’+py = 0 ratkaisemista sijoituksella
r=e.

4.7 Milla reaaliarvolla p differentiaaliyhtélén y” 4+ py = 0 kaikki ratkaisut
a) ovat rajoitettuja.

b) ldhestyvét nollaa, kun x — +oo. Perustele.

4.2 Lineaarinen, vakiokertoiminen ja epihomogeeninen

differentiaaliyhtalo

Lineaarisen, vakiokertoimisen ja epdhomogeenisen toisen kertaluvun diffe-
rentiaaliyhtalon

y' +qy +py=r(z)
yleinen ratkaisu on summa

Y ="Yn+ Yes

jossa yp, on vastaavan homogeenisen yhtidlon yleinen ratkaisu ja y. on jokin
epahomogeenisen yhtdlon yksittdisratkaisu. Ratkaisu muodostuu siis vastaa-
vasti kuin ensimmaéisen kertaluvun tapauksessa (luku 3.3.2).

Homogeenisen yhtdlon yleinen ratkaisu maaraytyy karakteristisen yhta-
16n juurista, jota on kisitelty edelld. Sen sijaan epidhomogeenisen yhtdlon yk-
sittdisratkaisu voidaan 16ytda tekemélld sopiva arvaus ratkaisusta. Tehd&din
yrite, joka on samaa tyyppid kuin funktio r(z) ja jossa on tuntemattomia
kertoimia. Kertoimet voidaan méaarittaa sijoittamalla yrite ratkaistavaan yh-
taloon (luku 3.3.2).

Esimerkki 4.8 Ratkaise differentiaaliyhtalo y” + 2y’ + y = .
Esimerkissé (4.3) on vastaavan homogeenisen yhtélon y” + 2y +y = 0

yleiseksi ratkaisuksi saatiin

y=Cie* 4+ Coxe™ ™,
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jossa (' ja (5 ovat mielivaltaisia vakioita. Seuraavaksi etsitddn epdhomo-
geeniselle yhtélolle jokin yksittdisratkaisu. Nyt ratkaistavan yhtdlon tekee
epidhomogeeniseksi ensimméisen asteen polynomi r(x) = z, joten oletetaan

ratkaisun olevan samaa muotoa ja tehddin yrite y. = Az 4+ B. Sijoitetaan

y =Ar+ B
y =A
y// :0

ratkaistavaan yhtal6on:
v'+ 2y +y=0+24A+ (Az + B) oltava .

Tésté ratkaistaan vakioille A ja B arvot, kun saman asteen termien kertoimet

on oltava yhta suuret eli

2A+B =0
A =1

Sijoitetan A = 1 ylempéan yht&loon, jolloin siis B = —2 ja yksittaisratkaisu
on

Ye = T — 2.
Tasté edelleen yhdistamalld ratkaisut, saadaan yhtdlon yleiseksi ratkaisuksi
y=1yn+ye=Cie "+ Core ™+ —2,

jossa C] ja Cy ovat mielivaltaisia vakioita.

Huomautus Mikili epdhomogeenisen yhtélon funktiossa r(x) on sama termi
kuin homogeenisen yhtilon yleisessa ratkaisussa, pitda yrite kertoa muuttu-

jalla z aivan kuten ensimmdisen kertaluvun tapauksessakin (luku 3.3.2).
Harjoitustehtivia

4.8 Ratkaise differentiaaliyhtélot.

a)y' —y —2y=3 oy ' —y —2y=x+3
b)y"—y’—2y:x d)y"—y’—?y:mQ
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4.9 Ratkaise differentiaaliyhtalot.
a) y’ — Ty + 6y =e** b) y" — Ty + 6y = e*
4.10 Ratkaise differentiaaliyhtilot.
a) ¥’ 4+ 9y = sin 2z b) ¥ + 9y = sin 3z

Miksi a-kohdassa ei tarvitse tehda yritettd y = Csin 2z + C5 cos2x, vaan
riittdd yrite y = C sin 227 Miksei sama pide b-kohtaan?

4.11 Mika on differentiaaliyhtélon y” — 4y’ + 4y = = yleinen ratkaisu seki se
yksityisratkaisu, joka arvolla x = (0 saa arvon y = i ja arvolla z = 1 arvon
y = 0. (yo-tehtdvi s72)

4.3 Sovelluksia
4.3.1 Oppiminen (psykologia)

Henkil6n on opeteltava suuri mééra vieraan kielen sanoja ulkomaille muuttoa
varten ja hin tekee kunakin pdivinad saman verran tyotd sanojen oppimiseen.
Oletetaan, ettd oppimistyon alkaessa oppimisnopeus on vy. Opitun méaéiran li-
sddntyessda oppimisnopeus pienenee, joten oppimiskiihtyvyys on negatiivinen
(vrt. autolla nopeuden hidastuessa kiihtyvyys on negatiivinen). Lisdksi ole-
tetaan, ettd oppimiskiihtyvyys on suoraan verrannollinen oppimisnopeuteen.
Olkoon m(t) opittu sanamaéra hetkelld ¢, jolloin oppimisnopeutta kuvaa sen
derivaatta m/(t) ja oppimiskiihtyvyyttd m”(¢). Muodostetaan yhtilo opitulle
sanamadrélle hetkella t.

Tiedetddn, ettd oppimiskiihtyvyys on suoraan verrannollinen oppimisno-

peuteen, jolloin saadaan ratkaistavaksi yhtilo
m”(t) = —km/(t),

jossa k on positiivinen verrannollisuusvakio. Ratkaistavan yhtdlon karakte-
ristinen yhtilon r2 + kr = r(r + k) = 0 juuret ovat r; = 0 ja ro = —k. Juuret

ovat siis erisuuret ja reaaliset, joten differentiaaliyhtilon yleinen ratkaisu on
m(t) = Cy + Cye ™™,
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jossa C ja Cy ovat mielivaltaisia vakioita (huom. e = 1).

Vakiot voidaan méarata yksikisitteisesti alkuehdoista. Oletetaan, etta oppija

aloittaa oppimisen ajan hetkelld ¢ = 0, jolloin hén ei ole oppinut vield ainut-

takaan sanaa. Téstd siis saadaan ensimmaéinen alkuehto, joka on m(0) = 0.

Toisaalta tiedetddn, ettd aluksi hinen oppimisnopeutensa on vy, joten toinen

alkuehto on m’(0) = wvy. Sijoitetaan ndmi yleiseen ratkaisuun m(t) ja sen

derivaattaan m’(t) = Cy - (—k)e ™

m’(O) — 02 . (—k)eik'o Ol‘gva v
m(0) = Cy + Coe F0 2%,

josta edelleen

—k’OQ = 1o
Ci+Cy =0.

Ylemmistéd yhtéalosta ratkaistaan Cy = —% ja alemmasta C; = —C. Sanojen

lukumaéraa hetkelld ¢ kuvaa yhtalo

Vo Vo _ Vo _
m(t) = ? — ?6 kt = Z(l — € kt),

jota on mallinnettu kuvassa 11.

m

Kuva 11: Opittujen sanojen lukuméiréd ajan funktiona.

Tarkastellaan vield tuloksen jarkevyyttd. Kun ¢ — oo, niin m —

Yo

PR

Nain ollen ajan kuluessa opittujen sanojen mééra lihenee raja-arvoa ¢, jota
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merkataan termilld m... Yleensi oppimista tapahtuu asteittain. Oppija saat-
taa siis juuttua joksikin aikaa paikalleen, jolloin oppimista ei juuri tapahdu.
Toisaalta oppimistyon jatkuessa tapahtuu jossain vaiheessa oppimisen para-
nemista, kunnes jilleen juututaan tietylle tasolle. Oppimiskéyréksi ei siten
saada kuvan 11 kiyrida sellaisenaan, vaan téllaisista kokoonpantu kuvan 12

mukainen kiyré.

Kuva 12: Oppimistapahtumaa totuudenmukaisemmin kuvaava kayra.

4.3.2 Harmoninen viridhdysliike (fysiikka)

Jousen toinen paé on kiinnitetty seinéédn ja toisessa péddssa on kiinni kappale,
jonka massa on m. Jousta venytetddn niin, ettd kappaleen poikkeama tasa-
painoasemasta on A ja padstetddn vardhdysliikkeeseen ajanhetkelld ¢ = 0.
Tarkastellaan miten kappaleen paikka z riippuu ajasta. Valitaan origo tasa-
painokohdaksi ja positiivinen suunta on venyttidvin voiman suunta. Lisik-
si jos kappale on kohdassa z, vaikuttaa jousi sithen harmonisella voimalla
F = —kx, missi k£ > 0 on jouselle ominainen vakio ja miinusmerkki tulee
siksi, koska voiman ja poikkeaman suunnat ovat vastakkaiset.

Mekaniikan II peruslain mukaan kappaleeseen vaikuttava voima F' on kap-
paleen massan m ja kiihtyvyyden a tulo: F' = ma, jossa a = ‘3127;”. Harmoniselle
vardhdysliikkeelle saadaan siis yht&lo

d?z
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Muunnetaan yhtilo normaalimuotoon seké kirjoitetaan kaikki termit yhtalén

vasemmalle puolelle

1 k
' + —x=0.
m

Yhtalon karakteristisen yhtélon

k
r’+—=0
m

ko |k
Ty =1\ — Jary = —i\/ —.
m m

Koska juuret ovat kompleksiset, yhtdlon yleinen ratkaisu on

k k
x(t) = Cycos |/ —t + Cysiny [ —t.
m m

Vakiot mairiytyvit alkuehdoista. Ensinnikin tiedetdén, ettd kappaletta ve-

juuret ovat

nytetdédn, niin ettd sen poikkeama tasapainoasemasta on A, télloin z(0) = A.
Toisaalta kappale ei ole liikkeessd irroitushetkelld, jolloin siis 2/(0) = 0. Si-

joitetaan yleisen ratkaisun yhtial6on alkuehto z(0) = A, jolloin

k k oltava
2(0) = Crcosy[— -0+ Cysiny/ — - 0= C; "2 4,
m m

josta siis C7 = A ja edelleen, kun sijoitetaan alkuehto z/(0) = 0 yht&l6on

2'(t) = —C’l\/gsin \/gt + C’g\/gcos \/gt, saadaan
| k [k |k | k [k oltava
2'(0) = —C1y/—siny/— -0+ Cyy/ —cosy/— - 0= Cyy/— fava ().
m m m m m

Koska % on vakio# 0, on oltava Cy = 0. Kappaleen etiisyys tasapainopis-
teestd kullakin ajanhetkelld, kun jousta on ensin venytetty origosta etéisyy-

delle A, voidaan ratkaista yhtalosté

k
x(t) = Acosy/ —t.
m

61



4.3.3 Vaimennettu harmoninen virihdysliike (jatkoa edelliseen

esimerkkiin)

Todellinen virihtelija vaimenee vihitellen, ellei sen varahtelya yllapideta ul-
koisella voimalla. Oletetaan, ettid jousen péddssa olevaan kappaleeseen vaikut-
taa harmonisen voiman F' = —kz lisiksi nopeuteen verrannollinen vaimen-
tava voima F,. Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 13. Talloin syntyy
vaimennettu harmoninen vdrdhdyslitke, silli vastusvoima vaimentaa jousen
varahtelyd. Muodostetaan yhtald, josta voidaan ratkaista kappaleen sijainti
kullakin hetkella ¢, kun alkuehdot ovat samat kuin edellisessa tehtavissa eli
z(0) = A ja 2/(0) = 0.

Kuva 13: Jousen pééssi olevaan kappaleeseen vaikuttavat voimat.

Vastusvoima on kappaleen nopeuteen verrannollinen, joten F, = —hw,
jossa nopeus v = ((ii—f = 2/ ja h on verrannollisuusvakio. Vaimennetun harmo-

nisen virdhdysliikkeen differentiaaliyhtéloksi saadaan
ma” = —ha' — kuz,

joka normaalimuodossa kirjoitetaan muotoon

h k
2+ —a+ —x=0.
m m

Tata yhtaloa vastaava karakteristinen yht&lo on

h k
r? 4+ —r+ — =0,
m m
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ja sen juuret ovat

L3

Yksinkertaisuuden vuoksi merkitddn - = K 2ja b

— = 2H, jolloin juuret
voidaan kirjoittaa hieman yksinkertaisemmin muodossa

—2H + VAH? — 1K?
— . — —H+VH?— K2

r

Differentiaaliyhtélon ratkaisu vaihtelee sen mukaan onko H = K, H > K vai
H < K, joten tarkastelu on jaettava kolmeen osaan.

1. Tarkastellaan ensin tilannetta, jolloin H = K (kriittinen vaimennus). Tal-
16in karakteristisen yhtdlén molemmat juuret ovat » = —H, joten yhtélon

yleinen ratkaisu on

= Cre Bt 4 Cyte HE,

jossa C' ja (5 ovat mielivaltaisia vakioita. Vakiot voidaan ratkaista alkueh-
doista 2(0) = A ja 2/(0) = 0 (harjoitustehtavé).
2. Toisena tarkastellaan tapausta, jolloin H > K (vahva vaimennus). Nyt

karakteristisen yhtdlon juuret ovat reaaliset ja erisuuret:
rnm=-H+VH?—-K?jary,=—-H —VH? - K2,
joten yhtalén yleinen ratkaisu on

T = €_Ht(01€th2_K2 + Cge_th2_K2),

jossa (' ja (5 ovat mielivaltaisia vakioita. Vakiot voidaan ratkaista alku-
ehdoista z(0) = A ja 2/(0) = 0 (harjoitustehtavi).
3. Viimeisend tarkastellaan tilannetta, jolloin H < K (heikko vaimennus).

Karakteristisen yhtalén juuret ovat nyt kompleksiset:
rm=—H+iVH? - K2jar,=—H—ivVH? — K2,
joten yhtalon yleinen ratkaisu on
z = e HY(Cy cos(tVK? — H?) + Cysin(tVK? — H?)),
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jossa (7 ja (5 ovat mielivaltaisia vakioita, jotka voidaan ratkaista alkueh-
doista 2(0) = A ja 2/(0) = 0 (harjoitustehtav).

Lisatehtava Tutki kolmessa eri tapauksessa H = K, H > K ja H < K

miten ratkaisufunktiot kiayttaytyvét, kun ¢ — oco. Pééttele tdstd mita tarkoi-
tetaan vahvalla, heikolla ja kriittiselld vaimennuksella.
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5 Differentiaaliyhtilon numeerinen ratkaisu

Differentiaaliyhtdlon ratkaisufunktion y lauseketta ei aina pystyté késin rat-
kaisemalla tai edes tietokoneohjelmalla 16ytdmaédn. Jos halutaan tietda ai-
noastaan funktion arvo y(x) jossakin kohdassa x ja jollakin tietylld tark-
kuudella, voidaan turvautua differentiaaliyhtélon ratkaisemiseen numeerisin
menetelmin. Talloinkédédn ei saada selville ratkaisufunktion lauseketta y, vaan
ainoastaan ratkaisun arvo y(z) halutussa kohdassa x. Numeerisia menetel-
mid on erilaisia, ja riippuen milld tarkkuudella ratkaisun likiarvo halutaan,
voidaan kayttdd eri menetelméa. Talla kurssilla tarkastellaan joidenkin en-
simmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtéloiden ratkaisemista numeerisesti ja
otetaan pikainen katsaus Fulerin menetelmddan ja, hieman edellistd tarkem-
paan, Eulerin keskipistemenetelmdadn.

Jotta differentiaaliyht&lon numeerinen ratkaisu olisi yksikésitteinen, tay-
tyy kyseessd olla alkuarvoprobleema, eli yhtélon 3y’ = f(x,y) lisiksi pitéé olla

tunnettuna alkuehto y(z¢) = yq.

5.1 FEulerin menetelma

Eulerin menetelmd on yksinkertaisin numeerinen menetelmai, jolla voidaan
ratkaista differentiaaliyhtiloitd. Vaikka menetelmia kiytetadnkin paljon sen
yksinkertaisuuden vuoksi, on olemassa muita menetelmié, jotka antavat huo-

mattavan paljon tarkempia likiarvoja kuin tdma menetelma.

Tarkastellaan differentiaaliyhtilén ¢y = f(x,y) ratkaisua y(x) numeerises-
ti, kun z on valilld [x,b] ja kun péitee alkuehto y(zg) = yo.

Ensin jaetaan tarkasteltava vili [zq,b] yhta pitkiin osavéleihin, siten etta
valin pituus on h ja merkitddn jakopisteitd xg, x1, xo,... . Kun siis véilin alku-
piste xy ja osavalin pituus h tunnetaan, saadaan muut jakopisteet laskemalla
x1 =29 + h, x9 = x1 + h ja yleisesti xp 1 =z + h, kun £k =0,1,2,....

Mikéli vélin pituus h on riittdvén pieni, voidaan olettaa funktion kuvaa-
jan kayttaytyvin vilin alkupisteeseen piirretyn tangentin suuntaisesti koko
osavililla. Tallin siis ensimmaiselld osavililla [zg,x1] ratkaisufunktion tan-

gentin kulmakerroin on y'(zo) = f(x0,y0), toisella osavililld [zq,25] tangentin
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kulmakerroin on y'(z1) = f(z1,y1) ja niin edelleen. Eulerin menetelmii on

havainnollistettu kuvassa 14.

S

Kuva 14: Eulerin menetelma.

Todellisuudessa vilin pituutta ei pystytd valitsemaan niin pieneksi, etta rat-
kaisufunktio kulkisi tdysin véilin alkupisteeseen piirretyn tangentin suuntai-
sesti koko osavililla. Talloin siis kussakin jakopisteessd x; ratkaisufunktion
arvo y(zx) = yx on ainoastaan likiarvo.

Ensimmaisen osavélin [zg,x1] alkupisteen ratkaisufunktion tarkka arvo
y(xog) = yo tiedetddin tehtévin alkuehdon perusteella. Ensimméiisen osavé-
lin ratkaisufunktion tangentin kulmakerroin on kulmakertoimen maaritelmén
mukaan y'(zo) = f(zo,yo) = £=22 = #3%. Téstd yhtdlostd saadaan ratkai-

suna toisen osavilin [z1,r2] alkupisteen x; ratkaisufunktion numeerinen li-

kiarvo y(w1) = y1 = yo + f(wo.y0)h ja yleisesti ypi1 = yi + f(2k,yx)h, kun
k=0,12,..

Eulerin menetelmd voidaan esittda rekursiivisesti yhtéloina

y(zo) = %o
Tpt1 — .I%"‘h

Y( k1) = Yer1 = Ye + f(Trye)h,

jossa xg ja yo tunnetaan tehtdvin alkuehdon perusteella ja £ = 0,1,2,....
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Esimerkki 5.1 Tarkastellaan differentiaaliyhtilon i’ = 2y ratkaisemista nu-
meerisesti Eulerin menetelmélla vélilla [0,1], kun alkuehto on y(0) = 1 ja as-
kelpituus
a) h =0,5.

Nyt v = f(xg,yr) = 2y sekd xy = 0 ja yo = 1. Rekursiivisten yhtéloiden

mukaisesti 1 = 0,5 ja x5 = 1 seké

y(05) =11 = Yo+2y-05=1+2-05=2
y)=y2 = y1+2y:-05=2+2-2-05=4

b) h =0,2.
Rekursiivisten yhtéléiden mukaan: xy = 0,2, x5 = 0,4, ... ,x5 = 1 seki

y(02) =y = yo+2y0-02=1+2-02=14

y(04) =y = 1 +2y1-02=144+2-14-0,2=1,96

y(0,6) =ys = y2+2y2-02=196+2-1,96-0,2 =2,744

y(0,8) =ys = y3+2y3-02=2744+42-2744-0,2 = 3,8416

y(1)=ys = ys+2ys-02=38416+2-3,8416-0,2 = 5,37824

¢) h=0,1

Laskeminen on suhteellisen ty6listé késin, silld arvoja tulee nyt 10 kappa-
letta. Tasta syysta kiytetddn apuna laskinta, johon syctetddn ohjelma, joka
laskee tarvitut arvot. Ensin syotetaén laskimeen tarkasteltava funktio f(x,y)
grafiikkafunktioksi Y1 = 2Y. Tamaén jilkeen tallennetaan laskimen muistiin
osavalin pituus 0,1 — H seki alkuarvot 1 — Y ja —0,1 — X. Huomaa, etta
muuttujan x alkuarvo on aloitettava yhden askelpituuden verran vasemmal-
ta, jotta laskut tulevat oikein. Kun grafiikkafunktio ja tarvittavat luvut on

tallennettu laskimeen, kirjoitetaan ndytolle yhden rivin ohjelma:
X+H—-X:Y+Y1l-H-Y.

Kirjain Y voidaan kaikkialla korvata kirjaimella Z jos laskin ei hyviksy kir-
jainta Y grafiikkafunktion lausekkeeseen. Taulukon tulokset on laskettu las-

kimella ja pyoristetty kahden desimaalin tarkkuuteen.
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/00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
y|1,00 1,20 144 1,73 2,07 249 299 358 423 516 6,19

d) Verrataan b ja c-kohdissa lasketuttuja likiarvoja oikeaan arvoon 0,2:n
vilein.

Yhtalo ¢y = 2y on ensimméisen kertaluvun lineaarinen yhtalo, jonka ylei-
nen ratkaisu on y = C'e®® ja edelleen alkuehdon y(0) = 1 toteuttava yksittiis-
ratkaisu on y = 2%, Sijoitetaan tihin haluttu muuttujan x arvo ja verrataan

sitd b ja ¢ kohtien tuloksiin.

|00 02 04 06 08 1,0

y | 1,00 1,40 1,96 2,74 3,84 5,38 h =20,2

y | 1,00 1,44 2,07 299 4,23 6,19 h=0,1

y | 1,00 1,49 2,23 3,32 4,95 7,39 oikea arvo

Huomataan, ettd vilin pituuden A pienetessi Eulerin menetelmé antaa pa-
rempia tuloksia kuin suuremmilla askelpituuksilla. Tadmé tukee sité, etta pie-
nemmilld vilin pituuksilla ratkaisufunktion poikkeama vélin alkupisteeseen

piirretysta tangentista on pienempi.

Eulerin menetelmén heikkous on siis siiné, ettd ratkaisufunktio korvataan
kullakin osavélilld suoralla, jonka kulmakerroin on méaérdytynyt ainoastaan
valin alkupisteestd, joka ei valttdmétta kuvaa erityisen hyvin funktion muu-
tosta koko kyseiselld osavililla. Mitd suurempi askelpituus h on, niin sen
suurempi on myds poikkeama oikeasta arvosta. Lisdksi koska lausekkeeseen
Yr+1 sijoitettava arvo yy on likiarvo, tulee virhettd joka laskukerralla enem-
mén. Eulerin menetelmad onkin kehitetty ottamalla paremmin huomioon
koko osavililld tapahtuvat muutokset esimerkiksi laskemalla kulmakerroin

useammassa kohdassa.

5.2 Eulerin keskipistemenetelmé

Eulerin keskipistemenetelmdssd kulmakerroin lasketaan nimensd mukaisesti
osavalin keskipisteessi. Keskipistettd vastaava funktion y arvo lasketaan sa-
moin kuin Eulerin menetelméissi. Tarkastellaan menetelméa tarkemmin yh-

talolle y' = f(z,y), kun alkuehto on y(zo) = yo ja tarkastelu véli [zg,b].
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Jaetaan tarkasteluvili jélleen yhtépitkiin osavileihin, joiden jokaisen pi-
tuus on h. Vélin [zy,zx,1] alkupistettd x) vastaava funktion y arvo on y.
Kyseisen vilin keskipiste on

ja sitd vastaava funktion y arvo on
h
vk = Yk + f(Tr,y) - 5
Huomaa, ettd keskipistettd vastaava funktion y arvo on laskettu kuten Eule-
rin menetelmassa.
Kulmakerroin vélin [xy,xy1] keskipisteessd saadaan, kun sijoitetaan ylla
méadritetyt uy ja v lausekkeeseen 3y’ = f(x,y), jolloin
h h
re = fug,or) = f(xg + 5 Y + f(Tr,yk) - 5)
Funktion y arvo vilin [zy,z),1] pAdtepisteessd xj,; saadaan kuten Eu-
lerin menetelméssa, mutta kulmakertoimena kiytetddn véilin keskipisteessi

laskettua kulmakerrointa rj, joten

Yk+1 = Yk + Tk - D

Eulerin keskipistemenetelmda voidaan ilmaista rekursiivisesti kaavoilla seu-

raavasti

y(ro) = o

Tpt1 — T + h

h h
Y(@pe1) =yen = yr+ flae+ 5 Ykt f(wr,ye) - 5) “h,

jossa xg ja yp tunnetaan tehtdvian alkuehdon perusteella ja £ = 0,1,2,....

Keskipistemenetelméssi tehddin enemmén laskutoimituksia, kuin taval-
lisessa Eulerin menetelmissé, joten se on tyoladmpi suorittaa manuaalisesti
alusta loppuun. Siksi onkin yksinkertaisinta syottad laskimeen ohjelma, joka
laskee tarvittavat tulokset pienelld tyomaéérilla ja melko nopeasti. Tavalli-

seen Eulerin menetelméin verrattuna, pitda laskimeen syotettdvad ohjelmaa

69



hieman muuttaa. Koska kulmakerroin on laskettava kahdesti muuttujien x
ja y eri arvoilla, tarvitaan apumuuttujat S ja W.

X—>S:Y—>W:W+Y1~g—>Y:S—I—g—>X:

W+Y1l-H—-Y :S+H—X:DispY

Mikéli laskin ei hyviksy kirjainta Y grafiikkafunktion lausekkeeseen, voidaan

se korvata esimerkiksi kirjaimella Z.

Esimerkki 5.2 Ratkaise Eulerin keskipistemenetelmalla edellisen esimerkin
yhtdlo ' = 2y, kun alkuehto y(0) = 1 ja tarkasteluvili [0,1]. Kdytetddn
askelpituutta
a) h=0,5.

Yhtdlo ¢ = f(x,y) = 2y ja alkuehdon perusteella zy = 0 ja yo = 1. En-
simmaéisen osavélin [0; 0,5] keskipiste on ug = x¢ + % = 0,25 ja sitd vastaavan

funktion y arvo vy lasketaan kuten Eulerin menetelméssa

0,5
=142
- 2

h ,
’Uozyo+f(3707yo)’§:yo+2y0' 9

= 1,50.
Sitten lasketaan kulmakerroin vélin keskipisteessi (ug,v9) = (0,25;1,50):
ro = f(uo,00) = 2v9 =2 1,50 = 3,
jonka avulla ratkaistaan funktion arvo y;:
y(0,5) =y1 =yo+roh =14+3-0,5=25.

Tésta edelleen seuraavan osavilin [0,5; 1] keskipiste on u; = z1 + % = 0,75 ja

sitd vastaavan funktion y arvo v,

v =y + f(x1,m) - g =1y + 2y - % =25+2-25-0,25 = 3,75.
Lopuksi ratkaistaan kulmakerroin pisteessa (u1,v1) = (0,75;3,75):

r1 = f(u,v) =2v; =2-3,75 =175,
jonka avulla edelleen ratkaistaan funktion arvo ys:

y(1) =yo=y1 +rh=25+75-0,5=6,25.
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b) h =0,2.

Laskuvaiheita on jo niin paljon, ettd lopputulokset kannattaa laskea las-
kimen ohjelmalla. Tallennetaan tarkasteltava yhtélo laskimeen grafiikkafunk-
tioksi Y1 = 2y, tallennetaan askelpituus 0,2 — H sekd alkuarvot 1 — Y ja
0 — X seki syotetddn laskimen néytolle ennen esimerkkid mainittu ohjelma.

Taulukossa on esitetty tuloksien kaksidesimaaliset likiarvot.

2|00 02 04 06 08 1
y| 1,00 148 219 324 480 7,10

¢) Verrataan funktion arvolle y(1) a ja b kohdissa saatuja tuloksia esimerkin
(5.1) antamiin likiarvoihin.

Kootaan tulokset taulukkoon, jotta niitd on helpompi vertailla.

Euler keskip oikea arvo=7,39
y(l) | 4,00 6,25 (h=10,5)
y(l) | 5,38 7,10 (h=0,2)
y(1) | 6,19 (h=0,1)

Huomataan, ettd keskipistemenetelmélle jo jakovilin pituus h = 0,5 antaa
tarkemman likiarvon kuin tavallinen Eulerin menetelma jakovéilin pituudelle

h=0,1.

Tavalliseen Eulerin menetelméin verrattuna, keskipistemenetelmi antaa
pienemmalld askelvilin pituudella h tarkemman likiarvon. Tosin keskipiste-
menetelméssd samalla askelpituudella laskuvaiheita on useampia ja siksi las-
keminen kisin saattaa tulla jo alkuvaiheessa tyoladksi. Jos kiytossé on tieto-
kone tai graafinen laskin, kannattaa tuloksen paremman tarkkuuden vuoksi
kiyttad naistd kahdesta menetelmésté keskipistemenetelméd. Toisaalta Eule-
rin menetelmékin vaatii laskimen kayttod, jos joudutaan kiyttdméan pienta

jakovilin pituutta h, jolloin my6s laskuvaiheiden méaara kasvaa.
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Edella késitellyistd menetelmisté vieldkin tarkempaan likiarvoon johtaa
Rungen-Kuttan menetelmd, jossa kulmakerroin lasketaan neljassia eri koh-
dassa ja lopullinen kulmakerroin on néiden painotettu keskiarvo. Vaikkakin
manuaalisesti joudutaan tekeméin useita laskuvaiheita, on se helppo ohjel-
moida laskimeen tai laskea likiarvot tietokoneella. Menetelméi on jatetty ta-

man kurssin ulkopuolelle.
Harjoitustehtavia

5.1 Ratkaise Eulerin menetelmélld yhtalé v’ = y + 1, kun y(1) = 0,5 ja vali
[1,2]. Kéyta askelpituutta a) 0,2 ja b) 0,1. ¢) Ratkaise yhtilo ja laske y(2).
Vertaa tulosta a ja b kohtien tuloksiin.

5.2 Tutki differentiaaliyhtélon ¢y’ = y ratkaisemista Eulerin menetelmalla,
kun alkuehto on y(0) = 1. Kéyté erilaisia vélin [0,1] jaotuksia ja yritd néin
etsid mahdollisimman hyva likiarvo y(1).

5.3 Laske yhtélon y' = y + z, y(0) = 1 arvot y(1) ja y(2) Eulerin menetel-
mélld, kun askelvili h on a) 0,5 ja b) 0,2.

5.4 Ratkaise Eulerin menetelmélld differentiaaliyhtdlé ' = x — y + 1, kun
alkuehto on y(1) = 1. Paittele tulosten perusteella yhtdlon analyyttinen
ratkaisu.

5.5 Ratkaise Eulerin keskipistemenetelmalld differentiaaliyhtdlo ¢’ = yx va-
1illd [1,2], kun alkuehto on y(1) = 0,5. Kéyté askelvilia h a) 0,5, b) 0,2 ja c)
0,1.

5.6 Laske Eulerin keskipistemenetelmélla yhtélon ' = y + z, y(0) = 1 arvot
y(1) ja y(2). Kéyta askelvilid a) 0,5, b) 0,2 ja c¢) vertaa tuloksia harjoitusteh-
tavin (5.3) tuloksiin seké todellisiin likiarvoihin y(1) ~ 3,44 ja y(2) ~ 11.78.
5.7 Mé&aritd numeerisesti yhtélon y' = = — y + 1, y(1) = 4 ratkaisun pienin
arvo, kun x > 1. Tarkista tuloksesi ratkaisemalla yhtdlo analyyttisesti ja

madrittadmalla sen perusteella ratkaisufunktion pienin arvo.
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6 Differentiaaliyhtilon ratkaiseminen tietoko-

neella

Talla kurssilla tarkasteltavana olleet differentiaaliyhtélot ovat olleet muodol-
taan sellaisia, ettd ne on saatu ratkaistua suht yksinkertaisin menetelmin.
Monet differentiaaliyhtélot ovat kuitenkin muodoltaan sellaisia, ettei niité
pystytad tdmén kurssin tietojen perusteella ratkaisemaan tai sellaisia, ettd on
kokeneellekin laskijalle ty6lasta, aikaavievii tai jopa mahdotonta ruveta rat-
kaisemaan niita kiisin. Onneksi on kehitetty erilaisia tietokoneohjelmia, joiden
avulla differentiaaliyhtéldiden ratkaiseminen onnistuu hyvin pienelld vaival-
la. Talla kurssilla tutustutaan lyhyesti Mazima-tietokoneohjelman kayttoon.
Sen 16ytad esimerkiksi Googlesta hakusanalla Mazima, josta sen voi ladata

omalle koneelle ilmaiseksi.

6.1 Analyyttinen ratkaisu

Esimerkki 6.1 Tarkastellaan ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtalon
y' = x? + y ratkaisemista Mazima-ohjelmalla, kun alkuehto on y(0) = 0.
Kuvassa 15 on kopio tietokoneruudulta yhtélon ratkaisuvaiheessa. Jos kés-
ky syotetddn jollekin komentoriville (in), niin ohjelma antaa tuloksen vastaa-
valla (out) rivilli. Huomaa, ettd kunkin komennon jilkeen on kirjoitettava
puolipiste. Lisiksi Neperin luvun e eteen on laitettava prosenttimerkki ja %c
tarkoittaa integroimisvakiota. Tamén esimerkin ratkaisusta voidaan piirtaé
kuva komennolla plot2d(2* %e"x — 22 — 2%« x — 2, [v,— 4.,4], [y, — 4,4])$, jossa
sulkeiden sisilld on ensin piirrettévian kiayrdn yhtélo ja sitten on annettu vé-
lit, joilla = ja y ovat. Piirtokomennon jilkeen kdytetdédn puolipisteen sijasta

dollarimerkkié.
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File Edit ©Options Maxima Help

Maxima 5.9.3 http: //fmaxina. sourceforge. net

U=zing Lisp GHNU Commoxn Lisp (GCL) GCL Z2.6.7 (aka GCL)

Diztributed under the GHNUT Public License. See the file COPTING.
Dedicated to the memory of Williawm Schelter.

This is a development wversion of Maxima. The function bug report ()
provides buy reporting information.
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Kuva 15: Differentiaaliyhtiilon ¢/ = 22 4 y ratkaiseminen Mazima-ohjelmalla
(esimerkki 6.1).

Ratkaistava differentiaaliyhtélo on syotetty komentoriville %il. Riville
%i2 on annettu kisky ode2, joka ratkaisee yhtalon ja yleinen ratkaisu tulee
riville %02. Kysytty yksittdisratkaisu on syotetty kiskylld %cl riville %13,

josta kone antaa tuloksena yksittaisratkaisun komentoriville %o03.

Esimerkki 6.2 Ratkaistaan Mazima-ohjelmalla toisen kertaluvun differen-
tiaaliyhtdlo y” + 2y’ + y = e=* , kun alkuehdot ovat y(0) = 0 ja 3/(0) = 1
sekd reunaehdot y(0) =0 ja y/'(1) = 2.

Kuvassa 16 on kopio tietokoneen néytoltd yhtdlod ratkaistaessa. Huo-
maa, ettd 'diff(y,x,2) tarkoittaa funktion toista derivaattaa y”. Alkuehdon
mukainen ratkaisu saadaan komennolla ic2, kun ensimmaisen kertaluvun ta-
pauksessa komento oli ¢cl. Lisdksi reuna-arvotehtavin madrdamaéa ratkaisu

saadaan komennolla bc2, joka on kuvassa 16 komentorivilla %i4.
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File Edit Options Maxima Help
Maxima 5.9.3 http: f/maxima_ sourceforge. net
TUsing Lisp GNUT Commorn Lisp (ECLY GCL Z2.6.7 (aka GCL)
Distributed under the GNIT Public License. See the file COPTIHNG.
Dedicated to the memory of William Schelter.
This is a development wersion of Maxima. The function bug reporti()
provides buy reporting information.
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d ¥ dyr -
(%ol wige il s e gECECRGE
Z dax
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Z = %
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Kuva 16: Differentiaaliyhtalon y” 4+ 2y’ 4+ y = e~ ratkaiseminen Mazima-

ohjelmalla (esimerkki 6.2).

Harjoitustehtivia

6.1 Ratkaise Mazima-ohjelmalla differentiaaliyhtilo ¢’ = %y + z alkuehdolla
y(1) = 2. Piirrd kuva, kun z € [-10, 10].

6.2 Ratkaise Mazima-ohjelmalla differentiaaliyhtils ' = y? + y, y(0) = 1.
6.3 Ratkaise Mazima-ohjelmalla differentiaaliyhtils y' = (£)? + 2, kun al-

kuehto on y(1) = 1. Piirrd kuva.

6.4 Ratkaise Mazima-ohjelmalla differentiaaliyhtiloé xy’ + y = —sinz, kun

y(m) = 0. Piirréd kuva.
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6.5 Ratkaise Mazima-ohjelmalla differentiaaliyhtilé y” + 2y’ — 3y = 3z —e**,
kun alkuehdot ovat y(0) = 0 ja y'(0) = 0. Piirra kuva.
6.6 Ratkaise Mazima-ohjelmalla differentiaaliyhtdloé y” — 3y’ + 2y = sinz,
kun alkuehdot ovat y(0) =0 ja y(0) = 1. Piirrd kuva.

6.7 Kirjoita Mazima- ohjelmalla differentiaaliyhtélot (ei tarvitse ratkaista)

a)y

"

—2y" —y' +2y=0jab)y"? +y*—y=cosx.

6.2 Numeerinen ratkaisu

Esimerkki 6.3 Tarkastellaan differentiaaliyhtialon ' = 2y ratkaisua valilla
[0, 1] numeerisesti Maxima-ohjelmalla, kun y(0) = 1. Alla on kirjattuna tar-
vittavat komennot ja vastaavat tulokset, kun askelpituus h = 0,5 ja kiytetdan

Eulerin menetelmaa.

(%1i1) n : 2;

(%ho1) 2
(%1i2) x : 0;
(%02) 0
(%13) y : 1.0;
(%03) 1.0
(%i4) h :(y-x)/n;
(%o4) 0.5

(%i5) X1 : makelist(5%i,i,0,n);
(%05) [0, 5, 10]

(%i6) Y1 : [yl;

(%06) [1.0]

(%17) for p : 1 thru n do (y : y+2*y*h, Yi:append(Y1,[y]l),

print("y(" , X1i[p+11/10.0 , ") =" , y) );
y( 0.5) = 2.0
y(1.0) = 4.0
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Vastaavasti askelpituudelle A = 0,2:

(%1i1) n : 5;

(hol) 5
(%i2) x : 0;
(%ho2) 0
(%13) y : 1.0;
(%03) 1.0
(%14) nh :(y-x)/n;
(hod) 0.2

(%15) X2 : makelist(2%i,i,0,n);

(%05) [0, 2, 4, 6, 8, 10]
(hie) Y2 : [yl;
(%06) [1.0]

(%17) for p : 1 thru n do (y : y+2*y*h, Y2:append(Y2,[y]),
print("y(" , X2[p+1]1/10.0 , ") =" , y) );

y(0.2)= 1.4

y(0.4) = 1.96

y( 0.6 ) = 2.744

y( 0.8 ) = 3.8416

y( 1.0 ) = 5.37824
(hoT7) done

Differentiaaliyhtilon ¢/ = 2y analyyttinen ratkaisu on €%, jonka tarkat arvot

askelvilille 0,2 saadaan Maximan avulla komennolla:

(%19) X3 : makelist(2%i,i,0,n);

(%09) o, 2, 4, 6, 8, 10]

(%110) Y3 : makelist(exp(0.2%2%i),i,0,n);

(%o11) [1, 1.49182469764127, 2.225540928492468,
3.320116922736548, 4.953032424395115,
7.38905609893065]

7



Komennolla plot2d([[discrete, X 1,Y 1],[discrete, X 2,Y 2] [discrete, X 3,Y 3]]); voi-

daan piirtda pisteitd vastaavat kuvaajat samaan koordinaatistoon.

Harjoitustehtivia

6.8 Ratkaise Maxima-ohjelmalla esimerkki 6.3, kun askelpituus h = 0,1.
Piirrd kuva.

6.9 Ratkaise Maxima-ohjelmaa kiyttamalla differentiaaliyhtdlo y' = y tar-
kasteluvililla [0, 1], kun y(0) = 1 ja askelpituus a) h = 0,2 ja b) h = 0,1.

78



Tehtavien vastauksia

2.3
2.4
2.5
2.6
2.7

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

3.7
3.8

3.9

3.10
3.11
3.12

3.13
3.14
3.15
3.16
3.19

y=e "+ + Ciz+ Cy

y=—12+3

y= —sinz + 2% +1
y=3(—3)
esimerkiksi

2) af'(z) = f(z)

b) af'(x) +1 = f(x)
0) f/(x) +a = f(z)

a, b,c, e

y = 2202
a#0y=Ce™jaa=0y=C
y = (32 + C)? erik.ratk. y = 0
y=sx+1

a) y = In(ze® —e* + C)

el erik.ratk.

b) y = In(ze® — %)

Yy = _2;0 erik.ratk. y =0
Yy = efixQ

_ —1+V22249
y= 2
Yy = %xQ +1
lny—y—%:ex—xex—%

y = xarcsinCx
y=2zrlnz+ Cxr

y— /3 me] + O
ajacv=12

d:v =12 taiv=ar+by
y:Ce5f‘—£—i

5 25
y=tan(z +C) -z
y=a(Cxr—1)
y=—-Ce*+x—2

Yy =ae P*
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3.20

3.21
3.22

3.23
3.25
3.26
3.27
3.28
3.29
3.30
3.31
3.32

4.1

4.2

4.3

4.6

a) y=Ce'" — ze”

b) Y= %e4az _ %em

y=Ce” + L(sinz + cos x)
a)y=Ce® —x?—2r—2
b) y =2e" —2* — 2x — 2
y = Ce 2% + 222 — 81 + 20
y=Ce " +x—1
y=Ce*™ — e + xe*®

N =(No—%)e 42

17 viikon kuluttua

1600 hyttysté

kasvu jatkuvaa, hidas-
tuvaa, ei lahene vakiotasoa
T(40) = 152, ei koskaan
saavuta uunin lampotilaa
a) 67%

b) 21%

b) Yy = 0164x + 02674x

¢) y = C1e3 + Chwe®®

d) y=e2(Cycosz + Cysinz)
1z

a) y = ze”sin3x

b) y = (3 — Hz)e*

)y = 1(5e” +e )

2) y' —y =

b)y" —4y' +5y=0

¢) y" + 10y’ + 25y =0
d)y"+y—2y=0
Karakteristiseksi yhtélo
r?+(q—1)r+p=0.



4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

0.1

5.2
5.3

5.4
2.9

5.6

2.7
6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7

a) p > 0, yleinen ratkaisu

y = Cycos \/pr + Cysin \/px
b) ei milldén p arvolla

a) C1e* + Che™™ — %

b) C1e* + Che™™ — %x + i

c) C1e?® 4 Che ™ — %x — %

d) C1e* + Che™™ %:pz + %x — %

a) y = Clea: + 0266x 162x

b) y = Ce” + Coe® — Lae”

a) y = Cy cos3x 4+ Cysin 3z + %sian

b) y = Cy cos3x + Cysin 3z — %xcos3x

yleinen: y = 1z + 1 4 ¢*(Cy + Coz)
yksityis y = ix + i _ %x62x72

a) y(2) ~ 2,73248

y(l) =~ 2,718

a) y(1) =~ 2,50 y(2) =~ 7,125
b) y(1) ~ 2,977 y(2) ~ 9,383
y=ux

a) y(2) ~ 1,962

b) y(2) ~ 2,173

¢) y(2) =~ 2,221

a) y(1) ~ 3,28 y(2) ~ 10,95
b) y(1) ~ 3,41 y(2) ~ 11,61

noin 3,10 (kun z = 2,1)
y = 3a® — 22

Iny—In(y+1)=x—1In2

2—x
cosz+1
y= x
_,rx _ 2 -3z _ 1. 2x 2
y=¢e —15¢€ 5 3

e —xr —3
__ sinz43cosz 6 2z x
y="wn  T5¢ —

3
2e
2

y" saadaan kiskylla *diff(y,x,3).
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Tehtavien ratkaisut

2.1 Derivoimalla saadaan y = 22 + C = ¢/ = 20 = ¢y = 2
eli yhtilo y = 22 + C toteuttaa yhtilon y” = 2.

2.2 Derivoimalla saadaan f(z) = e = f/(z) = —2¢ % = f"(x) = 4e™**
ja sijoittamalla huomataan, ettd ne toteuttavat yhtalon
f"(x) +3f(x) + 2f(x) =4e 2 + 3 (—2e72*) + 2 (e72*) = 0.

2.3 Integroimalla saadaan yleinen ratkaisu ¢y’ = e * + 1
=y =—"+1+C =>y=c"+ 322+ Ciz + Co.

2.4 Yleinen ratkaisu integroimalla: ' = —x = y = —%xz +C.
Vakio méaraytyy alkuehdosta y(2) = 1:
y(2) = —1.224C = —2+C =1 & C = 3eli yksittiisratkaisu y = —12? + 3.

2.5 Yleinen ratkaisu integroimalla: y” =2 4+ sinx = ¢y’ = 2x — cosx + C4
=y =21%—sinx + Cx + .

Vakiot médraytyvit alkuehdoista y(0) =1 ja y/(0) = —1:
y(0)=0—sin0+C; -0+ Cy=Cy=1ja
Y(0)=2-0—cos0+C1=—-14+C1=-1<C; =0

2

eli yksittéisratkaisu y = x* — sinx + 1.

2.6 Integroimallasaadaan f(z) = Ci2+2 = f/(z) = C1—% = f"(z) = %2
ja sijoittamalla huomataan, ettd ne toteuttavat yhtélon

2y ay —y =227 +a(Cr - 3) — (Cie + 2) =0.

Vakiot méadraytyvit alkuehdoista f(1) =0 ja f'(3) = 8&:
f)=Ci-1+2=C+C=0&C=-C ja
fB)=C1-3+2=0C(3-3)=C15=8&C =3

Yksittiisratkaisu on f(z) = 3z — 2.

T
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2.10 a)

fL LSS
Ll
A S A
A S )
A S )
A S S
A A A S )
A S A
fL Ll
A S A
fLr Y

b) Integroimalla yleinen ratkaisu: ¢y = 2 = y = 2z 4+ C. Piirretédén ratkai-
suista kuva, kun C=-1, 0 ja 1:

10

-10

2.11 a) Kulmakerroin eli y' = 4z + 1.
b) Integroimalla yleinen ratkaisu: ' = 4r +1 = y = 22% + x + C. Piirretéén
ratkaisuista kuva, kun C'=-5, 0, 5 ja 10:
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¢) Vakio méaraytyy alkuehdosta y(1) = 4:
y(1) = 2:124+1+4C = 3+C = 4 & C = 1 eli yksittiisratkaisu y = 222 + z + 1.

3.2 Separoidaan ja integroidaan yhtédlé ¢y = 2y, jolloin saadaan yleinen rat-
kaisu: [ % = [2dz = Inly| =22+ C; = y = £e1e*® = Ce*. Erikoisrat-
kaisu y = 0 siséltyy ratkaisuparveen vakion arvolla C' = 0.

Vakio maadraytyy alkuehdosta y(1) = 2:

y(1) = Ce*! = 2, josta ratkaistaan C' = 2e~2 ja yksittéisratkaisu on y = 2e2*72,

3.3 Jos a # 0, niin yleinen ratkaisu y = C'e®* saadaan kuten edellisessi tehté-
vissd ja erikoisratkaisu y = 0 siséltyy ratkaisuparveen vakion arvolla C' = 0.
Josa=0,niiny =0=y=_C.

3.4 a) Separoidaan ja integroidaan yhtdlo y' = ,/y, jolloin yleiseksi ratkai-

: d z+C

suksi saadaan f\% =[dz=2y=a+C&y= (457>

b) Yhtalolla on erikoisratkaisu y = 0, joka voidaan todeta sijoittamalla yh-
téloon y' = /y. Tama ei sisélly ratkaisuparveen, silld ei ole sellaista vakion

C arvoa, jotta y = 0 kaikilla muuttujan x arvoilla.

3.5 Separoidaan ja integroidaan yhtalo xy’ = y — 1, jolloin saadaan yleinen
ratkaisu: [ % = [2 = In|y— 1] =In|z|+ In|Ci| & y = Cz + 1. Erikois-
ratkaisu y = 1 siséltyy ratkaisuparveen vakion arvolla C' = 0.

Vakio maaraytyy alkuehdon y(4) = 3 perusteella:
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y(4)=C-4+1=3% C =1 eli yksittiisratkaisu y = 1z + 1.

3.6 a) Separoidaan ja integroidaan yhtilo ¢y = ze® ¥, josta saadaan yleinen
ratkaisu: [e¥ dy = [xe® do = ¢V = xe® — ¢* + C & y = In(xe® — e* + C).

Ei erikoisratkaisuja, silla e¥ # 0 aina.
b) Mairatddn vakio alkuehdosta y(2) = 2, jolloin
y(2) =In(2-e? -2+ C) = +C) =22 +C =2 C =0ja

yksittéisratkaisu on y = In(ze® — e*).

3.7 Separoidaan ja integroidaan yhtélo f'(z) = 4:17f(a:)2, jolloin yleinen rat-
kaisu: f % = f4x dx = —é =202+ C &y = _—2x21+C'

Yhtalolld on ratkaisuparveen sisdltyméton erikoisratkaisu, kun y = 0.

3.8 a: Separoidaan ja integroidaan yhtilo f'(x)+x®f(z) = 0, jolloin saadaan
yleinen ratkaisu: [ % = [—2*de = In|y| = —12* + C

&y = 44 e~1% = Qe ja erikoisratkaisu y = 0 sisdltyy ratkaisupar-
veen, kun vakio C' = 0.

Maarataan vakion arvo alkuehdosta y(0) = 1:

y(0) = Ce~10 = O = 1, joten yksittiisratkaisu on y = e~ 1%".

b: Kirjoitetaan yhtdlo ¢y’ = x — 23’y muotoon (1 + 2y)y’ = z, jonka jilkeen
separoidaan ja integroidaan: [(1+2y)dy = [z dz = y+y* =12+ C1 &
y? +y — 222 — C) = 0. Téstd muodosta ratkaistaan y lauseke toisen asteen

yhtélon ratkaisukaavalla y:n suhteen, jolloin yleiseksi ratkaisuksi saadaan

—1+4/1-4(—22—-C1) _ _14+4224C
= 5 .

Y= 2
Vakiolle saadaan arvo alkuehdosta y(0) = 1:
y(0) = LZ@ =1 C =9 ja yksittéisratkaisu on y = =250,

c: Yhtélo ¢y = x on jo separoidussa muodossa, joten yleinen ratkaisu saadaan

suoraan integroimalla y = %xQ +C.

Vakio méaraytyy alkuehdosta y(0) = 1, jolloin

y(0) = 3 -0+ C = C =1 eli yksittéisratkaisu on y = 122 + 1.

e: Separoidaan ja integroidaan yhtild xy®+ (y*+1)e %y’ = 0, jolloin saadaan
yleinen ratkaisu implisiittisessd muodossa:

JG+ ) dy = [ —ze” do = Iny| - y7° = —ze” +¢" + C.
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Vakio ratkaistaan alkuehdosta y(0) = 1, kun sijoitetaan ratkaisuun =z = 0
jay: 1: lnl_%’1_2: —0‘€0+€0+C<:>—% :14—0@0: —% eli
yksittéisratkaisu on In |y| — %y*2 — — e 4 e — %

3.9 Sijoitetaan ensin v = £, josta ratkaistaan y = v ja 3y’ = v + :L' . Yhtélo
y' = £ —tan ¥ tulee till6in muotoon v + xa = v+ tanwv, joka edelleen sepa-
roidaan ja 1ntegr01daan [ = — [9 = Injsinv] = —In|z| — In|Cy] &
|sinv| = —|Cz| © sinv = FC 12 < v = arcsin Czr. Tahén sijoitetaan v = £,

jolloin yleinen ratkaisu tulee muotoon y = x arcsin C'z. Erikoisratkaisu y = 0

sisiltyy ratkaisuparveen, kun vakio C' = 0.

3.10 Tehdédin sijoitus v = £, josta ratkaistaan y = zv ja y' = v + a: . Yh-
tdlo y' = 2 4 ¥ tulee tdllsin muotoon v + xﬁ = 2+ v, joka separmdaan ja
integroidaan: [dv = [29 = v = 2In|z| + C. Sijoitetaan v = £, ja koska

x > 0, saadaan yleinen ratkaisu: y = 2z Inx + C'z.

3.11 Yhtils (23 + y3)d — 2y?dy = 0 kirjoitetaan muotoon % = % + 2
Tehdéin sijoitus v = ¥, josta ratkaistaan y = v ja y' = v + 37 - ja yhtalo
voidaan tdmén jéilkeen kirjoittaa muodossa v + xa = U—Q + 0. Tama separoi-
daan ja integroidaan: [v? dv = [ € = 0% =In |z + C)

S v = {*/W Sijoitetaan v = %, jolloin saadaan yleinen ratkaisu:

y=uz/3n|z|+ C.

3.13 Tehdéén sijoitus v = x + 5y, jolloiny = £ — £ jay = %j—; -z SlJOlte—
taan ndmé yhtiloon y' = 2 + 5y, jolloin $9% — 2 = v. Tima separmdaan ja

integroidaan: [ 3% = [ dz = fIn|5u+1| =24 Cy & 5v+ 1 = £e%e™

& v = (Cse™ — 1 Sljoitetaan v = x+ 5y, jolloin yleiseksi ratkaisuksi saadaan

y = Ce’ — £ — 55- Ratkaisuparveen siséltyméton erikoisratkaisu
_ _1 x 1
v = —; saadaan vaklon C arvolla nolla, jolloin y = —% — 5.
3.14 Tehdiin yhtdloon y' = (x + y)? sijoitus v = = + y, jolloin 3y = d—; —

dv
dx

= [ dz = arctanv = 2+ C < v = tan(z + C). Sijoitetaan v = x +y,

ja yhtéilé kirjoitetaan muodossa 1 = v2. Separoidaan ja integroidaan:

1)2—1—1
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jolloin yleinen ratkaisu on y = tan(x + C') — x.

3.15 Kirjoitetaan yhtélo ensin muodossa y' = 1 + 2Z. Tehdéén sijoitukset
v="2jay =v+ :ch—f;, jolloin yht&lo tulee muotoon v + xg—f; =1+ 2v. Se-
paroidaan ja integroidaan: [ 4% = [92 = In|l +v| = In|z| + In|Cy] &
v = £C1xr — 1 = Cx — 1. Sijoitetaan v = £, jolloin yleinen ratkaisu on
y = x(Cx — 1). Erikoisratkaisu v = —1 eli y = —z siséltyy ratkaisuparveen,
kun vakio C' = 0.

3.16 Tehdién sijoitukset v = —y jay =1— g—;, jolloin yht&lo

4(z—y)+8 _dv 48 _
p——s tulee muotoon 1 — 4# = —v — 1+ 77 = —v + 3.

Separoidaan ja integroidaan: [ vdT”Q =[de=>hjv-2=2+C, & v=

y=y—x—1+

+eC1e® + 2 = Ce® + 2. Sijoitetaan v = x — g, jolloin yleinen ratkaisu on
y=—Ce"+z—2.

3.17 Jos v = ax + by + ¢, niin y = %v — 37 — ¢ ja edelleen y' = %3—; - %

Sijoitetaan ndma yhtialoéon y' = F(ax + by + ¢), jolloin se tulee muotoon

%% — % = F(v). Tdima on separoituva, silld se voidaan kirjoittaa muotoon

b},(‘iﬁ = dz, jossa siis yhtélon toinen puoli on ainoastaan muuttujan v funk-

tio ja toinen muuttujan x funktio.

3.18 Sijoittamallay = Ce @ ja ¢y = —p(2)Ce @ yhtiloon y' +p(x)y = 0
huomataan etti se toteutuu: —p(x)Ce @ + p(x)CeP® = 0. Sama voitai-
siin osoittaa myos siten, ettd ratkaistaan alkuperdinen yhtalo separoimalla ja
integroimalla: [ d?y =— [P(x) de = In|y| = —p(z) + C4

&y = FeC1eP®) = CeP@), Erikoisratkaisu sisiltyy ratkaisuparveen vakion

C' arvolla nolla.

3.19 Yhtélon yleinen ratkaisu on y = C'eP”. Madriatdan vakio alkuehdosta

y(0) = a: y(0) = Ce® = C = a, joten yksittiisratkaisu on y = aeP”.

3.20 a) Homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu on yo = Ce*®. Epihomogee-

nisen yhtédlon yksittédisratkaisu loydetdan yritteelld y; = Ae®, jolloin yhtdl6on
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Yy’ — 4y = e sijoitettuna saadaan Ae® — 4Ae” = e*. Yhtalon molemmat puo-

let on oltava yhtédsuuret, jolloin —3A = 1 ja siis A = —%. Yhtalon yleinen

1
36.

ratkaisu on y = Cel® —

b) Vakion C' arvo méaaraytyy alkuehdosta y(0) = 2:
y(0) =Ce® — 1" =C — 1 =2 & C = I ja yksittéisratkaisu y = Ze** —

1 x
36.

3.21 Homogeenisen yhtdlon yleinen ratkaisu on yo = Ce®. Epdhomogeeni-
sen yhtalon yksittédisratkaisu 16ydetaén yritteelld y; = Asinz + Bcos . Si-
joitetaan y; ja y; = Acosx — Bsinx yhtdloon y' — y + sinx = 0, jolloin
Acosx — Bsinx — Asinx — Bceosz + sinx = 0. Téssd termien cos z ja sinx
kertoimet on mentévi nollaksi, jolloin siis A— B =0ja —A—-B+1=0.
Ensimmaisestd ratkaistaan A = B, joka jalkimmaiseen sijoitettuna antaa

B = % Yhtélon yleinen ratkaisu on y = C'e® + %sinx + % cos .

3.22 a) Homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu on yo = Ce”. Epdhomo-
geenisen yhtilon yksittdisratkaisu 16ydetiin yritteelld y, = Ax? + Bx + C.
Sijoitetaan y; ja y; = 2Ax + B yhtiloéon ' — y = z2, jolloin saadaan
24 + B — Ax? — Bx — C = 2°. Koska kunkin samanasteisen termin x
kerroin on oltava yhtd suuri yhtdlén molemmilla puolilla, paddytdan yhté-
16ihin: —A =1, 2A — B = 0 ja B — C' = 0. Néiden yhtéaloiden perusteella
saadaan vakioille arvot A = —1, B = —2 ja C' = —2, jolloin yhtdlon yleinen
ratkaisu on y = Ce® — 2% — 22 — 2.

b) Médréatddn vakiolle C' arvo alkuehdosta y(0) = 0:

y(0) =Ce® - 0-2-0-2=C—-2=0« C = 2 ja yksittiisratkaisu on
y = 2e* — a? — 2x — 2.

3.23 Homogeenisen yhtdlon yleinen ratkaisu on yy = Ce 3%, Epidhomogee-
nisen yht#lon yksittiisratkaisu loydetidn yrittelld y, = Az? + Bx + C. Si-
joitetaan y; ja y; = 2Az + B yhtiloon y' + sy = 2? + 2, jolloin saadaan
24z + B + 5A2® + 3Bz + 3C = 2% + 2. Saman asteisten termien z kertoi-
met on oltava yhté suuret, jolloin saadaan yhtalot %A =1,2A+ %B =0 ja
B+ %C’ = 2, joista ratkaistaan A = 2, B = —8 ja C' = 20. Yleinen ratkaisu
on y = Ce 2% 4 222 — 8z + 20.
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3.24 Separoidaan ja integroidaan yhtalo 3’ 4+ y = 5, jolloin saadaan yleinen
ratkaisu: | Ei—yy =[de=—In|5—y|=24C; & y=te De?+5=Ce " +5.

3.25 Ensinnikin voidaan ratkaista muunnoksella v = x —y, jolloiny =z —v
jay =1— %. Talloin yhtalo y'+y = x voidaan kirjoittaa muotoon 1— g—; =,
josta edelleen separoimalla ja integroimalla:

L= [de=-In[l-v|=24C < v=FeDe?+1=Coe ™+ 1.

Sijoitetaan v = x — y, jolloin yleinen ratkaisu on y = Ce ™ 4+ x — 1.

Samaan ratkaisuun pifstddn myoOs seuraavasti: homogeenisen yhtalon ylei-
nen ratkaisu on yo = C'e™ ja epdhomogeenisen yhtédlon yksittdisratkaisu et-
sitddn yritteelld y; = Ax + B. Sijoitetaan y; ja y; = A yhtdloon ¢’ +y = a:
A+ Az + B = x. Koska samanasteisten termien = kertoimet ovat yhta suu-
ret yhtdsuuruusmerkin molemmilla puolilla, saadaan vakiot A ja B yhtaloistéa

A =1ja A+ B = 0, jolloin siis yhtalon yleinen ratkaisu on y = Ce ™ 4+ x — 1.

3.26 Vastaavan homogeenisen yhtilon yleinen ratkaisu on y = Ce?*. Epi-
homogeenisen yhtilon ratkaisu loydetéin yritteelld y, = Aze®® + Be®. Sijoi-
tetaan y; ja y; = Ae*® + 2Axe* + Be® yhtiloon iy = 2y + e** + €%, jolloin
Ae* + 2Axe* + Be® = 2(Aze* + Be®) + ¢** + e”. Vakiot A ja B méii-
raytyvit yhtéloistdi A =1 ja B = 2B+ 1 < B = —1. Yleinen ratkaisu on

y = Ce* 4 xe?® — e”.

3.27 Vastaavan homogeenisen yht#lon ratkaisu on N(¢) = Ce . Epéhomo-
geenisen yht&lon yksittdisratkaisun 10ytamiseksi kokeillaan yritettd N(¢) = A
(vakio). Sijoitetaan N(t) = A ja N'(t) = 0 yhtiléon 4 = v — kN, jolloin
0=v—FkA & A= 7 jayhtilon yleinen ratkaisu on N(t) = Ce™* + 7
Yhtalo olisi voitu ratkaista my6s separoituvana, jolloin olisi padsty samaan
lopputulokseen.

Integroimisvakiolle C' méérdtddn arvo alkuehdosta N(0) = Ny:

N(0) = Ce’+¢ = C+¢ = Ny & C = NO— ¥ ja atomien lukuméard hetkelld
t voidaan ratkaista yhtélostd N(t) = (No — £)e * + 2.
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3.28 Yhtils P'(t) = —4+/P(t) on separoituva. Erotellaan muuttujat ja in-
tegroidaan, jolloin saadaan yleinen ratkaisu:

[ J% = —4 [dt = 2\/P(t) = —4t +2C = P(t) = (-2t + C)2.
Ratkaistaan vakio C, kun alussa oli 1100 kalaa eli P(0) = 1100:

P0) = (-=2-0+C0)? = C? = 1100 & C = /1100 = 104/11. Sijoitetaan
vakion C arvo yleiseen ratkaisuun ja ratkaistaan aika, jolloin kalat olivat
kuolleet eli P(t) = 0: P(t) = (=2t + 10v/11)2 =0 & —2t + 10y/11 =0

<t =5v11 =~ 16,583. Kalat olivat kuolleet 17 viikon kuluttua.

3.29 Jos hyttysten méaaraa hetkelld ¢ (h) kuvaa funktio y(t), saadaan hyt-
tysten kasvusta homogeeninen ensimmaiisen kertaluvun differentiaaliyhtalo
y' = ky, jossa k on verrannollisuuskerroin. Yhtdlon yleinen ratkaisu on
y = Ce*. Aluksi hyttysten méiiri oli 200, joten y(0) = 200, jonka mu-
kaan méirdytyy vakion C arvo: y(0) = Ce® = C' = 200. Liséiksi tiedetiin,
ettd y(3) = 700 ja téstd saadaan médrittya arvo verrannollisuuskertoimelle
k: y(3) = 200e** = 700 < k = 31In . Hyttysten méaérd mielivaltaisella het-
kelldi ¢ on y(t) = 2003 ™21,

Erikoisesti, kun ¢t = 5 saadaan y(5) = 200e3 ™35 ~ 1613,65. Hyttysten méiri

viiden tunnin kuluttua oli 1600.

3.30 Jos elintaso ajan funktiona y(¢) on kidntéden verrannollinen elintason
kasvuun y'(t), paddytddn 1. kertaluvun differentiaaliyhtdloon ¢y = g, jos-
sa k > 0 on verrannollisuuskerroin. Yhtilo on separoituva, joten erotellaan
muuttujat ja integroidaan: [y dy = [k dz = Sy*> = kt + C. Yleinen rat-
kaisu siis on y = v/2kt + C. Elintason kasvu on jatkuvaa, silli y on ajan ¢
suhteen jatkuva funktio. Koska y” = —ky =2y’ < 0, on 3’ pienenevi funktio
ja kasvu on hidastuvaa. Lisiksi koska lim;_ .o y = lim;_,o v/2kt + C' = 00, ei

elintason kehitys ldhene mitdin vakiotasoa.

3.31 Jos celsiusasteina uunin lampdétila on U ja kakun lampotila hetkelld ¢
(min) on 7T'(¢), saadaan uunin lampdatilalle differentiaaliyhtilo 7" = k(U —1T),
jossa k on verrannollisuuskerroin. Yhtilon ratkaisu on T'(t) = U +Ce™ (vrt.
sovellus 3.4.2).
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Uunin ldmpotila pysyy vakioldmpdétilassa U = 225°C ja alussa kakun 1ampo-
tila on 21°C eli 7(0) = 21: T(0) = 225+Ce® = 225+C = 21 < C = —204. Li-
saksi kymmenen minuutin kuluttua kakun ldmpétila on 67°C eli T'(10) = 67:
T(10) = 225 — 20471 = 67 & k = —15 In 1. Kakun léimpotila mielivaltai-
sella hetkell ¢ voidaan ratkaista yhtilosti T'() = 225 — 204e10 ™ 102¢, Erikoi-
sesti 40 minuutin kuluttua kakun limpétila on T(40) = 225 — 204¢10 107 ~

151,59 eli lampdtila on noin 152°C. Kakun ldmpotila ei milloinkaan saa-

vuta uunin limpétilaa, silli —204e=* < 0 (koska e~* > 0), jolloin aina
T(t) < 225.

3.32 Sijoitetaan yhtilocn m(t) = (mg — meo)e ™  + My

a) Moo = 40% = 0,40, mo = 100% = 1 ja m(5) = 80% = 0,80 ja ratkaistaan
verrannollisuusvakio k:

m(5) = (1 —0,40)e="* + 0,40 = 0,80 & k = —% In %

Ratkaistaan m(10): m(10) = (1 — 0,40)e’s 3 4 0,40 = 0,667 ~ 67%.Henkilo
muistaa kymmenen péivan kuluttua oppimastaan noin 67%.

b)me, = 20% = 0,20, mo = 100% = 1 ja m(5) = 30% = 0,30 ja ratkaistaan
verrannollisuusvakio k:

m(5) = (1 —0,20)e="* + 0,20 = 0,30 & k = —% In %.

Ratkaistaan m(10): m(10) = (1—0,20)e’s ™5 +0,20 = 0,2125 ~ 21%.Henkilo
muistaa kymmenen péivan kuluttua oppimastaan noin 21%.

c¢)Tulokset ovat teorian mukaisia. Jos opittu sanajoukko muodostaa jarkevin
kokonaisuuden (a-kohta), on k pieni ja m., ldhenee arvoa my ja talléin oppija
muistaa oppimastaan enemmén. Jos sanat ovat merkityksettomia (b-kohta),
on k suuri ja me, arvo jaé pieneksi. Télloin henkilo ei muista niin paljon op-

pimastaan.

4.1 a) Karakteristinen yhtdlon r? + 3r — 4 = 0 ratkaisut ovat r; = 1 ja

ro = —4. Yleinen ratkaisu: y = Che® + Coe %,

b) Karakteristinen yhtilén r2 — 16 = 0 ratkaisut ovat r; = 4 ja ry = —4.

Yleinen ratkaisu: y = Cie** 4 Coe 4%,

¢) Karakteristinen yhtilon r? — 6r — 9 = 0 ratkaisut ovat T12 = 3. Yleinen

ratkaisu: y = C1e** + Chxe’?.
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d) Karakteristinen yhtdlon r? + 4r + 5 = 0 ratkaisut ovat r; = —2 + 1 ja

ry = —2 — 1. Yleinen ratkaisu: y = e 2*(C} cosx + Cysin ).

4.2 a) Karakteristinen yhtilon r? — 2r + 10 = 0 ratkaisut ovat r; = 1+ 3i ja
ro = 1 — 3i ja yleinen ratkaisu: y = ¢*(C} cos 3z + Cy sin 3x).

Madratadn vakio C; alkuehdosta y(0) = 0:

y(0) = €°(Cy cos 0 + Cysin 0) = C; = 0, jolloin y = €*Cy sin 3z ja

Yy = e*Cysin 3z + 3e*Cy cos 3x. Vakio Cy saadaan alkuehdosta y'(0) = 1:
y'(0) = e°Cysin 0 + 3¢°Ch cos 0 = 3C, = 1 & Cy = 5. Kysytty yksittaisrat-
kaisu on y = %ex sin 3.

b) Karakteristinen yhtélon r? — 4r + 4 = 0 ratkaisut ovat ry 5 = 2 ja yleinen
ratkaisu: y = C1e** + Coxe?®.

Méériatiadan vakio C alkuehdosta y(0) = 3: y(0) = C1e°+Cy-0-¢" = C) = 3.
Vakio Cy saadaan alkuehdosta 3'(0) = 1, kun 3/ = 6e** + Che®* + 2C,xe*:
y'(0) = 6e° + Coe® +2C, - 0-e? =6+ Cy = 1 & Cy = —5. Kysytty ratkaisu

on y = 3e* — 5xe?,

¢) Karakteristinen yhtilon r2 +r — 2 = 0 ratkaisut ovat r; = 1 ja ry = —2 ja

yleinen ratkaisu: y = C1e* 4 Che™ 22,

Madratadn vakiot Cy ja Cy alkuehdoista y(0) =2 ja y/(0) = 1:
y(0) = C1e® + Che® = O + Cy = 2 ja

y'(0) = C1e® — 205e° = C) — 2C, = 1, joista ratkaistaan C} = 2 ja Cy =

1
3 3"

Kysytty yksittiisratkaisu on y = $(5e” + e~ 2%).

4.3 a) Karakteristisen yhtalon juuret ovat r = 1 ja ro = —1. Télloin yhté-
16ssd 7 +qr + p=0termi —g=7r; +r, =1+ (=1) =0 ja
p=ry-19=1-(—1) = —1, joten karakteristista yhtdloa vastaava differenti-
aaliyhtélo on 3" —y = 0.

b) Karakteristisen yhtdlon juuret ovat 1 = 2 + i ja ro = 2 — 4. Tallin
vhtilossia 72 +qr +p = O termi —q = 71 + 7 = 2+i+ (2 —1i) = 4 ja
p=r1-19=(2+1)(2—14) =5, joten karakteristista yht&lod vastaava diffe-
rentiaaliyhtilo on y” — 4y’ + 5y = 0.

c) Karakteristisen yhtdlon juuret ovat r; = —5 ja ro = —5. Talloin yh-
tilossd r2 + qr +p = 0 termi —¢ = r; + 1, = =5+ (=5) = —10 ja
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p=ry-19 = (=5) - (—=5) = 25, joten karakteristista yhtilod vastaava dif-
ferentiaaliyhtdlo on y” + 10y’ + 25y = 0.

d) Karakteristisen yht&lon juuret ovat r; = 1 ja ry = —2. Télloin yhtalossa
r’+qr+p=0termi —q=r; +r, =1+ (-2)=—1ja
p=ry-ry=1-(=2) = —2, joten karakteristista yhtdloa vastaava differenti-

aaliyhtlo on y” 4+ 4/ — 2y = 0.

4.4 Osoitetaan, ettd y; = e® cos br toteuttaa differentiaaliyhtdlon
y" 4+ qy’ + py = 0 sijoittamalla y; = ae® cos bxr — be® sin bx ja
Yy = a*e™ cos bx — abe®™ sin bx — bae® sin bx — b*e® cos bx tarkasteltavaan yh-

2e9% cos br — abe® sin bx — bae™ sin bx — b%e® cos bx + qae® cos bx —

taloon: a
qbe® sin bx + pe® cos bx = € cos bx(a® — b? + qa + p) + € sin bx(—ab — ba —
qb) = e cosbx(a* — bv? — 2a® + a® + b?) + " sinbz(—ab — ba + 2ab) = 0.
Tésséd kiytettiin hyviiksi ominaisuutta —q =71 +ry = a+ bi+ (a — bi) = 2a
jap =ry-ry = (a+bi)(a — bi) = (a® + b*). Samoin osoitettaisiin, etti

Yo = e* sin bx on yhtédlon ratkaisu.

4.5 a) Sijoitetaan y = z, vy = 1 ja y” = 0 yhtdloon y” + qy’ + py = 0 ja
huomataan, ettd se toteutuu ainoastaan kun 0+ ¢ + px = g+ px = 0.

b) Sijoitetaan y = ¢ = y” = e* yhtéloon y” + qy’ + py = 0 ja huomataan,
ettd se toteutuu ainoastaan kun e” + ge* + pe® = e*(1 +q+p) = 0.

4.6 Ensinniikin z = ¢’ & ¢t =Inz ja &£ = 1.
dy _ dydt _ dy1 ;

Ketjusddnnon mukaan y' = 32 = & = E% ja edelleen

2 2 2 2
n_ dy _ dfydt1l g( 1)_&1_'_((11_3;.( 1):%2(dy dy)

T dz? T d2dzz oAt N 22/ T A2 a2 2 de2 dt/-
Sijoitetaan yhtdloon x2y” + qxy’ + py = 0, jolloin
(% — ﬂ—i’) + q% +py = (3127%’ + (¢ — 1)3—%’ + py = 0 Tam4 on vakiokertoiminen

toisen kertaluvun differentiaaliyhtilo, jonka karakteristinen yhtilo on
4+ (q—1)r+p=0.

4.7 a) Karakteristisen yhtélén r? + p = 0 ratkaisut ovat r = +,/—p.
Jos p=10,niiny”" =0= 3y = C; = y = Crx+ Cy. TAmi ei ole rajoitettu,

silld lim, 4o,y = F00.
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Jos p < 0, niin r = £,/p ja yleinen ratkaisu on y = Cye”VP* + ChevP”. TAma
ei ole rajoitettu, silli lim, . eVP* = 0o ja lim,_,_., e VP* = 0o, joten aina
lim, 4.y = 0.

Jos p > 0, niin r = 44,/p ja yleinen ratkaisu on y = C| cos y/pz + Cy sin \/pz.
Tamaé on rajoitettu, silld —1 <sin/pr <1 ja —1 < cos/pr < 1.

Vastaus: Rajoitettu, kun p > 0.

b) Ratkaisu ei ole edes rajoitettu tapauksissa p < 0, joten ratkaisut eivit
myo6skdan voi lahestya nollaa, kun x — +o0. Tapauksessa p > 0 ratkaisu on

rajoitettu, mutta silld ei ole raja-arvoa eiké siis lahesty nollaa, kun x — +o0.

4.8 Kussakin kohdassa yhtalon homogeeninen yhtilé on sama. Sitd vastaa-
van karakteristisen yhtiloén r? —r — 2 = 0 juuret ovat r; = 2 ja ry = —1,
jolloin homogeenisen yhtilon yleinen ratkaisu yo = C1e** + Cye 2.

a) Epdhomogeenisen yhtélon yksittdisratkaisun 16ytamiseksi tehdddn yrite
y1 = A (vakio). Sijoitetaan y; = A ja y] = y; = 0 yhtéloon y” — y' — 2y = 3:
0—-0—-2A=3< A= —% ja epdhomogeenisen yhtdlon yleinen ratkaisu on
y=C1e* + Che™™ — 2.

a) Epdhomogeenisen yhtélon yksittaisratkaisun 1oytamiseksi tehdddn yrite
y1 = Az + B. Sijoitetaan y; = Az + B, y; = A ja y/ = 0 yhtdloon

y"—y'—2y = x, jolloin 0— A—2Axr—2B = . Samanasteisten termien kertoi-
met ovat yhtéd suuret, joten —2A =1 A = —% ja—A—-2B=0& B = i.

Epéhomogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu on y = C1e* + Che ™™ — 2 + 1.

¢) Epdahomogeenisen yhtdlon yleinen ratkaisu saadaan, kun yhdistetddn a ja
b kohtien epidhomogeenisten yhtiloiden yksittdisratkaisut:

y=C1e* 4 Che™™ — 2 — 2.

d) Epdhomogeenisen yhtilon yksittdisratkaisun 16ytédmiseksi tehddén yrite
y1 = Az?+ Bz +C. Sijoitetaan y; = Ar?+ Bz +C, y} = 2Ax+ B jay] = 2A
yhtiloon y” —y' — 2y = 22, jolloin

2A—2Axr—B—2Ax*>—2Bx—2C = 2. Samanasteisten termien kertoimet ovat
yhtd suuret, joten =24 =1 A= —7ja—24A-2B=1-2B=0& B =1

sekdi 2A— B —-2C = —-1— % —20=0&C= —%. Epédhomogeenisen yhtilon

z 3
1

yleinen ratkaisu on y = C1e** 4 Che™® — %xQ + %x _
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4.9 Karakteristisen yhtdlén 72 — 7r + 6 = 0 juuret ovat r, = 1 ja ry = 6,
jolloin homogeenisen yhtilon yleinen ratkaisu yo = Che® + Cheb?.

a) Epdhomogeenisen yhtélon yksittdisratkaisun 16ytamiseksi kokeillaan yri-
tettd y; = Ae**. Sijoitetaan y; = Ae*®, y; = 2Ae* ja y] = 4Ae** yhtidloon

y' =Ty +6y = €**, jolloin €2*(4A —T7-2A46A) = —4Ae* = ** & A = —1.

Epiéhomogeenisen yhtilon yleinen ratkaisu on y = Cye” + Cpe® — 1¢2*.

b) Epdhomogeenisen yhtdlon yksittdisratkaisun 16ytamiseksi kokeillaan yri-
tettd y; = Axe”. Sijoitetaan y; = Axe”, y| = Ae”+ Axe” jay| = 2Ae”+ Axe”
yhtdléon y” — 7y’ + 6y = €, jolloin

e"(2A+ Az — 7(-A+ Az) + 6Az) = —5Ae” = ¢* & A = —1. Epdhomogee-

1.

nisen yhtilon yleinen ratkaisu on y = Che® + Cye% — =ze’.

4.10 Karakteristisen yhtélon 72 + 9 = 0 juuret ovat r1 o = +34, jolloin ho-
mogeenisen yhtdlon yleinen ratkaisu yg = C cos 3x + (5 sin 3.

a) Riittaa tehdé yrite y; = Asin 2z, koska epdhomogenisoiva tekija on sin 2x
ja yritteen termi cos 2z ei tuottaisi yhtdloon sin 2z termeja lainkaan, sillé yh-
télossé el ole lainkaan termid y'. Sijoitetaan y; = Asin2z, yf = —4Asin 2z
yhtdléon y” + 9y = sin 2z, jolloin —4Asin2x + 9Asin2x = 5Asin2x =
sin2x & A = é Epédhomogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu on

y = Cy cos 3z + Cysin 3z + £ sin 2z.

b) Homogeenisen yhtélon yleisessd ratkaisussa on termi sin 3z, joten on teh-

tévé yrite y; = x(A cos 3z + Bsin 3z). Sijoitetaan y;,

y; = Acos3x + Bsin3x + x(—3Asin 3z + 3B cos 3z) ja

y{ = —6Asin3z + 6B cos 3x + x(—9A cos 3z — 9B sin 3z) yht&loon

y" + 9y = sin 3z, jolloin

y! = —6Asin3z + 6B cos3z + (—9A cos3x — 9Bsin3x) + 9z(Acos 3z +

Bsin3z) = —6Asin3z 4+ 6Bcos3z = sin3z < B = 0ja A = —%. Epiho-
1

mogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu on y = C cos 3z + Cy sin 3x — 5x cos 3z.

4.11 Karakteristisen yhtélon 72 — 4r +4 = 0 juuret ovat r; = 2, jolloin
homogeenisen yhtilon yleinen ratkaisu yo = C1e*® + Coze®*. Epihomogeeni-
sen yhtilon yksittdisratkasiu etsitddn yritteelld y; = Az + B. Sijoitetaan
y1 = Az + B, y; = A ja y] = 0 yhtdloon y” — 4y’ + 4y = =z, jolloin
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0—4A+4Ax + 4B = x. Samanasteisten termien kertoimet ovat yhté suuret,
joten4A =1 A=1ja-44+4B=-1+4B=0< B = 1.

geenisen yhtélon yleinen ratkaisu siis on y = C1¢* + Coze®™ + 12 + 1.

Alkuehdosta y(0) = i méadraytyy arvo vakiolle Ci:

y(0) =C1e®+Cy-0-e"+1.04+1 =1+ 1 =1 C) =0. Edelleen alkueh-
dosta y(1) = 0 madrdytyy vakio Cs:
y(1) = Cre? + Coe® + 1+ 3 = Coe? + 1 = 0 & Oy = —55. Kysytty yksittéis-

T 2e2°

Epidhomo-

ratkaisu on y = —%er(“f—l) + ix + i_

5.1 a)Nyt v/ = f(zr,yr) = yp + 1 sekd g = 1 ja yo = 0,5. Rekursiivisten

yhtiloiden mukaan lasketaan z; = 1,2, xo = 1,4, ... ;x5 = 2 seki
y(12)=y1 = yo+(yo+1)-02=05+(0,5+1)-0,2=0,8
y(14) =y = yi+(p+1)-02=08+18-0,2=1,16
y(16)=ys = ya+(y2+1)-02=1,16+2,16-0,2 = 1,592
y(1,8) =ys = yzs+(ys+1)-0,2=1,592+2592-0,2 =21104
y(2)=ys = ysa+(ys+1)-0,2=21104+ 3,1104 - 0,2 = 2,73248

b) Tdméa kannattaa tehd& laskimen yhden rivin ohjelmalla. Sijoitetaan las-
kimeen grafiikkafunktioksi Y1 =Y + 1, sekd tallennetaan muuttujille arvot
0,1 — H:09— X :0,5 — Y. Tulokset on kahden desimaalin tarkkuudella
alla olevassa taulukossa.

x ‘ 10 11 12 13 14 15 16 1,7 1,8 1,9 2,0

Y ‘ 0,5 065 082 1,00 1,20 1,42 1,66 1,92 2,22 254 289

¢) Yhtélon ratkaisu: y = 1,5e®~1 — 1. Sijoitetaan y(2) = 1,5e — 1 =~ 3,077,
joten b-kohdan likiarvo on ldhempéné todellista arvoa. Jos jakovili olisi 0,01
saataisiin y(2) ~ 3,057. Tarkkuus parantuu, kun askelpituutta h pienenne-

taan.

5.2 Tarkastelu véli on [0,1]. Tehd&dén laskimeen yhden rivin ohjelma, jossa
grafiikkkafunktio on Y1 = Y. Jos kiytetddn askelvilia h = 0,2, sijoitetaan
muuttujiksi 0,2 — H : —0,2 — X : 1 — Y ja saadaan kahden desimaalin

tarkkuudella seuraavat tulokset
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2|00 02 04 06 08 10
y |10 120 144 173 207 249.

Jos askelpituus h = 0,1, sijoitetaan 0,1 — H : —0,1 — X : 1 — Y ja saadaan
seuraavat tulokset

x ‘ 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0

Y ‘ 1,0 1,1 1,21 1,33 1,46 1,61 1,77 1,95 214 236 2,59.

Askelpituudelle h = 0,01 saadaan likiarvoksi y(1) = 2,705.
Yhtialon ratkaisu on y = e, jolle y(1) ~ 2,718.

5.3 a)Nyt v = f(xg,yx) = yr + 2 sekd 2y = 0 ja yo = 1. Rekursiivisten

yhtéloiden mukaan lasketaan x1 = 0,5, x5 = 1,0, 3 = 1,5 ja x4 = 2 seké

)=y ( ) 05=1+1-05=15

)=y ( )-05=15+20-05=25
Y=uys = Yo+ (24x2)-05=25+35-05=425
)=y ( )05 =4,25+575-05=7,125.

b) Laskimen yhden rivin ohjelmalla. Grafiikkafunktioksi Y1 =Y + X, seké
muuttujiksi 0,2 — H : —0,2 — X : 1 — Y. Tulokset on kahden desimaalin

tarkkuudella alla olevassa taulukossa.

x\o,o 02 04 06 08 10 12 14 16 1.8 20
y |10 120 148 186 235 298 3,77 477 560 7,52 9,38.

5.4 Esimerkiksi askelvilille h = 0,2 ja tarkasteluvélille [1,2].
v = f(zr,yx) = vk — yr + 1 sekd g = 1 ja yo = 1. Rekursiivisten yhtdldiden

mukaan lasketaan z; = 1,2, xo = 1,4, ... , x5 = 2 seki
y(12)=y1 = yo+(ro—y+1)-02=1+1-02=1,.2
y(14) =ys = i+ @ -y +1)-02=12+1-02=14
y(1.6) =43 = Yot (Ta—12+1)-02=14+1-02=16
y(18)=ys = ys+(xg3—ys+1)-02=16+1-0,2=1,8
y2)=ys = yut+(ata+1)-02=18+1-02=20.
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Tulosten perusteella huomataan, ettd y = x, joka on yhtidlén analyyttinen

ratkaisu. TAdmai ratkaisu toteuttaa myos alkuehdon y(1) = 1.

5.5 a) Yhtalo v = f(x,y) = yrxy ja alkuehtojen perusteella zo = 1 ja
yo = 0,5. Ensimmaéisen osavilin [1;1,5] keskipiste on ug = x¢ + % = 1,25 ja

sitd vastaavan funktion y arvo vy lasketaan kuten Eulerin menetelméssé

h 0.5 05
vo = Yo + f(Zo,%0) - 5 = Yo + YoTo - o = 0,5+40,5 - 5 0,625.

2
Seuraavaksi lasketaan kulmakerroin vélin keskipisteessa (ug,v9) = (1,25;0,625):
ro = f(uo,00) = voup = 0,625 - 1,25 = 0,78125,
jonka avulla ratkaistaan funktion arvo y;:
y(1,5) = y1 = yo + roh = 0,5+ 0,78125 - 0,5 = 0,890625.

Tésté edelleen seuraavan osavilin [1,5; 2] keskipiste on u; = 21 + % = 1,75 ja

sitd vastaavan funktion y arvo v,

h 0,5
o=yt f (@) 5 = ybyce - = 0,89063+0,89063-1,5-0,25 = 1,22461.

Lopuksi ratkaistaan kulmakerroin pisteessa (uq,v1) = (1,75;1,22461):
T = f(ul,vl) = DU = 1,22461 . 1775 == 2,14307,
jonka avulla edelleen ratkaistaan funktion arvo ys:

y(1) =y = y1 + r1h = 0,89063 + 2,14307 - 0,5 = 1,96216.

b) Ohjelmoidaan laskimeen Eulerin keskipistemenetelmé. Sijoitetaan grafiik-
kafunktioksi Y1 = Y X. Askelpituudelle h = 0,2 sijoitetaan laskimen muut-
tujat 0,2 — H:1 — X :0,5 — Y ja tulokseksi saadaan

|10 12 14 16 18 20
y |05 062 080 108 150 2,17
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c¢) Askelpituudelle h = 0,1 sijoitetaan laskimeen muuttujat
01— H:1— X:0,5—Y jatulokseksi saadaan

|10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
y |05 056 062 071 081 093 1,09 128 152 1,83 2,22

Vertailun vuoksi tarkastellaan oikeaa likiarvoa y(2). Yhtélon ratkaisu on
Yy = Cez” ja edelleen y(2) =~ 2,241, joten mitad pienempi askelvéli, sen tar-

kempi lopputulos.

5.6 a) Ohjelmoidaan laskimeen Eulerin keskipistemenetelmé. Sijoitetaan gra-
fiikkkafunktioksi Y1 =Y + X.

a) Askelpituudelle h = 0,5 sijoitetaan laskimen muuttujat 0,5 — H : 0 —
X :1 =Y ja tulokseksi saadaan

2[00 05 1,0 15 20
y| 10 1,75 328 608 1095

b)Askelpituudelle h = 0,2 sijoitetaan laskimen muuttujat 0,2 — H : 0 — X :
1 — Y ja tulokseksi saadaan

x ‘ 00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20

Yy ‘ 1,0 1,24 1,58 2,03 2,63 341 4,40 5,65 7,22 9,18 11,61.

Eulerin keskipistemenetelmé antaa tarkemmat likiarvot kuin pelkkd Eulerin
menetelmd. Lisdksi tulokset ovat sitd tarkempia mitd pienempi on askelpi-

tuus h.

5.7 Etsitddn pienin kohta esimerkiksi Eulerin menetelmélld. Ohjelmoidaan
laskimeen yhden rivin ohjelma ja kiytetddn askelpituutta h = 0,1. Tallenne-
taan laskimeen grafiikkafunktioksi Y1 = X — Y + 1 ja muuttujat 0,1 — H :
0,9 — X : 4 — Y. Pienin arvo on noin 3,041, joka saadaan, kun x = 2,1.
Eulerin keskipistemenetelmailld saataisiin pienimméksi arvoksi noin 3,101.
Yhtélén ratkaisu alkuehdolla y(1) = 4 on y = 3e!™* + x. Pienin arvo saa-
daan derivaatan 3y’ = —3e!~* 4 1 nollakohdasta x = In3 + 1 ~ 2,099 ja siti
vastaava funktion y arvo on noin 3,099. Eulerin keskipistemenetelmé antaa

siis suuhteellisen tarkan likiarvon.
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6.1

(%i1)

(hi2)

(%h1i3)

(%i4)

6.2

(hi1)

(hi2)

(%13)

6.3

(%i1)

(%i2)

(%hi3)

(%i4)

*diff(y, x)=3*y/x+x;

ode2(%ol, y, x);

ic1 (%02, x=1, y=2);

plot2d (3*x~3-x~2, [x, -10, 101)$

"diff(y, x)=y~2+y;

ode2(%ol, y, x);

ic1(%02, x=0, y=1);

"diff (y, x)=(y/x)"2+2*y/x;

ode2 (%01, y, x);

ic1 (%02, x=1, y=1);

plot2d(x~2/(2-x), [x, -1, 11)$
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6.4

(%i1)

(%i2)

(%13)

(%14)

6.5

(%i1)

(%i2)

(%13)

6.6

(%i1)

(%12)

(%13)
6.7

(%i1)

(%12)

’diff(y, x)*x+y=-sin(x);

ode2(%ol, y, x);

ic1 (%02, x=%pi, y=0);

plot2d((cos(x)+1)/x, [x, -6, 61, [y, -10, 101)$

"diff(y, x, 2)+2%°diff(y, x)-3*y=3*x-%e~(2%x);
y y y

ode2(%ol, y, x);

ic2(%02, x=0, y=0, y=0);

*diff(y, x, 2)-3%°diff(y, x)+2*y=sin(x);

ode2(%ol, y, x);

ic2(%02, x=0, y=0, y=1);

*diff(y, x, 3)-2%x°diff(y, x, 2)-’diff(y, x)+2*xy=0;

"diff(y, x, 2)°3+’diff(y, x)~2-y=cos (x);
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6.8

(hi1)
(%o1)
(%hi2)
(%02)
(%i3)
(%03)
(%hid)
(%o04)

(%i5)
(%05)
(%i6)
(%06)

ChiT7)

y(
y (
y (
y(
y(
y (
y (
y (
y(
y (
(%oT)

y : 1.0;
1.0

h :(y-x)/n;

0.1

X4 : makelist(i,i,O0,n);
[o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]

Y4 : [yl;

[1.0]

for p :

3

1

print (uy ( n

= O O O O O O© O o o
SO O 00 N O O b W N -

[N N N N N N
1

~
1}

done

D O WD DNDN R,

thru n do (y : y+2*yxh, Y4:append(Y4,I[yl),
, X4[p+11/10.0 , ™) =" , y) );

.2

.44

.728

.0736

.48832

.985984

.5831808
.299816959999999
.159780351999999
.191736422399999

(%18) plot2d([discrete,X4,Y4]);
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(%19) /* Tallennus eps muodossa ja kuvaajan tekstien muutos*/
plot2d([discrete,X4,Y4], [gnuplot_preamble,
"set xlabel ’10 x’; unset key;"],
[gnuplot_term, ps], [gnuplot_out_file, "kuva.eps"]);

6.9
a)

(%i1) n : 5;
(%o1) 5

(%i2) x : 0;
(%ho2) 0

(%13) y : 1.0;
(%03) 1.0

(%i4) nh :(y-x)/n;
(%ho4) 0.2

(%i5) X1 : makelist(2#*i,i,0,n);
(%o5) [0, 2, 4, 6, 8, 10]
(%i6) Y1 : [yl;

(ho6) [1.0]

(%i7) for p : 1 thru n do (y : y+y*h, Yl:append(Y1, [yl),

print("y(" , X1[p+11/10.0 , ") =" , y) );
y(0.2) = 1.2
y( 0.4 ) = 1.44
y( 0.6 ) = 1.728
y( 0.8 ) = 2.0736
y( 1.0 ) = 2.48832

(%hoT) done
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b)

(hi1)
(%o1)
(%hi2)
(%ho2)
(%i3)
(%03)
(%hid)
(%o04)

(%15)
(%05)
(%hi6)
(%06)

(hiT)

y (
y(
y(
y(
y(
y (
y (
y(
y (
y (
(%hoT)

P

= O O O O O O O O O
S OW 00 N O O W N

y : 1.0;
1.0

h :(y-x)/n;
0.1

X2 : makelist(i,i,0,n);

(o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]
Y2 : [yl;

[1.0]

for p : 1 thru n do (y : y+y*h, Y2:append(Y2, [y]l),
rint("y(" , X2[p+1]1/10.0 , ") =" , y) J);n : 10;

A

.21

.331

.4641
.61051
.771561
.9487171
.14358881
.357947691
.5937424601

N p— p— p p— p p p— p
1l 1}
N NN R R R R s s

~
1}

done

(%08) plot2d([[discrete,X1,Y1], [discrete,X2,Y2]1]1);
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Liite: Matematica-tiedostot
Kuva 1

eq = y’[x] == Sin[x]
y’ [x] == Sin[x]

DSolveleq, y[x], x]
{{y[x] -> c-Cos[x]1}}

Plot[Evaluate[Table[c-Cos[x], {c, -1, 2, 1}]11,
{x, -5, 5}, AxesLabel -> {"x","y"}]

Kuva 2

eq = y’[x] == x + y[x]
y’[x] == x + y[x]

DSolveleq, ylxl, xI
H{ylx] -> -1 - x + cxe”x}}

gl = Plot[Evaluate[Table[-1 - x + c*e~x , {c, -2, 2, 2}]1],
{x, -5, 5}, PlotRange -> {-6 , 6}, AxesLabel -> {"x", "y"}]

Needs["Graphics‘PlotField‘"]
g2=PlotVectorField[{1,x + y}, {x, -5, 5}, {y, -6, 6},

PlotPoints -> 11, Axes -> True];

Show([gl, g2]
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Kuva 3

sol = T[t] = 14.5%x(14.5/14)"-t + 21
21 + 14.5 % 1.0357142857142858"-¢

Plot[sol, {t, 0, 72}, PlotRange -> {20, 36},
AxesLabel -> {"t","T"}]

Kuva 4

sol = y[t] = 200 - (160*1.6)"-t
200 - 160 * 1.6°-t

Plot[sol, {t, 0, 10}, PlotRange -> {0,200},
AxesLabel -> {"t","y"}]

Kuva 5

sol = y[t] = 200 - (160%1.6)"-t
200 - 160 * 1.6°-t

Plot[sol, {t, 0, 10}, PlotRange -> {0,200},
AxesLabel -> {"t","y"}]

Kuva 6

sol = y[t] = -15%e~(-0.1 t) + 15
15 - 15e~(-0.1t)

Plot[sol,{t, 0, 60}, AxesOrigin -> {0,0}, PlotRange -> {0,153},
AxesLabel -> {"t","y"}]
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Harjoitustehtédvin 2.8 ratkaisu

eq = y’[x] == x - y[x]
y’ [x] == x - ylx]

DSolveleq, y[x], x]
{{ylx] -> -1 + x + c*xe”-x}}

gl = Plot[Evaluate[Table[-1 + x + cxe~-x , {c, -2 , 2, 2}]1],
{x, -5, 5}, PlotRange -> {-5, 4}, AxesLabel -> {"x", "y"}]

Needs["Graphics‘PlotField‘"]

g2=PlotVectorField[{1, x - y}, {x, -5, 6}, {y, -5, 4},
PlotPoints -> 11, Axes -> True];

Show([gl, g2]

Harjoitustehtivin 2.9 ratkaisu

eq = y’[x] == ylx]
y’ [x] == yl[x]

DSolveleq, ylxl, xI
{{ylx] -> c*xe~x}}

gl = Plot[Evaluate[Table[c*e~x , {c, -1 , 2, 2}]1],
{x, -5, 5}, PlotRange -> {-5, 5}, AxesLabel -> {"x", "y"}]

Needs["Graphics‘PlotField‘"]
g2=PlotVectorField[{1, y}, {x, -5, 5}, {y,-5, 53,

PlotPoints -> 11, Axes -> Truel;

Show([gl, g2]
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Harjoitustehtédvin 2.10 ratkaisu

a) Needs["Graphics‘PlotField‘"]
g2=PlotVectorField[{1, 2}, {x, -5, 5}, {y,-5, 5},
PlotPoints -> 11, Axes -> True];

b) eqg=y’[x] ==
y’ [x] ==

DSolveleq, y[x], x]
{{ylx] -> 2*x + c}}

gl = Plot[Evaluate[Table[2*x + ¢ , {c, -1 , 1, 1}]],
{x, -5, 5}, AxesLabel -> {"x", "y"}]

Harjoitustehtédvin 2.11b ratkaisu

eq = y’[x] == 4x + 1
y’[x] == 1+ 4x

DSolveleq, yl[x], x]
{{y[x] -> X + 2x"2 + c}}

Plot[Evaluate[Table[x + 2*x~2 + ¢, {c, -5, 10, 5}11, {x, -5, 5},
AxesLabel -> {"x","y"}]
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