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perustuvat todennédkdéisyysteoriaan sekd Bayesilaiseen estimaattoriteoriaan. Ennen
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Yleisesti tunnetun Kalman-Bucy-suotimen matemaattinen rakenne esitetdén yksi-
tyiskohtaisesti Ito-laskennon avulla, jonka jilkeen suodinteoriassa edetdan monimut-
kaisempiin ympéristdihin soveltuviin, numeerisesti tehokkaisiin ja monissa sovelluk-
sissa hyodyllisiin hiukkassuotimiin. Naistd hiukkassuotimista esitetdin diskreetti-
sekd jatkuva-aikaisten iteraatiomenetelmien teoreettiset lahtokohdat sekd numeeri-
set algoritmit.
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Notaatiota

f,9,h Funktioita.

g, Qg, Ay, Aikaparametrisointi késitteelle a.

a,a;,a®,a™  Ulottuvuusparametrisointi kisitteelle a.

F.V, G Sigma-algebra, filtraatio.

FX Prosessin X generoima sigma-algebra.

o(A) Satunnaismuuttujan A perusteella viritetty sigma-algebra.
W,V Mitta.

(A A) Mitallinen avaruus, jossa A on joukko ja A sigma-algebra.
B(A) Borel-joukkojen avaruus joukolle A.

B(A) Adrellisten B(A)-mitallisten joukkojen avaruus A — R.

Q Otosavaruus.

P,Q Todennékoisyysmitta.

E,EQ Odotusarvo, odotusarvo mitan QQ suhteen.

P(A | B) Ehdollinen todennikéisyys késitteelle A ehdolla B.

E[A | B] Ehdollinen odotusarvo késitteelle A ehdolla B.

1y Indikaattorifunktio eli karakteristinen funktio joukolle A.

(Q, F,P) Todennékdisyysavaruus.

(Q, F, Fi,P)  Filtraatiolla F; varustettu todennakoisyysavaruus.

XY Z ... Satunnaismuuttuja, satunnaisprosessi.

X Prosessin X arvo ajanhetkelld ¢, satunnaismuuttujan X, arvo.
Xyt Prosessin X realisaatiohistoriavektori ajanhetkien ¢, ja to vélilla.
XjaY Signaali- ja havaintoprosessi.

T Aika-avaruus.

S Tila-avaruus, signaali-avaruus.

W,V Wiener-prosessi, Brownin liike.

% Testifunktio.

Oa Diracin mitta pisteessi a.

Ty, Ty Ehdollinen todennédkdisyysmitta ja sen estimaatti.

() Ehdollisen todennékoisyysmitan arvo testifunktiolla ¢.

C™(A) Jatkuvien n-kertaa derivoituvien funktioiden avaruus joukossa A.
fttf -ds Integraali ajanhetkien ¢; ja to vililli.

fA ~du Integraali avaruuden tai joukon A yli mitan p suhteen.

/ AW Stokastinen integraali joukon A yli prosessin W, suhteen.

Z—j Aikaderivaatta kisitteelle a.

g—‘g Funktion a osittaisderivaatta parametrin b suhteen.

g;aac Funktion a asteen n osittaisderivaatta parametrien b ja ¢ suhteen.
(M) Prosessin M kvadraattinen variaatio.

(M, N) Prosessien M ja N kvadraattinen kovariaatio.

Y ; Summa indeksien 7 ja n vililld, summa kaikkien indeksien j yli.
Lyhennetty muoto summasta >, >~ ..
[T I Tulo indeksien 7 ja n vililli, tulo kaikkien indeksien j yli.
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Kasitteen a vieminen rajalle kisitteeseen b tai suppeneminen kasit-
teeseen b.

Kisitteen a approksimaatio tai estimaatti.
Normaalijakauma.

Kasite a jakautuu jakauman b perusteella.

Kasite a jakautuu jakauman b perusteella ehdolla c.
Kisitteen a rajaus alueeseen tai pisteeseen b.
Matriisin A kdadnteismatriisi.

Matriisin A transpoosi.

Kasite a on verrannollinen kisitteeseen b.
Lattiafunktio. Luvun a kokonaislukuosa.
Desimaaliosafunktio. Luvun a desimaaliosa.






1 Johdanto

Ajan suhteen muuttuvien ilmididen mallintaminen on hyddyllistd monilla tieteena-
loilla. Ajallisilla malleilla voidaan pyrkié selittiméin tapahtuneita tilanteita taikka
ennustamaan tietyn ympariston tulevaisuuden kayttaytymistd. Vastaavasti ympa-
riston nykytilankin méarittamiselld on usein merkittava arvo. Sovellustilanteissa on
kuitenkin tyypillistd, etteivit niitd varten muodostetut matemaattiset mallit ole tés-
méllisii. Malleihin vaikuttavia virheldhteitd ovat esimerkiksi mallintajien tekemét
padtokset sekd yksinkertaistukset. Hyodynnettéavilla tiedon laadulla on myos olen-
nainen vaikutus malliin. Sovellustilanteissa hyodynnettiva data saattaa esimerkiksi
sisdltdd havainto- ja mittausepatarkkuuksia.

Mikali mallinnus- tai sovellustilanteissa on oletettavissa erilaisten virhe- ja epa-
tarkkuusldhteiden olemassaolo, onkin luonnollista pohtia olisiko ndiden mallinta-
mattomien virheiden huomioiminen tai minimointi jollain tavoin kuitenkin mahdol-
lista. Matemaattinen suodinteoria on ala, jonka menetelmien avulla voidaan pyr-
kid parantamaan sovellustilanteita varten muodostettavien mallien luotettavuutta
ja tarkkuutta, vaikkei sovellustilanne olisikaan taysin ideaali virheldhteiden olemas-
saolon vuoksi. Suodinteoreettiset menetelmét ovat mallinnusmenetelmié, joissa on
kiinnitetty huomioita erilaisiin virheldhteisiin. Ndiden menetelmien avulla tavoitel-
laan parhaimman mahdollisen késityksen muodostamista sovellusympéristosté.

Suodinteoreettiset menetelmét ovat sovelluksissa usein iteratiivisia ja niiden
avulla voidaan muodostaa reaaliaikaisestikin uusia ympéariston tilan estimaatteja
perustuen ajankohtaisiin havaintoihin. Téssd tutkielmassa késiteltdvia menetelmia
ollaan sovellettu esimerkiksi navigointiin|2|, robotiikkaan, kommunikaatiojérjestel-
miin, ekologiaan sekd lddke- ja neurotieteeseen. Signaaliprosessointimenetelméné
suotimia voidaan hyodyntdd myos tehokkaasti dani- ja videoteknologian sovelluk-
sissa. Monet finanssimatemaattiset ja ekonometriset menetelmét pohjautuvat myos
suodinteoriaan|3|[Luku 1.1] [1]. Késiteltdvit suodinteorian matemaattiset perusteet
johdetaan todennikéisyysteorian sekéi Bayesilaisten periaatteiden avulla.

Matemaattisen suodinteorian voidaan tulkita saaneen alkunsa niin kutsutusta
Wiener-suotimesta 1950-luvulla. Wiener-suotimen sovellusmahdollisuudet ovat kui-
tenkin rajatumpia verrattuna 1960-luvulla kehityn Kalman-Bucy-suotimen sovel-
luskohteisiin, joita modernissakin maailmassa on edelleen runsaasti. Kalman-Bucy-
suodin onkin matemaattisesti optimaalinen ratkaisu suodinongelmaan lineaarisessa
ympéristossi, jossa virheldhteet ovat normaalijakautuneita. Kalman-Bucy-suotimen
jatkunut suosio perustuukin sen yksinkertaisuuteen sekd ymmaérrettiavyyteen. Ta-
méan rajoitetusti optimaalisen suotimen kehittdmisen jilkeen pdddyttiin tutkimaan
laajempaa joukkoa Bayesilaiseen teoriaan perustuvia suotimia 1960-1970-luvuilla
[3][Luku 1.2].

Epilineaarisiin sekéi monimutkaisempiin tilaestimointiongelmiin hyédynnettéivit
hiukkassuotimet saivat alkunsa 1990-luvun alussa [4]. Yksinkertaisesta hiukkassuoti-
mestakin on kuitenkin kehitetty runsas maaré erikoistuneempiin sovellustilanteisiin
toimivia muunnelmia. Parhaimman suodinmenetelmén valinta tiettyyn sovellusti-
lanteeseen tulkitaan vaihtoehtojen runsaan méérin vuoksi hankalaksi [5].



Esimerkki 1. (Populaatiokasvumalli [6]|1.1]) Muodostetaan yksinkertaisen diffe-
rentiaaliyhtalon avulla populaatiokasvumalli

d Nmalli
dt

jonka alkutila oletetaan tunnetuksi eli Nl = Ny. Muuttujalla ¢ kuvataan ajan-
hetked, jolloin arvo Nl kertoo tietyn ajanhetken mallinnetun populaatiokoon ja
funktion a; = a(t) arvo kuvaa suhteellisen populaatiokasvun méérid samalla ajan-
hetkell&.

Esitetyn populaatiokasvumallin sovellustilanteissa saattaa kuitenkin olla
haastavaa méarittda suhteellista populaatiokasvua kuvaavan funktion a, kiyttiy-
tymistd tidsmaéllisesti, silld se saattaa riippua esimerkiksi mallintamattomista ym-
paristotekijoista. Vaikka kaikki ympéaristotekijat olisivatkin tiedossa, ne saattaisivat
monimutkaistaa mallia liiallisesti esimerkiksi numeerista laskentaa varten. Tdma ai-
heuttaa oletuksen mallin epatarkkuudesta, joskin epatdsmaéllisestikin mallista saa-
tettaisiin kuitenkin tulkita olevan hy6tya populaatiokasvun kdyttaytymisen ymmér-
tdmisesséd tietyissd sovellustilanteissa. Mallin hyodyllisyyttd ja ymmaéarrettivyytta
voitaisiin lisdtd entisestddn, mikili epatarkkuus olisi jollain tavoin my0s huomioitu
itse mallissa. Toisin sanoen voitaisiin pitad hyddyllisend, ettd epatarkkuusoletus olisi
my0s mallinnettu. Suhteellisen populaatiokasvun a, funktio voitaisiinkin méaaritell&
kaksiosaisesti

= NP, 1)

a; = r; + "mallinnusvirhe”,

missi funktio 7, = r(t) oletetaan tiysin tunnetuksi. Mallinnusvirheen mallintami-
nen itsessddn ei ole kuitenkaan yksiselitteistd. Vastaavasti alkuperdisen populaa-
tiokasvumallin (1) ratkaiseminen tyypillisesti tunnetuilla differentiaaliyhtéléiden tai
differenssi- eli erotusyhtéloiden ratkaisumenetelmilld ei myoskidin endd onnistuisi
mallinnetun epatarkkuustermin vuoksi.

Kasiteltdvin populaatiokasvumallin tarkkuus tai luotettavuus olisi myos miele-
kistd pystyd madrittamadn. Taustaoletuksena voitaisiin myos esittdd, ettd mallin
luotettavuutta olisi oletettavasti myés mahdollista parantaa lisdtiedolla mallinnet-
tavasta tilanteesta. Populaatiokasvumallin yhteydesséd luotettavuuden maérittami-
nen ja lisdtiedon kerddminen saattaisi tarkoittaa esimerkiksi késiteltdvin populaa-
tion kaikkien yksildiden méirdan laskemista tietyin véliajoin ja vertaamalla saatua
tulosta mallin tuottamaan arvoon tietylla ajanhetkelld. Erotus laskettujen yksiloi-
den lukumé&dran sekd mallin tuottaman arvon valilla kertoisi silloin ajanhetkisidon-
naisen absoluuttisen mallinnusvirheen méaran. Nain tdsmallisen tiedon kerdaminen
ei sovellustilanteissa ole kuitenkaan usein mahdollista esimerkiksi teknisten rajoit-
teiden taikka liiallisen resurssikulutuksen vuoksi. Yksildiden lukumééra tulisi myos
laskea samalla ajanhetkelld tdsmallistd tietoa varten, joka on sovellustilanteissa har-
voin mahdollista. Empiirisestikin maaritetty populaation koko saattaa siis olla epé-
tdsmallinen arvo. Pyrkimys populaation koon mittaamiseen itsessdin saattaa myos
vaikuttaa populaation kokoon.

Lisatietoa populaation yksiloiden lukuméirdsta voidaan kuitenkin paitelld esi-
merkiksi maarittamalla osapopulaation koko tietylld alueella ja ekstrapoloimalla saa-
dun tiedon avulla populaation yksiléiden kokonaisméara. Tama kuitenkin tarkoittaa



lisdvirheldhdetta, silla ekstrapoloitu populaation koko ei jalleen ole tdsmaéllinen ar-
vo. Késiteltdava populaatiokasvumalli my6s oletti populaation maaran olevan alussa
tunnettu arvo Ny, joka on sovellustilanteissa usein myd6s epatasmallisesti maaritetty.

Populaation koon méaérittamistéd voidaan késitelld yleisemmin mittausoperaatio-
na, joka sisiltda epidtarkkuutta. Kuvataan ajanhetkelld ¢t populaation todellista ko-
konaismééria funktiolla Nfedellinen T#¢H todellista arvoa ei useissa sovellustilanteissa
voida suoraan maarittdd, vaan pikemminkin paddytadn funktioon

Nthavalttu _ Nttodelhnen + ’mittausvirhe”.

Ideaalitilanteessa populaation koon tietyn ajanhetken todellinen miirg Nfodellinen
voitaisiin maarittidd matemaattisia tydkaluja hyodyntien, vaikkei todellisen popu-
laation koon mittaaminen tai madrittAminen empiirisesti olisikaan mahdollista. In-
tuitiivisesti tdmé edellyttiisi ainoastaan mittausvirheen vihentdmistd tai suodat-
tamista pois jokaisesta havainnosta, ja tdma matemaattinen ongelma onkin ni-
metty suodinongelmaksi. Toisin sanoen haluttaisiin maarittda parhain mahdollinen
estimaatti funktiolle Nfodellinen ajanhetkilli s < t keriittyjen mittaushavaintojen
Nhavaittu herysteella. Taméntyyppisten suodinongelmien ratkaisuun erityyppisissi
tilanteissa on kehitetty teoriaa, jota tdssd tutkielmassa kisitellaén.

Esimerkki 2. (Pysdytysongelma [6][1.4]) Oletetaan, ettd henkilolld tai yrityksel-
14 on hallussaan sijoitus tai resurssi, kuten kiinteisto, rahasto-osuus, metsdomistus
tai valmistuotteiden varasto. Taméa kuvitteellinen henkil6 tai yritys pohtii milloin
omaisuuden myynti olisi kaikkein kannattavinta. Kuvataan téllaisen omaisuuden ar-
voa ajanhetkelld ¢ muuttujalla X;. Aiemman populaatiokasvumallin tavoin tdma
ongelma on mallinnettavissa differentiaaliyhtalolla

% =rX; + aX; - "shokki”, (2)
missd muuttujat r sekid o ovat tunnettuja reaalivakioita. Yhtalon termi r.X; ku-
vaa riskitonté tuottoa, kuten sijoitusta joukkovelkakirjalainaan. Toisin sanoen termi
rX; kertoo paljonko omaisuuden arvo muuttuisi ilman ympériston satunnaisuutta.
Jalkimmainen termi a.X;-"shokki” taas kuvaa odottamattomien tilanteiden vaikutus-
ta omaisuuden arvoon. Tunnetun vakiotermin « voi tassé yhteydessd myos tulkita
volatiliteettina, eli kuinka herkké omaisuuden arvo on esimerkiksi ympériston muu-
toksille. Kuvitteellinen henkil6 tai yritys tietdd omaisuutensa arvon kiyttaytymisen
kuitenkin aiemmilla ajanhetkilla s < ¢, muttei satunnaistermin vuoksi pysty paatte-
lem&ain milloin olisi tuoton maksimoiva ajanhetki myyda omaisuus. Tata kutsutaan
pysaytysongelmaksi. Sovellustilanteiden lisdongelmana voidaan myds pitdd mallissa
esiintyvien vakioiden r ja o méarittamista.



2 Ajallista todennikoisyysteoriaa

Johdannossa mallinnus- ja mittausvirheet, epétietoisuus tulevaisuudesta seké odot-
tamattomat ympériston muutokset kuvattiin maarittamattomilla kisitteilld. Mate-
maattista tulkintaa varten virhetermeja mallinnetaan kuitenkin ajan suhteen kehit-
tyvilla stokastisella prosesseilla, jotka toteuttavat tdssd luvussa esitettavit oletukset.
Kasite ajasta on my6s hyvin olennainen stokastisten prosessien késittelyéd varten, sil-
14 monet stokastisiin prosesseihin liittyvit periaatteet nojaavat tietyissi ajanhetkissé
olemassaolevaan tietoon sekd ajallisen ympériston toistomittaukseen. Todennakoi-
syysteorian ja Bayesilaisen teorian avulla on taas mahdollista tehda tulkintoja seka
johtopéitoksia olemassaolevasta ja kerdtysta tiedosta. Myohemmin kisiteltdviat me-
netelmét esimerkiksi suodinongelman ratkaisuun perustuvat kisiteltdviin maaritel-
miin sekd ominaisuuksiin.

2.1 Todennikoisyysteorian kisitteita

Miéaritelma 1. Aika-avaruudella T tarkoitetaan tdydellisesti jarjestettyd indeksi-
joukkoa[], jonka tavoitteena on kuvata mahdollisia ajanhetkia ¢t € T. Ajanhetket voi-
vat olla diskreettejd, jolloin T = {0, 1,2, ...} = N>q taikka jatkuvia, jolloin T = Rx.

Maaritelma 2. Filtraatiolla varustetuksi todenndkdoisyysavaruudeks: kutsutaan ne-
likkoa (€2, F, (Ft)t>0, P), missd muuttuja Q kuvaa tapaus- eli otosavaruutta, muuttu-
ja F tapausavaruuden €2 osajoukkojen sigma-algebraa, funktio P todennédkoisyysmit-
taa mitallisessa avaruudessa (€2, F) seki filtraatio (F;);>o ei-viheneviid? ja oikealta
jatkuvaarﬂ sigma-algebran F alisigma-algebrojen joukkoperhettad. Yksinkertaisempi
todennékoisyysavaruus ilman filtraatiota on kolmikko (€2, F,P).

Aikaparametrisoidun filtraation J; voidaan mieltdd kuvaavan olemassaolevan tie-
don tai informaation méa#raé tietylla ajanhetkelld ¢t € T. Tulkinnallisesti tdmén
ajanhetkisidonnaisen tiedon méara kasvaa ajan edetessd, muttei se voi koskaan ylit-
tda mahdollisen kokonaistiedon F méaarad. Teoreettisesti tdydellinen tilannetieto on
saavutettavissa, jolloin F; = F jostakin ajanhetkestd ¢ € T eteenpiin, joskin sovel-
lustilanteissa tdmé on harvinaista.

Maaritelma 3. Merkitddn joukolla S tila-avaruutta, jolloin satunnaismuuttujaksi
X kutsutaan filtraatiolla varustetussa todennéikdisyysavaruudessa (Q, F, (F;)i>o0, P)
funktiota X : 2 — S, jolle sen kdanteisfunktion arvo sijaitsee sigma-algebrassa F
eli X~1(A) € F kaikilla mitallisilla joukoilla A C S, jolloin satunnaismuuttujaa X
kutsutaan myos F-mitalliseksi. Satunnaismuuttujan X yksittdistd tunnettua arvoa
kutsutaan sen realisaatioks:.

IT4ydelliselld jirjestyksells tarkoitetaan joukkoa A, joka toteuttaa biniirirelaation < eli kai-
killa a,b,c € A pétee refleksiivisyys (a < a), transitiivisuus (jos a < b ja b < ¢, niin a < ¢),
antisymmetrisyys (jos ¢ < b ja b < a, niin ¢ = b) ja vahva yhteniisyys (eli ¢ < b tai b < a
toteutuu).

2Sigma-algebraa F; kutsutaan ei-viheneviksi, kun sille toteutuu jokaisella ajanhetkelld s > ¢
sisdltyvyysehto F; C Fiis.

3Sigma-algebra F; on oikealta jatkuva, kun sille toteutuu ehto F; = N.s0F; 4 kaikilla muuttu-
jan € arvoilla. Intuitiivisemmin tdmé ehto siis takaa, ettd mitallinen tieto my0s pysyy mitallisena.

4



Satunnaismuuttuja yhdistdd tapausavaruuden alkioille w € € tila-avaruuden S
alkion, eli sen voi siis mieltdd kertovan mita tietylla satunnaismuuttujan havainto-
kerralla tapahtui samassa alkutilanteessa w. Yksinkertainen esimerkki on nopanheit-
to, jossa heittotilanne on tapausavaruuden alkio, jonka lopputilanteella on kuitenkin
useampi kuin yksi mahdollinen tila-avaruuden arvo eli reaalisaatio, jonka satunnais-
muuttuja kuvaa. Satunnaismuuttujan tuottama arvo ei siis yleenséﬁ ole aina sama
arvo.

Maaritelma 4. Stokastisella prosessilla X aika-avaruudessa T ja filtraatiolla va-
rustetussa todennikoisyysavaruudessa (€2, F, (Ft)i>0, P) tarkoitetaan aikaparamet-
risoitua satunnaismuuttujien joukkoa eli X = {X;(w) : t > 0 € T,w € Q}. Kun
prosessin X satunnaismuuttujat X, ovat F-mitallisia jokaisella ajanhetkelld t € T,
niin prosessi on adaptoitunut filtraatioon (F;):>o. Stokastisen prosessin kehittymista
eli siithen liittyvien satunnaismuuttujien realisaatioiden joukkoa kutsutaan poluksi
tai stokastisen prosessin polkurealisaatiokss.

Stokastisilla prosesseilla voidaan kuvata tietyn tapahtumaketjun kehitysta seki
historiaa. Koska stokastiset prosessit muodostetaan satunnaismuuttujien avulla, on
tyypillistd etteivit niiden polut ole tdsmaélleen samanlaisia, vaan ne saattavat olla
huomattavankin erilaisia riippuen satunnaismuuttujien reaalisaatioista. Adaptoitu-
neisuus taas kertoo, etteivit prosessin arvot ole riippuvia tulevaisuudesta, eli satun-
naismuuttujien X; tuottamat arvot voivat olla riippuvia ainoastaan menneisyyden
tapahtumista X, missd s < t € T taikka realisoitumisajanhetkestd ¢ € T eli ne
voivat hyodyntéda informaatiota F;.

Maaritelma 5. Luonnolliseksi filtraatioks: JF; kutsutaan stokastisen prosessin X
satunnaismuuttujien X, virittimaa sigma-algebraa, eli luonnolliselle filtraatiolle pa-
tee Fy = o(X;), jolloin stokastinen prosessi on Fi-adaptoitunut eli adaptoitunut
luonnolliseen filtraatioonsa.

Madritelma 6. (Generoitu sigma-algebra) Olkoon €2 otosavaruus. Kun muuttujalla
U merkitddn otosavaruuden €2 osajoukkojen joukkoperhetté, niin on olemassa pienin
mahdollinen sigma-algebra F,, joka sisaltdad joukkoperheen U eli

Fu= m{ F' | F on otosavaruuden € sigma-algebra ja U C F'}.

Sigma-algebraa JF;; kutsutaan silloin joukkoperheen U generoimaksi sigma-
algebraks.

Madritelma 7. (Wiener-prosessi) Olkoon W reaaliarvoinen stokastinen proses-
si todennékoisyysavaruudessa (2, F,P) sekd aika-avaruudessa T = Rs,. Médritel-
ladn aikaparametrit u, s,t € T siten, ettd niille ajanhetkille toteutuu epayhtaléehto
0 <u < s <t. Nyt ehtojen

1. Prosessin W alkuarvo on melkein varmasti’| nolla eli todenniikdisyys
P(Wy =0) = 1,

4Satunnaismuuttuja voi noudattaa degeneroitunutta jakaumaa, joka tuottaa aina saman reali-
saation. Tamén voi intuitiivisemmin mieltd4 esimerkiksi noppana, jonka jokaisella sivulla on sama
arvo.

5Termills melkein varmasti tai melkein kaikkialla tarkoitetaan mittateorian kiisitetti, jolla omi-
naisuus patee kaikille joukoille, joiden mitta on yli nolla. Nollamittaisia joukkoja ei siis huomioida.



2. Prosessin W arvot ovat toisistaan riippumattomia eli prosessin W arvojen
muutokset Wy, — W, ovat riippumattomia sen historian arvoista Wi,

3. Prosessin W muutokset ovat normaalijakautuneita eli arvot W,., — W; nou-
dattavat normaalijakaumaa odotusarvolla 0 ja varianssilla u eli muutoksille

pitee ehto (Wi, — W) ~ N(0,u),
4. Prosessin W polut ovat melkein varmasti jatkuvia jokaisella ajanhetkelld ¢t € T’

toteutuessa stokastista prosessia W kutsutaan Wiener-prosessiksi. Kirjallisuudessa
samasta prosessista kiytetdin usein myos termia Brownin litke.

Madritelma 8. (Martingaali) Olkoon M stokastinen prosessi filtraatiolla varuste-
tussa todennikoisyysavaruudessa (§2, F, (F)i>o0, P). Oletetaan prosessin M arvojen
sijaitsevan Banachin avaruudessaf| normilla || - || 5. Prosessia M kutsutaan martin-
gaalikst filtraation F; suhteen ehtojen

1. Prosessi M on F;-adaptoitunut,

2. Prosessin M  kaikille realisaatioille M; toteutuu &érellisyysehto
E[|[ M 5] < oo,

3. Ajanhetkille s < t € T ja kaikille ajanhetkisidonnaisen sigma-algebran jou-
koille F' € F; toteutuu odotusarvoidentiteetti E [(M; — M) - 1| = 0 tai ekvi-
valentisti ehdollinen odotusarvoidentiteetti My = E [M; | F]

toteutuessa. Martingaalia kutsutaan lisdksi jatkuvaksi, kun sen polut ovat jatkuvia
todennékoisyydelld 1 eli kuvaus t — M;(w) on ajan suhteen jatkuva melkein kaikilla
alkioilla w € €.

Madritelm 9. (Tasaisesti integroituva martingaali) Olkoon M = {M,;,t > 0} sto-
kastinen prosessi. Kun prosessi M toteuttaa raja-arvoehdon

sup {/ \Mtld]P’} = sup {E[|M] - Ljag>e] } = 0, kun ¢ — oo,
MieM | M¢|>c MieM

niin prosessi M on tasaisesti integroituva. Kun prosessi M toteuttaa lisiksi martin-
gaalin maaritelméan, niin prosessia M kutsutaan tasaisesti integroituvaksi martin-
gaaliksi.

Madritelmi 10. (Lokaali martingaali) Olkoon M = {M;,t > 0} stokastinen pro-
sessi. Jos prosessin alkuajanhetken arvo My on Fy-mitallinen ja on olemassa kasvava
seki hajaantuva jono pysiytysaikoja T, joiden lisiksi pysiytysajanhetkisidonnai-
set prosessit

M = {Muin(eir,) — Moot > 0}

ovat Fi-mitallisia martingaaleja jokaisella pysdytysaikaindeksilld n, niin prosessi M
on lokaali martingaali ja jonoa T kutsutaan redusoivaksi jonoksi lokaalille mar-
tingaalille M.

6Banachin avaruus on vektoriavaruus, jossa jokainen Cauchyn jono suppenee. Toisin sanoen
Banachin avaruus on tédydellinen normiavaruus.



Maéiritelma 11. (Kvadraattinen variaatio) Kun prosessi M on jatkuva nelidin-
tegroituva martingaali, niin sen kvadraattisella variaatiolla (M), tarkoitetaan pro-
sessia, joka on jatkuva, nollasta alkava sekid kasvava prosessi A; siten, ettd erotus-
prosessi (M;)? — A; on martingaali.

Maéritelmi 12. (Kvadraattinen kovariaatio) Kun prosessit M; ja M, ovat jat-
kuvia nelidintegroituvia martingaaleja, niin kvadraattisella kovariaatiolla (M, My),
tarkoitetaan prosessia, jolle toteutuu ehto

(My, M), = = - ((My + My), — (M), — (My),) .

N | —

Esimerkki 3. Wiener prosessi W = {IW, € R",¢t > 0} on martingaali prosessin W
realisaatioiden (W, ..., W;) generoimien sigma-algebrojen F; suhteen: Odotusar-
voehto

E[WS—Wt|E]:E{WS—Wt]:O,

toteutuu, koska erotus W, — W, on riippumaton sigma-algebrasta F;, jonka lisdksi
odotusarvoidentiteetti

E[Wt|~7:t]:Wt

on voimassa sigma-algebran F;-mitallisuuden johdosta. Naita tietoja hyodyntamalla
on todettavissa odotusarvoehto

E[|Wi|]> < E[|[W,|?] = [Wo|* + nt.
Kasiteltdessé taas ajanhetked s > ¢, saadaan ehdollinen odotusarvoehto

E[W, | ] = E[W, — W, + W, | ]
:E{Ws—Wt‘ft]‘i‘E{Wt’Ft]
:O+Wt:Wt

Wiener-prosessi eli Brownin liike on siis satunnaiskivelyn yleistys, jonka jokai-
nen askel, muutos tai eteneminen on riippumaton aiemmista. Muutoksen suunta- ja
suuruus on siis tdysin satunnaista. [3]|Luku 3.1]

Esimerkki 4. Mallinnus- ja mittausvirhettd voidaan kuvata Wiener-prosesseilla.
Hyodyntamalla Wiener-prosessia aiemman populaatiokasvumallin virheiden ku-
vaamiseen paddytadn yhtalomuotoihin

d Nmalli

— g, Nmall
dt B

= (1, + "mallinnusvirhe”) - Nl
= (Tt + Wt) . Ntmalli
e frtNtHlaHi _|_ Ntmallth



ja merkitsemalla
X — Nmalli
(X, t) = p(Xy) = re N
(X, t) = ou(Xy) = NtmLlli

paadytaan muotoon
dX,
T e (Xe) + o (X)W,
ja edelleen huomioimalla mallin alkutila ja merkitsemélla Ny = X, padddytadn yh-
tdl6on JxX
Wt = Xodt + p(Xy) + 0y ( X)) Wr,

jonka integroimalla paadyttdisiin ratkaisuun

t t
Xt = XU +/ ,ut(Xt) dt"‘” / Ot(Xt)Wt dt”7
0 0

jossa ensimméinen integraalitermi on yksiarvoinen deterministinen integraali. Ky-
seessd ei ole kuitenkaan tyypillisen differentiaaliyhtilon ratkaisu jalkimmaisen inte-
graalitermin vuoksi, silld jalkimmd&inen integraali sisdltdd stokastisen prosessin suh-
teen integroimisen. Stokastisella integraalilla on useampi kuin yksi arvo polkureali-
saatioiden eroista johtuen, jolloin stokastisen integraalin arvo on satunnaismuuttu-
ja deterministisen integraalin arvon yksikésitteisyyden sijaan. Tamén ominaisuuden
vuoksi myos kuvatun mallin ratkaisu X; on itsessdin satunnaismuuttuja. Stokastisen
prosessin suhteen integroimista on toistaiseksi myos kasitelty ainoastaan intuitiivi-
sesti matemaattisen tdsmallisyyden sijaan. Seuraavan luvun tavoitteena on esittia
stokastisen integraalin matemaattinen maaritelmé Kiyosi [ton teoriaan perustuen.

Polkurealisaatioita, n=10 Keskiméérainen polkurealisaatio

Kuva 1: Stokastisen differentiaaliyhtdlon polkurealisaatioita.

2.2 Stokastisten differentiaaliyhtiléiden perusteita

Tavoitellaan stokastisen integraalin fttb -dW, matemaattisen kiisitteen maarittamista
vksinkertaisempien alkeisfunktioiden avulla, joita hyodyntamalla paadytiaan vaiheit-
tain varsinaisen stokastisen integraalin madritelmaén Ito-laskennossa. Periaatteelli-
sesti tatd voi verrata yleisesti tunnetun Riemann-integraalin méaédritelméén, joka
perustuu ylé- ja alasummien raja-arvoon.



Stokastisten differentiaaliyhtéloiden historia ndhdéan alkaneeksi Einsteinin
vuonna 1905 kuvaamasta Brownin liikkeen rakenteesta |7][Luku 3.1]. Einstein esitti
matemaattisen yhteyden mikroskooppisten hiukkasten satunnaisliikkeen sekd mak-
roskooppisen diffuusioyhtélon kanssa, jonka ehdot Adolf Fick oli esittdnyt empiiri-
sesti vuonna 1855 [8]. Diffuusiolla tarkoitetaan yleisesti liikettd korkeasta konsent-
raatiosta pienempéin tai tasapainosempaan konsentraatioon. Esimerkiksi vesilasiin
pudotetut viriainehiukkaset pyrkivat jakautumaan tasaisesti, ja tdhén liittyvaa pro-
sessia kutsutaan diffuusioksi.

Stokastistilla differentiaaliyhtél6illa voidaan mallintaa dynaamisia ympéaristoja
eri tiede-, tutkimus- ja insinoorialoilla, joilla tdsmaéllistd mallia tai rakennetta mal-
linnettavasta tilanteesta ei tunneta. Esimerkiksi ajoneuvon kiyttaytymisen mallin-
taminen on hankalaa, silla sithen vaikuttaa runsas maiird erilaisia voimia, joista
tuntemattomien voimien tai ilmitiden mallintamiseen voidaan hy6dyntdéd stokasti-
sia differentiaaliyhtéloitd |7]|Example 3.4]. Késiteltévi stokastisten integraalien seké
stokastisten differentiaaliyhtéiloiden esitysjérjestys perustuu lihteeseen [6|[Luku 3].

Mairitelmad 13. Olkoon V = V(t,,t,) funktioluokka, jonka jokainen funktio
f(t,w) : T x Q — R toteuttaa ehdot

1. Kuvaus (t,w) — f(t,w) on B(T) x F-mitallinen,
2. Funktio f(¢,w) on F-adaptoitunut,

3. Adrellisyysehto E [ ft f(t,w)? dt] < 00 on voimassa.

Madritelma 14. (Stokastinen alkeisfunktiointegraali) Alkeisfunktiolla ¢ € V tar-
koitetaan funktiota, joka on esitettivissid summana

¢(t7w) = Z 6j(w) : ]l[tj,tj+1)(t)7

J

jossa jokainen summan osafunktio e; on F; -mitallinen funktioluokan 1 méaéritelméin
nojalla. Alkeisfunktion ¢ stokastinen integraali ajanhetkien t, ja ¢, vililld on nyt
myos esitettavissi summana

[ Coltw) AW = 3 (@) Wiy, — Wi )(w). (3)

J

Lause 1. Alkeisfunktion ¢(t,w) € V ollessa ddrellinen se toteuttaa odotusarvoehdon

Iz i) | =5 [ oteral. )

josta huomataan stokastisen differenssitermin dWy katoaminen.

Todistus. Maaritetdan rekursioyhtilo

AWJ' - Wt - Wtj,

Jj+1

9



jonka avulla muodostetaan odotusarvohajotelma

0, kun ¢ # j

eies AWAW {E[é]-(tjﬂ—tj), kun i = j

joka on mahdollista termien e;e;AW; ja AW; riippumattomuuden nojalla, kun in-
deksi ¢ < 5. Muodostetun odotusarvohajotelman avulla pdddytéddn viitteeseen

(o) ] =2 Y Ble, AWAW)
- ZE[Q?] -t — 1)

:EUttbngdt}

Lemma 1. Olkoon funktio g € V ddarellinen ja sen arvot g(-,w) jatkuvia jokaisella
parametrin w arvolla, jolloin on olemassa alkeisfunktiojono ¢, € V, jolle suppene-
misehto

E

]

tp
]E{/ (g—¢n)2dt} — 0, kunn — oo
ta

on VOLMassa.

Todistus. Maaritetddn funktiot

gbn(t’w) - Zg(tjvw) ’ ﬂ[tj,tj+1)(t)'

Huomioidaan kaikkien funktioiden ¢, olevan alkeisfunktioita, silld funktio g € V ja
suppenemisehto

ty
/ (g — ¢p)*dt — 0, kun n — oo
ta

toteutuu jokaisella parametrin w arvolla, koska funktion g¢(-,w) oletettiin olevan
jatkuva kaikilla parametrin w arvoilla. Suppenemistulokseen paddytadn soveltamalla
tasaisesti rajoitetun konvergenssin lausettaﬂ O

Lemma 2. Olkoon funktio h € V rajoitettu. Silloin on olemassa funktiot g, € V,
joiden kuvaus gn(-,w) on jatkuva kaikilla parametrien w ja n arvoilla sekd suppene-

musehto .
b

E {/ (h—gn)2dt} —0
ta

"(Tasaisesti rajoitetun konvergenssin lause) Olkoon joukko E mitallinen, sen mitta u(E) di-
rellinen ja funktiojono {f;} jono sellaisia joukossa E integroituvia funktioita, joille suppene-
misehto f = lim;_,, f; toteutuu melkein kaikkialla. Jos on olemassa luku M > 0 € R, jolle
ehto sup,cy |fi(z)] < M on voimassa kaikilla parametrin & € E arvoilla, niin suppenemisehto

S fdp =1lim; o [ fidp toteutuu.

on VoIMassa.

10



Todistus. Oletetaan, ettd epayhtéloehto |h(t,w)| < M on voimassa kaikilla para-
metrituplien (f,w) arvoilla sekd vakiolla M € Rso. Médritetddn lisdksi jokaiselle
parametrille n ei-negatiivinen jatkuva reaaliarvoinen funktio 1, joka toteuttaa eh-
dot

1. 9, = 0 kaikille argumenteille x < —% jax >0,

2. [T (x)da = 1.

Maaritetadn edelleen funktiot

gn(t,w) = /0 Un(s —T) - h(s,w)ds,

jolloin funktiot g,(-,w) ovat jatkuvia kaikilla argumenteilla w ja epédyhtéléehto
|gn(t,w)] < M on voimassa kaikilla indekseilld n. Funktion A € V avulla voidaan
my6s ndyttad, ettd jokainen funktio g,(t,w) on Fi-mitallinen kaikilla ajanhetkilld

1] O

Lemma 3. Olkoon funktio f € V, jolloin on olemassa funktiojono {h,} CV, jonka
jokainen funktio h,, on ddrellinen ja suppenemisehto

ty
E{/ (f—hn)zdt} — 0, kunn — oo
ta

toteutuu.
Todistus. Muodostetaan funktiot
—n, kun f(t,w) < —n
ho(t,w) =< f(t,w), kun —n < f(t,w) <n,

n, kun f(t,w) >n

jolloin lemma pétee dominoidun konvergenssinf| perusteella. O]

Madaritelma 15. (Yksiulotteinen Ité-integraali) Olkoon {¢,} alkeisfunktiojono, jo-
ka toteuttaa suppenemisehdon

E [/tb (f(t,w) — dn(t,w))” dt} — 0, kun n — oo,

tassd luvussa aiemmin esitettyjen lemmojen perusteella. Nyt funktion f kuuluessa
rajattuun funktioluokkaan V(t,, ;) sen Ito-integraali ajanhetkien t, ja t, vililla on

ty

/ " (tw) AW (w) = lim [ gu(t.w) dWi(w)

ta

Koska differenssitermi dW; on stokastinen prosessi, niin integraalin arvo on siis sa-
tunnaismuuttuja.

8Témén erikoistapauksen kiisittely 16ytyy lihteests [9][s. 133]

%(Dominoidun konvergenssin lause) Olkoon joukko E C R™ mitallinen, funktio y joukon E mitta,
ja funktiojono {f;} jono sellaisia joukossa F mitallisia funktioita, joille f = lim; ,o f; melkein
kaikkialla. Jos on olemassa joukossa E integroituva funktio g siten, ettd sup,cy|fi(z)| < g(z)
melkein kaikkialla, niin funktio f on integroituva joukossa F ja raja-arvo lim; o [ plf—fildup=20
sekd integraaliehto [ fdp = lim;_o [ fi dp toteutuu.
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Seuraus 1. Kun funktio f € V(t4,tp), niin Ité-isometriaksi kutsutaan odotusarvoi-

dentiteettid
123 2 ty
(/ f(t,w) th) =E [/ f(t,w)? dt} .

Vastaava ehto muodostettiin alkeisfunktioille yhtdldossd .

E

Madritelmi 16. (Funktioluokka W) Ito-integraali méériteltiin funktioluokan V
avulla. Se on kuitenkin yleistettivissa funktioluokkaa )V suuremmalle joukolle funk-
tioita relaksoimalla funktionluokan V' ehtoja. Relaksoidaan aluksi ehtoa, jossa funk-
tioluokan V jasenfunktion f € V edellytettiin olevan F;-adaptoitunut. Korvataan
tdma aiempi adaptoituneisuusehto edellytykselld, ettd on olemassa kasvava joukko
sigma-algebroja H;, joille

1. Stokastisen integraalin [ f dW; Wiener-prosessitermi W; on martingaali ajal-
lisen sigma-algebran H,; suhteen,

2. Funktioluokan W jasenfunktio f; on H;-adaptoitunut.

Martingaaliehto implikoi sisdltyvyyden F; C H;. Ehtojen yhdistelmé taas takaa,
ettd odotusarvoidentiteetti E[W, — W, | H;| = 0 on voimassa kaikilla ajanhetkilld
s >1t.

Aiempi aérellisyysehto E [ ftt; f(t,w)? dt} < oo on myos relaksoitavissa, silld se

on korvattavissa todennikdisyysehdolla['"]

]P’(/tbf(s,wfds < oo) = 1.

Merkitasn relaksoitua funktioluokan V laajennosta muuttujalla V. Notaatiota Wy
hyodynnetién tietyn sigma-algebran kiinnittdmiseen funktioluokalle W.

Huomautus 1. Tto-integraalin masritelmad ei esitetd laajennetulle funktioluokalle
W. Tama olisi kuitenkin tehtédvissd vastaavalla tavalla kuin se esitettiinkin funktio-
luokalle V. Jatkossa Ito-integraalin kdsitteelld tarkoitetaan kuitenkin sen laajennet-
tua versiota joukon W funktioille.

Esimerkki 5. (Funktioluokkien V ja W ero) Olkoon prosessi Wi(w) = Wi(t,w)
n-ulotteisen Wiener-prosessin osaprosessi. Kun sigma-algebra E(n) on generoitu pro-
sessien Wi(s1,-),... W,(sn, ) avulla ajanhetkille s, < ¢, niin prosessi Wy (t,w) on
martingaali sigma-algebran .Ft(n) suhteen, silla arvot Wy(s, ) — Wi(t,-) ovat riip-
pumattomia sigma-algebroista ]-"t(n) ajanhetkilla s > ¢. Voidaan siis valita sigma-
algebra H; = ]-"t("), jolloin stokastinen integraali

/ ' Fls.w) dWi (5,0

10Kun W; on yksiulotteinen Wiener-prosessi ja funktio f € Wy, niin jokaiselle ajanhetkelle ¢ on
esitettivissa askelfunktion f,, € Wy olemassaolo siten, ettd suppenemisehto fot |fn — fI?ds = 0
patee todenndkoisyysmitan P suhteen. Téllaiselle funktiojonolle tiedetddn stokastisen integraa-
lin jot fn(s,w) dWy suppeneminen tiettyyn satunnaismuuttujaan. Koska kyseinen raja-arvo riip-
puu ainoastaan funktiosta f eikd funktiojonosta f,, niin voidaan mé&arittdd suppenemisehto
fot f(s,w) dW, = lim,, 00 fot fn(s,w) dWs, joka toteutuu todennékoisyysmitan P suhteen.
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on méaritelty Ft(n)—adaptoiduille funktioille f(¢,w). Téllaisia stokastisia integraale-
ja ovat esimerkiksi useamman kuin yhden Wiener-prosessin sisdltévit stokastiset
integraalit, kuten

/Wg(t,W) dWl ja

/ Sin(W2 4+ W2) divy.
Madritelma 17. (Moniulotteinen Ité-integraali) Merkitddn muuttujalla W n-
ulotteista Wiener-prosessia. Tulkitaan joukko W™*"(¢,, t,) joukoksi m x n-ulotteisia

funktiomatriiseja, joiden jokaisen indeksin funktio o;; on funktioluokan W(t,, ) jé-
sen. Kun funktiomatriisi A € W™*"(t,,t), niin moniulotteinen Ité-integraali on

t t o111 ...
/ AdW:/ :
ta ta

Om1 - --

jossa jokaisen sarakevektorin ;7 komponentti ¢ tulkitaan yksiulotteisten Ito-
integraalien summiksi

n ty

Z/ Uij de(S,W).

=17t

Huomautus 2. Jokainen stokastinen integraali on martingaali, joka periytyy Wiener-
prosessin martingaaliominaisuudesta |7|[Luku 5.1].

O1in dW,

Omn de

Kasitellystéd [to-laskennon mukaisesta stokastisten integraalien esitystavasta on
huomioitavissa, ettd [to-laskento késittelee ennemmin integrointia kuin derivointia.
Stokastisiin prosesseihin liittyvadn differentiaalilaskentaan on kehitetty myds deri-
vointiin liittyvaa teoriaa, mutta derivointia stokastisten prosessin suhteen pidetdin
osana Malliavin-laskentoa, joka yhdistdd variaatiolaskennon teoriaa seké ideoita sto-
kastisiin prosesseihin [7][Luku 4]. Malliavin-laskentoa ei tésséd tutkielmassa késitell4.

Stokastisen integraalin voi my6s muodostaa Stratonovichin kehittdmalld mene-
telmélld. Stratonovichin rakenteen heikkoutena pidetddn sité, etteivit sen avulla
muodostetut stokastiset integraalit ole kuitenkaan martingaaleja verrattuna Ito-
laskennon teoriaan perustuviin stokastisiin integraaleihin |7]|Luku 4.6]. Tyypillisesti
Stratonovichin stokastisen integraalin voi huomioida notaatiosta, jossa hytdynne-
tdan differenssitermien edessi palloa [ odW;. Stratonovichin sekd Iton stokastisen
integraalin esitystapojen vélilld voidaan kuitenkin yksinkertaisesti vaihtaa |7]|Algo-
ritmi 4.11], jolloin osa teoreettisista rakenteista sekd sovelluskohteiden paittelysté
yvksinkertaistuu. Osa stokastisten integraalien sekd differentiaaliyhtéldiden ominai-
suuksista on kuitenkin todistettu vain toisessa ndistd teorioista.

Madritelmi 18. (Yksiulotteinen Ité-prosessi) Olkoon W; Wiener-prosessi toden-
nikoisyysavaruudessa (2, F, P). Yksiulotteiseksi [to-prosessiksi tai stokastiseksi in-
tegraaliksi kutsutaan stokastista prosessia X;, joka noudattaa ehtoa

t t
X = X +/ w(s, Xs) ds —i—/ o(s, Xs) dWs,
0 0
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missd funktio o € Wy, toteuttaa direllisyysehdon

P(/Ota(s,w)2d5<oo> _1

Lisaksi oletetaan, ettd funktio p on Hi-adaptoitunut sekd ddrellisyysehto

P(/Otu(s,w)2d3<oo> =1

on vastaavasti voimassa. Differentiaalimuodossa Ito-prosessista hyodynnetdan no-
taatiota

dX, = pdt + o dW,,

jossa kerrointa p voidaan kutsua virtaus- tai ajautumistermiksi!] seké kerrointa o
diffuusiotermiksi? Diffuusiotermisti o kiiytetiifin joissain sovellustilanteissa myds
nimitysta dispersiotermi. Ajautumistermi g kuvaa siis tunnettua kayttaytymisté,
kun taas diffuusio- tai dispersiotermi kuvaa miten satunnainen kohina tai virhe
yvhdistyy deterministiseen malliin.

Lause 2. (Yksiulotteinen Iton lause) Olkoon prosessi X; yksiulotteinen Ité-prosessi
muotoa

dXt = Mdt + O'th.

Kun funktio g € C*([0, 00] X R)H niin prosessi Y ehdolla
}/t = g(tv Xt)
on vastaavasti Ito-prosessi. Lisdksi prosessinY differentiaalimuoto toteuttaa yhtdlon

1 2

ot RE 7" gar (X)X )

missd merkintii (dX;)* = (dX;) - (dX;) voidaan kdisitelli ehtojen

(dt)? = dt - dt = dt - dW; = dW, - dt = 0,
(th)Z - th . th - dt

mukaisesti.

Todistus. Periaatteellisesti tulos osoitetaan sijoittamalla differentiaali dX; prosessin
Y, differentiaalimuotoon. Differentiaalitermien identiteetteji hyodyntien padadytain

Hengl. drift
Zengl. diffusion
I3Eli funktio g on kaksi kertaa jatkuvasti derivoitavissa alueella [0, 00) x R.
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yhtalomuotoihin

1 2
Vi =99 a1+ 99 it v ocawy + L. 99

> - o (pdt + o dWy)?

?9? dt+gi dt+§—xath

+%% 2. (dt)? + % (uadtWtH%%UZ (W)’
(g§+g—g ) dt+%ath+laig W@T+§ﬁ‘7 dt
= (5 e g+ Ghr

josta viimeisessi termit on jérjestetty Ito-prosessin differentiaalimuotoon. Integraa-
limuoto on silloin

_ dg 0y  10% L dg
g(t,Xt)—g(O,Xo)Jr/ (at+a_“+§a_ )d8+/ %adW

Termien g, g‘g , gg seka 8 5.3 rajallisuus voidaan olettaa, muttei tité erikseen néytetd.

Osoitetaan lause t01seen suuntaan hyodyntdmalld Taylorin sarjakehitelméa, jol-
loin

(0, Xo) +Zagm ZagAX

—ZW Z —(AL)(AX) + 5 ZW
+2Rj,
J

missé osittaisderivaatat on kehitetty pisteissé (¢;, X;;) ja differenssitermit ovat
Atj — thrl - t]’
AX] - th+1 - th
Agty, X;) = g(tje, Xoppy) — 9(t;, X5),
joiden lisiksi jaannostermi on[]

R; = o (JA;]* + |AX;|?) kaikilla indekseilld j.

Kun differenssitermi vieddan rajalle At; — 0, niin paddytéén suppenemisehtoihin
0 9] 0] 0
Z gAt / 8? ds ja gAt / 29 gs.

1 Pikku-o-notaatiolla tarkoitetaan asymptoottista merkitseméttomyytti. Téssé yhteydesss ajan-
hetkivilien lyhentyessd jadnnostermi suppenee siis kohti nollaa.
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Koska funktiot i ja o ovat alkeisfunktioita, voidaan muodostaa ehto

8%g
Oz

_Za KAL)+ 2 Za 9 105(AL)(AW;) +Zax2 2(AW;)?,

—2(AX;)?

jonka kaksi ensimmaisté termié lahestyvat kohti nollaa, kun differenssitermi viedaén
rajalle eli At; — 0. Esimerkkind tistd voidaan esittdd odotusarvon suppeneminen

(z]: %M%(A%)(AWJ‘)> = ZE [(%M%)

(At;)* — 0

J

Viitetdéin viimeisen termin suppenevan LP-avaruudessa L*(P) kohti integraalia

/ m@' dS kun At] — 0.
x

Tamén osoittamiseksi maaritetaan funktio a(t) = g 2952, jolle hyddynnetiin notaa-

tiota a; = a(t;). Tulkitaan ehtoa
(Z a;(AW;)? Zajm > = Elaia; (AW:)* = Aty) ((AW;)* — Aty)).
1,

Kun indeksi i < j, niin termit a;a; ((AW;)* — At;) sekd ((AW;)? — At;) ovat toisis-
taan riippumattomia, jolloin ne katoavat. Padttely toteutuu vastaavasti kadnteisille
indekseille ¢ > j. Kéasiteltaviksi jaa siis tilanne ¢ = j, jolle toteutuu suppeneminen

Z]E [ ((AW;)? — = ZE[G?} -E[(AW;)* — 2(AW;)At; + (At;)?]
= ZE [a3] - (3(At)? = 2(At)? + (At)?)

—221@ 2 50, kun At; — 0.

Avaruudessa L?(PP) ollaan siis osoitettu suppenemisehto
t
Zaj(AVVj)Q — / a(s)ds, kun At; — 0,
4 0

joka on toisin sanoen esitettivissid differenssi-identiteetting
(dW,)?* = dt.

Tulos osoittaa samalla, ettd jiannostermille patee asymptoottinen merkitseméatto-

myys
ZRj — 0, kun At] — 0.
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Huomautus 3. Stokastisten differentiaaliyhtidloiden deterministinen integraali voi-
daan kasitelld Riemann-, Riemann-Stieltjes- tai Lebesgue-integraalina riippuen so-
vellustilanteesta

Iton lausetta voidaan verrata deterministisen differentiaalilaskennan ketjusaan-
toon, joka ndhdadn monella tavalla hyddylliseksi tdssdkin tutkielmassa.

Madritelma 19. (Moniulotteinen Ito-prosessi) Merkitddn muuttujalla W m-
ulotteista Wiener-prosessia, funktiomatriisin o komponentteina p-muotoisia funk-
tioita u;; sekd funktiomatriisin 8 komponentteina o-muotoisia funktioita o;;. Naiden
avulla voidaan m#arittda stokastinen differentiaaliyhtdléryhma

Xm :Mldt+011W1+...+Ulme

dX, =ppdt+o Wi+ ...4 0w Wn
joka voidaan esittdd matriisimuodossa yhtalona
dX; = adt + pdW;,
jota kutsutaan moniulotteiseksi Ito-prosessiksi.
Lause 3. (Moniulotteinen Itéon lause) Olkoon X moniulotteinen Ito-prosessi
dX; = adt + g dW;.
Madritelldadn funktiovektori g : [0,00] X R" — RP, g = (g1,...,gp) ja prosessi
Y(t,w) = g(t, Xy),

jolloin prosessi Y on yksiulotteista tapausta vastaavasti moniulotteinen Ito-prosesst,
jonka komponentit Yy, mddritelldin ehdolla

6gk agk % gy
av;, = 2% gy 4 dX; dX;,
Z Z S, j

jossa differenssi-identiteeteille pc’iteeE]
dW; dW; = 6;; dt
dW; dt = dt dW; = 0.

Huomautus 4. Moniulotteisen Iton kaavan todistus on yksiulotteista tapausta vas-
taava, muttei sita esiteta.

Stokastisen differentiaaliyhtdlon voi siis tulkita olevan ajan suhteen etenevi pro-
sessi, jota siihen liittyvd Wiener-prosessi ohjaa tai edistda tiettyyn suuntaan. Yksit-
tdisen stokastisen differentiaaliyhtdlon polkurealisaation tulkinta on satunnaisuuden
vuoksi harvoin hyodyllistd. Hyodyllisempéné tavoitteena voidaankin pitdd useam-
man polkurealisaation kdyttdytymisen tilastollista tulkintaa [7][Luku 3.2]|. Stokas-
tisten differentiaalivhtdloiden ratkaisun olemassaolon ja yksikésitteisyyden méaérit-
tdminen on my0s haastavaa, silld esimerkiksi Wiener-prosessi ei ole differentioituva
missddn pisteessid. Picardin-Lindel6fin lauseesta on kuitenkin muodostettu stokasti-
sille differentiaaliyhtéloillekin soveltuva versio |7][Luku 3.5], jota ei kuitenkaan téssé
tutkielmassa kasitella.

5 Notaatiolla & tarkoitetaan Diracin mittaa.
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Numeerisista ratkaisumenetelmista

Kisiteltavd Euler-Maruyama-menetelmé [7][3.48] laajentaa determinististen diffe-
rentiaaliyhtiloiden numeeriseen ratkaisemiseen hyddynnettévad Eulerin menetelméi
toimimaan myos stokastisille differentiaaliyhtaldille. Késiteltdva menetelméa hyodyn-
tdd ajallisen parametrin ¢ € T diskretointia parametrin N osoittamaan maaraan
osavileja Eulerin menetelmén tavoin, jonka avulla on myos mahdollista muuttaa
approksimointitarkkuutta seks laskennallista kompleksisuutta.
Euler-Maruyama-menetelméé voidaan hyodyntad esimerkiksi stokastisilla diffe-
rentiaaliyhtdloilla muodostettujen mallien simulointiin, kun niiden ratkaisu analyyt-
tisesti ei ole mahdollista. Useampaa polkurealisaatiota hyodyntamalla stokastisen
differentiaaliyhtéilon kdyttaytymisestd voidaan myos tehda tilastollisia paédtelmié.

Maéritelmi 20. (Euler-Maruyama-menetelmd) Tavoitteena on ratkaista numeeri-
sesti stokastinen differentiaaliyhtilo

dX.
— = ult, Xo) dt + ot X)) W,

jonka alkuarvo X, on tunnettu. Asetetaan ratkaisuaikaviliksi (0,7] € T ja jaetaan
se tasaisesti parametrin /N osoittamaan méaédrdin osa-aikavilejéd

O<ti <---<ty=T, IIllSS&At:T/N

Muodostetaan approksimaatiota varten rekursioyhtilo Y,, vilille 0 < n < N — 1,
joka toteuttaa ehdot

Yo = Xo
Yn+1 = Yn + M(t, Yn)At + U<t7 }/TL)AWIH
AWn == th-H - Wt

Wiener-prosessia approksimoivat muuttujat W,, ovat siis riippumattomia ja identti-
sesti normaalijakautuneita satunnaismuuttujia jakaumalla N (0, At).

Euler-Maruyama-menetelmé on yksinkertainen ymmartad ja toteuttaa, mutta
sen konvergenssinopeutta voidaan pitdd hitaana. Stokastisten differentiaaliyhtaldi-
den numeerista ratkaisua varten onkin kehitetty useampia menetelmia, kuten Mils-

teinin menetelmd seki Runge-Kutta-menetelmén laajennus stokastisille differentiaa-
liyhtalsille [10] [7][Luku 8].
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3 Suodinteoriaa

3.1 Matemaattinen suodin

Signaaliprosessi kuvaa signaalin totuutta, asiaa tai informaatiota, jota pyritdén mit-
taamaan. Suotimella tarkoitetaan ympéariston tuottaman signaalin estimoimista sii-
td tehtdvien havaintojen avulla. Yksinkertaisen suotimen syotteeni on siis esimerkik-
si tietyn sensorin tai muun mittausvilineen tilatieto useammalla perdkkaiselld ajan-
hetkelld. Suotimilla voidaan tulkita olevan kolme lihtokohtaista ehtoa|11][Luku 1.3]

1. Kausaalisuusehto edellyttad, ettd signaalin tilaa X; mitataan havaintojen Y;
perusteella.

2. Optimaalisuusehto tarkoittaa, ettd tilaestimaatin )?t tulee minimoida keskine-
110V1rhetta E[(Xt — Xt)2]'

3. Hetkellisyysehto varmistaa, ettd estimaatin )?t tulee olla kiytettivissi kaikilla
ajanhetkilla .

Suotimia pidetddn osana tilastollista aikasarja-analyysié, jolloin Bayesilaisena tavoit-
teena voidaan pitda paittelya ehdollisesta todennédkdisyysjakaumasta tai -mitasta,
kun havainnot tunnetaan ajanhetkeen ¢ asti. Taméan ehdollisen todennékoisyysjakau-
man tai -mitan avulla pyritdan siis kuvaamaan tilastollisesti padteltivissa oleva tieto
tietystd ympaéristostid. Se kuvaa siis rajatumpaa osuutta kokonaistiedon méarasta,
kun ympaéristén aiemmista tapahtumista on kerdtty havaintoja. Ehdollinen todenné-
kéisyysjakauma kertoo siis kontekstisidonnaisempaa tietoa ympéristostd verrattuna
olemassaolevaan kokonaistietoon, jota sigma-algebrat kuvaavat.

Mallintamisen ndkokulmasta satunnaisuuden olemassaoloa ei erityisesti olete-
ta, vaan satunnaisuutta hydodynnetddn kuvattaessa piitelmien epéluotettavuutta
[7][Luku 10]. Epéluotettavuus voi johtua esimerkiksi olemassaolevan tiedon tai in-
formaation riittamattomyydesti, taikka tapahtumien odottamattomuudesta, jolloin
esimerkiksi tapahtumien tai tilojen estimointi luotettavasti ei ole mahdollista. Sa-
tunnaisuutta voidaan varsinaisestikin hyodyntda mallinnettaessa esimerkiksi fyysis-
td satunnaisuutta, kuten radioaktiivista hajontaa@7 jota ei tyypillisesti pideta var-
sinaisena informaation puutteena. Seuraavaksi kisiteltdvd teoriarakenne perustuu
ldhteen [11] esitystapaan.

Maéaritelma 21. Suotimen tila-avaruus S on tdydellinen separoituva metrinen ava-
ruus. Lisdksi muuttujalla S = B(S) kuvataan tila-avaruuden S Borelin sigma-
algebraa eli joukon S avointen joukkojen generoimaa sigma-algebraa. Jos tila-avaruus
S = R?, missi d € N, niin sigma-algebra S on numeroituvasti generoitu. Tila-
avaruuden tarkoituksena on kuvata ympariston kaikkien mahdollisten tilanteiden
joukkoa.

16 Kvanttifysiikan nykyiseen kisitykseen nojaten yksittiiisen atomin hajoamishetken estimointi ei
ole mahdollista.
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Maéiritelmi 22. (Signaaliprosessi) Kun joukko S on tila-avaruus, joukko T aika-
avaruus sekii nelikko (€, F, (Fi)i0,P) filtraatiolla varustettu todennikoisyysava-
ruus, niin signaaliprosessiksi kutsutaan (F;);>o-adaptoitunutta stokastista proses-
sia X = {X;,t € T}, jonka mahdolliset arvot sijaitsevat tila-avaruudessa S ja jonka
polut ovat cadlag-polkuja’]

Signaalin mittaaminen virheettomaésti ei kuitenkaan ole suotimien sovelluskon-
teksteissa tyypillisesti mahdollista. Signaalista voidaan kuitenkin tehda epasuorasti
yleensd virhettd sisdltdvida havaintoja.

Madritelma 23. (Todenndkoisyysmittojen joukko) Kun pari (S,S) on mitallinen
avaruus ja M (S) mitallisen avaruuden (S,S) &érellisten mittojen joukko, niin to-
dennikoisyysmittojen joukko P(S) on sellainen aliavaruus M(S), jonka jokaiselle to-
dennékdisyysmitalle u € P(S) pétee u(S) = 1. Funktion P(S) arvolla tarkoitetaan
siis todenndkoisyysmittojen joukkoa mitallisessa avaruudessa (S,S) eli lyhyemmin
tila-avaruuden S todennéakoisyysmittojen joukkoa.

Mairitelma 24. (Havaintoprosessi) Oletetaan, etté signaaliprosessi X saa arvo-
ja tila-avaruudesta S ajanhetkilld ¢ € T filtraatiolla varustetussa todennikdisyysa-
varuudessa (2, F, (F¢)i>0, P). Asetetaan sensorien eli ajanhetkellisten havaintojen
lukumaéaréksi m € N>, ja madritelladn tdmén lukumaarin avulla m-ulotteinen mi-
tallinen sensorifunktio h = (h'), : S — R™ jolle pitee todennikoisyyden suhteen

aarellisyysehto
t
P (/ h(X)| ds < oo) ~1
0

kaikilla ajanhetkilla ¢ € T. Sensorifunktion h tulee siis olla melkein varmasti aérel-
listd jokaisella ajanhetkelld ¢ € T todennékoisyydella 1.

Olkoon stokastinen prosessi W m-ulotteinen (F;):>o-adaptoinut signaaliproses-
sista X riippumaton Wiener-prosessi, joka sijaitsee signaaliprosessin X avaruudessa
(Q, F, (Ft)t>0, P). Havaintoprosessiksi kutsutaan silloin stokastista prosessia Y, jolle
pétee integraaliyhtilo

t
Y, =Yo+/ h(X.)ds + Wi
0
jokaisella ajanhetkelld t € T.

Huomautus 5. Havaintoprosessin Y mééaritelmén mitallinen sensorifunktio h voi tar-
vittaessa olla ajanhetkistd ¢ € T riippuva. Notaation yksinkertaistuksen vuoksi mah-
dollista ajallista riippuvuutta ei kuitenkaan méaéritelméssa esitetty.

Tyypillisissa sovellustilanteissa ympériston muutokset ovat jatkuvia, kun taas
havaintoja keratddn diskreeteilld ajanhetkilld. Ndiden diskreettien ajanhetkien va-
lit eivit myoskidan aina ole tasavileja. Hyodynnettiessa havaintoihin useampaa kuin

1TProsessi on cadlag-adaptoitunut, kun sen polut ovat oikealta jatkuvia ja vasemmalta rajallisia.
Kun stokastisen prosessin A; ajanhetkille ¢ € T on olemassa raja-arvot A;_ sekd A,y ja oikealle
raja-arvolle pdtee Ay = A;, niin prosessin polut ovat cadlag-polkuja.
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yhté sensoria, voidaan my0s paatya tilanteeseen, jossa sensoreilta padtyy eri ajanhet-
killa uusia havaintoja. Tdménkaltaisessa sovellustilanteessa stokastisten differentiaa-
liyhtéaldiden hyodyntémisestd on erityisesti hyotyé, silld stokastisen differentiaaliyh-
tdlon voi arvottaa tai estimoida mielivaltaisilla ajanhetkilla tai havaintoajanhetkien
eroilla™¥] [7][Luku 10].

3.2 Suodinongelma

Maéiritelma 25. (Suodinongelma) Oletetaan aika-avaruudeksi T ja filtraatiolla va-
rustetuksi todennikoisyysavaruudeksi (€2, F, (Ft)io0, P). Médritelldén signaalipro-
sessi X sekd sen havaintoprosessi Y kuten edelld. Suodinongelmalla tarkoitetaan eh-
dollisen todennékoisyysjakauman 7; méarittdmista signaaliprosessin X tilalle ajan-
hetkelle t, hyddyntden havaintoprosessista Y kerdttyé tietoa ajanhetkeen ¢ mennessa.
Kun avaruus B(S) kuvaa #érellisten B(S)-mitallisten funktioiden S — R joukkoa ja
testifunktio ¢ € B(S), niin suodinongelman tavoitteena on méaarittaa ajanhetkelle ¢
ehdollinen jakauma todennékoisyysmittojen joukosta eli

() = E[p(X:) | Vi,

missd sigma-algebralla ) tarkoitetaan havaintoprosessin Y generoiman sigma-
algebran laajennosta mitattomiin joukkoihin@ Prosessi 7; on siis stokastinen proses-
si, jonka arvot ovat todennékdisyysmittoja. Toisin sanoen pyritdin siis etsimain yk-
sittdinen todennakoisyysmitta todennékoisyysmittojen joukosta P(S), joka on odo-
tettavin ajanhetkelld ¢ perustuen kerdttyyn informaatioon ).

Suodinongelman periaatteena on siis 16ytdéd signaaliprosessille X parhain mah-
dollinen estimaatti X, jokaisella ajanhetkelld ¢ € T, kun estimaattiin X, voidaan
hy6dyntad havaintoprosessin Y avulla keréttyja havaintoja ajanhetkeen ¢ mennessa.
Koska havaintoprosessin tuottamat havainnot eivit ole lahtokohtaisesti tdsmaéllisia
tuntemattoman havaintovirhemé&arian vuoksi, niin signaaliprosessin estimaattori on
myo6skidan harvoin tdydellinen. Parhaana mahdollisena estimaattorina késitelldan sel-
laista estimaattoria, jonka tuottamien estimaattien keskineliGvirhe minimoituu, joka
olikin yksi matemaattisen suotimen aiemmin mainituista lahtokohdista. Tarkemmin
tavoitteena on siis minimoida mitallisen avaruuden yli laskettu keskineliGvirheen
maara

/ ‘Xt - Xt’2 dIP) - EHXt - Xt’2]'
Q
Huomionarvoisesti tyypillisissé sovellustilanteissa varsinaisen signaaliprosessin ar-

voja X; ei tunneta eli sen estimaattorivirheen méfrdd ei voida méarittdd, jonka
seurauksena paddytddn suodinongelmaan.

18T4t4 ominaisuutta kutsutaan diskretisaatioinvarianssiksi.

YKun muuttuja A on stokastinen prosessi, niin sigma-algebran laajennoksella tarkoitetaan yh-
distelm&& prosessin A generoimasta sigma-algebrasta o(A) ja prosessiin A liittyvin todenndkoi-
syysmitan suhteen mitattomista joukoista.
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3.3 Lineaarinen Kalman-Bucy-suodin

Kalman-Bucy-suodin on menetelma hiiriotekijoita sisiltdvien lineaaristen differen-
tiaaliyhtaloryhmien tilaestimoinnille, kun kiytettdvissd on havaintoaineisto késitel-
tavan differentiaaliyhtdloryhmén mallintamasta tilanteesta. Kalman-Bucy-suodin
on 1960-luvun alulla kehitetty menetelmé, jota hyddynnettiin nopeasti erityises-
ti ilmailu- ja avaruussovelluksissa. Ensimméiinen julkisesti tunnettu kiyttokoh-
de Kalman-Bucy-suotimille olikin Apollo-avaruusohjelma|12|[Luku 2.4.7]. Kalman-
Bucy-suodinta kiytetdin nykyéidn laajamittaisesti sen ymmaérrettivyyden vuoksi,
mutta sen oletukset lineaarisesti kiyttaytyvistd mallista sekd normaalijakautuneis-
ta virhearvoista rajoittavat kuitenkin sen sovellettavuutta. Seuraava esitystapa pe-
rustuu lahteen [6][Luku 6] jarjestykseen. Lisitietoa Kalman-Bucy-suotimesta on 16y-
dettévissi esimerkiksi lahteistd [11][6.2] seké [12][Luku 7).

Kisitellifin d-ulotteista signaaliprosessia X = (X?)%_, filtraatiolla varustetus-
sa todenndkdisyysavaruudessa (€2, F, (F;)e>0, P). Oletetaan signaaliprosessin X ole-
van seuraavan lineaarisen stokastisen differentiaaliyhtilon ratkaisu, jota ohjaa p-
ulotteinen Wiener-prosessi V = (V7 )?:1- Oletetaan signaaliprosessin X toteuttavan
siis lineaarisen stokastisen differentiaaliyhtalon

t t
Xt_X0+/ (FSXS)ds+/ CLdv,,
0 0

missi matriisit F, € R4 ja C, € R¥P. Miiritetisin lisiksi signaaliprosessille ha-
vaintoprosessi Y sekd toinen Wiener-prosessi W samassa todennéikdisyysavaruudessa
kuin signaaliprosessi X ja Wiener-prosessi V. Havaintoprosessi Y noudattaa stokas-
tista differentiaaliyhtiloa

t t
Yt:/ (GSXS)der/ D, dW.,
0 0

missi matriisit Gy € R™*? ja D, € R™*". Signaali- ja havaintoprosessiparin diffe-
rentiaaliesitys on siis

dXt = FtXt dt + Ot d‘/;f
d}/t - GtXt dt ‘l‘ Dt th

Lineaarisen suodinongelman analyyttinen ratkaisu esitetdin vaiheittain. Notaa-
tion yksinkertaistuksen vuoksi signaaliprosessin ratkaisu X johdetaan yksiulotteisel-
le ongelmalle, mutta periaate on kuitenkin yleistettdvissa useampaan ulottuvuuteen.
Kertoimia F, G,, U, sekid D, Kkésitelldan siis yksiulotteisen reaaliavaruuden R al-
kioina. Néiden kertoimien oletetaan myos olevan &ddrellisid, kun ajanhetkien vélit
ovat adrellisid. Lisdoletuksina ratkaisuprosessin X alkutila on normaalijakautunut
ja havaintoprosessin Y alkutila on nolla eli

XO NN(%’Q,’/’Q)
Yy =0

Kiésitellddn seuraavaksi johdatteleva esimerkki ennen lineaarisen suodinongelman
ratkaisun esittimista.
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Esimerkki 6. Oletetaan tilanne, jossa yksittidisen satunnaismuuttujan X arvoa
pyritddn mittaamaan useammalla ajanhetkelld, mutta jokainen mittaus sisaltda sa-
tunnaisen madran mittausvirhetta. Pyritdan méarittdmadn lineaarinen estimaatti X
tille satunnaismuuttujalle X jokaisella ajanhetkelld k tehtdvien mittausten perus-
teella, jotka siis sisdltavit mittausvirheen. Olkoot reaaliarvoiset satunnaismuuttujat
X, Wh, Wy, ... W; toisistaan riippumattomia, jonka liséksi niille oletetaan péatevin
odotusarvoidentiteetit

jokaisella ajanhetkelld j. Merkitdin havaintosatunnaismuuttujaksi
Y, =X+W,.

Esimerkin tavoitteena on siis 16ytdd satunnaismuuttujalle X parhain mahdollinen
lineaarinen estimaatti X perustuen satunnaismuuttujien Y, arvoihin, jotka tunne-
taan ajanhetkilld j < k. Oletetaan avaruudella £ tarkoitettavan lineaarista aliava-
ruutta

k
Lp(Y) = {Z ciY,} ={aY1+ -+ ¢Y;}, missd ¢, € R.
i=1

Parhaimmalla lineaarisella estimaatilla X}, tarkoitetaan projektion Py 16ytamista
jokaiselle ajanhetkelle k lineaariseen aliavaruuteen Lj. Projektio Py on siis operaat-
tori satunnaismuuttujasta sen lineaariseen estimaattiin. Téatd varten hyddynnetdan
menetelm#d?’} jolla avaruuden L, lineaarikombinaation osista saadaan ortogonaa-
lisia eli toisistaan riippumattomia. Ortogonaalisten termien avulla voidaan virittas
sama aliavaruus, jonka alkuperédinenkin lineaarikombinaatio viritti. Pyritdédn siis et-
siméddn satunnaismuuttujat A;, As, ..., jotka toteuttavat ehdot

1. Satunnaismuuttujien A,<; perusteella voidaan virittdd sama lineaarinen ali-
avaruus kuin satunnaismuuttujien Y;<, avulla eli ehdon L£i(A) = Lx(Y) tulee
olla voimassa kaikilla ajanhetkilld &,

2. Satunnaismuuttujille A; ja A; pétee aina ortogonaalisuusehto eli E[4;4;] =0
kaikilla indekseilld 7 # j.

Kun téllaiset satunnaismuuttujat A; mééritetdén, niin estimaatti X; on muodos-
tettavissa summana

kaikilla ajanhetkilld k.
Muodostetaan estimaattien X}, ja Xj;_; vilille lisdksi rekursioyhtdlé huomioimal-
la ehto

A=Y, — Xj—h (6)

20K #ytetéifin siis Gramin—Schmidtin ortogonalisoimismenetelm&é.
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silld satunnaismuuttujalla A; pitee
Aj =Y — P a(Yj)
= Y; - ]Dj—l(X)7

joista ensimmadinen identiteetti patee projektion P, mairitelmén nojalla ja toinen
satunnaismuuttujan Y; mééritelméin sekd projektion P, ominaisuuden P;_;(W;) =0
perusteella. Nyt satunnaismuuttujan A; avulla voidaan muodostaa odotusarvoyhté-
16t

E[X 4] = E [ X(Y; - ;1)

—E :X(X - Xj_l)}

—E[(x - Xj_l)Q]
seki
E[4] = E (X +W; - %;1)’]
—E (X = %500 +m?

Lineaarisen estimaatin Xk identiteetille

k
-3 E[XA,]
j:l J

E
voidaan siis muodostaa rekursioyhtilo

E [(X - f(,H)2]

X = Xp1 + (Yk - Xk—l) .

E [(X - Xk,_l)?] +m2

Vaihe 1. Havaintoprosessin Y lineaariset ja mitalliset estimaatit

Yleistetddn seuraavaksi periaate, jota aiemmassa esimerkissa kasiteltiin yksinker-
taisemmin. Periaatteena on siis havaintoprosessin Y; muuntaminen ortogonaaliseksi
muutosprosessiksi N; yleistimalla esimerkissd kasitellyn lineaarisen estimaatin X
rekursiokaava stokastisia prosesseja varten.

Lemma 4. Oletetaan satunnaismuuttujien X ja {Ys, s < t} olevan LP-avaruuden
L2(P) jisenid. Lisiksi satunnaisvektorin

(X,Y,,...,Y, ) e R"

oletetaan olevan multinormaalijakautunu@ kaikilla ajanhetkilld s, < t,n > 1. Mer-
kitiin projektiofunktiolla Py projektiota avaruudesta L?(IP) lineaariseen avaruuteen
L. Oletusten toteutuessa lineaariselle projektiolle Py pdtee identiteetts

Pr(X) = E[X | V] = Pe(X)

2 Multinormaalijakaumalla tarkoitetaan moniulotteista normaalijakaumaa.
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tarkoittaen, ettd paras mahdollinen satunnaismuutiujien Y suhteen lineaarinen esti-
maattt satunnaismuuttujalle X on identtinen parhaimman )Y-mitallisen estimaatin
kanssa.

Todistus. Oletetaan projektion P, avulla lineaariseksi estimaatiksi X = Pr(X) ja
merkitiin X = X — X. Viitetidn satunnaismuuttujan X olevan riippumaton sa-
tunnaismuuttujien Y, generoimasta sigma-algebrasta ). Tiedetdén, ettd satunnais-
vektori (X, Yy,,...,Ys,) on normaalijakautunut? kaikilla ajanhetkilld s, < ¢. Koska
odotusarvoidentiteetti B

E[XYSJ] =0

patee kaikilla indekseilld j, niin satunnaismuuttujilla X sekd Y, ei ole korrelaatio-

ta indeksivililla 1 < j < n, jolloin satunnaismuuttuja X on riippumaton satun-
naisvektorin (Y;,,...,Y;,) jokaisesta alkiosta Y, . Nyt siis satunnaismuuttuja X on
riippumaton sigma-algebrasta )/, mutta sille patevit identiteetit

E [L,(X - X)] K [11,45(]

=E[14] - E[X]
=0,

jokaisella havaintoprosessin generoiman sigma-algebran ) joukolla A € ) eli

integraali-identiteetti
/XW:/XW
A A

toteutuu satunnaismuuttujalle X ja sen lineaariselle estimaatille X.. Koska lineaa-
rinen estimaatti X on )Y-mitallinen, niin identiteetti

X =E[X | )]
on vastaavasti voimassa. O

Lemma 5. Kaksiulotteinen signaali- ja havaintoprosessin avulla muodostetiu sa-
tunnaisvektoriprosessi
Mt - |:Xt:| € R2

Y
on multinormaalijakautunut.

Todistus. Tulkitaan satunnaisvektoriprosessi M; ratkaisuksi alkuarvoiselle kaksiu-
lotteiselle lineaariselle stokastiselle differentiaaliyhtélélle

_ %o
o[y
th = HtMt dt —|‘ Kt th,

22Qatunnaisvektori (Aq,..., Ax) € R¥ on normaalisti jakautunut jos ja vain jos sen alkioiden
lineaarikombinaatio ¢; A1 + - - - + ¢ Ar on normaalisti jakautunut kaikilla kertoimilla ¢; € R. Nor-
maalijakautuneiden satunnaismuuttujien L2-avaruuden raja-arvo on myos normaalijakautunut.
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missi matriisit H, € R**?, K, € R?*? seki prosessilla W, tarkoitetaan kaksiulot-
teista Wiener-prosessia. Ratkaistaan stokastinen differentiaaliyhtélo kiintopisteme-
netelmin avulla. Merkitién indeksijoukolle n € Nxg

t t
Mt(n+1) — MO = / HSMS(H) ds +/ Ks dWS7
0 0

jolloin vektorit Mt(”) ovat multinormaalijakautuneita jokaisella indeksin n arvoll
ja suppenevat LP-avaruudessa L*(P) kohti satunnaisvektoria M| eli

M™ = M,, kun n — oco.

Vaihe 2. Innovaatioprosessi

Jatketaan kisittelyd avaruudessa
Lo(Y)=co+carYy, +-+cYs,, missa 0 <t; <T,c; €R,

jolla siis tarkoitetaan kaikkien lineaarikombinaatioiden sulkeumaa LP-avaruudessa
L*(P). Kun funktio f € L?[0,T] ja vakiot a; € R ovat funktiosta f riippumattomia,
niin voidaan huomioida odotusarvoidentiteetti

([ o)
_E K/OT f(t)GtXtdt)} LE (/OT F(6)Dy dv;)Q
+9E K/OT FHGLX, dt) (/OT F(6)Dy d%)} ,

silld Cauchy-Schwartzin epdyhtélon nojalla odotusarvoepéyhtalo

([ s dtf

on voimassa. Liséksi [t6-isometrian nojalla ehto

(/OT ft)D X, dt) 2] = /OT f()2(Dy)? dt

toteutuu. Prosessit X; sekd V; ovat riippumattomia, jolloin voidaan arvioida

(/OT 0 dYt)z

E gal-/Tf(t)zdt
0

E

ag /OT fAt)dt <E < ay /OT f2(t) dt. (7)

23Pjcardin iteraatiomenetelma.
2%ks. esim. [6][5.2.1]
ks, esim. [6][A.7]
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Lemma 6. Lineaarikombinaatioavaruus Lo(Y') on madriteltdvissd joukkona

Lr(Y) = {c0+/UTf(t) dY, | f € L*10,T], ¢ € R}.

Todistus. Merkitédn oikeaa puolta yhtalostd muuttujalla H(Y,T'). Riittd4 siis osoit-
taa, etta

1. Avaruus H on avaruuden £ osajoukko eli H(Y,T) C L(Y,T),

2. Avaruus H sisdltdéd kaikki lineaarikombinaatiot, jotka ovat muotoa
co+ Yy + -+ epYs,, missa 0 <t <T,

3. Avaruus H on suljettu LP-avaruudessa L?(P).

Viite 1. toteutuu funktion f jatkuvuuden perusteella, jolloin
T
/0 ft)dy; = T}l_}HC}O; FG-27) - (Ygrnzn — Yian).

Viite 2. pitee, kun oletetaan ajanhetkien jérjestyneisyys eli 0 <t < --- <t < T,
jolloin identiteetit

k k-1 F=1 g T [k-1
Savi=>dav=Y [T gan- | (z<>) na
i=1 =0 j=0 7t 0 \j=0
toteutuvat, kun muuttuja AY; = Y, | — Y;. Viite 3. taas toteutuu avaruuden
L?[0, T taydellisyyden seké epiyhtélon (7)) perusteella. O

Mairitelma 26. Merkitaan

(GX)S = PE(Y,S) (GSXS) - Gs)?sa

jolloin innovaatioprosessilla tarkoitetaan prosessia
t—
N, =Y, —/ (GX)sds
0

eli
AN, = G(X, — X;) dt + D, dV,.
Lemma 7.
1. Innovaatioprosessilla Ny on ortogonaaliset inkrementit,
2. Odotusarvoidentiteetti E [N?] = [(Ds)*ds toteutuu,

3. Lineaarikombinaatioavaruuksille pdtee identiteetti L,(N) = L(Y) kaikilla
ajanhetkilla t > 0,

4. Innovaatioprosessi Ny on multinormaalijakautunut.
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Todistus. Osoitetaan viitteet jarjestyksessid. Kun aikaparametri s < t ja prosessi
Z € L(Y,s), niin odotusarvoidentiteetti

t
E[(N, — N,)-Z] =E {(GT(XT — X, dr) + / D, dw> : Z]
t N ’ t
:/ GE[(X, — X,)- Z]dr + E K/ DrdVr> -Z}
toteutuu, sillii erotus X, — X, on ortogonaalinen avaruudessa £,(Y) O £,(Y) kaikilla

ajanhetkilla » > s ja Wiener-prosessin V' inkrementit ovat riippumattomia.
Viite 2 ndhdéin Tton lauseen perusteella hyddynnettiessi funktiota g(t, r) = 22,

jolle 98 = 2, &9 — 2 ja

1
d(N?) = 2N, dN, + 52 (dNy)?
= 2N, dN; + (D;)* dt,

jolloin odotusarvoidentiteetti

E[N?] =E Uot 2N, dNS} +/0t(DS)2ds

toteutuu ja suppenemisehto

t
NydN, = lim Y N[N, — N,]

0 Atj —0

on voimassa. Koska innovaatioprosessilla N on ortogonaaliset inkrementit, paady-

tdan odotusarvoehtoon T
E {/ NSdNS] =0.
0

Viitteen 3 osuus sisiltyvyydesti toiseen suuntaan L£;(N) C Ly(Y) on selvi.
Piinvastaista sisiltyvyyttd £,(N) D L£,(Y) varten hyddynnetdéin lemmoja [4] ja [6]
Sovellettaessa yhtaloa

GX, = c(r) —|—/ g(r,s)dY,, missi g(r,-) € L*[0,7] ja c(r) € R,
0

voidaan muodostaa integraali-identiteetit

/f s = /f JdYs — /f )G, X, dr
/f )dYs — /f()(/ g(r,s)dYs>
/ ( / f(r)g(r;s dr) dYy, — /0 FOr)e(r)dr.
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Nyt Volterra-integraaliyhtaloiden perusteella@ on olemassa funktiot f € L?[0,¢] ja
h € L?[0,t], joille ehto

f@%i/fwﬂhﬁwzh@

toteutuu. Valittaessa funktio h = Tp,,), missd ajanhetki 0 < ¢; < ¢, paddytaan
integraaliyhtal6on

[ e+ [ ran.= [t v =i,

jonka perusteella sisdltyvyys L:(N) D Lr(Y) toteutuu.

—~

Viiite 4 on voimassa, silld estimaatti X; on raja-arvo avaruudessa L?(P) muodossa

M:CQ+01}/;1+"'CkY

Sk
oleville lineaarikombinaatioille ajanhetkilld s, < t, jolloin satunnaisvektori
(tha s >Xtm)

on raja-arvo m-ulotteisille satunnaisvektoreille M = (M®, ... M) joiden kom-
ponentit M) ovat vastaavia lineaarikombinaatioita. Satunnaisvektori M on mul-
tinormaalijakautunut prosessin Y; multinormaalijakautuneisuuden nojalla, jolloin
my0s estimaattiprosessin X arvot ovat multinormaalijakautuneita. Nyt siis inno-
vaatioprosessi

t
Nt:}/t_/ GSXSdS
0

on vastaavalla periaatteella multinormaalijakautunut. O]

Vaihe 3. Innovaatioprosessi

Maairitelma 27. Sovelletaan innovaatioprosessia N;. Mééritelldéin prosessi R eh-
doilla

jossa kerroin D; € R, D, # 0.
Lemma 8. Prosessilla R, on ominaisuudet:
1. Prosessin Ry polut ovat jatkuvia,
2. Prosessin R; inkrementit ovat ortogonaalisia,

3. Prosesst R; on multinormaalijakautunut,

26ks. esim. [13]
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4. Odotusarvoehdot E[Ry| = 0 seki E[R,R;| = min(s,t) ovat voimassa.

Todistus. Ominaisuus 1 on selvd. Ominaisuudet 2 ja 3 paatyvat innovaatioprosessilta
N;. Ominaisuus 4 voidaan osoittaa Iton kaavaan perustuen, jonka avulla

d((Rt)Q) — 2Rt th + (th)Z

Koska prosessilla R; on ortogonaaliset inkrementit, niin odotusarvoehto

E[(R)? =E Uot ds]

=1
on voimassa. Ajanhetkille s < ¢ toteutuu

E[RtRs] =F [(Rt - Rs) : Rs] + E[(Rs)z]

= s.
Prosessi R; on siis yksiulotteinen Wiener-prosessi. O

Seuraus 2. Koska lineaarikombinaatioavaruudelle L pdtee
Et(N) = Et(R),
niin estimaattiprosesss )?t on esitettdvissd lineaarikombinaatioavaruuden projektiona
Xe = Pr,r)(X0).
Lemma 9. Estimaattiprosessille X; on voimassa identiteetts
N t 9
Xt = ]E[Xt] + / —E[XtRS] dRS
0 (98
Todistus. Lemman [6] avulla estimaattiprosessille pitee identiteetti

t
X = co(t) +/ gs dR,, missii g € L*[0,1] ja co(t) € R.
0

Odotusarvoa hyodyntdmailla saadaan identiteetit
co(t) = E[X,] = E[X}],

jolloin erotus (X; — )?t) ja integraali fg fs dRs ovat keskenddn ortogonaalisia kaikille
funktioille f € L?[0,]. [t6-isometrian nojalla voidaan niyttii, ettd

E [Xt /O t 15 dRS] —E {)?t /0 t fs dRS}
=E[/Otgsts-/otfst5]

= R (g fs ds]

¢
= / gsfsds.
0
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Valittaessa funktioksi f indikaattorifunktio 1y, jollekin aikavilille r < ¢, saadaan
tulokset 5

E[XtRT]:/ gsds ja gr:a—E[XtR,.].
0 r

Vaihe 4. Estimaattiprosessin X virheen differentiaaliyhtilGesitys

Lause 4. Signaaliprosessille X on muodostettavissa Iton lauseen avulla esitys

t t s
X; =exp </ F, ds) . (Xo +/ exp (—/ F, du) C st>
ot to t 0
= exp </ Fsds> ~X0+/ exp </ Fudu> C, dV,
0 0 s

seka odotusarvoidentiteetti

E[X,] = E[X,] - exp (/Ot F, ds) .

Huomautus 6. Muodostettu esitystapa on yleistettéivissi aikavilille 0 < r < ¢, jolloin

t t t
Xt:exp(/ Fsds)—i—/exp(/ Fudu>Csts.

Kisiteltyjen vaiheiden avulla voidaan nyt muodostaa stokastinen differentiaa-
liyhtalo signaaliprosessin X estimaattiprosessille X. Tunnetaan siis identiteetti

X, =E[X]+ [ f(t)dR
fo(t) = SE[X.R,).

Hy6dynnetadn innovaatioprosessin V; ja prosessin R; méiritelmié
dN; = Gt( Xt) dt + D, dV;,

dR; = EdNt,
jolloin
s Gr R
Ry = / — (X, — X,)dr + V.
o Dr

Merkittaessa erotusta )?r =X, — )A(T, paddytaan odotusarvomuotoon

/ —IEXt

Signaaliprosessille X muodostetun esityksen avulla saadaan odotusarvo

E[X,X,] = exp ( / t F, dv) E[X,X,]

— exp </t F, dv) -E[(X,)?).
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Merkitddn seuraavaksi

Sy = E[(Xr)Z]a

jolla tarkoitetaan signaaliprosessin estimaatin keskineliovirhettd ajanhetkelld r. Ol-
laan siis paasty ehtoihin

s t
E[X:Rs] = / % exp (/ F, dv) S, dr,
0 r r
G

fs(t) = Fsexp (/t F, dv) S,.

Osoitetaan, ettd signaaliprosessin estimaatin keskineliGvirhe S; toteuttaa determi-
nistisen Riccati-differentiaaliyhtilon|

ds G?

Pythagoraan lauseen ja Ito-isometrian avulla

S, = E[(X, — X,)?]
= E[X?] - 2-E[X,X,] + E[X?]
= E[X?] - E[X}]
= E[X?] - /0 (fs(t)*ds — E[X,]2.
Merkittaessa

niin signaaliprosessin esitystavan ja Ito-isometrian avulla saadaan yhtalo

¢ ¢ t
T, = exp <2/ F, ds) E[X]] +/ exp <2/ F, du) C2ds.
0 0 s

Koska signaaliprosessin alkuarvo X, on riippumaton Wiener-prosessista V', niin

T ¢ t ¢
Cfi_t = 2F} - exp (2/ F, ds) -E[X{] + C? +/ 2F; exp (2/ F, du) C2ds,
0 0 s

eli saadaan esitystapa

dT

Esitettiiess aiempi keskineliovirheprosessin identiteetti S, = T,— [ f,(t)? ds—E[X,]?
differentiaalimuodossa

dS _ dT

= a0 [ 200 510 ds - 2REX)

27Siis muotoa ¥’ = qo + q1y + ¢2¥%x, qo, g2 # 0 olevan differentiaaliyhtilon.
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ja sijoitettaessa siithen muodostettu differentiaaliesitys prosessille T; paadytain muo-
toon

d 2 Q2 t
S = 2Ft7—;f Ct2 — tht — 2/ fs(t)QFt dS — 2Ft(]E[Xt])2
dat D .
G252
- 2FtSt + Ct2 - t_2t’
D;

joka on vaitettyd Riccati-differentiaaliyhtdlémuotoa.

Vaihe 5. Estimaattiprosessin )A(t stokastinen differentiaaliyhtilo

Estimaattiprosessin )A(t integraaliesitystapa on

_z:mdw+/fﬂ@d3

jonka differentiaaliesitystapa on

dXt_co()dtJrft()thJr(/a dR)dt,

J( seran) o= ([ Gisom) on

/(fs u) = £,(5)) dR,

= X, — co(u) — /0“ fs(s)dR

Voidaan siis muodostaa signaaliprosessin estimaattiprosessille yhtalomuodot

silla

dX, = cy(t) dt + Gedt 1p, + ( / £o(t) d&) F,dt

D,
seka
dX, = cy(t) dt + F, - (X, — co(t)) dt + G[)St dR,
t
= Ft)?t dt + GtSt th
D,
Merkittaessa

dY, — G, X, dt

dR; =
t D,

saadaan Kalman-Bucy-suotimen méaritelméé varten hyodynnettavé differentiaalie-
sitysmuoto

N GQSt GtSt
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Lause 5. (Yksiulotteinen Kalman-Bucy-suodin)
Yksiulotteisen lineaarisen suodinongelman ratkaisu

X, =E[X; | Y]
stgnaali- ja havaintoprosesseille
dXt — FtXt dt + Ct d‘/;f
d}/t = GtXt dt ‘l‘ Dt th,
teT ja Ft,Gt,Ct,Dt eR
toteuttaa stokastisen differentiaaliyhtilon

Xo = E[X,]

~ G2S.\ -~ G St )

t

jossa keskineliovirheprosessi
St - ]E[(Xt - Xt>2]
toteuttaa deterministisen Riccati-differentiaaliyhtdlon

So = E[(Xo — E[X0])?]

ds G2
22 _9F.8,2L 52 4 (2
dt "t p2tt t

Lause 6. (Moniulotteinen Kalman-Bucy-suodin)
Moniulotteisen lineaarisen suodinongelman ratkaisu

X, =E[X, | ¥)
moniulotteisille signaali- ja havaintoprosesseille
dXt — FtXt dt + Ct d‘/;

d}/t == GtXt dt + Dt th,
teT, F, e R Gy € R C, € R™P, D, € R™*",

toteuttaa moniulotteisen stokastisen differentiaaliyhtdlon
{)?2 = E[X) )
dX, =(F - SGI(D:D])'G)X, + S,G] (D, D])~dY;’
jossa keskineliovirheprosessi
S, = B[(X, — X,)(X, — X])] € R™*"
toteuttaa deterministisen moniulotteisen Riccati-differentiaaliyhtdlin

So = E[(Xo — E[Xo])(Xo — E[Xo]) ]

dsS )

E - FtSt ‘|— StFtT - StG;r(DtDtT)_thSt + CtOtT

jossa matriisin DyD] tulee olla kidnnettivissd jokaisella ajanhetkelld ja kdidnteis-

matriisin (D,D/])™1 tiytyy olla ddrellisti jokaisella ddrelliselli ajanhetkivililld.
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Huomautus 7. Kalman-Bucy-suodin on yleistettavissi edelleen, muttei néita yleis-
tyksid kuitenkaan téssa tutkielmassa kasitella.

Esimerkki 7. (Populaatiokasvumalli havaintoepiatarkkuudella) Mallinnetaan popu-
laatiokasvua differentiaaliyhtalolla

dXt = TXt dt, re R
]E[Xo} — b, b > 0 )
E[(Xo — )] = a?

jonka havainnot noudattavat yhtaloa

dY, = X, dt +mdV,,

jossa vakio m € R ja prosessi V; on Wiener-prosessi. Esimerkkitilanteen Riccati-
differentiaaliyhtilo on siis

S(0) = a?
S 1
Z =25 - —52
t m?
jonka ratkaisu on logistinen funktio
2rm?

S(t) = ———

(*) 1+ Ke2rt
K 2rm® .

a2
Populaatiokasvun estimaatti )A(t tietylle ajanhetkelle £ noudattaa siis ehtoa
)/(\'0 - ]E[Xo} — b

m

n2

Oletetaan esimerkin vuoksi, ettd a® = 2rm?, jolloin identiteetti S(t) = 2rm?
toteutuu@, jonka avulla voidaan muodostaa differentiaaliyhtalo

550 - b
d(e"X,)=et-2-rdY, ’

joka on myos esitettdvissa rekursiona

t
X, =e" {/ 2-T€rde;—|—b:|.
0

Oletettaessa havaintojen Y; olevan aina vakioita H, := € R, voidaan rekursioyhtil6
esittdd myos muodossa

t
X, =e " l/ 2~rersHsds+b} ,
0

28Yleisessi tapauksessa S(t) suppenee kohti arvoa 2rm? siirryttiesssi ajan suhteen rajalle t — oo.
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jolloin populaation estimaatti ajanhetkelld ¢ on
X, = 28 — (28 —b)e™™ — 23, kunt — oco.

Oletettaessa havaintojen H, noudattavan ehtoa fe®, jossa s > 0 € R, paddytdin
taas estimaattiin

2 2
X, =e 2B va) 1 +b| =~ —Tﬁeat,
T+« ro

joka toteutuu ajanhetken ¢ ollessa suuri. Kalman-Bucy-suodin tulkitsee havaintojen
H, = ([e™ olevan pitkaaikaisesti luotettavia ainoastaan ehdon a = r toteutuessa.
Kun ehto a = r toteutuu ja liséiehto § = b on my6s voimassa, niin Kalman-Bucy-
suodin luottaa havaintoihin jokaisella ajanhetkell.

Kalman-Bucy-suotimen laskennallinen kompleksisuus on O(d?) matriisikertolas-
kujen vuoksi. Ulottuvuuksien lukuméaran pitdmistd vahdisend voidaan siis pitda
hyodyllisend. Sovelluskohteissa saattaa myos aiheutua numeerisia epatarkkuuson-
gelmia, jotka saattavat kumuloitua hyddynnettiessi rekursiivista estimointimene-
telméé, jolloin aiemmin kddntyvistd matriiseista ei enéé voidakaan muodostaa kidn-
teismatriiseja [12][Luku 7.3].

3.4 Epaélineaarinen Benesin suodin

Seuraavaksi lyhyesti esitettdvin BeneSin suotimen avulla huomataan, ettd tie-
tyt ehdot toteuttavilla epilineaarisillakin malleilla on analyyttinen ratkaisu line-
aarisiin  ympdaristoihin soveltuvan Kalman-Bucy-suotimen tavoin. Kalman-Bucy-
suotimestakin on kehitetty epélineaarisiin ympéristoihin soveltuva laajennettu
Kalman—suodin[f_g], joka hyddyntdd lineaarista interpolointia epélineaaristen ympé-
ristojen approksimointia varten. Laajennettua Kalman-suodinta ei kuitenkaan téssé
tutkielmassa kasitella.

Oletetaan Benesin suotimen kisittelya varten signaaliprosessin X olevan ratkaisu
stokastiselle differentiaaliyhtélolle

t
Xt:xo—i—/ F(X.)ds + oV,
0

jossa funktio f : R — R on derivoituva sekd Lipschitz-jatkuva, joka varmistaa yk-
sikésitteisen ratkaisun olemassaolon|11|[Luku 6.1]. Oletetaan diffuusiotermin olevan
positiivinen vakio ¢ > 0 € R ja alkuarvon Xy € R olevan tunnettu. Huomioidaan
funktion f Lipschitz-jatkuvuuden varmistavan yksikésitteisen ratkaisun olemassao-
lon. Liséksi lineaarisen sensorifunktion h : R — R ollessa muotoa h(zx) = hix + ho,
missd vakiot hq, ho € R, niin havaintoprosessi Y toteuttaa stokastisen differentiaa-
liyht&lon

t
Yt:/ h(X.) ds + W,
0

Pengl. Extended Kalman Filter (EKF)
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Madritelma 28. (Benesin ehto) Olkoon funktio f : R — R derivoituva se-
ki Lipschitz-jatkuva ja funktio h : R — R on muotoa hix + hs, joilla vakiot
a,b,hi, ho € R sekd vakio 0 > 0 € R, niin Benesin ehdoks: kutsutaan identiteettia

f'+ fA@)a™ + h*(2) = P(z),

jossa termi f’ on funktion f derivaatta ja termi P(x) on toisen asteen polynomi
ei-negatiivisella toisen asteen kertoimella.

Esimerkki 8. (Benesin ehto toteutuu lineaarisille funktioille) Olkoon funktio f
lineaarista muotoa f(x) = ax + b. Silloin toisen asteen polynomiksi P saadaan
Benesin ehdon avulla

d
P(x) = %(ax +b) + (az + b)?0 72 + (hix + hy)?
=a+ (ax +0)?07% + (hiz + hy)?
= a+ (a*2® + 2axb + b*)o % + h2x? + 2h xhy + h

2 2ab b?
:a+a—2x2+i2:c+—2+h§x2+2h1h2x+h§
o o o

2 2ab b?
_ <%+h§)x2+(%+2h1h2>x+(§+h§+a>,

jossa toisen asteen kerroin (f‘j—z + h2) > 0, jolloin se on ei-negatiivinen ja BeneSin
ehto toteutuu. Samalla voidaan todeta, ettd lineaarinen suodin ajanhetkista riippu-
mattomilla kertoimilla on Benesin suodin [11]|[Exercise 6.1].

Lause 7. Epdlineaarinen suodinongelma on ratkaistavissa analyyttisesti Benesin eh-
don toteutuessa. Kun ¢ on mielivaltainen Borel-mitallinen testifunktio, niin toden-
nakoisyysmitalle m; pdtee

m(e) = = / " o(x)exp (F(2)o + Pi(2)) de,

missd funktio F' = f ja funktio P, on toisen asteen polynomifunktio noudattaen
ehtoa

t h 2 h
P(z) = z- (hla / sinh(spo) - _a+p’T0 g Coth<tpg)) _ peoth(ipo)
0

sinh(tpo) ~ °  posinh(tpo) po 20

jossa muuttujat p, ¢ € R ovat mielivaltaisia vakioita. Lisiksi vakio c¢; on madritelty

ehdon -
. / exp(F(2)o + Py(2)) dz

—00
avulla kaikille ajanhetkilld t. Todenndakoisyysmitalla T on sis rippuvuus ainoastaan
yksiulotteiseen V;-adaptoituneeseen prosessiin

t
t|—>/ sinh(spo) dYs.
0

Lauseen todistusta ei kuitenkaan esitilY

30Todistus on esitetty lihteessd [11][Propositio 6.7.]
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Huomautus 8. Notaation yksinkertaistuksen vuoksi késiteltiin yksiulotteisia lineaari-
sia signaali- ja havaintoprosesseja. Benesin ehto on méaariteltavissia myos tilanteessa,
jossa lineaariset signaali- ja havaintoprosessit ovat darellisulotteisia.
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4 Hiukkassuotimien periaatteita

HiukkassuotimellaPY| tarkoitetaan matemaattista menetelmii, jonka avulla satunnai-
suutta sisiltdvien mallien ja ympéristéjen tilaa pyritdan muiden suotimien kaltaises-
ti maarittamasn. Namé mallit voivat olla esimerkiksi stokastisten differentiaaliyh-
taloiden avulla muodostettuja, mutta hiukkassuodinmenetelmia voidaan hy6dyntaa
runsaaseen miaraan muitakin mallinnusmenetelmii. Hiukkassuotimen perusperiaate
on hyddyntaé aiempaa estimaattia mallin tilasta mallin uuden tilan estimaatin méa-
rittdmisté varten, jolloin se siis noudattaa rekursiivisen Bayes-suotimen periaatetta.
Hiukkassuodin hyédyntda mallin tilaestimaatin péivityksessd havaintoja mallin ul-
kopuolelta, kuten esimerkiksi robotiikan sovelluksissa erilaisten sensorien tuottamaa
tietoa. Hiukkassuodin voi samanaikaisesti hyodyntdad myos tdsmaéllisesti mallinnet-
tavissa olevaa ja tunnettua tietoa, kuten esimerkiksi robotin liikekomentohistoriaa
tilaestimaatin paivittamistd varten.

Kalman-Bucy-suotimen kaltaisesti hiukkassuotimen tavoitteena on parantaa ké-
sitystd mallinnettavasta tilanteesta ilman, ettd tilatieto on tasmallisesti maaritet-
tavissd. Hiukkassuodin ei kuitenkaan edellytd yhtéd rajaavia oletuksia mallista kuin
lineaarisiin malleihin soveltuva Kalman-Bucy-suodin. Hiukkassuodinta voidaan hyo-
dyntdd myos epélineaarisesti kiyttaytyviin malleihin. Lisdksi hiukkassuodin ei edel-
lyté stokastisten mallien noudattavan normaalijakautununeita virheitd tai hairiita,
jotka taas olivat Kalman-Bucy-suotimen oletuksia. Hiukkassuotimen avulla voidaan
myo6s kuvata mielivaltaisia todennakoisyysjakaumia, silld se hyodyntaa epaparamet-
rista todennikdisyysjakaumamallia, hiukkasjoukkoa.

Hiukkassuotimien rakenneperiaatteena on siis kasitys joukosta hiukkasia. Jokai-
nen hiukkanen on yksittdinen hypoteesi hyodynnetyn mallin mahdollisesta reaali-
tilasta. Monien suotimien tavoin hiukkassuodin toimii my0s monivaiheisella peri-
aatteella, silld se hyodyntaa yllapitdmaansa tilaestimaattitietoon ennustus- ja kor-
jausaskelia. Uusien hiukkausten luonnin yhteydessid se taas hyodyntdd aiempien
hiukkasten merkityksellisyys- eli painokertoimia, jotka kuvaavat kuinka hyvin yk-
sittdinen hiukkanen selittdd mallin ulkopuolelta tehtyjd havaintoja. Ennustusaske-
leen ideana on hytdyntdéd aiemmin olemassaolevaa tietoa, kun taas korjausaskeella
pyritddn maarittdmadn merkityksellisyyskertoimet eli kuinka hyvin yksittdinen hy-
poteesi selittiisi uutta mallin ulkopuolelta kerdttya tietoa.

Merkityksellisyyskertoimet kuvaavat kuinka tdrked yksittdisen hiukkasen ole-
massaolo kokonaishiukkasjoukossa on. Mitd korkeampi hiukkasen merkityksellisyys-
kerroin, sitd oletettavampaa on, ettd kyseinen hiukkanen kuvaa estimoitavaa tilaa
tehokkaasti. Paremmin nykytilaa kuvaavat hiukkaset paédtyvit todenndkéisemmin
myo6s seuraavan tilaestimointikierroksen hiukkasjoukkoon, sekd niille padtyy myos
oletettavammin pienid muutoksia sisiltévia jilkeldaishiukkasia. Vastaavasti huonosti
nykytilaa kuvaavien hiukkasten poistuminen kokonaishiukkasjoukosta on todenné-
koisempéd alhaisempien merkityksellisyyskertoimien vuoksi. Merkityksellisyysker-
toimia hyodyntava uudelleenotanta-askel siis mukailee geneettisten algoritmien toi-
mintaperiaatetta hiukkasjilkeldisten muodostuksen osalta.

3lengl. particle filter
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Esimerkki 9. Robotiikassa yksittdinen hiukkanen voisi tarkoittaa yhdistelméia
useammasta numeerisesta vektorista. Hiukkanen voisi tallaisessa hiukkassuotimen
sovelluskohteessa sisdltdd esimerkiksi robotin massakeskipisteen olinpaikan kolmiu-
lotteisessa avaruudessa eli vektorin (z,v,z) € R?, robotin massakeskipisteen suun-
tavektorin eli kallistus, kiiintymis- ja nyokkiyskulmavektorin (¢, 0, 1) € R3, nopeus-
vektorin (v,,v,,v,) € R? sekdi kiihtyvyysvektorin (a,a,,a.) € R®. Niiden muuttu-
jien yhdistelmivektori olisi siis vektori reaaliavaruudessa R'2. Tami vektori kuvaisi
yhtd hiukkasta ja yksittédistd hypoteesia robotin tilasta.

Hiukkassuotimilla on kuitenkin niille ominaisia ongelmia. Esimerkiksi degeneroi-
tuvuusongelmalla tarkoitetaan tilannetta, jossa ainoastaan yhdelld hiukkasella on
suuri merkityksellisyyskerroin, mutta suurin osa laskennallisista resurssikustannuk-
sista koskee kuitenkin hiukkasia, joiden painoarvo on pieni. Resursseja siis hyodyn-
netddn tdméankaltaisessa tilanteessa runsaasti merkityksettomiin hiukkasiin. Samal-
la hiukkasjoukko ei kuvaa tilahypoteesijoukkoa tehokkaasti ja suodin ei konvergoi-
du mihinkéén tiettyyn tilaan. Degeneroituvuusongelmalta voidaan kuitenkin vilttya
uudelleenotannalla [5][4.2.1] [3][Luku 1.4].

Uudelleenotantaan liittyy kuitenkin toinen ongelma, jota kutsutaan otoskdy-
hyydeksi@7 jolla viitataan vahéisiin eroihin hiukkasten painoarvoissa. Tamé joh-
tuu yleensd vihiisestd virheen maaristd joko ympéristossid tai mittaushavainnois-
sa, jolloin uudelleenotanta-askel muodostaa saman hiukkasjoukon kuin aiemminkin.
Seurauksena saatetaan padtyd degeneroituvuusongelmaan [5][4.2.2]. Yksinkertaiset
hiukkassuotimet eivit yleensd toimi tehokkaasti ymparistoissé, joissa virheldhteen
tuottama virheméérd on vahiinen [3|[s. 242]. Virheen mé#ras voidaan synteettisesti
kasvattaa [5][5.2.1], mutta tdméa taas saattaa aiheuttaa hiukkassuotimille konver-
genssihaasteita.

Hiukkassuodin voi my6s hajaantua rekursiivisen estimoinnin aikana, joka saattaa
johtua esimerkiksi mallinnusvirheisti, kuten esimerkiksi mallinnetun tilasiirtyma-
joukon oletetuista rajoituksista, taikka virheméaarien oletuksista liian suuriksi. Néi-
td hajaantumisongelmia voivat my6s aiheuttaa odottamattomat havaintovirheet@
Hajaantuneessa hiukkassuotimessa yksittdisten hiukkasten virheet ovat suuria ver-
rattuna saatuihin havaintoihin, eiké niille muodostu tiettya painopistetta. Néin myos
hiukkassuotimen tuottamat tilahypoteesit eivit ole kovinkaan kiyttokelpoisia. Hiuk-
kassuodin hajaantuu tyypillisesti mallinnusongelmien taikka saatujen havaintojen
laadun heikkouden seurauksena. Sovelluksissa havaintoviive saattaa myos aiheuttaa
ongelmia. Hajaantuneen hiukkassuotimen voi alustaa uudelleen hajantuneen hiuk-
kassuotimen korjaamiseksi, mutta timéa taas vaatii menetelmén, jolla hajaantunut
hiukkassuodin voidaan huomata, joka riippuu usein sovellustilanteesta. Vastaavasti
uudelleenalustuskaan ei valttaméttd paranna ongelmatilannetta [5][4.2.3, 5.2.3].

Hiukkassuotimen mallinnusongelmiin liittyy esimerkiksi painoarvofunktion maa-
rittdminen eli sen sovelluskohtaisen funktion muodostaminen, joka kertoo mitka
hiukkaset ovat merkittdvampid verrattuna toisiin [5[[4.2.4]. Lisdksi uudelleenotan-
tamenetelmén valinta vaikuttaa hiukkassuodinmenetelmén kiyttdytymiseen. Myos
hiukkasten lukuméaran valinta saattaa aiheuttaa hankaluuksia, silld liian pieni hiuk-
kasjoukko ei muodosta tehokkaasti hyvia tilahypoteeseja, kun taas liian suuri mara

32engl. sample impoverishment
33Esim. tutkajirjestelmisss tutkaheijastukset.
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hiukkasia ei konvergoidu tietylle alueelle riittdvin nopeasti. Suorituskykyongelmia
saattaa myos aiheutua sovellustilanteissa [5][4.2.5]. Joissain sovellustilanteissa rajoi-
tutaan esimerkiksi hyodyntamain uudelleenotantaa vain tilanteessa, jossa hiukkas-
joukossa on suuri méaird hiukkasia pienilld painoarvoilla. Hiukkasten lukumaééria
voidaan my0s vaihdella suoritusaikana ja tétd menetelmédd kutsutaankin adaptii-
viseksi hiukkassuotimeksi, joka pyrkii pitdimaan hiukkasten lukumédrdn kuitenkin
mahdollisimman vih&isend [5][5.5.2].

Sovellusongelmana voidaan my6s pitdd tilannetta, jossa hyddynnettaviat havain-
not eivit saavu jirjestyksessi. Tamé saattaa johtua esimerkiksi tiedonsiirtoviiveesta,
taikka useamman erilaisen sensorin hyodyntamisestd, joiden tuottamien havaintojen
prosessointi vie merkittavisti erilaisen maarin aikaa. Esimerkiksi laseretaisyysmit-
tari voi tuottaa yhden liukulukuarvon, joka ei vilttdmétta edes vaadi prosessointia
verrattuna kameroista saatavaan tietoon, joka tyypillisesti edellyttdd prosessointia
ulottuvuuksien méadrin rajoittamiseksi [5][5.5.4].

Yllapidettavien muuttujien méadrda voidaan kasvattaa yksittdisen hypoteesin
tarkkuuden lisiamiseksi, mutta tdma vaatii vastaavasti usein hiukkasten lukumé&é-
rin kasvattamista, jotta hiukkaset konvergoituvat tila-avaruuden alueelle eivitka
hajaannu.

Esimerkki 10. Hiukkassuotimen ennustusaskel voisi robotiikassa kiyttda esimer-
kiksi robotille annettua liikekomentoa. Kun robottia komennettaisiin liikkumaan
kaksi metrid suoraan eteenpéin, niin jokaista robotin tilahypoteesia eli hiukkasta
voitaisiin vastaavasti siirtda ennustusaskeleessa saman verran eteenpéin. Reaalimaa-
ilmassa robottien komentoja ei voida kuitenkaan pitdd tiysin tdsmaéllisind, vaan rea-
lisoituneeksi olinpaikan muutokseksi voisi aiheutua esimerkiksi 2 4+ 0.1 metrid. Tal-
16in aiemmin tdsmaéllinenkdin hypoteesi robotin olinpaikasta ei enéé liikekomennon
jalkeen olisi enédd tdsmallinen, vaikka komennon suoritus voitaisiinkin tulkita onnis-
tuneeksi. Taméan vuoksi ennustusaskeleella jokaiseen hiukkaseen lisdttéisiin tyypil-
lisesti satunnainen méaéri oletettua liikevirhetté, jolloin voidaan tehda oletus, etté
ainakin jokin hiukkanen tai hiukkasjoukon osa huomioisi myos robotille realisoitu-
neen liikevirheen méaran.

Esimerkki 11. Hiukkassuotimen korjausaskel voisi esimerkiksi robotiikassa hyo-
dyntédd sensorihavaintoja. Korjausaskeella médritetdin jokaiselle robotin tilahypo-
teesille eli hiukkaselle todenndkoisyys kuinka oletettavaa tietyn sensorin tuottama
tieto olisi, jos robotti olisi hypoteesin osoittamassa olinpaikassa. T&llainen mittaus-
tietoa tuottava sensori voisi olla esimerkiksi yksittdisen numeerisen arvon tuottama
laseretéisyysmittari, taikka monimutkaisemmissa tilanteissa kamera, jolloin kameran
tuottamaa pikselimatriisia verrattaisiin hypoteesiin siitd millaisen pikselimatriisin se
tuottaisi kyseiselld kuvaushetkelli.

Hiukkassuodinmenetelmé kuvaa tilahypoteesijoukkoa n kappaleella hiukkasia, eli
jokainen hiukkanen tarkoittaa yhti hypoteesia. Ndiden hiukkasten tilaa paivitdan jo-
kaisella ajanhetken etenemiselld tunnetun tai oletetun muutosmallin avulla. Taméa
muutosmalli voi olla esimerkiksi stokastinen differentiaaliyhtélo, jolloin muutosmal-
lia kuvaavan yhtdlon arvo realisoitaisiin jokaiselle hiukkaselle erikseen. Muutosaske-
leen jélkeen kaikille uusille hiukkasille madritetdin merkityksellisyyskertoimet, jonka
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jalkeen kokonaishiukkasjoukkoa paivitaan korjausaskeleella. Tietylld korjausaskeleel-
la paivitetyt hiukkaset korvataan satunnaisella maaralla uusia hiukkasia, huomioiden
kuitenkin merkityksellisyyskertoimet sekd haluttujen hiukkasten kokonaismaaran.

4.1 Hiukkassuodinjarjestelma

Hiukkassuotimet ovat menetelmid, jotka pyrkivit approksimoimaan ehdollista to-
dennékodisyysmittaa m; diskreeteilld todennékoisyysmitoilla [11][Luku 9.2]

Z a;(t) 0y, ()

%

jossa indeksilld ¢ kuvataan yksittéaistd hiukkasta, funktioilla a; tietyn hiukkasen pai-
noarvoa eli merkityksellisyytta sekd funktioilla v; tietyn hiukkasen sijaintia hiukkas-
ten tila-avaruudessa S. Hiukkassuotimet ovat tehokkaita ja yleiskdyttoisid menetel-
mia esimerkiksi suodinongelman ratkaisemista varten.

Alkuajanhetkelld ¢ = 0 hiukkasjarjestelmé siis sisdltdd n kappaletta hiukkasia
ekvivalenteilla painoarvoilla 1/n ja tila-avaruuden sijainneilla v} (0), j = 1,...,n.
Hiukkasten alkusijainnit valitaan toisista hiukkasista riippumattomasti, mutta ident-
tisesti jakautuneesti perustuen jakaumaan 7 jokaiselle hiukkaselle. Hiukkasjarjestel-
méan approksimoiva todenndkoisyysmitta ajanhetkelld ¢ = 0 on silloin

n 1 -
™ =5 2 o
j=1

Kasiteltdessi jatkuvaa aika-avaruutta [0,00) muodostetaan tasaviliset osa-
aikavilit pituudella J. Osa-aikavéleilld [:6, (i + 1)0) hiukkaset liikkuvat signaalipro-
sessin X perusteella. Kun signaaliprosessi noudattaa stokastista prosessia, niin hiuk-
kasille toteutuu kaikilla osa-aikavilin ajanhetkilld ¢ € [id, (i + 1)J ) ehto

t

t
v} (t) = vy (id) +/ f(vi(s))ds +/ J(U?(S))d‘/;(j) kaikille j = 1,...,n,
io o

missd prosessit (V(j))?:1 ovat toisistaan, havaintoprosessista Y sekd muista ym-

pariston satunnaismuuttujista riippumattomia JF;-mitallisia p-ulotteisia Wiener-
prosesseja. Notaatiolla VVU) pyritdsin painottamaan, etteiviit nimi prosessit ole p-
ulotteisen Wiener-prosessin komponentteja.

Hiukkasten painokertoimet af(t) médritelldéin ehdolla

missa



Toisin sanoen painokertoimille péatee

()= ([ ngen” avi— 3 [ gl as)

Maéritetaéan jokaiselle osa-aikavilin ajanhetkelle ¢ € [id, (i + 1)d) myos todenné-
koisyysmitta 77 ehdolla
= @)
j=1

Jokaisen osa-aikavilin lopussa kaikki olemassaolevat hiukkaset haarautuvat satun-
naiseen médraan uusia hiukkasia. Jéilkeléiishiukkasetfif] perivat kuitenkin sijaintin-
sa vahintdin osittain vanhemmaltaan. Haarautumisen jilkeen hiukkasille muo-
dostetaan uusi indeksointi ja niiden painokertoimet normalisoidaan. Notaatiota
j =1,...,n kiiytetdin hiukkasindekseihin ennen haarautumista ja vastaavasti mer-
kinnalld j = 1,...n tarkoitetaan hiukkasindekseja haarautumisen jilkeen.
Merkitiin jilkeldishiukkasten lukumiiris hiukkaselle j° ajanhetkelld (i 4 1)8

n,(i+1)0

muuttujalla 0 by , kun hiukkasjarjestelméssd on n hiukkasta. Satunnainen luku-

maéara, 0]/(1+1) on F(i1s-adaptoitunut ja toteuttaa ehdo

[na?’(iﬂ)&] todennikaisyydelld 1 — {na” 1%}
n,(i+1)d6 J J

./ L

! [nc‘z?,’(iﬂ)é] +1 todenniikoisyydelld {na L0

(i+1)0

missd muuttujalla d?/ tarkoitetaan tietyn hiukkasen painokerrointa ennen haa-

rautumista eli

e = g G g g (t).
J t—(i+1)5 7

Jos muuttujalla F;;1)s— merkitddn sigma-algebraa ajanhetkeen (i 4 1)d asti eli
-F(i-l—l)é— = O'(fms < (Z + 1)5)7

n,(i+1)d

niin hiukkaslukuméérin oj, méadritelmén perusteella ehdollinen odotusarvoehto

n,(i+1)0 ' __n,(i+1)0
E [Oj, | f(2+1)5_] = naj,

on voimassa. Lisdksi ehdollinen varianssi jilkeldishiukkasten lukumaéérélle on

. 2 2
n,(i+1)0 n,(i+1)d
A WA
= {ndﬁ,’(iﬂ)(s} . (1 — {nd@’(iﬂ)&}) .
J J
3engl. offspring particle

35Notaatiolla [a] tarkoitetaan lattiafunktiota eli suurinta mahdollista kokonaislukua, joka on
kuitenkin pienempi kuin luku a. Notaatiolla {a} taas tarkoitetaan luvun a desimaaliosaa. Ehto
{a} = a — [a] on siis voimassa.
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4.2 Haarautumisalgoritmi

Hiukkassuotimen haarautumisaskeleen yhteydessa tavoitellaan hiukkasjilkeldisten
lukuméiran yllapitamistd muuttumattomana aikavilien véleilld eli ehto

n

J(i+1)8

E 07,1,(l+) =N
J

=1

toteutuu jokaiselle osa-aikavilille 7. Toisaalta tdmé ehto my&s implikoi korrelaation

satunnaismuuttujien o™ yilille jokaisella hiukkasindeksilli ' = 1,...n.

Olkoot u?,’(iﬂ)a toisistaan riippumattomia satunnaismuuttujia jokaisella hiukka-

sindeksilld j° = 1,...,n — 1, jotka ovat jakautuneet tasaisesti reaaliarvoisen tila-
avaruuden vilille [0,1] € S = Ryjyy). Késiteltdvien satunnaismuuttujien oletetaan
olevan my0s riippumattomia kaikista muista ympériston satunnaismuuttujista. No-
taation yksinkertaistuksen vuoksi seuraavassa algoritmiesityksessd osa-aikavéleihin
liittyvaa notaatiota (i41)4 ei esitetd. Algoritmi perustuu lahteeseen [11][Luku 9.2.1].

Algoritmi 1 Hiukkasten haarautumisalgoritmi
g<n
h<n
kaikille n = 1,...,n — 1 suorita

jos {n&?} + {g — nd?,} < 1 niin

jos uh <1— <{nd?,}/{g}> niin
,]}

Huomautus 9. Jatkuvaan aikakisitteeseen liittyvit osa-aikavilit voi jattad huomiot-
ta késiteltiessd diskreettiaikaisia suotimia, jolloin osa-aikavilit yksinkertaistuvat yh-
deksi ajanhetkeksi ¢ verrattuna osa-aikavileihin [id, (i + 1)9).

4.3 Bayes-paattelya diskreetissi ajassa

Filosofisemmin tilastotiede seké késite todenndkdisyydesti jaetaan usein kahteen eri-
laiseen ldhestymistapaan tai ndkokulmaan. Namé ovat frekventistinen eli klassinen
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tilastotiede sekd Bayesilainen tilastotiede. Klassisessa tilastotieteessi tietyn tapahtu-
man esiintymistiheys eli frekvenssi tulkitaan tietyn tapahtuman todennakdisyydeksi,
kunhan toistokoe suoritetaan ddrettomén monta kertaa. Esimerkiksi joko kruunaan
tai klaavaan johtavassa kolikonheittokokeessa on mahdollista mitata muutamalla
heittokerralla pelkkd klaava. Klassisessa tilastotieteessd olisi kuitenkin tyypillista
tehdd hypoteesi todenndkoisyyksista % kruunalle sekéd klaavalle, kunhan toistokoe
suoritetaan ddrettoméan monta kertaa.

Klassinen tilastotiede tulkitsee mittausdatan olevan satunnaista, mutta ymparis-
ton muuttujien olevan vakioita, kun taas Bayesilainen ldhestymistapa tulkitsee mit-
tausdatan olevan tunnettua, mutta ympéristoon liittyvin satunnaisuutta. Bayesilai-
sessa lahestymistavassa esimerkiksi kolikonheittokokeeseen liittyen voitaisiin tehda
hypoteesi tasajakaumasta, mutta luottamusta tasajakaumaan vihentda mikali mit-
tausten perusteella saataisiin vaikkapa pelkkid klaavoja. Bayesilaisessa ldhestymis-
tavassa todennikoisyydet voidaan siis ymmartad luottamuksina aiempia oletuksia

kohtaan.

Esimerkki 12. (Ero klassisen tilastotieteen ja Bayesilaisen tilastotieteen vdlill)
Oletetaan mallinnustilanne, jossa ehdollinen todenn#koisyysjakauma P(y; | 0) toi-
sistaan riippumattomista satunnaismuuttujista tai mittauksista y; on tunnettu. Pa-
rametria € R? ei kuitenkaan tunneta, vaan sille on tavoitteena muodostaa es-
timaatti. Klassisen tilastotieteen perusmenetelmini parametrin 6 madrittamiseksi
olisi suurimman uskottavuuden estimointi’] jossa méiritettiisiin uskottavuusfunk-
tion

L(0) = Hp(yi | 6)

maksimoiva parametriestimaatti

~

0 = arg max L(6).

Bayesilainen nikokulma taas tulkitsisi parametrin ¢ satunnaismuuttujaksi ja maa-
rittaisi sen Bayesin ehdon avulla

P(yb e 7yi) 7

]P)(9|?/1,---7yi) =

jossa todennikéisyys P(f) perustuisi mielivaltaiseen priorijakaumaan ennen yhden-
kdan mittauksen huomiointia. Bayesilaisen menettelyn perusteella muodostetusta
posteriorijakaumasta voitaisiin myos valita esimerkiksi odotetuin arvo parametrille
0, joskin valinta olisi my6s mahdollista tehdd muillakin menetelmilla, joista parhain
valinta liittyisi sovelluskontekstiin [3][Luku 2.1].

Bayesilaisen menettelyn hankaluutena voidaan pitéd varsinkin ensimmaéisen prio-
rijakauman valintaa, jonka mallintaja voi tehdé informatiivisesti tai epdinformatii-
visesti. Tdman priorijakauman valinta vaikuttaa merkittavasti Bayesilaisen mallin
kdyttdytymiseen erityisesti mittausten maardan ollessa vihidinen. Klassisessa tilas-
totieteessd taas tulkitaan toistomittauksen olevan ldhtokohtaisesti mahdollista ja

36engl. Maximum Likelihood Estimation (MLE)
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asymptoottisten ominaisuuksien johtavan esimerkiksi estimoitavan parametrin kon-
vergenssiin.

Matemaattisesti optimaalisten suotimien méarittamista kisitellddn tilastollisi-
na kddnteisongelmina eli inversio-ongelmina Bayesilaisella ndkokulmalla. Taméan ti-
lastollisen kdédnteisongelman ratkaisutavoitteena on siis paételld mahdollisten tilo-
jen yhteinen posteriorijakauma, joka ehdollistetaan havainnoille. Sovelluksissa ko-
konainen posteriorijakauma tulisi siis méarittdd uudelleen jokaisen havainnon jil-
keen optimaalista suodinta varten, joka toisaalta tarkoittaisi samalla laskennallisen
kompleksisuuden kasvamista havaintojen kokonaisméaérian suhteen. Taméankaltainen
periaate ei kuitenkaan ole sovellusten nidkokulmasta toivottua laskentakapasiteetin
pysyessa tyypillisesti vakiona tai vahintdankin rajattuna. Tyypillisissa sovellustilan-
teissa kokonaista posteriorijakaumaa ei siis pyritd médrittdméan, vaan rajoitutaan
madrittdmain se osittain reunatodennikéisyysjakaumien avulla. Toisaalta tdméa me-
nettely rajoittaa kasiteltavien mallien monimutkaisuutta niin kutsuttuihin Markovin
malleihin. Tdméan mallinnusrajoitteen vaikutus on kuitenkin melko véhainen, silla
mallinnettavissa oleva ongelma-avaruus pysyy edelleen hyvin laajana [3|[Luku 1.3].

Bayes-suotimet yhdistavat aiemman késityksen tilan tulevaisuuden muutoksis-
ta havaintoihin nykytilasta. Verrattuna esimerkiksi pienimmaéan neliGsumman mi-
nimointiin, jossa havaintojoukko prosessoidaan etsimilld dataa parhaiten kuvaava
funktio, Bayes-suotimet parantavat kasitysté tilaestimaatista jokaisella uudella ha-
vainnolla [5][s. 6].

Oletetaan tassa luvussa stokastisen prosessin X olevan diskreettiaikainen Mar-
kovin prosessi® eli se toteuttaa ehdot

Xo ~ p(z1) ja (8)
Xp | (Xioy = 221) ~ KX (2 | 4), 9)

missd notaatiolla a ~ p(-) tarkoitetaan muuttujan a olevan jakautunut todennikoi-
syysmitan p mukaisesti ja funktiolla K~ (c | b) tarkoitetaan tilasiirtyméitodenniikoi-
syysmittaa tilasta b tilaan c. Prosessi X kuvaa jilleen signaaliprosessia, jota voidaan
kuitenkin mitata ainoastaan havaintoprosessin Y avulla. Tavoitteena on siis aiem-
man kaltaisesti estimoida signaaliprosessin X ajanhetkien X, arvoja havaintoproses-
sista Y; kerdtyn mittaustiedon avulla. Rakennetta varten oletetaan havaintoproses-
sin arvojen Y; olevan toisistaan riippumattomia. Havaintoprosessin arvot perustuvat
kuitenkin ehdolliseen jakaumaan

Y: | (Xt = 131;) ~ Ky(yt ‘ Ty), (10)

missi funktio K'Y kuvaa havaintoprosessin tilasiirtymitodennikoisyysmittaa. Ha-
vaintojen arvoille Y; oletetaan siis riippuvuus signaaliprosessista X, joka on edel-
lytys signaaliprosessin tilojen estimoinnille. Yleisemmin yhtéaloiden , @ ja
muodostamaa mallijoukkoa kutsutaan Markovin piilomalleiksi@, ja naiden yhtaloi-
den avulla voidaankin muodostaa yleinen Bayesialainen malli. Markovin piilomal-
lit ovat varsin hyodyllisid aikasarjamallinnuksen yhteydessi. Toisaalta niiden avulla

3TMarkovin prosessien tarkempi kiisittely 16ytyy esimerkiksi lihteesti[12]|[Luku 4].
3engl. hidden Markov model [12][Luku 2.4.8]
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kuvattavissa oleva mallijoukko on niin laaja, etteivit ongelmat ole analyyttisesti
ratkaistavissa kuin yksinkertaisissa tilanteissa [1][Luku 1].

Yhtalot ja @ muodostavat priorijakauman signaaliprosessille X ja yhtalo
(10) maarittaa uskottavuusfunktion, jolle pétevit todennékoisyydet

t

P(l‘lzt) = ) [T KX (e | )

k=2

ja
t

P(?/l:t | xl:t) — HKY(yk | l’k)

k=1

Kisiteltavissa Bayesilaisessa ympéristdssa padttely satunnaismuuttujista X, nojaa
epanormalisoituun posteriorijakaumaan

]P)<x1:t7 3/1:7&)
P(x. ) = ——17 7
(T1 | Y1) P(y1;t)
missa
P(xlzta yl:t) - ]P)(Ilzt) IP)(yl:t ’ xl:t)
ja

P(yl:t) :/P(xlzhyl:t) dl‘l:t'

Bayesialaisessa ympdéristossd on mahdollista muodostaa rekursioyhtdloehdot
ajanhetkien tilatodennikéisyysjakaumille, perustuen havaintoprosessista Y kerit-
tyyn tietoon tiettyyn ajanhetkeen ¢ mennessi. Epdnormalisoidulle posteriorijakau-
malle p(z1. | y1.¢) on voimassa ehdolliseen todennékoisyyteen perustuva rekursioehto

Py | y1:4) = P(z1:-1 | Y1:0-1) Kx(xt | 24-1) KY(?/t | 2¢),
joka on myos esitettavissd muodossa

KX(l’t ’ xtfl) Ky(yt ‘ »’Ut)
]P’(yt ‘ yl:tfl)

P(x1e | y1:4) = P(x14-1 | Y14-1)

)
missa

]P(Z/t ’ yl:tfl) = /P(Sﬁtl ‘ yl:z‘fl) KX(ZCt ‘ xtfl) Ky(yt ’ Uﬂt) dzi_qy4.

39Notaatiolla Ag., tarkoitetaan polkurealisaatiohistoriaa ajanhetkien a ja b vililli prosessille A.
Se siis siséltdd prosessin A koko historian ajanhetkien a ja b vililla, eikd pelkistddn viimeisen
ajanhetken realisaatiota Aj.
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4.4 Bayes-paattelya jatkuvassa ajassa

Maaritelma 29. Olkoot funktiot p ja v mittoja samassa mitallisessa avaruudessa
(A, F4). Mitan v sanotaan olevan absoluuttisesti jatkuva mitan p suhteen, kun ehto
v(A) = 0 pétee kaikilla sigma-algebran F 4 joukoilla A, joille p(A) = 0. Absoluut-
tisesta jatkuvuudesta kdytetddn myGs notaatiota v < pu, jolloin mitan p sanotaan
my6s dominoivan mittaa v. Mittoja kutsutaan ekvivalenteiks: mikali kummatkin mi-
tat v ja u dominoivat toisiaan eli ne ovat absoluuttisesti jatkuvia toistensa suhteen.

Absoluuttisen jatkuvuuden voi my0s mieltdd ehtona, ettd dominoiva mitta ky-
kenee mittaamaan vihintddn samat asiat kuin dominoitavakin mitta. Vastaavasti
mittojen ekvivalenttius ei tarkoita tdsmalleen identtisid mittoja, vaan pikemminkin
ominaisuutta, ettd ekvivalentit mitat mittaavat samoja asioita. Jotta useamman
mitan ekvivalenttius olisi voimassa, yhdenkin mitan alaisuudessa nollamittaiseksi
mitatun joukon tdytyy olla nollamittainen myos jokaisen toisen ekvivalentin mitan
alaisuudessa mitattuna.

Maaritelma 30. Mittaa p kutsutaan sigma-ddrelliseksi mitallisessa avaruudessa
(A, F4), kun joukko A on unioni numeroituvasta madriasta joukkoja, joiden mitat
ovat adrellisid eli

A= U A;, missd A; € A ja u(A;) < oo kaikilla i € N.

i€N

Sigma-ddrellisyyden avulla mitallista avaruutta voidaan tarvittaessa késitella
osissa tai se on mahdollista jakaa uudelleen soveltuviin alijoukkoihin tiettyad k-
sittelyd varten.

Madéritelma 31. (Radon-Nikodymin lause ja derivaatta) Kun funktiot u ja v ovat
sigma-dérellisid mittoja mitallisessa avaruudessa (A, F4) ja mitta v on absoluuttises-
ti jatkuva mitan g suhteen, niin on olemassa F 4-mitallinen funktio f : A — [0, c0),
jolle ehto

y(A) = / s

on voimassa kaikille mitallisille joukoille A € F4. Kun on olemassa vastaavan ehdon
toteuttava toinen funktio g, niin ehto f = g toteutuu melkein kaikkialla. Funktiosta
f Kkiytetddn usein notaatiota

dv

dp’

jota kutsutaan Radon-Nikodymin derivaataksi™}

40ks. esim. [12||Definition 4.2 —|
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Radon-Nikodymin derivaatta tasa- ja normaalijakauman valilla

=== frasa(x)
frormaali(X))
dftasa

X
dfnormaa\l ( )

2.5 4

dfnormaali )

tasa
2.0 1

Tiheys
—
(%2

1.0 A

Kuva 2: Radon-Nikodymin derivaatta tasa- ja normaalijakauman valilld, kun
x € [—2,2]. Tavoitteena on havainnollistaa todennékoisyysmitan tiheyden muutosta
suhteessa toiseen todennidkoisyysmittaan samassa avaruudessa kahdella jakaumal-
la. Tasajakauman y = 1/4 Radon-Nikodymin derivaatta normaalijakauman A(0, 1)
suhteen kasvaa kohti ddretontd, kun |z| — oo, silld normaalijakauman tiheys sen
hédnnissd lahestyy kohti nollaa. Piinvastainen normaalijakauman Radon-Nikodymin
derivaatta suhteessa tasajakaumaan kasvaa kohti normaalijakauman suurinta arvoa
normaalijakauman odotetuimmalla arvolla x = 0, jossa derivaatan arvo maksimoi-
tuu ja normaalijakauman ero tasajakaumaan on kaikkein suurin. Tasajakauman de-
rivaatta normaalijakauman suhteen minimoituu samassa pisteessid. Derivaattojen
arvot ovat ekvivalentit pisteissd |x| = 1, jossa tasajakauman ja normaalijakauman
todennékéisyystiheydet vastaavasti kohtaavat.

Lause 8. (Girsanovin lausﬂ Olkoon stokastinen prosessi M jatkuva martingaali
ja prosessi Z prosessin M avulla mddritetty eksponentiaalinen martingaali

Zy = eXp(Mt% — (M),).

Kun prosessi Z on tasaisesti integroituva martingaali, niin prosessin M taustalla
olevan todenndkdisyysavaruuden mitasta P voidaan muodostaa ekvivalentti mitta Q
Radon-Nikodymin derivaatan avulla

aQ
aP =

41 Lauseeseen viitataan useissa lihteissi myos Cameron-Martin-Girsanovin lauseena.

oo
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Jos taman lisdksi stokastinen prosessi X on jatkuva P-lokaalt martingaali, niin ero-
tusprosessi X; — (X, M), on myds Q-lokaali martingaali.

Todistus. Koska prosessi Z on tasaisesti integroituva martingaali, niin martingaa-
lien konvergenssilauseen/] nojalla seuraa ehto Z, = E[Z, | ], jolloin mitta Q on
ekvivalentti todennékoisyysmitta.

Tulkitaan seuraavaksi prosessia X, joka on P-lokaali martingaali. Maéritellaan
jono péittymisaikoja 7, jotka lihestyvit ddiretontd

T™ = inf {t > 0,|X,| > n tai | (X, M), | > n}.
Maéritelladn lisdksi prosessi Y, jolle

Y = xT" — <XT‘">,M> .
t

Soveltamalla Tton lausetta martingaalin Z méiritelméan saadaan sille differentiaa-
limuoto

dZy = Zy dM,

ja hyodyntamalla Iton lausetta toistamiseen paddytdan yhtdloon

d(Z:Y;) = ﬂtST(n)( v dY, + Y, dZ, + (Z Y>t))

= Licpon (Ze(dXy — d (X, M),) + Y1 Zy dMy + (Z,Y),)

= Licrm (Z(dXy — d (X, M)t) + X; — (X, M)t ZydMy + Zy d (X, M>t)
= ]ltST(n)(( — (X, M),)Z, dM, + Z, dX,),

jossa tulos (Z,Y), = Z, (X, M), seuraa Kunita-Watanaben identiteetist™] jolloin
yhtalon ratkaisuprosessi ZY on P-lokaali martingaali. Martingaali Z on kuitenkin
tasaisesti integroituva, jolloin prosessi Y on rajattu piittymisaikajonon 7™ mii-
ritelmén perusteella ja prosessi ZY on varsinainen P-martingaali. Ndin ollen ajan-
hetkille s < t ja joukolle A € F, saadaan identiteetit

EY[(Y; — Y,)14] = E[Zoa(Y; — V) La] = E[(ZY: — Z,Y)L] = 0,

jolloin prosessi Y on Q-martingaali. Liséksi erotusprosessi X; — (X, M), on Q-lokaali
martingaali, silla péiéttymisaikajono T™ on sille redusoiva siten, etti erotusproses-
si (X — (X, M)T"™ on Q-martingaali ja piittymisaikajono 7™ hajaantuu, kun
n — o0. O

“2Kun prosessi M = {M;,t > 0} on LP-avaruudessa irellinen oikealta jatkuva martingaali
kaikilla p > 1 eli sup;~, E[|M¢|P] < oo, niin on olemassa LP-integroituva satunnaismuuttuja M,
jolle M; — M., melkein varmasti, kun ¢ — oco. Edelleen, jos (1) prosessi M on &irellinen LP-
avaruudessa, kun p > 1, niin suppenemisehto M; — M, toteutuu LP-avaruudessa, kun t — oc.
Kun taas (2) prosessi M on &irellinen avaruudessa L' ja prosessi M on tasaisesti integroituva,
niin suppenemisehto M; — M, toteutuu avaruudessa L', kun ¢ — co. Kumman tahansa ehdon
toteutuessa laajennettu prosessi {M;,¢ € [0, 00} on martingaali.

43Kun prosessit M ja N ovat jatkuvia lokaaleJa martingaaleja ja prosessit H sekdi K ovat mi-

tallisia, niin epéyhtalochto [} |HL||K.|ld (M, N), | < \/ o H2d (M)/[; K2d(N), toteutuu, missi
integraalit tulkitaan Lebesgue-Stieltjes- 1ntegraale1na
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Girsanovin lauseen ehtojen toteutuessa kahden eri todennékéisyysavaruuden to-
dennékoisyysmittojen vilille on muodostettavissa satunnaismuuttuja, jonka avulla
todennikdisyysmittojen tuottamat todennékoisyydet ovat esitettdvissd kummankin
todennikdisyysmitan alaisuudessa, joissa varsinaiset todennékoisyydet voivat kui-
tenkin olla eriarvoisia.

Yleistetymmin Girsanovin lauseen avulla voidaan siis tulkita, etté tietyssa toden-
nakoisyysavaruudessa maaritelty stokastinen prosessi tai martingaali on vastaavasti
stokastinen prosessi tai martingaali myos toisessa todenndkdisyysavaruudessa, vaik-
ka tdmé toinen todennékoisyysavaruus hyodyntéidkin toisenlaista todennikdéisyys-
mittaa kuin alkuperéinen prosessin tai martingaalin méaritelmaavaruus. Stokastista
prosessia tai martingaalia saattaa esimerkiksi olla yksinkertaisempi analysoida, esit-
tdd tai numeerisesti simuloida erilaisen todennékéisyysmitan alaisuudessa, minka
Girsanovin lause siis mahdollistaa.

Lause 9. (Kallianpurin—Striebelin lause) Madritellddn prosessi Z ehdolla

m t ) 1 m t
Z, = exp (— § / RY(X,) dW! — 3 § / h’(Xs)2d3> ,
i=1 70 i=1 70

jossa funktio h tulkitaan sensorifunktioksi, prosessi X signaaliprosessiksi ja prosessi
W Wiener-prosessiksi. Prosessi Z oletetaan martingaaliks{?] ja sensorifunktion h
oletetaan toteuttavan dadrellisyysehdot

[ [ Ihx)Pds| <o ja E[ZIhX|Pds]) < o0
| |

kaikilla ajanhetkilld t > 0. 3
Kun ajanhetki t > 0 on kiinnitetty, niin notaatiolla P! tarkoitetaan ajanhetken t
stgma-algebraan F; kunnitettyd todenndkoisyysmittaa, jolle pdtee ehto

dP,

il R
dP t

Fi

Vastaavasti notaatiolla E tarkoitetaan odotusarvoa mitan P suhteen.
Nyt kaikille testifunktioille o € B(S) sekd kiinnitetylle ajanhetkelle t € [0, 0o]
patee Kallianpurin-Striebelin ehto

E[Z (X | V)]
E[Z7 | Y]

() =

mitan P(P)-suhteen melkein varmasti.

Todistus. Prosessin Z; maaritelman perusteella sen kiddnteisprosessi on aina positii-
vinen 5 = Z; ' > 0 ja identiteetit

0=E [n[zt_l:o] 2;1} ~E [1[2;1:0}} —P(Z ' =0),

4“4 Todettavissa Novikovin ehdon avulla, muttei tité kisitells.
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toteutuvat, jolloin kdénteisprosessi Z;' > 0 on P-mitallinen melkein varmasti. Li-
siksi odotusarvo E[Z; | V] > 0 on vastaavasti P-mitallinen melkein varmasti ja
Kallianpurin- Strlebehn ehdon oikea puoli on silloin hyvin méiritelty. Odotusarvon
ominaisuuden perusteella™| riitt#i osoittaa, ettii ehto

(¢ ) [Z, 1’%]— [ (Xt)\yt]

toteutuu mitan P suhteen melkein varmasti. Koska kisiteltivin yhtilon kummatkin
puolet ovat ),-mitallisia, niin riittdd nayttia, ettd kaikille direllisille );-mitallisille
satunnaismuuttujille B pétee odotusarvoehto

E [m(o)EIZ | ]-B| =E[ElZ | Y- B|.

Prosessin m; méaritelmén perusteella yhtilé m,(p) = E[p(X;) | Vi toteutuu mitan
P suhteen melkein varmasti, jolloin Kolmogorovin ehdollisen odotusarvo avulla

odotusarvoehto
E[m(p) - B] = E[p(X;) - B

toteutuu. Yhtipitivi odotusarvoehto mitan P suhteen on
E[m(p) - BZ '] =E [p(X,) - BZ ']

Iteroidun odotusarvon[Z_T] sekd satunnaismuuttujan B mitallisuusoletuksen nojalla
odotusarvoehto

Em(¢)E 27 | Y] - B| = E [Elp(x)Z" | %] - B,

toteutuu, jolloin myos Kallianpurin-Striebelin ehto on voimassa mitan P suhteen
melkein varmasti. ]

Maédritelma 32. (Normalisoimaton ehdollinen jakauma) Madritellain prosessi
¢ = {&,t > 0}, missi
&=E[Z" | V).

Kiinteisprosessi Z; ! on siis F;-martingaali mitan P alaisuudessa ja sigma-algebroille
piatee ehto YV, C Fj, jolloin ajanhetkille 0 < s < t pétee

Ele | %) = Bz | Y] =E[BlZ | F)1%] =B [22)].

Nyt signaaliprosessin X mnormalisoimattomalla ehdollisella jakaumalla tarkoite-
taan prosessia p = {p;,t > 0}, jonka arvot ovat mittoja. Prosessin p arvot p;(p)
testifunktiolle p € B(S) méarittyvit ehdosta

pe(p) = mi ()&

%5Kun U on integroituva F-mitallinen stokastinen prosessi, niin ehto E[U | }}] = E[U | V]
toteutuu. Taméa voidaan osoittaa muodostamalla sigma-algebra yt ym V Vi, missd u > 0. Nyt
kokonaissigma-algebra ) on muodostettawssa sigma-algebroista ); ja yt Todennidkoisyysmitan P
alaisuudessa sigma-algebra yt C Y on riippumaton sigma-algebrasta F;, silld prosessi ¥ on Fi-
adaptoitunut Wiener-prosessi. Nyt prosessi U on JFi-adaptoitunut ehdollisen odotusarvon nojalla,
i E[U | V)] =E[U | Ve vY,] =E[U| ).

16Kun sigma-algebroille G ja F pitee G C F, niin prosessin X ehdollinen odotusarvo alisigma-
algebran G suhteen on E[X | G|, joka G-mitallinen satunnaismuuttuja, joka toteuttaa integraali-
identiteetin [, E[X | G]dP = [, X dP kaikille joukoille A € G.

TKun muuttujat G ja H ovat sigma-algebroja ja X on satunnaismuuttuja, niin ehto
E[E[X | G] | H] = E[X | H] toteutuu kaikilla alisigma-algebroilla H C G.
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Huomautus 10. Normalisoimattaman ehdollisen jakauman yhteydessa kasitteelld ja-
kaumﬂ tarkoitetaan siis yleistettyd funktiota, joka operoi testifunktioilla. Epé-
onnekkaasti jakauma-kasitteen tulkitsee herkiisti tarkoittamaan laajasti kdytettya
lyhennettd yksinkertaisemmasta todenndkdisyysjakaumastd™] TAmi# taas saattaa
aiheuttaa tulkinnallista hankaluutta erityisesti téssé, yhteydessé, jossa kisitellddn
yleistettyjen todennakoisyysjakaumien jakaumia eli todennakoisyysmittojen jakau-
mia.

Seuraus 3. Kallianpurin-Striebelin kaavan oletusten toteutuessa kaikille testifunk-
tioille o € B(S) pdtee ehto

m(p) =
kaikilla ajanhetkilli t € [0,00) ja mitan P(P) suhteen melkein varmasti. Normalisoi-
mattoman ehdollisen jokauman perusteella & = pi(1), jolloin vdite toteutuu ja mitta

pi(1) on tulkittavissa normalisoivaksi tekijiksi.

Esiteltyja ehtoja

CR[Z7e(X | V)] pi()
7Tt(()p) - E[Zt_l ’ y} a t(@) - pt(]1>
voi verrata tunnettuun Bayesin ehtoon
P(A| B)P(B
P(B|A)= ( ]’P’(/i)( )

Néiden notaatioiden samankaltaisuus ei olekaan sattumaa, sillda Kallianpurin-
Striebelin ehtoon viitataan usein myos jatkuva-aikaisena Bayesin ehtona.
Kallianpurin-Striebelin ehto mahdollistaa siis uuden ajanhetkeen sidonnaisen pos-
teriorimitan eli ehdollisen todennékoisyysmitan 7, (¢) muodostamisen lisdinformaa-
tion keradmisen jilkeen, jonka avulla taas voidaan esittda teoreettiset lahtckohdat
suodinteorian soveltamiseen epélineaarisissakin ympéaristoissa.

Madritelmi 33. (Zakain yhtdlé) Kun Kallianpurin-Striebelin lauseen oletukset to-
teutuvat ja lisdksi jokaiselle ajanhetkelle ¢ > 0 toteutuu dérellisyysehto

B ([ G as < o) =1

ja operaattorilla A tarkoitetaan toisen asteen differentiaalioperaattoria

9 d o?
A= i ij
;f ox; * i:1233:1 O0x;0x;

48engl. distribution
engl. probability distribution
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niin normalisoimattomalle ehdolliselle jakaumalle p toteutuu kaikilla avaruuden
D(AFY testifunktioille ¢ € D(A) lineaarinen stokastinen osittaisdifferentiaaliyht#ld

t t
ptzﬂo(sOH/ ps(AsO)ds+/ ps(ph’) dYs,
0 0

mitan P suhteen melkein kaikkialla. Téti yvhtalod kutsutaan Zakain yhtdloksi, jota
ei kuitenkaan johdetalT|

Zakain yhtdlon avulla epélineaarinen suodinongelma on siis muunnettavissa line-
aariseksi stokastiseksi osittaisdifferentiaaliyhtiloksi. Numeerisesti Zakainkin yhtalon
ratkaiseminen on kuitenkin raskasta, vaikkakin joissain sovellustilanteissa mahdol-
lista. Toisaalta Zakain yhtidlon ongelmana voidaan pitdd ominaisuutta normalisoi-
mattomuudesta, jolloin sen tuottaman jakauman kayttd todennidkoisyysmittana ei
ole suoraan mahdollista.

Madritelma 34. (Kushnerin-Stratonovichin yhtdlo) Kun Zakain yhtilon oletukset
toteutuvat, niin normalisoidulle ehdolliselle jakaumalle 7, toteutuu kaikilla testi-
funktioilla ¢ € D(A) epélineaarinen stokastinen osittaisdifferentiaaliyhtilo

() = mo(p) + /U Ts(Ap) ds

" / (ma(phT) = (A7) - m,()) (dYs — 7, (R )ds).

jota kutsutaan Kushnerin-Stratonovichin yhtdloksi. Tata yhtalod el myoskddn joh-
deta.

Huomautus 11. Zakain sekd Kushnerin-Stratonovichin yhtélot ovat yleistettavissé
my0s aikaepdhomogeenisille testifunktioille.

Kushnerin-Stratonovichin yhtélo on epélineaarisena stokastisena osittaisdifferen-
tiaaliyhtdlona ldhtokohtaisesti numeerisesti raskaampi ratkaista verrattuna Zakain
yhtaloon, joka hyodyntédé lineaarisuutta. Toisaalta Kushnerin-Stratonovichin yhté-
16n ratkaisuna on suoraan normalisoitu ehdollinen jakauma 7, verrattuna Zakain yh-
tdlon tuottamaan normalisoimattomaan ehdolliseen jakaumaa p;. Huomionarvoisesti
Zakainkin yhtdlon tuottama ratkaisu on mahdollista normalisoida, joskin normali-
sointi saattaa olla laskennallisesti my6s hyvin raskasta riippuen sovellustilanteesta.
Jakauman normalisointi on siis edellytys todennéikdisyysmitan muodostamiselle, jo-
ka edellyttdd koko avaruuden mitaksi arvon 1.

Zakain sekd Kushnerin-Stratonovichin yhtéldiden avulla voidaan teoreettisesti
perustella normalisoimattoman ehdollisen jakauman p sekd normalisoidun ehdollisen
jakauman 7 konvergenssi sekd yksikdsitteisyys. Nédiden yhtéldiden monimutkaisuu-
den johdosta niiden analyyttinen ratkaiseminen rajoittuu kuitenkin erikoistapauk-
siin, kuten aiemmin johdettuihin Kalman-Bucyn- sekd BeneSin-suotimiin. Zakain ja

50 Avaruuden D(A) testifunktioiden tulee olla &irellisiéi operaattorin realisoimisen jilkeen, eli
funktion Af tulee olla &&rellinen. Avaruudeksi D(A) voidaan valita esimerkiksi kaksi kertaa jatku-
vien ja derivoituvien funktioiden avaruus C2(R?).

*1Todistus on esitetty esimerkiksi lihteessé [11|Lause 3.24.
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Kushnerin-Stratonovichin yhtdlot kuitenkin aikaansaavat teoreettiset ldhtokohdat
suodinteorian sekd hiukkassuotimien toimintaperiaatteille epilineaarisissakin ympé-
ristoissé, jotka siis yleistavit yksinkertaisempia lineaarisia ympaéristoja. Lineaariset
ympéristot sekd niihin soveltuvat suotimet ovat tyypillisesti yksinkertaisempia, tul-
kittavampia sekd numeerisesti yksinkertaisempia ratkaista, mutta lineaaristen mene-
telmien sovelluskohteet ovat kuitenkin lihtokohtaisesti rajatumpia verrattuna epé-
lineaarisiin vastineisiin.
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5 Suodinongelma diskreetissa ajassa

5.1 Monte Carlo -menetelmista

Monte Carlo -menetelmé on yleinen ratkaisuperiaate matemaattisille ongelmille, joil-
le ei tunneta tidsmaéllistd analyyttistd ratkaisua taikka tehokkaampaa numeerista
laskentamenetelmid. Monte Carlo -menetelmét approksimoivat siis tuntematonta
todennikdisyysmittaa sellaisten otosten avulla, joiden oletetaan tiatd todennakdi-
syysmittaa noudattavan. Esitettdvan periaatteen ldhteena on hyodynnetty julkaisua
[1][Luku 3.1], joskin aiheeseen liittyvéd késittelyd 16ytyy myos muista ldhteisté, ku-
ten [3][Luku 1.3] sekd [12][Luku 8.1].

Kasitelldsn ajanhetkisidonnaisen tilatodenn#koéisyysmitan mr = p(z1.r | y1.1)
estimaatin 7y madrittimista ajanhetkelle 7' € T = N5 diskreettiaikaiselle signaa-
liprosessille X, joka on Markovin prosessi. Muodostetaan signaaliprosessin X tila-
todennékdisyysmitan 7 estimointia varten aineisto, joka sisaltdd N kpl toisistaan
riippumattomia polkurealisaatioita signaaliprosessista X ajanhetkeen 7T asti, jolloin
padttavin ajanhetken arvo jokaiselle polkurealisaatiolle 7 = 1,..., N on satunnais-
muuttuja X;,. Nidmi satunnaismuuttujat X, noudattavat estimoitavan tilato-
denniikdisyysmitan jakaumaa padttavilld ajanhetkelld T eli X}, ~ 7r(x1.7). Monte
Carlo -menetelmi muodostaa tilatodennakdisyysmitalle siis empiirisen estimaatin

$1T E 5X1T $1T

perustuen useaan polkurealisaatioon samasta prosessista.
Tassa yhteydessé testifunktioiden ¢; : S — R odotusarvoille on muodostettavissa
identiteetti

IT(SOT) ¢:/90t(1171:T) 7TT(1’1:T) dzy.T,

jota varten voidaan myos ilmaista estimaattori estimoidun tilatodennikoisyysmitan
’ﬁ'T(ZL'l:T) avulla eli

IMC(QOT) /SDt(l’LT) 7ATT(~T1:T> dxy.r

1 N
- N Z pr(X
=1

Néiden testifunktioiden odotusarvojen avulla on mahdollista esimerkiksi analysoida
todennékdisyysmittaa tai kisiteltivin todennikoéisyysmitan estimaatin kehittymis-
td, joka saattaa kokonaisvaltaisesti olla hankalaa. Testifunktioiden odotusarvojen
estimaattorit ovat myos harhattomia, ja niiden varianssit noudattavat ehtoa

1

Var [1}€ (¢r)] = N (/ (1) 77 (210) day — I%(@T)) :

Monte Carlo -menetelmien hydtyné voidaan pitdé estimaattorivirheen varianssin
vihentymistd nopeudella O(1/N) riippumatta prosessin tila-avaruuden ulottuvuu-
desta. Monte Carlo -menetelmien kiytto ei ole kuitenkaan aina mahdollista, silla
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1. Jakaumasta mp(zq.7) tdytyy pystyd muodostamaan otos, joka ei aina ole rea-
listista;

2. Vaikka otoksen muodostaminen jakaumasta 7y (x.7) olisikin mahdollista, las-
kennallinen kustannus niiden otosten muodostamiseen saattaa olla liian suuri.
Tyypillisesti aikakompleksisuus myos kasvaa vahintddn lineaarisesti ajanhet-
kien kokonaislukuméirin suhteen.

5.2 Hiukkassuodin diskreetissi ajassa

Hiukkassuodinmenetelmén avulla voidaan siis ratkaista numeerisesti sellaisiin Mar-
kovin piilomalleihin liittyvid ongelmia, joihin ei ole olemassa analyyttistd ratkai-
sua|l|[Luku 1|. Hiukkassuotimet perustuvat Bayesilaiseen estimaattoriteoriaan seki
yleisempéain Monte Carlo -estimaattorin periaatteisiin.

Hiukkassuotimia kutsutaan myos jaksottaisiksi Monte Carlo —menetelmiksi@ se-
ki jaksottaista painoarvouudelleenotantaa hyddyntéviksi estimaattorimenetelmiksi
[3][Luku 11.8]. Esitettévi diskreettiaikaisen hiukkassuotimen rakenne pohjautuu lih-
teeseen [L1][Luvut 8.6, 9.2, 10], mutta niitd on kisitelty myos lahteissa [4], [14][Lu-
ku 3| sekd [12]|Luku 10].

Kasitellddn diskreettiaikaista hiukkassuodinta ympéaristosséd, jossa signaalipro-
sessi X on diskreettiaikainen reaaliarvoinen n-ulotteinen stokastinen prosessi eli
X ={X;,t € T =N;>0} ja X; € A € B(R?Y). Merkitiiin signaaliprosessin X generoi-
maa filtraatiota muuttujalla 77 ja oletetaan signaaliprosessin toteuttavan Markovin
ehdon

P(Xin € A| FY) =P(Xpn € A| X)),

jolloin prosessin tulevaisuuden kayttdytyminen riippuu ainoastaan sen nykyhetken
tilasta eikd arvoista ennen ajanhetked t. Signaaliprosessi on siis Markovin ketju, jon-
ka tilasiirtymétodenniksisyysydintd? merkitdéin funktiolla /¥ : R? x B(R?), jolle

1. Siirtyméehto KX (x, A) = P(X;; € A| X; = z) toteutuu,

2. Ydin K{(z,-) on todennikdisyysmitta mitallisessa avaruudessa (RY, B(R?))
kaikilla ajanhetkilld ¢ ja arvoilla z € RY,

3. Sisiltyvyysehto K (-, A) € B(R?) toteutuu kaikilla ajanhetkilldi ¢ ja joukoilla
A € B(R?).

Signaaliprosessin X jakauma on méiritettivissi todennékoisyysytimen KX avulla.
Merkitddn muuttujalla ¢; tietyn signaaliprosessin ajanhetkelld ¢ realisoituvan satun-
naismuuttujan X; jakaumaa eli

@(A) =P(X, € A).
Ytimen K, siirtyméehdon avulla voidaan muodostaa rekursioyhtilo

di+1 = K,;th(A),
(K7 )(A) = / KX (2, A)g d.
Rd

2engl. sequential Monte Carlo (SMC)
53engl. probability kernel, ks. |12]|Definition 4.1]
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jolloin tietyn ajanhetken jakauma ¢; on
@ = K; ... K{' K§ qo.

Oletetaan havaintoprosessin Y olevan reaaliarvoinen m-ulotteinen stokastinen
prosessi ehdoilla

Yo=0
Y; = h(t,Xt> + Wt ’

missi sensorifunktio i : N x R? — R™ on Borel-mitallinen funktio kaikilla ajanhet-
killd ja muuttujat W; :  — R™ ovat toisistaan riippumattomia seki absoluuttisesti
jatkuvia satunnaisvektoreita suhteessa Lebesgue-mittaan A € R"™. Tiheysfunktiolla
g+(+) kuvataan satunnaisvektorin W; tiheyttd suhteessa tila-avaruuden mittaan A,
jonka lisiiksi tiheysfunktion g edellytetiin olevan positiivinen ja g;(-) € B(R?).

Diskreettiaikaisella suodinongelmalla tarkoitetaan siis signaaliprosessin ehdol-
lisen jakauman 7, méarittdmistd ajanhetkelle ¢, kun havaintoprosessin generoima
sigma-algebra F;°* tunnetaan. Toisin sanoen pyritdin selvittimiin satunnainen
todennédkéisyysmitta 7, missid ehdot

m(A) =P(X, € A| E}o),
mf =B [f(Xy) | Fo4)]

toteutuvat  kaikilla joukoilla A € B(RY) ja Borel-mitallisilla funktioilla
f € B(RY). Merkinnilli Yy, tarkoitetaan siis havaintoprosessin Y satunnais-
muuttujien Y, realisaatioiden muodostamaa satunnaisvektoria ajanhetkeen t asti
eli Yo = (Yo,Y,...,Y;). Toisin sanoen merkintd Y, kuvaa havaintoprosessin Y
kaikkien mahdollisten polkurealisaatioiden arvoja ajanhetkeen ¢ asti.

Hyodynnetadn lisiksi merkintdad yo., tietyn yksittdisen havaintoprosessin polku-
realisaation kuvaamiseen eli

Yo:t = (y07 Y1, - - 73/t) € (Rm)tJFl.

Nyt merkinnalld 7}/ tarkoitetaan tietyn yksittdisen todennikoisyysmitan méérit-
tamista eli

7.‘-%!0:15 (A) = P(‘Xt € A | }/O:t - yO:t)J
Wfomf :]E [f(Xt) ‘ Yv(-):t = yO:t] 9

jolloin ehto

Yo.
Ty = ;o

toteutuu. Merkinnélld 7, tarkoitetaan siis satunnaista todenndkéisyysmittaa, kun

taas merkintd 7/°" tarkoittaa determinististi todennikoisyysmittaa.

Asetetaan lisiksi muuttujat p; sekd p/**~' kuvaamaan estimoituja ehdollisia to-
dennékoisyysjakaumia

pgo:t—l(A) — ]P)(Xt cA | Yo = yo:t—l)v
P =ELf(X0) | Yourt = you-i],
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jolloin jalleen p; = pz/(”’l. Muuttujaa ¢; kutsutaan myos priorijakaumaksi, kun taas
muuttujaa m; posteriorijakaumaksi.

Seuraava lemma aikaansaa havaintoprosessin Y satunnaisvektorirealisaation
Yot = (Ys, ..., Y;) todennédkoisyysmitan mielivaltaisten ajanhetkien s,¢ € T = Ny,
s < t valille.

Lemma 10. Asetetaan tila-avaruudeksi S = (R™)"**1. Olkoon Py,, € P(S) sa-
tunnaisvektorin Yy, todenndkdisyymitta sekd kuvataan funktiolla N matallisen tila-
avaruuden (S, B(S)) mittaa. Tdlldin todenndkdisyysjakauma Py,, on absoluuttisesti
jatkuva suhteessa mittaan A ajanhetkilli 0 < s < t < 0o ja sen Radon-Nikodymin
derivaatta on

dPy,,
= sit) = i\Yi i Px..(d sit)s
aw) = [ Mljg G 20) B, (d )

jossa Px_, € P(S) on todennikdisyysmitta signaaliprosessin X polkurealisaatiolle
X1, funktio b : N x RT — R™ on sensorifunktio ja mitta g;(-) € B(R?), joka kuvaa
satunnaisvektorin W, : Q0 — R™ tiheyttd suhteessa mittaan .

Todistus. Olkoon joukko Cy; = C, x --- x () mielivaltaisten Borel-joukkojen
C, € B(R™) avulla muodostettu polkurealisaatioiden avaruus ajanhetkien s < r <t
valilla. Naytetddn aluksi identiteetti

dPy.,
]PYS:t(OSZt> =P ({YS:t € Cs:t}) - / d;\/& (ys:t) dys - - - dy;. (11)
Cs:t

Ehdollisen todennakoisyyden ominaisuuksien avulla voidaan todeta, ettd

]P)(Yts:t S Cs:t) = / P(}/;:t S C’s:t ‘ Xs:t = -Ts:t) ]P)Xs;t (dxs:t)' (12)

(Rm)tfsﬁ»l

Koska satunnaisvektori X.; on riippumaton satunnaisvektorista W, niin

P(Yet € Cot | Xot =x54) =E H]lc (1, X;) +W)‘Xst—xst]

=E H]lc )+ Wil .

Koska satunnaisvektorit Wy, ..., W, ovat toisistaan riippumattomia, niin

t
IPD(Y;:t S Os:t | Xs:t - xs:t) = HE [:H-Cl (h(l, xz) + Wz)]

= H/ 9i(yi — h(i, ;))dy;, (13)

jolloin yht&loon (11)) padadytain hyodyntamalld identiteettejd (12) ja seki so-
veltamalla Fubinin lausetta eli iteroitua integraalia. O]
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Huomautus 12. Yhtalon erikoistapaus
P(Y; € dy: | Xi = 1) = ge(ye — h(l, ) dys
kuvaa my6s miksi funktiota ¢* : R? — R
9 (x) = q(ys — h(t,z)), © € R

kutsutaan uskottavuusfunktioksi, silla mitta g/* kuvaa erotusta varsinaisen havainnon
y; sekél oletetun havainnon h(t, x) valill4.

Madritelms 35. (Projektiotuld®) Kuvatkoon muuttuja p € P(R?) todenniksi-
syysmittaa ja olkoon ¢ € B(RY) ei-negatiivinen testifunktio, joka toteuttaa ehdon
p(p) > 0. Nyt projektiotulolla ¢ * p tarkoitetaan joukolle A € B(R?) reaalilukuarvon
midrittivia funktiota ¢ * p : B(RY) — R, missi ehto

/A () p(da)

prp(d) = p()

toteutuu kaikille joukoille A € B(R?) ja aiemmin miéritellysti

o) = [ olo)plda).

Projektiotulo ¢ * p on siis absoluuttisesti jatkuva todennédkoisyysmitta suhteessa
mittaan p ja sen Radon-Nikodymin derivaatta mitan p suhteen on suhteessa myos
testifunktioon ¢ eli

d(p*p)
— =,
p

missd muuttujalla ¢ tarkoitetaan normalisoivaa vakiota eli ¢ = 1/p(p).

Projektiotulo kertoo siis suhdeluvun, joka voidaan tulkita kertomaan joukon tai
alueen A merkittavyydestd, kun rajatun joukon A yli laskettua arvoa verrataan koko
testifunktion méiritelmialueen R? yli laskettuun arvoon p(p). Valittu testifunktio
¢ voi myds painottaa tiettyji ali-avaruuksia A C B(R?) eri tavoin eli suhdeluku on
myo0s riippuva testifunktiosta .

Esimerkki 13. (Projektiotulon riippuvuudet) Olkoon todenndkéisyysmitta
p € P(R) C P(RY) mairitelty tasajakaumaehdolla

1, kun 0 <z <1,
() = :
0, muuten

Olkoot testifunktiot ¢ ja w2 méidritelty ehdoilla

Y1 .=,
2
Qo =X

54engl. projective product
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Nyt projektiotulon ¢, % p arvoksi saadaan joukossa A := |0, %] cRCR?

_ fA ¢1(z) p(dr) B f[o,%] ¢1(z) p(dx) f[oé]xp(dx)

p1¥p(A) = = =
vepld) === [ on@plds) — [oap(do)
_ fO5 xp(dx) _ (1/22) _ % — é — 1 ~ 0.25.
[Zoapde)y 2 5 3 4

Vastaavasti projektiotulon sy % p arvoksi saadaan samassa joukossa A

1 3
f2 22 p(dz) (ST i T |
*p(A) = QO =3 2 _ " ~(.125.

Lineaarinen testifunktio ¢; = z painottaa siis joukkoa A = [0, %} eri tavoin verrat-

tuna epilineaariseen testifunktioon ¢y = 2. Toisaalta kummatkin projektiotulot
péatyisivit identtiseen arvoon hyddynnettdessi toista aluetta Ay = [0, 1], jolloin
kummankin projektiotulon arvot olisivat ¢ % p([0, 1]) = 2 * p([0,1]) = 1 aiemmal-
la todennakdisyysmitalla p. Samalla voidaan huomata, ettd todennikoisyysmitan p
vaihtaminen vaikuttaisi myos hyvin herkésti projektiotulon aikaansaamiin arvoihin.

Lause 10. Mielivaltaiselle havaintoprosessin'Y polkurealisaatiolle (yo, Y1, - -, Yty - - -)

muodostettujen determinististen todenndkdoisyysmittojen (m°")i>0 jono toteuttaa re-

kursioyhtdlon
Yo:t Yt X Yo:t—1
(T )0 = gi* * K721,

joka on voimassa mitan Py, suhteen melkein varmasti. Vastaavasti signaaliprosessin
ehdollinen jakauma m; noudattaa rekursioyhtdildd

— 41t X
m= gtk KiTyme

melkein varmasti todenndkoisyysmitan P suhteen.

Todistus. Hyddynnettiesss funktiota f € B(R?), signaaliprosessin X Markovin eh-
toa sekd tilasiirtymitodennikéisyysytimen KX midritelmii saadaan ehto

E[f(X:) | FLy) = E[f(Xe) | Xeoa] = K f(Xema).

Koska polkurealisaatiovektori W.;_; on riippumaton signaaliprosessin polkurealisaa-
tiovektorista Xy, niin ehdollisen odotusarvon ominaisuuden perusteella odotusar-
voehto

E[f(X,) | FX v ™ = BIf(X) | Y]

ja identiteetit®]
pef = E[f(Xe) | You—1]
—E [E[/(X,) | FX, v R | R
= E[K;—1f(X¢-1) | -Ftyojtil]
= m-1 (K1 f)

55 Operaattorilla V tarkoitaan sigma-algebrojen unionin generoimaa sigma-algebraa.
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toteutuvat, jolloin
Pt = Kt)iﬁT t—1-

Osoitetaan seuraavaksi, ettd deterministiselle todennékoisyysmitalle péatee pro-
jektiotuloidentiteetti ™ = g¥* * p/**~*. Olkoon

Cor=Cox - - xCy, missd C. € B(R™)

kaikilla ajanhetkilla » = 0,1,...,t. Tulee siis niyttda, ettd kaikille joukoille
A € B(R?) toteutuu integraaliehto

/C " (A) Pyo., (you) = /C g¢" * pi" 7 (A) Pyy, (dyour)-
0:t 0:t

Ehdollisen todennikoisyyden®| nojalla integraaliyhtilon vasen puoli on esitettivissi
todennékdisyytend
P({X: € A} N{Yo. € Co.}).

Koska siséltyvyysehto
Frowv B o FYev B
on voimassa, niin ehdollisen odotusarvon nojalla
P(Y; € Cv | Xy, You—1) = E[P(Y: € G | Xow, Wou—1) | Xi, Your—1]
ja edelleen

P(Y; € Cy | Xow, Woie—1) = P(Y; € Cy | Xot)
=P(Yox € (R™)" x Cy | Xou)

_ /C 9y — h(t, X,)) dys.

Taman yhtalon ja sisdltyvyysehdon avulla paddytain ehtoon
P(Y; € Cr | Xy = 24, You-1 = Yoit—1) = / 97" () dy,
Ct

missd funktiolla g¥ tarkoitetaan aiemmin nimettyd uskottavuusfunktiota. Pddstaan
siis yhtaloon

IP)YO:t (CO:t) = P({Y;f € Ct} N {Xt S Rd} N {Yb:t—l S CO:t—l})

/ P(YQ e Cy | Xy =24, You—1 = Z/o:tq) th,yozt,l(diﬁt; dyO:tfl)
RIxCo:¢—1

/ / gt xt dytpyOt ! (d%)PYO;t,l(dyozt—ﬂ
RixCo.4—1 J Cy

:/ / g?t(x yOt 1(d$t)PY0z 1(dy0t 1)dytv
CO:t R4

56Kun F on sigma-algebra ja joukko A € F, niin joukon A ehdollinen todennikdisyys suh-
teessa sigma-algebraan G on satunnaismuuttuja P(A | G), missd P(A | G) = E[14 | G] ja ehto
P(ANB) fB P(A | G) dP toteutuu kaikille joukoille B € G.
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jossa viimeisessi vaiheessa hyodynnettiin mittaidentiteettia

PXt Yo.¢— 1(d$t>dy0t 1) yOt l(dxt) IP)YOt 1<dy0t 1)

TAmé mittaidentiteetti toteutuu, silld kaikille joukoille A € B(R?) piitee

P((X+, Yot-1) € A x Cpyq) = / P(X: € A| Yoi-1 = Yo—1) Pyy,, (dyo.t—1)
Co:t—1

- / P (day) Py (o).
AxCo:¢—1

Jatkamalla edellisestd yhtalosta saadaan identiteetti

IP)Y():t (dyO:t) piJO o ( ft) dyt IP)YO:t—l (dyO:t—l)-

Viitteen toiselle termille saadaan siis esitykset

f g xt pyot l(dl’t)
4 yO t— 1t(gyt) ]P)Y():t (dy():t)

/ g¥ % PP (A) Py, (dyow) =
CO:t COt

/ / yOf l(dfft) dytPYoz 1(dy0t 1)
Co:t

Muodostettuja yhtiloita yhdistamalla paadytdan muotoihin

/ g % p 1 (A) Py (dyon)
Co:t

-/ ( o <xt>dyt) P (dy) By, (dijor—1)
AxCo.t—1 Cy

= / ]P)(Yt € Gy | Xy =24, Y1 = yo:t—1) X th,yo:t,l(dl’t, dyO:t—l)
AxCo:t—1

=P ({X, € A} n{Yo, € Cou}),
jolloin viite rekursioyhtédlén olemassaoloehdosta on voimassa. O

Rekursioyhtdlo satunnaiselle todennikoéisyysmitalle 7; on siis toisin tavoin esi-
tettyna
M1 > Ty = K£X17Tt 1 T —gt * Pt

joista ensimmaisen kuvaus on estimointiaskel. Tamé estimointiaskel siis tapahtuu
ennen uuden havainnon Y; saapumista. Vastaavasti toinen kuvaus on niin kutsuttu
paivitysaskel, joka huomioi myos uuden havainnon Y;. Deterministisen todennakoi-
syysmitan /%" rekursiokaava on esitettivissi vastaavalla tavalla

Wfoi 1 — WéUOt 1 KtXlﬂ_i/oi — ,ﬂ_i/o:z — gft * Dy

Néiden tilasiirtymien yksinkertainen esitystapa kuitenkin peittdéd laskennallisia
ongelmia. Posteriorijakauman suljettu muoto on harvoin olemassa, josta lineaarinen
Kalman-Bucy-suodin on erikoistapauksen esimerkki. Merkittavin ongelma aiheutuu
paivitysaskeleesta, joka hyodyntdd epélineaarista projektiotulo-operaattoria .
Projektiotulon hyddyntéaminen edellyttii normalisoivan vakion p,(g;*) tai p!™*~'( gi/t)
madrittamistd, joka taas perustuu usein laskennallisesti raskaan integraalin arvon
méadrittdmiseen mahdollisesti moniulotteisen ja laajan avaruuden yli [11][s.264].
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5.3 Hiukkassuodinalgoritmi diskreetissa ajassa

Esitettdava hiukkassuodinalgoritmi hyodyntad parametrin n € N>, osoittamaa méaa-
riad hiukkasia, jotka kehittyvit diskreetissa hiukkassuodinalgoritmissa signaaliproses-
sin X ehtojen mukaisesti. Téssd yhteydessé signaaliprosessi on siis aiemminkin mai-
nittu Markovin ketju. Jokaisen hiukkasjoukon tilasiirtymén jélkeen hiukkasjirjestel-
méid korjataan muodostamalla aiemmille hiukkasille satunnainen maéaaré jalkeldisia
perustuen hiukkasten painoarvoihin eli merkityksellisyyksiin. Kun hiukkaspainoar-
vo on yksittdiselle hiukkaselle suurempi, syntyy sille todennédkdisemmin enemman
jalkeldisid, silla suuremmat hiukkaspainoarvot kertovat tietyn yksittdisen hiukka-
sen merkittavyydestd kokonaishiukkasjoukossa. Pienempien painoarvojen hiukkaset
eivit taas ole hiukkasjoukossa merkittivid, eli niiden kuvaamat tilat eivit vastaa es-
timoitavan jirjestelmén tilaa. Pienien painoarvojen hiukkaset katoavat paivityksien
yhteydessa hiukkasjoukosta.

Merkitadn hiukkasen 7 sijaintia ajanhetkelld ¢ — 1 notaatiolla x£21 ja olkoon KX
signaaliprosessin tilasiirtymétodennakdisyysydin. Lisdksi muuttujalla 7' tarkoite-
taan todennikoisyysmitan 7, estimaattia ja vastaavasti muuttujalla pj' todennakai-
syysmitan p' estimaattia. Hiukkasten alustusta varten muodostetaan jakauma g,
joka voi perustua esimerkiksi normaalijakaumaan. Yleisemmin jakauma asetetaan
noudattamaan ehtoja

joiden liséksi notaatiolla
Ty = Z wy)di](:i)
i=1
(i)

tarkoitetaan hiukkasille asetettavien painokertoimien w,”’ avulla painotettua jakau-
maa.
Diskreettiaikainen hiukkassuodin noudattaa siis sigma-algebroja

W s<ti=1,...,n),

i),xgi),s < t,:ﬁgi),z’ =1,...n),

Fi=o(x,
Fi=0

(
S
(t
joille pétee Fi C F;. Satunnaiset todennikdisyysmitat p} sekd 77 ovat kummatkin
Fr-mitallisia, mutta todennédkoisyysmitta ;' on Fi-mitallinen kaikilla ajanhetkilla.
Tama hiukkassuodin hyddyntda siis todenndkoisyysmitan edellisen ajanhetken es-
timaattia 7' ; seuraavan ajanhetken todennikdisyysmitan estimaattiin 7;', muttei
titd alempia. Mitta p} on siis hiukkasten empiirinen jakauma tilasiirtyméaskeleen

jalkeen eli
n 1 -
p=d 00
i=1
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Algoritmi 2 Diskreettiaikainen hiukkassuodin

arvolle t = 0 suorita
kaikille i = 1,...,n suorita
C ) e ml)
kaikille t =t — 1,...7T suorita
kaikille : = 1,...,n suorita
) ¢ K (a)y)
Cw! =a@”)/ T (@)
kaikille i = 1,...,n suorita
Mdaritd hiukkasen i jilkelaiset atemmin kuvatun haarautumisalgoritmin

| avulla, perustuen painokertoimiin w,gi) ja sijaintethin E,Ei).

Hiukkassuotimen tarkkuutta sekéd laskennallista tehokkuutta on mahdollista pa-
rantaa muodostamalla hiukkassuotimen uudelleenotantamenetelmé sovellustilanne-
kohtaisesti. Vastaavasti myos hiukkasten painoarvojen maarittamistd sekd otosme-
netelméd voidaan my6s muuttaal3][Luku 11.8].

Mitd enemmaén hiukkassuodin hyodyntéi satunnaisuutta, sitd hitaammin se sup-
penee. Valinta-askelta ei vilttdméattd kannata siis suorittaa jokaisen uuden havain-
non jialkeen. Taméa kannattaa huomioida erityisesti tilanteissa, joissa havaintojen
voidaan olettaa olevan epiinformatiivisia. Havaintojen tietoarvo on pieni, kun nii-
den signaali-kohinaP”| suhde on pieni [11][Luku 10.7].

Tengl. signal-to-noise ratio
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6 Suodinongelma jatkuvassa ajassa

Kisitelldin seuraavaksi signaaliprosessia X = (X?)%_,, joka on ratkaisu moniulottei-
selle stokastiselle differentiaaliyhtilolle

dXt = f(Xt) dt + U(Xt) d‘/t,

missi funktiot f: R? — R? ja o : R — R¥P ovat direllisid seki Lipschitz-jatkuvia
ja prosessi V = (V7 )i—1 on p-ulotteinen Wiener-prosessi. Merkitdsn muuttujalla A
jélleen toisen asteen differentiaalioperaattoria

Zd 9
A= — fza:m
1

missd muuttuja a = 500T. Koska molemmat funktiot f ja a ovat direllisid, gene-
raattorin A lihtdjoukko on CZ(RY) eli kahdesti derivoituvien jatkuvien funktioiden
joukko, joilla on déarellinen ensimmaéisen ja toisen asteen derivaatta.

Prosessi M¥ = {M},t > 0} méiritetiin testifunktioille p € CZ(R?) ehdolla

d 82
+ Y ayr——a—
. - ]8:ci(9:cj ’
i=1,5=1

M{ = p(X;) — p(Xo) — /t Ap(X) ds

- / (Vo) To)(X,) dV,

jossa notaatiolla (V)" tarkoitetaan testifunktion ¢ osittaisderivaattojen rivivekto-
ria (01, ...,0qp). Prosessi M, on lisiksi Fi-adaptoitunut martingaali.
Havaintoprosessi Y = {Y;,t > 0} on m-ulotteinen stokastinen prosessi, joka
toteuttaa ehdon
dY; = h(Xy) dt + dW;,

missid funktio h = (h;)™, : R? — R™ on #irellinen mitallinen funktio ja prosessi W
on m-ulotteinen signaaliprosessista X riippumaton Wiener-prosessi. Tamé esitysta-
pa perustuu ldahteeseen [11][Luku 9.

Lemma 11. Prosessin " = {n]',t > 0} arvot ovat todenndkdisyysmittoja ja
sen polut ovat cadlag-polkuja. Erityisesti prosessi ™ on jatkuva milld tahansa osa-
aikavalilla [io0, (i +1)d), i > 0. Lisdksi kaikille osa-aikavalien indekseille i > 0 toteu-
tuu tdentiteetti

Efr}s | Fis_] = lim a7, (14)

t—is
joka on voimassa vastaavalla tavalla myds todenniksisyysmitan P alaisuudessa el
Elnly | Fis-] = lim .
Todistus. Koska prosessiparit (aj(t), v} (t)) kaikille indekseille j = 1,...,n ovat jat-

kuvia osa-aikavililld [id, (i + 1)d), niin kaikille testifunktioille p € Cy(R?) pitee,
etta

() = Z ag (t)p(vj (t))
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on jatkuva kaikille ajanhetkilld ¢ € (i, (i + 1)d). Nyt prosessi 7" on dérellisten po-
sitiivisten reaaliarvoisten mittojen avaruuden heikon topologian@ suhteen jatkuva.
Vastaavasti prosessi 7" on oikealta jatkuva ja vasemmalta rajallinen ajanhetkelld ¢
eli sen polut ovat cadlag-polkuja kaikilla osa-aikavéleilld 7. Liséksi kaikilla ajanhet-
killa ¢t > 0 pétee

AOEDSLAORSE

jolloin prosessin 7™ arvot ovat mittoja.

Viitteen identiteetti toteutuu huomioimalla painoarvojen asetettavan
normalisoituun arvoon ajanhetkelld 0, jonka jéilkeen jokaiselle testifunktioille
¢ € B(RY) piitee

n 1 - n,10 n(:
() = — Y 05 (vl (id),
i'=1

jolloin hiukkasjirjestelman méaritelmén ehtojen

_n,(z+1)6 . =n . _ . . —n
a; =ay((i+1)0—) = Hl(lilfl)ts ay(t),

Elx(e) | Firl == B [0 Fis_| ol (i)

Koska mittamuunnos todennédkoisyysmittojen P ja P vililli ei aiheuta satunnais-
muuttujien jakaumaan muutoksia, niin odotusarvoehto

o | n,id ) _ —n,(i+1)d
E[oj, ]}"(ZH)(;,] na

on voimassa, jolloin lemman viite toteutuu myos todennikoisyysmitan P alaisuu-
dessa. O]

58Kun avaruus G on normilla varustettu vektoriavaruus, niin avaruuden G heikolla topologialla
tarkoitetaan topologiaa G*, jolla kuvaus x — f(x) on jatkuva kaikilla funktioilla f € G*.
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Lause 11. Todenndkdisyysmitta-arvoinen prosessi 7 = {n",t > 0} toteuttaa kai-
kille testifunktioille p € CZ(RY) rekursioyhtdlin

T2(0) = m(e) + / T(Ap) ds

n,go n,p
+ 577 + Mg

#3072 (B8~ 20,

missd prosessi S™¢ = {S;"? t > 0} on Fi-adaptoitunut martingaali ehdolla

(i+1) 6/\t

DY | H(Te) o)W () av

10]1 INt

ja prosessi M™¥ = {M;"¥ k > 0} on diskreettiparametrinen martingaali ehdolla

S Z Z (0 L (i0) — na",25> (U; (15)> . (15)

i=1 ] —1

Todistus. Kuvatkoon sigma-algebra Fis_ = o(Fs,0 < s < kd) ajanhetkeen k0 men-
nessi kertyneiden tapahtumien tietoa. Ajanhetkelld kd tapahtuu siis haarautuminen
k. Asetetaan lisdksi mitoiksi 75 = limy_, s 7}

Nyt ajanhetkille ¢ € [id, (i + 1)5) ja testifunktioille ¢ € CZ(RY) voidaan muodos-
taa rekursiokaaval

T () = 7o () + MM+ (s (9) — Tlh1ys(0)) + (77 (0) — 7i5()),  (16)

jossa prosessi M™¥ = {M"¥,j > 0} toteuttaa ehdon
J
M2 =3 (mis() = s ()
k=1
kaikilla indekseilld j. Prosessin M™% martingaaliominaisuus seuraa lemmasta
jonka lisiksi se toteuttaa myos ehdon , silla mitoille 775 ja m}'s_ patevat ehdot
n _1 g nk55 . n . 7n,k65
Tes = EZ J n (kb) Ja 7Tk5_Zaj, v;l,(kzé)‘
i'=1 j'=1

Muodostetaan seuraavaksi yhtalon oikean puolen kolmas ja neljas termi.
Hyodynnetaén Iton lausetta, hiukkasjirjestelmamuuttujien v} ja o méaritelmia se-
ki havaintoprosessin Y ja Wiener-prosessin riippumattomuutta. Nyt kaikille testi-
funktioille p € CZ(R?) piitee

d (a (t)p(v} (1)) = aj (t) Ap(v] (¢)) dt

®9Erikoistilanteena Y ,_; = 0.
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ja

d< aZ(t))= ag (A" (vi(t)) dYy,

k=1 k=1

jolloin jokaiselle osa-aikavilin ajanhetkelle ¢t € [kd,(k + 1)0) ja indekseille
k=0,1,...,: patee

T (@) = Thnys(p) = /( s d (Z d?s@@}"‘@)))

_ / | @)
| S
=/ msn(Ap)ds
(k—1)8
£30 [ ) — mR ) x (@Y7 = R h) b
r=1 (k*1)5
+2 /(k_m a;(s) (V) "o) (v (s) AV, (17)

Ottamalla osa-aikavilin oikean puolen raja-arvon t — kd pdadytdan yhtdloon

ko

oo (9) —wlaple) = [ (A ds
n_ ks A
DN RRCCICORCIREAD
s
30 [ ) = w2 w2 x (@7 = (k) ),

jolloin lauseen rekursioyhtild toteutuu timéin yhtilon seki yhtildiden ja
perusteella. O

6.1 Ratkaisu osittaisdifferentiaaliyhtalon avulla

Kisitelldédn ennen jatkuva-aikaisen suodinongelman ratkaisuun soveltuvan hiukkas-
suotimen esittdmisté toisenlaista osittaisdifferentiaaliyhtéloiden teoriaan perustuvaa
numeerista ratkaisutyylia. Kuvattava menetelmé [11][Luku 8.5] hyodyntéé signaali-
prosessin epanormalisoidun ehdollisen jakauman mittaa p;. Osittaisdifferentiaaliyh-
taléiden numeeriseen ratkaisuun kehityt menetelmét toimivat tehokkaasti suodinon-
gelman ratkaisuun ulottuvuuksien lukumééaran ollessa pieni.
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Olkoon 0 < t,, < --- tasavilinen aika-avaruuden jako, jossa aikavélien erotus on
A = t, — t,_1. Todennikdisyysmittaa p;, (z) approksimoidaan siis mitoilla p5(z),
jossa tilasiirtym# mitasta p5 () mittaan p5 (z) noudattaa kuvattavaa menetelmés.

Merkitddn ehdollisen todenn#koisyysmitan prioriestimaattia notaatiolla
ph = py. . Ensimmaéisessi vaiheessa pyritddn estimoimaan ftilasiirtyméa valilla
[tn—1,t,] ratkaisemalla Fokker—Planck—diﬁ'erentiaaliyhtéilém

i s
o e

n JERNVAN
ptn_l _pn—l'

missié operaattorilla A* tarkoitetaan toisen asteen differentiaalioperaattorin A ad-
jungoitua operaattoria eli

Ap = i qi 09 +ifia¢
5 Ordr; 4 Ox;
i=1,7=1 1
d d
o? g o
A*p = b\ i
7 i:1zj:1 O0x;0x; (a”¢) ; or; (f'¢)

Kisiteltava differentiaaliyhtilo voidaan ratkaista numeerisesti hyodyntamalld impli-
siittistd Eulerin menetelméd. Ratkaistaan siis aluksi yhtdlo

]57% - AA*ﬁﬁ - @ip (18)

jonka jilkeen toisessa vaiheessa korjataan estimoitua priorimittaa p5 havainnon Y;,
avulla. Médritelldin muuttuja 25 ehdolla

1 I 1
e Vi) = 5 / R ds (T, W)

Midritelldéin lisiksi ehdollinen todennikdisyysmitta p5 kaikille muuttujille z € R?
Kallianpurin-Striebelin kaavan avulla

P (2) = cath' Dy (2),

missé funktio ¥2 noudattaa ehtoa

520 = ewp (~3A12 ~ 1))

ja muuttuja ¢, on normalisoiva vakio ehdolla

/ pa(2)dz = 1.
Rd

Kun signaalin muutosten generaattorin oletetaan olevan toisen asteen differenti-
aalioperaattori A, niin yhtalod (18]) voidaan approksimoida vélillisesti approksimoi-
malla differentiaalioperaattoria A. Tétd varten hyddynnetddn numeerista differens-
simenetelmii d-ulotteisessa tasavilisessd taulukossa Q" jota rajaa reunapisteiden

60Lisitietoa on esimerkiksi lihteess |7]|[Luku 5.2
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joukko h = (hy,..., hy). Kun ¢ on Borel-mitallinen testifunktio ja vektorit e; ovat
koordinaatin ¢ yksikk6vektoreita, niin derivaattojen approksimaatiot pisteessi x dif-
ferentiaalioperaattorille A ovat

o(x + eh;) — p() kun fi(x) >0

do| hi
Oxi|, - —eih; ’
v #(z) gph(x ¢ ), kun f;(z) <0
Pol ez +eh) = 20(x) + p(x — ehy)
07|, 2
(1 <<P(35+€ihi+ejhj)*%0(z+eihi) _ plzteihj)—p(x)
2h; by Py
p(x)—p(r—ejh;) . p(x—eih;)—p(x—eh;—ejh
02y 5 + » T > kun a;; > 0
Or;0x; |~ ) L (elteh)—p@tehi—eh;)  pl@)—pla—ejhy)
Iz 2h; h; h;
+90(ff+ej;;]:)*¢(x) _ p(z— ezhz+ejzj) p(z—e; z)) kun ai; < 0.

\

Asetetaan jokaiselle taulukon jisenpisteelle x € Q" joukko V" pisteiti, joihin pis-
teestd x on mahdollista edeta eli

Vh(l') = {I’ + Eieihi + 5jejhj, kaikilla €i,&j € {—170, 1},2 7é j}

Merkitién lisiksi joukolla N"(x) pisteen x seki sen lihimpien naapureiden muodos-
tamaa joukkoa eli

N"(2) = {x + e1e1hy + -+ - + eqeqha, kaikilla g; € {—1,0,1}}.

Differentiaalioperaattoria A approksimoi operaattori A", joka noudattaa ehtoa

ZAhxy Y)

yeVh(z)

missi kertoimet A" pisteille z € Q" perustuvat ehtoihi

d
(At(e,2) = = T, [aa(@) = Sypm i ool - S £ £
AN,k eih) = (o) = 550 (@) + £ ()

(
(
Az, @ + eshi £ ejhy) = g5-a3;(2)
(
(

h 1 :i:(

s

x,x — eh; Fejh;) = S

Ah

x,y) = 0, kun muut ehdot eivit toteudu.

61 Notaatioilla tarkoitetaan siis 2+ = max(z,0) ja 2~ = min(x, 0)
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6.2 Hiukkassuodinalgoritmi jatkuvassa ajassa

Késitelladn seuraavaksi jatkuva-aikaisen hiukkassuotimen numeerinen algoritmito-
teutus. Hiukkasten lukuméiréiksi asetetaan n ja hiukkaset haarautuvat ajanhetkelld
ko. Jokainen haarautumisaikavili [(k — 1)d, ko] jactaan edelleen parametrin m osoit-
tamaan maardin tasavalisid osa-aikavileja, eli haarautumisaikavélien osavilien pi-
tuus on 0/m. Parametrien 0 sekd m valinta riippuu havaintoaikavélien pituuksista,
ja hankaluutta jatkuva-aikaisen hiukkassuotimen hyodyntimisessi aiheuttaa varsin-
kin ajallisen diskretisointiparametrin § valinta. Suurella §-arvolla diskretisointiharha
on suuri, kun taas pienelld arvolla hiukkassuotimen laskentakompleksisuus kasvaa
suureksi [12][Luku 19.4].

Hiukkaset alustetaan jakauman estimaattiin my perustuen, joka voidaan muo-
dostaa esimerkiksi normaalijakauman avulla. Havaintojen Y; oletetaan olevan kiy-
tettavissid ajanhetkelld ¢, joka on 0/m-jaollinen kokonaisluku. Ajanhetkien vélilla
hyodynnetiin Eulerin menetelméii approksimoimaan numeerisesti hiukkasten kehi-
tysta.

Aiemmin kuvatun haarautumisalgoritmin sijaan voidaan my6s hyodyntia toisen-
laisia menetelmid uuden hiukkasjoukon muodostamista varten, muttei nditd kuiten-
kaan késitelld. Kuvattava uudelleenotantamenetelmi muodostaa myos multinormaa-
lin jilkeldisjakauman, jonka tunnetaan olevan epioptimaalinen. Tehokkaampia uu-
delleenotantamenetelmi on kehitetty, muttei naitakain kasitelld tassa tutkielmassa.
My6s muita stokastisten differentiaaliyhtéléiden approksimoimiseen hyédynnettévid
algoritmeja voi hyodyntdd tdméan jatkuva-aikaisen hiukkassuotimen numeerisessa to-
teutuksessa.

Algoritmi 3 Hiukkassuotimen alustus, ¢ = 0

alusta t < 0, m
kaikille j = 1,...,n suorita
v;(0) < 7o(+)
(lj(O) +—1

o < % Z?:l 5’%‘(0)

Algoritmi 4 Hiukkasten kehitys

kaikille [ =0,...m — 1 suorita

kaikille j =1,...,n suorita
AV <« Uusi normaalijokautunut p-ulotteinen satunnaisvektor:
vj(t+3/m) — v;(8) + F0 (1)) - 5/m + o (vy(1)) - AV - /5T
byt +0/m) = h(vs(D)T - (Visaym — Yo) — (6/2m) - [1h(u; (1)1
aj(t+06/m) < a;(t) - exp(b;(t +/m))

t<—t+d/m

S0« Y a)

T 557 2 4 (8) - 0oy 0)
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Algoritmi 5 Hiukkasten haarautuminen

kaikille j = 1,...,n suorita

o <>HJ<>/Z<>

kaikille ;' = 1,..., n suorita

L Mddriti hiukkasen j jilkeldiset aiemmin kuvatun haarautumisalgoritmin
avulla, perustuen painokertoimiin a;(t) ja sijainteihin v;(t).

Uusia hiukkasia on nyt n kappaletta uusilla sijainneilla.

Uudelleenindeksoi hiukkaset vdlille 1,...,n

kaikille j = 1,...,n suorita

t a;(t) <1

Algoritmi 6 Hiukkasten uudelleenotanta

kaikille j = 1,...,n suorita
a <>ea]<>/z<>
kaikille ;' = 1,..., n suorita

Valitse uusi sijainti vj(t) hiukkasjoukosta hyodyntimdlli hiukkasten normali-
soituja painokertoimia a;(t) todenndkdisyyksing. Palauta sijainti joukkoon seu-
ragvaa iteraatiota varten.

Uudelleenindeksoi hiukkasten sijainnit otoksella v;(t)

kaikille j = 1,...,n suorita

t a;j(t) <1
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7 Suodinteorian sovelluksista

Suodinteoriaa sekd hiukkassuotimia hyddynnetddn laaja-alaisesti eri tieteenaloilla.
Esimerkit perustuvat lahteisiin [3|[Luku 1.1] [7][Luku 3] [15][Luku 2.4] [10]{Luku 7].

Hiukkassuotimia voidaan hyddyntié esimerkiksi kohteenseurantaan, jolla tarkoi-
tetaan sensorimittausten perusteella paateltavii tietoa siité, miten jokin kohde liik-
kuu. Sensoreina voivat toimia esimerkiksi aktiivi- tai passiivitutkat, radiovastaanot-
timet sekd kamerat. Ndiden sensoreiden ja niiden perusteella saatavien havaintojen
avulla voidaan paatelld esimerkiksi kohteen suunta, nopeus sekd kiihtyvyys. Mita
enemmén sensorihavaintoja on hyédynnettévissi, sitd paremmin niiden perusteella
voidaan seurata esimerkiksi robotin, auton, satelliitin taikka lentokoneen liikerataa.
Monimutkaisempana sovelluksena on esimerkiksi seurata useampaa kohdetta samo-
jen mittaushavaintojen perusteella samanaikaisesti.

GPS-navigointi on laaja-alaisesti kiytetty satelliittipaikannusjirjestelma, joka
hyodyntda kellosignaaleiden ldhettdmistd vastaanottimille. Namé vastaanottimet
hyodyntéivit matemaattisia suotimia paikannustarkkuuden parantamiseen ja tdhén
kiaytetaankin tyypillisesti esimerkiksi Kalman-Bucy-suodinta tai sen muunnelmia.

Inertiaalinavigointia voidaan taas hyodyntdd ympéristosséd, jossa esimerkiksi
GPS-satelliitteihin ei saada yhteytta. Téméantyyppiselld navigointimenetelmélla tar-
koitetaan kiihtyvyysanturien sekii gyroskooppien avulla kerdttivaéd dataa, jonka pe-
rusteella esimerkiksi robotin oman sijainnin méarittdminen liikkeessd on mahdol-
lista. Ndiden anturien tuottamaan aikasarjadataan voidaan soveltaa suodinteorian
menetelmid paremman tilatiedon aikaansaamista varten. Vastaavasti ndiden antu-
reiden kalibrointiinkin voidaan hytdyntia suotimia.

Robotiikassa usein kiytetty samanaikaisen paikannuksen ja kartoituksen mene-
telmd®| hyodyntii erityisesti hiukkassuotimia. TAmin menetelméin avulla autono-
miset jirjestelmét voivat toimia niille aiemmin tuntemattomissa ymparistoissi, ja
mitd kauemmin ne viettévat tietyssd ymparistossa aikaa, sitd enemmén ne sen omi-
naispiirteitd myos oppivat.

Monet ladketieteelliset laitteet sekd menetelméit hyodyntavat suotimia muodos-
taakseen tietoa taikka parantaakseen sen laatua. Téllaisia laitteita tai kiyttotarkoi-
tuksia ovat esimerkiksi aivoséhkékdyréin@ seka aivomagneettikéyréin@ muodostus-
tekniikat. Lisdksi suotimia ollaan hyddynnetty toiminnallisessa magneettikuvauk-
sessal™| seki diffuusissa optisessa tomografiassa®| Niilli menetelmilld pyritéiin siis
muodostamaan kdsitystd aivojen tilasta.

Neurotieteellisissa sovelluksissa suotimia voidaan hyodyntdd esimerkiksi aivo-
kilyttoliittymissidf '] joiden avulla aivojen tuottamilla sihkosignaaleilla voidaan kont-
rolloida esimerkiksi ulkoisia laitteita, kuten proteeseja. Suotimia voidaan hyédyntaé
my0s biologisissa sovellustilanteissa, kuten ekologiassa populaatiokasvun méaaritta-
misessa taikka epidemiologiassa infektiotautien levidmisen mallintamisessa. Niilld on
my0s kdyttokohteita genetiikassa.

62engl. simultaneous localization and mapping (SLAM)
63engl. electroencephalography (EEG)

64engl. magnetoencephalography (MEG)

65engl. functional magnetic resonance imaging (fMRI)
66engl. diffuse optical tomography (DOT)

Tengl. brain—computer interface (BCI)
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Finanssimatematiikassa ajallisen tilan maarittdminen on myds tyypillinen on-
gelma, jonka lisdksi merkittdvd médrd aikasarjadataa on usein kiytettidvissd. Mo-
net finanssimatemaattiset mallit hyodyntavit myos stokastistia differentiaaliyhté-
16it4, jolloin naihinkin malleihin ja havaintoihin voidaan soveltaa suodinteoriaa pa-
rempien tilaestimaattien madrittdmistd varten. Tyypillinen esimerkki suodinteorian
kdyttokohteesta on esimerkiksi tietyn omaisuuden tai arvopaperin reaaliarvon tai
volatiliteetin maarittdminen.
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8 Yhteenveto

Téasséd tutkielmassa esitettiin suodinteorian ldhtokohtia seké numeeristen menetel-
mien teoriaperusteita noudattaen todennakoisyysteorian tasmaéllisyytta. Késiteltyja
tuloksia sekd menetelmié on jatkokehitetty merkittdvasti teorian osalta, kuten myos
sovellustilanteita varten. Merkittdvd méaard suotimien teoreettisiakin ominaisuuksia
on todistettu esimerkiksi konvergenssin osalta, joita ei kuitenkaan téassé tutkielmassa
késitelty kovinkaan laajasti.

Parhaimman ratkaisun tai tilaestimaatin l6ytdmiseen hyodynnettavit iteratii-
viset estimointimenetelmét ovat monen sovellustilanteen kannalta mielekkdita. Pe-
riaatteellisesti varsinkin hiukkassuotimien toimintaperiaatetta voidaan pitdda myos
ymmarrettivina ja intuitiivisena. Samalla niiden teoriarakenne kuitenkin perustuu
merkittavian maarddn tuloksia todennakoisyysteoriasta ja Bayesilaisesta estimaat-
toriteoriasta, jonka tulkinta ja ymmartdminen saattaa olla aikaavievia.

Satunnaisuuden johdosta monet suodinteorian menetelméit saattavat kiyttiaytya
sovelluksissa myos odottamattomasti. Suotimien maérittamat estimaatit eivit valt-
tamétta ole jarkevia sovellettaessa niitd tilanteisiin, tapahtumiin tai havaintoihin,
joissa niita ei ole testattu. Suodinteorian menetelmid sovellettaessa on siis myos
olennaista tulkita hyodynnetyn suotimen aiheuttamia virhetilannemahdollisuuksia.
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