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Tama pro gradu -tutkielma on kirjallisuuskatsaus, joka késittelee virhekasityksia
geometriassa yldkoulussa. Tutkielmassa tarkastellaan yldkoulun oppilaiden yleisim-
pia virhekésityksid geometriassa ja keinoja, joilla niita voidaan huomioida opetukses-
sa. Lisdksi tutkielmassa perehdytdan virhekésityksen maééritelméén ja niiden mer-
kitykseen ylakoulussa, sekd geometrisen kisitteenmuodostuksen teorioihin.

Tutkimustulosten perusteella havaittiin, etta kaikilla geometrian osa-alueilla esiintyy
paljon erilaisia virhekasityksid, joiden yksi isoimmista syistd on hahmotusvaikeudet.
Virhekasitykset liittyvét usein késitteiden sekoittamiseen, virheelliseen méaéarittelyyn,
luokitteluvirheisiin ja geometristen kuvioiden kuvaamiseen. Liséksi oppilaiden ma-
temaattisen abstraktiokyvyn ja geometrian virhekésitysten vélilla havaittiin olevan
yhteys.

Virhekasitysten tiedostaminen on hyvé ldhtokohta opetuksen suunnittelulle. Niitd
voi huomioida eri tavoin opetuksessa ja opetukseen valmistautuessa. Erilaiset ope-
tusmenetelmét voivat auttaa oppilaita hahmottamaan geometrisia késitteitd parem-
min. Tutkimus tarjoaa kiytannon vinkkeja opettajille virhekasitysten havaitsemiseen
ja korjaamiseen, kuten visuaalisten vélineiden ja teknisten apuvélineiden hyddynta-
minen opetuksessa ja mahdollisimman monenlaisten geometristen kuvioiden laajan
hyodyntédmisen opetuksessa.

Tutkimustulokset voivat hyodyttaa tulevia ja nykyisia matematiikan opettajia geo-
metrian opetuksen kehittdmisessd sekd tarjota uusia ndkokulmia virhekasitysten
huomioimiseen opetuksessa.
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1 Johdanto

Geometria on matematiikan keskeinen osa-alue, jolla on térkeé rooli yldkoulun ma-
tematiikan opetuksessa (Opetushallitus 2015). Yldkoulun geometrian opetuksessa
kohdataan kuitenkin usein tilanteita, joissa oppilailla on virhekéasityksia eri kasit-
teistd ja menetelmistd. Namé virhekéasitykset voivat muodostua monista eri syista,
kuten aikaisemmista oppimisvaikeuksista, epatarkoista kasitteistd tai vaaristyneista
intuitioista.

Téaman tutkielman tarkoituksena on tarkastella néitd virhekéasityksia ylakoulun
geometrian kontekstissa. Tutkielmassa pyritddn selvittdméaan, mitkd ovat tyypilli-
simmaét virhekésitykset ja mistd ne johtuvat. Liséksi tarkastellaan keinoja, joilla
opettajat voivat huomioida néitd virhekésityksia opetuksessa. Tutkielman tavoit-
teena on tarjota konkreettisia suosituksia opettajille virhekésitysten huomioimiseksi
ja korjaamiseksi seké pyrkid parantamaan geometrian opetusta ylakoulutasolla.

Kiinnostuin aiheesta tehdessdni seminaaritutkielmaa pedagogisten opintojen ai-
kana. Seminaarityoni aiheena oli Geometrian heikko osaaminen. Tutkimuksessa il-
meni, ettd geometrian osaaminen on heikolla tasolla ja perustaidot ovat heikosti
hallussa. Geometrian osaaminen on myos heikommalla tasolla verrattuna muihin
matematiikan osa-alueisiin. Tutkielma tarjoaa yhden syyn siihen, miksi geometrian
osaaminen on niin heikolla tasolla, nimittdin monet siihen liittyvét virhekésitykset.

Olen itse opettajana havainnut, ettd monilla oppilailla on paljon haasteita geo-
metrian kanssa. Tama heratti minussa halun syventyé aiheeseen tarkemmin ja tut-
kia keinoja, joilla oppilaita voi auttaa virhekésitysten kanssa. Lahtokohtana tdhan
on tietenkin itse opettajana tietdd ja tunnistaa virhekésitykset, jotta niihin voidaan
puuttua tehokkaasti. Ymmarrys yldkoulun geometrian virhekéasityksistd on ensiar-
voisen tirkeda opetuksen kehittdmisessé ja oppilaiden matemaattisen osaamisen tu-
kemisessa. Toivon, ettéd tama tutkielma tarjoaa arvokasta tietoa ja ndkokulmia, jotka
auttavat parantamaan geometrian opetusta yldkoulutasolla.

Tama pro gradu -tutkielma on toteutettu kirjallisuuskatsauksena, johon on py-
ritty loytaméaan kattavasti kaikki aihetta kasittelevét tieteelliset julkaisut. Kootun
aineiston perusteella olen pyrkinyt muodostamaan eheén kokonaisuuden, jossa pe-
rehdytaéan kattavasti erilaisiin virhekésityksiin ja niiden huomioimiseen opetuksessa.

Tutkielma jakautuu useaan lukuun, jotka esittelevit virhekésitysten syntymis-
mekanismeja, geometrisen kasitteenmuodostuksen teorioita, yleisimpia geometrian
virhekésityksid ja niiden havaitsemisen keinoja sekd keskeisia tuloksia ja pohdinto-
ja. Tutkielman toisessa luvussa méaritelladn virhekasitys ja sen syntymisen mekanis-
mi. Lisaksi késitelladn virheen ja virhekésityksen eroa ja virhekésitysten merkitys-
ta opetuksessa. Kolmannessa luvussa esitellddn geometrisen kasitteenmuodostuksen
teorioita. Luvussa tarkastellaan teorioita, jotka selittavat geometristen kasitteiden
oppimista ja ymmartamisté. Neljannessa luvussa kiyydaan lapi, mita ovat geometrian
keskeiset osa-alueet yldkoulussa ja miten geometrian opiskelu ja késitteiden muodos-
tus etenee alakoulusta yldkouluun. Viidennessa luvussa esitellaén tutkimuskysymyk-
set ja -menetelmat. Seuraavissa luvuissa pyritddn vastaamaan tutkimuskysymyksiin.
Luvussa kuusi kasitelldan yleisimpié virhekéasityksia ja sitd, miten ne ilmenevat se-
k& syita niiden takana. Virhekésitykset on jaettu kuuteen eri osa-alueeseen, jotka
ovat kolmio, kulma, monikulmiot, muunnosgeometria, kolmiulotteiset kappaleet se-



ki sanalliset tehtavat ja todistaminen. Luvussa seitseman késitellddn keinoja, miten
opetuksessa voi huomioide luvussa kuusi esiteltyja virhekasityksid. Kahdeksannessa
luvussa kootaan yhteen keskeisimpia tuloksia ja pohditaan niiden merkitysté. Lisdk-
si luvussa pohditaan tutkimustuosten hyodynnettavyytté ja jatkotutkimusmahdol-
lisuuksia.



2 Virhekasitys

Oppilailla on usein erilaisia virhekésityksié, jotka aiheuttavat oppilaissa hdmmen-
nysté ja tekevat uusien asioiden opiskelun haastavammaksi, koska matematiikassa
uusi tieto rakentuu usein vanhan tiedon paélle. Téassa luvussa méaritellaan virheka-
sitys ja kdaydaan lapi mekanismi, jolla se syntyy. Lisaksi késitelldan eroja virheiden
ja virhekasitysten valilld sekd kdydadn lapi, miten virhekasitykset tunnistaa ja voi
ottaa huomioon.

2.1 Virhekasitys matematiikassa
2.1.1 Virhekasityksen mairitelma

Virhekdasitykset ovat vaarinymmarryksia ja vadrinkasityksié, jotka pohjautuvat op-
pilaiden naiiveista teorioista, ja estévit oppilaiden rationaalisen padttelyn (Ojose
2015). Matemaattiset virhekésitykset ovat késityksid, jotka perustuvat virheelliseen
tai keskenerdiseen pééttelyyn, jota ei ole késitteellistetty kunnolla (Dingman et al.
2019). Yleisid geometrian virhekésityksid ovat esimerkiksi nelio ei ole suorakulmio,
suorakulmio ei ole suunnikas ja muut kuvioiden tunnistamis- ja luokitteluvirheet
(Kadarisma, Fitriani ja Amelia 2020). Virhekésitys voi ilmetéd oppilaan mielessé vir-
heellisend kuvana tai tulkintana geometrisesta ilmidsta. Usein oppilaiden virheké-
sitykset paljastuvat ennustettavissa olevien tyypillisten ja toistuvien virhemallien
avulla, jotka ovat seurausta matemaattisesta ajattelusta, joka perustuu virhekasi-
tyksiin (Dingman et al. 2019; Ojose 2015). Virhekésitykset voivat johtua monesta
eri asiasta, esimerkiksi opettajasta, oppilaasta tai opiskelijalle sopimattomasta ope-
tusmenetelmésté (Riswandi, Nursalam ja Baharuddin 2022)

2.1.2 Virhekasityksen syntymisen mekanismi

Virhekésityksia syntyy, kun oppilaat eiviat ymmaérra menetelmien taustalla olevia ké-
sitteitd tai eivit kykene yhdistdméaén késitteitd menetelmiin (Dingman et al. 2019).
Oppilaat tekevit yleenséd kahta eri muotoa olevia virheita: kasitteellisid virheité ja
suoritusvirheita. Késitteelliset virheet liittyvat ymmarryksen puutteeseen, jotka il-
menevat rakenteellisina ja mielivaltaisina virheind. Rakenteellisiin virheisiin liittyy
ongelman valisten suhteiden tai olennaisten periaatteiden vadrin ymmartaminen.
Mielivaltainen ratkaisu tapahtuu ilman sitoutumista ongelman alkuperéisiin lah-
tokohtiin tai ehtoihin. Mielivaltaiset virheet johtuvat aiemmista kokemuksista tai
vaikutteista, jotka voivat ohjata ratkaisuprosessia poikkeamaan alkuperiisistd an-
netuista tiedoista. Suoritusvirheita tapahtuu, kun jonkin tehtévan suorittamisyritys
epdonnistuu tai se suoritetaan vain osittain. (Ojose 2015)

Virhekésityksida syntyy myos osittain siksi, ettd opiskelijoilla on tarve ymmaér-
tdd saamansa opetus ja ohjeet. Opetus tai tehtévéin ohjeet siis ymmaérretdén jollain
tapaa vaarin, jolloin syntyy virhekéasitys. Virhekésityksid syntyy myos siksi, etta
oppilaat ovat opetelleet ulkoa sdintojé ja luottavat niiden toimivan kaikkiin aiheen
tehtaviin. Kun vastaan tulee tehtavé, joka vaatisi kasitteellista tietoa oppilas kayttaa
ilman ohjausta tehtdvaan sopimatonta sdantoa luoden niin itselleen matemaattisen
virhekasityksen. Matematiikassa sadnnot muuttuvat jatkuvasti riippuen késitteesta



ja matemaattisesta operaatiosta, joten virhekésityksia ilmenee usein. Matematiikas-
sa on myo6s mahdollista, ettd virheet kumoavat toisensa, jolloin paadytaan oikeaan
ratkaisuun virheistd huolimatta. Tama johtaa siihen, ettd oppilaat pitavat virheka-
sityksistaén kiinni. (Ojose 2015)

Matematiikan oppikirjoissa ei yleenséa késitella suoraan opiskeltaviin aiheisiin liit-
tyvia virhekasityksid. Tamén takia opettajalla on térked rooli minimoida virhekasi-
tysten syntyminen. Useat virhekésitykset myds toistuvat jokaisella luokalla, joten on
tarkeda, ettd matematiikan opettajat tekevét yhdessa toita virhekasitysten korjaa-
miseksi. Opettajien siis tulee olla tietoisia matematiikan virhekasityksistd. Opetta-
jien tietoisuuden lisddminen ja tehokkaiden virhekésityksia korjaavien strategioiden
kehittdminen auttaisivat oppilaita ymmaéartaméan matemaattisia kasitteita oikealla
tavalla. (Dingman et al. 2019)

2.2 Virheen ja virhekasityksen ero

Virhekasitykset ilmenevét usein virheind, mutta kaikki virheet eivét kuitenkaan joh-
du virhekésityksistd. Huolimattomuusvirheiden ja virhekasityksistd johtuvien vir-
heiden ero on siiné, etta ellei virhekésitysta korjata, oppilas jatkaa samaa vaaraa
menettelytapaa tai padttelyd, eli virhe toistuu aina yhé uudestaan (Dingman et al.
2019). Oppilaat tekeviit virheitd, kun he lukevat tehtévinannon véérin, muistavat
asioita vadrin tai ovat huolimattomia (Ryan ja Williams 2007).

Opettajan on tarkedd ymmartad, misté virhekésitys syntyy. Kun oppilaiden an-
netaan selittdd oma paattelyketjunsa opettajan ja oppilaan on mahdollista tunnistaa
virheellinen péaattely. Kun opettaja tunnistaa yleiset virhekéasitykset, hén voi aktiivi-
sesti tukea oppilaiden proseduurista oppimista integroimalla sen vahvaan kéasitteelli-
seen tietoon. (Dingman et al. 2019) Yleensé virheen luonteen ja l&hteen tunteminen
auttaa opettajia suunnittelemaan tapoja opettaa asiat niin, ettd oppilaat hyotyvat
opetuksesta (Ojose 2015).

Pelkén virheen korjaaminen ei riitd, jos kyse on virheesté, joka johtuu virhekési-
tyksesta. Virhekésityksen kumoamiseksi opettajan on esitettéva useita késitteellisid
kokemuksia, kuten konkreettisia esimerkkejd ja harjoituksia, jotta oppilaat ymmér-
tavit kisitteen oikean merkityksen. (Dingman et al. 2019) Opettajien on myos hy-
vaksyttava tietty epavarmuus, joka liittyy virhekasityksen tunnistamiseen. Varmin
tapa tunnistaa virhekésitys on keskustella oppilaan kanssa hénen perusteluistaan
diagnostiseen tehtéviadn liittyen. (Ryan ja Williams 2007)

Havainnot oppilaan osaamisesta voidaan jakaa kahteen tasoon, pintatasoon ja
syvempadn tasoon. Tama jako esitetdén taulukossa 1. Pintason havainnot kokenut
opettaja kerdd helposti kokeista ja testeistd. Opettaja tunnistaa ja osaa ennakoida
monia virheitd, vaikka hénelld ei olekaan selittdvaa teoriaa. Pintatasolla opettajan
on helppo tunnistaa virheet ja tarjota oikea vaihtoehto mahdollisesti perustelujen
kanssa. Syvempi taso on kokeneillekin opettajille haastavamapi ja vaatii teoreettisia
késityksid virhekasityksen tunnistamiseksi ja siihen liittyvan opetussuunnitelman tai
strategian kehittdmiseksi, joka liittyy tai on ristiriidassa taustalla olevien virheka-
sitysten kanssa. Uskotaan, ettd virhekésitysten tunnistaminen edellyyttaa oppilaan
kehitysvaiheen ymmaéartamista ja on ratkaisevan tarkedé tehokkaan késitteellisen ope-
tuksen kannalta. (Ryan ja Williams 2007)
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Taulukko 1: Pinta- ja syvemmén tason erottelu (Ryan ja Williams 2007).
Oppilaan tieto Arviointi Pedagogiikka
Pintataso: Virhe Koe/testi Virheen korjaus
tehtavin vastaus
Syvéllisempi taso: | Virhekésitys | Oppilaan selitys | Vuorovaikutus
selitys/péattely/ ja ristiita
perustelu

2.3 Virhekasitysten merkitys opetuksessa

Virhekésitykset héiritsevit oppimista, koska oppilaat kidyttavit niitd tulkitakseen
uusia asioita. Opettajien on tarkedda lahestya uutta aihetta tutkivan toiminnan kaut-
ta, jossa hyodynnetdén oppilaiden aiempia tietoja ja taitoja, seké kyseenalaistetaan
mahdolliset virhekésitykset (Dingman et al. 2019). Tutkimuksen ja keskustelun avul-
la oppilaat pystyvéit kehittdméan omaa ajattelua. Télloin mahdollisia virhekasityksia
usein syntyy vihemmaéan. Opettajien on hyddyllista tietdd ja osata tunnistaa erilaisia
virhekasityksid ja ymmartad, ettd ne eivit johdu oppilaiden tietdméattomyydesta tai
oppimisvaikeuksista. Virhekésitykset voidaan usein tuoda esiin, mutta pelkastdaan
virheiden esiintuominen ei poista virhekasityksié, vaan on olemassa opetustekniikoi-
ta, jotka usein auttavat kumoamaan ja vihentdméén virheiden vaikutusta. (Ojose
2015) Virhekésitysten selvittdminen opetuksessa voi olla aikaa vievid, mutta niiden
korjaaminen on ratkaisevan térkedéd oppimisprosessin onnistumisen kannalta (Ryan
ja Williams 2007).

Virhekasitysten kumoaminen ja ehkiiseminen on tarkeéda, jotta virhekésitykset
eivit saily oppilailla pidempéén, esimerkiksi ylemmalle luokka-asteelle siirryttéessa.
Tutkimukset ovat osoittaneet, ettd virhekésitykset, jotka sdilyvéit oppilailla pitkdan
ilman, ettd niitd havaitaan, vaikuttavat negatiivisesti tuleevaan matematiikan oppi-
miseen. (Ojose 2015)

Opettajien tulee tiedostaa, ettéd oppilailla on luokkaan tullessaan erilaisia virhe-
késityksid, joita opettajien on pyrittdva havaitsemaan sekd tekeméin toitd niiden
korjaamiseksi. Opettajien tulee ymmértéaa, ettd oppilaat voivat voittaa virhekési-
tykset hyvén suunnittelun ja tehokkaiden mahdollisuuksia tarjoavien opetusstrate-
gioiden avulla. (Ojose 2015)



3 Geometrisen kasitteenmuodostuksen teorioita

Edellisessa luvussa tarkasteltiin virhekésitysten merkitysté ja niiden vaikutuksia ma-
tematiikan oppimisessa. Téassa luvussa kasitelldadn geometrisen késitteenmuodostuk-
sen teorioita, jotka tarjoavat laajempaa nakokulmaa oppilaiden geometristen késit-
teiden hahmottamiseen. Ymmartéamaélla naita teorioita voidaan paremmin hahmot-
taa, miten oppimisprosessi etenee ja miten opetus voidaan suunnitella tehokkaasti
tukemaan oppilaiden geometristen taitojen kehittymistd. Luvussa késitelladn van
Hielen teoria ja figuraalisten késitteiden teoria.

3.1 Van Hielen teoria

Van Hielen 1950-luvulla esitteleméa teoria geometrisesta kasitteenmuodostuksesta
on edelleen laajalti kiytetty kuvaamaan geometristen ajattelutapojen kehittymista
(Silfverberg 2018). Teorian keskeinen periaate on, ettd oppijan késitetaso kehittyy
viiden hierarkkisen tason kautta, ja siirtymé ylemmaélle tasolle edellyttaa alemmalla
tasolla hankittuja kokemuksia ja taitoja (Fuys, Geddes ja Tischler 1988; Silfverberg
2018). Van Hielen tasot eivét ole sidoksissa oppijan ikdén tai biologiseen kypsymi-
seen vaan heijastavat oppimisprosessin tuloksia (Fuys, Geddes ja Tischler 1988).
Viisi tasoa voidaan yksityiskohtaisesti kuvata seuraavasti:

Taso 1: Visualisoinnin taso

Perustasolla kuvioita tarkastellaan kokonaisuuksina ja liitetdén visuaaliseen havain-
tomaailmaan. Kuvioita tunnistetaan, nimetéén, lajitellaan, vertaillaan ja kuvataan
péddasiassa niiden visuaalisen muodon, ei niinkdan yksittaisten ominaisuuksien pe-
rusteella. Oppilas osaa tunnistaa ja nimetad geometristen peruskuvioiden tavanomai-
set esimerkit. Han pystyy visualisoimaan ja piirtaméaan peruskuvioiden malliesimer-
kit. Talla tasolla késitteet, kuten suorakulmio, saavat merkityksensa konkreettisten
esimerkkien kautta, kuten kuvailemalla suorakulmion muistuttavan esimerkiksi ik-
kunaa. (Silfverberg 2018)

Taso 2: Ominaisuuksien analysoinnin taso

Toisella tasolla oppilas analysoi kuvioita niiden ominaisuuksien ja ominaisuuksien
valisten suhteiden avulla. Oppilas 16ytda empiirisesti tietyn kuvioluokan ominai-
suuksia ja sdantoja esimerkiksi taittelemalla, mittaamalla, kiyttamalla ruudukkoa
tai kaaviota. (Fuys, Geddes ja Tischler 1988) Oppilas siis osaa 10ytdd ja kdyttda
hyvéaksi kaikkia tiettyyn kuvioluokkaan kuuluvia kuvioita yhdistdvia ominaisuuksia
(Silfverberg 2018).

Taso 3: Ominaisuuksien jarjestadmisen taso

Kolmannella tasolla oppilas todistaa lauseet deduktiivisesti ja osaa muodostaa kes-
kindisia suhteita lauseiden vilille (Fuys, Geddes ja Tischler 1988). Oppilas osaa
muotoilla méaaritelmié, tunnistaa riittavat ja valttdmattoméat ominaisuudet kuvioi-
ta maariteltdessa, ja kayttaa néitd ominaisuuksia hyodyksi tutkiessaan, kuuluvatko
tietyt kuviot toiseen kuvioluokkaan vai eivit (Silfverberg 2018).



Taso 4: Formaalin paattelyn taso

Neljannelld tasolla oppilas hallitsee systemaattisen ja deduktiivisen ajattelutavan,
joka on tarpeen geometrian formaalissa paattelyssd. Oppilas pystyy itsendisesti padt-
teleméddn seurauksia annetusta tiedosta ja todistamaan geometrisia lauseita. Han
osaa erottaa ongelman annetut tiedot ja osoitettavaksi edellytetyt tiedot toisistaan.
Oppilas ymmartad méaritelmén, aksiooman ja lauseen vilisen eron, samoin kuin
lauseen ja sen kaanteislauseen seké ehtojen valttaméattomyyden ja riittadvyyden eron.
Oppilaan geometrinen tieto on niin hyvin organisoitu, ettd han kykenee laatimaan
lauseelle itse todistuksen. (Silfverberg 2018)

Taso 5: Aksiomisysteemin ymmartimisen taso

Korkeimmalla Van Hielen tasolla oppilas pystyy vertailemaan erilaisia geometrioita
keskenéddn tarkastelemalla niiden eroja ja yhtaldisyyksid aksiomaattisina jérjestel-
mind. Té&lla tasolla oppilas kykenee esimerkiksi tutkimaan euklidisen geometrian
suorakulmiokésitteen mahdollisia vastineita muissa geometrioissa, kuten pallogeo-
metriassa. (Silfverberg 2018)

Viiden alkuperiisin tason lisdksi tutkimuksissa on havaittu, ettd myds tasoa 1, eli
visualisoinnin tasoa, alempi taso 0 on olemassa. Nollataso on haluttu ottaa mukaan
joihinkin tutkimuksiin, koska on olemassa oppilaita, jotka eivat ylla tasolle 1. Nol-
latasolla oppilas ei yleensa kykene erottamaan geometrisia muotoja virheettomasti
toisistaan, mutta oppilaan paéttely perustuu kuitenkin visuaalisiin skeemoihin, jotka
ovat kehityksen alkuvaiheessa. (Clements 1992)

Van Hielen teoria on myos kohdannut kritiikkid. Teoriaa on kritisoitu erityises-
ti teorian tasojen hierarkkisuudesta eli siitd, ettd se korostaa teorian rakentumis-
ta paallekkidin (Sharma 2019). Tutkimukset osoittavat, ettd sama oppilas voi olla
eri van Hielen tasoilla eri geometristen kisitteiden yhteydessa (Battista 2007; Blee-
ker, Stols ja van Putten 2013). Oppilaiden luokittelu eri van Hielen tasoille on myos
koettu haastavaksi (Sharma 2019). Tutkijat ovat laajentaneet van Hielen teoriaa esi-
merkiksi kuvailemalla eri tasoja tasogeometriasta avaruusgeometriaan ja uudelleen
tarkastelemalla tasojen luonnetta (Battista 2007).

3.2 Figuraaliset kasitteet

Figuraaliset kdsitteet ovat koulugeometriassa tarkasteltuja objekteja. Naihin liittyy
kuvioiden kautta syntyva visuaalinen mielikuva seké maéarittelyjen ja sanallisten ku-
vailujen kautta syntyvé kisitteellinen tulkinta. (Fischbein 1993) Useissa tutkimuksis-
sa on osoitettu, ettd ylakoulussa oppilaille on tyypillistd hahmottaa geometrian pe-
ruskésitteet prototyyppisind sumearajaisina konstruktioina (Okazaki ja Fujita 2007;
Silfverberg 1999). Tamé ilmenee liiallisena sallivuutena ja karsivana luokitteluna,
esimerkiksi neli6té ei pidetd suorakulmiona (Fischbein 1993).

Geometrisen késitteen oppimiseen liittyy kolme keskeistd komponenttia: itse ké-
site, sen esimerkit ja kasitettd méarittelevit ominaisuudet. Geometrian kasitteen
oppiminen vaatii kykya tehda induktiivisia yleistyksia tarkastelluista tapauksista ja
loogista paattelya yhteisten ominaisuuksien kombinoimiseksi kasitteen kuvaukseksi.
Prototyyppiteorioissa ajatellaan, etta késite syntyy ensin esimerkkitapausten syntee-
sind ennen kuin kisitteelle ominaiset piirteet nousevat tietoiseen tarkasteluun. Kos-
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ka koulugeometriassa kasiteltavilla kasitteilla on yleenséa selkeésti havaittava tausta,
on luonnollista olettaa, etta kisitteen oppiminen alkaa usein prototyyppisten kasit-
teiden muodostamisesta. Geometrian opetuksessa pyritddn selventdméin oppilaan
intuitiivisia prototyyppisia késityksid ja muuttamaan ne ajan myota tarkasti maa-
ritellyiksi késitteiksi. Koska useimmissa tilanteissa sekéd induktiiviset ettd deduktii-
viset oppimisprosessit ohjaavat kisitteenmuodostusta, oppilaan omaksuma geomet-
rinen kasite sisdltda usein seka selkedsti madriteltyja piirteitd ettd prototyyppisten
késitteiden epamadriisia piirteitd. (Fischbein 1993)

Trzcieniecka-Schneiderin analyysi osoittaa, ettd sekéd induktiivisessa ettd deduk-
tiivisessa késitteenoppimisprosessissa oppilaalle saattaa lopulta muodostua proto-
tyyppinen Késite yksittaisten tyypillisten esimerkkien kautta, ja kisitteen maéritte-
lyn kannalta oleelliset piirteet eivit valttdamatta erotu oppilaalle. Oppimisprosessi
voi tuottaa ymmaérryksen kisitteen ydinsiséllostd, mutta ei valttaméatta sen vaihte-
lusta tai sallivuudesta eri esimerkkien suhteen. (Trzcieniecka-Schneider 1993)

Geometrisen kisitteenmuodostuksen yhteydessa ilmenee karsinoiva luokittelu, jo-
ka johtuu usein prototyyppisesta kisitteenmuodostuksesta. Esimerkiksi oppilaat voi-
vat valttdaa hierarkkista luokittelua geometrisissa késitteissé, kuten kolmioissa, suo-
rakulmioissa ja monikulmioissa, perustellen valintansa niiden visuaalisella tyypilli-
syydelld. Téama ilmi6 vaikuttaa olevan sidoksissa siihen kontekstiin, jossa luokittelu
suoritetaan (Silfverberg 2008; Silfverberg ja Matsuo 2008). Karsinoiva luokittelu voi
vaihdella eri kulttuurien oppilaiden vililla ja nayttda olevan vahvempi vapaassa luo-
kittelussa verrattuna pakotettuun luokitteluun. Vapaassa luokittelussa oppilas saa
itse ryhmitelld annetut geometriset kuviot. Vastaavasti pakotetussa luokittelussa
oppilas luokittelee geometriset kuviot ennalta annettuihin luokkiin. Ymmaértdminen
hierarkkisten rakenteiden takana edellyttda oppilaalta tietoista irrottautumista vi-
suaalisesta havainnoinnista ja matemaattisen selityksen ymmaértamista méarittelyn
perusteella, ei pelkistddan ulkoisen ndkohavainnon perusteella. Hierarkkisen luokit-
telun oppiminen ja opettaminen on siis haastava tehtéva. (Silfverberg 2018)

Useat tutkimukset osoittavat, ettd kisitteiden maérittely ja erityisesti méaritte-
lyn idean ymmaéartaminen on erittdin haastavaa peruskoulun ja lukion oppilaille. Yksi
syy tédhén on se, ettd oppikirjat antavat méaarittelyt usein valmiina oppilaille. (Silf-
verberg 1999, 2008; Silfverberg ja Matsuo 2008) Tamén takia oppikirjoihin tarvitaan
tehtéavid, joiden avulla méarittelyd ja késitteen rajausta voi harjoitella (Silfverberg
2018).

Oppilaan ajatusprosessissa kuvat ja késitteet vaikuttavat toisiinsa. Toisinaan ne
tukevat toisiaan, kun taas toisinaan ne voivat olla ristiriidassa eri tilanteissa. Figu-
raalisten kédsitteiden muodostuminen ei tapahdu yleensé luonnollisesti. Yksi syy sii-
hen, miksi geometria koetaan vaikeaksi koulussa on, etta figuraaliset kasitteet eivét
kehity itsestdén kohti ihannemuotoaan. Geometrian opetuksessa on térkedéd luoda
didaktisia tilanteita, joissa vaaditaan kuvien ja késitteiden kiyttod yhdessé, jotte ne
sulautuvat yhtendiseksi ajatukseksi oppilaan mielessé. (Fischbein 1993)



4 Geometria ylakoulussa

Geometrian opiskelu ja samalla kéisitteenmuodostus aloitetaan jo alakoulussa. Suo-
men peruskoulun opetussuunnitelman mukaan geometrian opiskelu sisaltda moni-
puolisia aiheita ja tavoitteita eri luokka-asteilla. Yldkoulussa rakennetaan uutta geo-
metrista tietoa alakoulussa opittujen perustietojen paélle. (Opetushallitus 2015)

Vuosiluokilla 1-2 tavoitteena on kehittéda oppilaiden kolmiulotteisen ympéariston
hahmottamista ja tasogeometrian ymmartamista. Tehtavat keskittyvéit suunta- ja si-
jaintikésitteisiin, kappaleiden ja tasokuvioiden tutkimiseen, rakentamiseen, piirtami-
seen, ominaisuuksien luokitteluun ja suureiden sekd mittayksikoiden harjoitteluun.
(Opetushallitus 2015)

Vuosiluokilla 3-6 geometrian opetuksessa keskitytadn oppilaiden taitojen kehit-
tamiseen kolmiulotteisen ympariston hahmottamisessa ja tasogeometrian tutkimi-
sessa. Oppilaat harjoittelevat kappaleiden ja tasokuvioiden rakentamista, piirtdmis-
té, luokittelua ja tutkimista. Geometrian opetuksessa kisitellddn erilaisia geomet-
risia muotoja, kuten lieri6ita, kartioita, suorakulmaisia sérmioitd, ympyralierdita
ja monikulmioita. Liséksi tutustutaan kulmien, suorien ja pisteiden késitteisiin se-
ké symmetriaan. Koordinaatiston kaytto, mittakaava, mittayksikot ja niiden muun-
nokset ovat myos opetuksen keskiossd. Oppitunneilla harjoitellaan mittaamaan ja
laskemaan erilaisten kuvioiden piirejé, pinta-aloja ja tilavuuksia. Opetuksessa ko-
rostetaan mittayksikkojarjestelman ymmartamisté ja yksikénmuunnosten hallintaa.
(Opetushallitus 2015)

Ylakoulussa eli perusopetuksen vuosilokilla 7-9 vahvistetaan matemaattisten ka-
sitteiden ja niiden vélisten yhteyksien ymmaértamista. Geometria keskittyy laajenta-
maan oppilaiden késitysta pisteesté, janasta, suorasta ja kulmasta seka tutustuttaa
uusiin késitteisiin, kuten viiva ja puolisuora. Opetuksessa tarkastellaan suoria, kul-
mia, ja monikulmioita, vahvistetaan yhdenmuotoisuuden ja yhtenevyyden késittei-
ta sekd harjoitellaan geometrista konstruointia. Liséksi kdydaén lapi Pythagoraan
lause, sen kd#nteislause ja trigonometriset funktiot, seké tutustutaan kehé- ja keskus-
kulmaan seké Thaleen lauseeseen. Opetuksessa lasketaan monikulmioiden piireja ja
pinta-aloja, harjoitellaan ympyran pinta-alan, kehén ja kaaren pituuden seka sekto-
rin pinta-alan laskemista. Kolmiulotteisia kappaleita tutkitaan, ja opitaan laskemaan
pallon, lierion ja kartion pinta-aloja ja tilavuuksia. Opetuksessa myos vahvistetaan
ja laajennetaan mittayksikoiden ja yksikonmuunnosten hallintaa. (Opetushallitus
2015)

Perusopetuksen opetussuunnitelmasta, ja geometrian sisalloisté, voi hyvin havai-
ta matematiikan kumulatiivisen luonteen. Alakoulun ensimmaisilla luokilla luodaan
pohja geometriselle ajattelulle ja hahmottamiselle. Namé perustaidot kehittyvit ja
laajenevat oppilaiden ajattelutaitojen kehittyessd vuosiluokilla eteenpéin. Opetus-
suunnitelman tavoitteiden ja sisdltojen perusteella voi paétella oppilaiden olevan
van Hielen tasolla 2 peruskoulun paattyessa.

Yksittaisten maiden opetussuunnitelmat voivat vaihdella merkittévasti, ja geo-
metrian opiskelu saattaa poiketa eri maissa. Vaikka monet keskeiset késitteet voi-
vat olla samankaltaisia, opetussuunnitelmissa voi olla eroja niiden painotuksissa ja
esiintymisessé eri vuosiluokilla. Esimerkiksi kirjallisuuskatsauksen perusteella voi-
daan havaita, ettd monet maat sisdllyttavit opetussuunnitelmiinsa samankaltaisia



aiheita kuin Suomen perusopetuksen geometrian opetussuunnitelma vuosiluokilla
7-9. Silti jotkin néistéd aiheista saatetaan késitelld eri jarjestyksessé tai korostaa eri
tavoin.
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5 Tutkimuskysymykset ja -menetelmat

Tassé luvussa esitellddn kirjallisuuskatsauksen pohjana toimineet tutkimuskysymyk-
set ja tutkimusmenetelméat. Lisdksi esitellidn tarkemmin tutkimusmateriaali ja ai-
neistonkasittely.

5.1 Tutkimuskysymykset

Kirjallisuuskatsauksessa on kaksi tutkimuskysymysta, joihin keskityttiin analyysissa.
Tutkimuskysymykset ovat seuraavat :

1. Mitké ovat yldkoulussa yleisid virhekésityksid geometriassa ja miten ne ilme-
nevéit?

2. Miten néité virhekésityksia voi huomioida opetuksessa?

5.2 Tutkimusmenetelmat

Kirjallisuuskatsauksen tutkimusmateriaali kerdttiin alkuvuodesta 2024. Aineiston-
késittely ja analyysi tehtiin kevaalla 2024. Ensin suoritettiin tutkimusmateriaalin
keruu eri tietokannoista, jonka jéilkeen siirryttiin kisitteleméén ja analysoimaan ai-
neistoa.

5.2.1 Tutkimusmateriaali

Tutkimusaineisto haettiin useammasta eri tietokannasta. Tavoitteena oli 10ytaa tie-
teellisia julkaisuja, jotka késittelivat virhekasityksia geometriassa yldakouluissa. Ha-
kulausekkeena kaytettiin aluksi "geometr®" AND "misconception®". Niilla hakusa-
noilla pyrittiin saamaan mukaan mahdollisimman monta geometriassa esiintyviin
virhekasityksiin kokonaan tai osittain kohdistuvaa julkaisua. Mukaan valittiin jul-
kaisut, jotka kohdistuivat yldkouluun. Hakusanoissa ei ollut aluksi mukana esimer-
kiksi "middle school", koska ylakoulusta kdytetddn montaa eri nimitysté, joten koin
helpoimmaksi kiyda hakutulokset késin lapi, jotta loydan varmasti kaikki tutkimuk-
set, jotka on toteutettu yldkouluissa tai kohdistuvat 12-16 vuotiaisiin oppilaisiin eli
yléakouluikéisiin. Kirjallisuuskatsauksen ulkopuolelle jaivat siis julkaisut, joissa kési-
teltiin ainoastaa lukiolaisia tai yliopisto-opiskelijoita. Tdmaén jéalkeen kokeilin rajata
hakutuloksia lisdamalld hakuun AND "middle school" OR "junior high school" OR
"secondary school". Tamé pienensi hakutulosten méardsa huomattavasti, eri tieto-
kannoissa hakutulosten maéra laski alle 30:een. Haku kohdistettiin vuonna 2010 tai
myohemmin julkaistuihin artikkeleihin, koska kirjallisuuskatsauksesta haluttiin saa-
da mahdollisimman ajankohtainen. Vuosilukurajauksen avulla myos saatiin hakutu-
losten méaré rajattua sopivaksi, jotta niista oli mahdollista tarkastella kdsin, mitka
sopivat kirjallisuuskatsaukseen.

Aluksi valitsin mukaan julkaisut, joiden otsikko ja tiivistelmé vaikuttivat lupaa-
vilta. Kun tutustuin néihin julkaisuihin paremmin karsin vield muutaman julkaisun
pois, koska ne keskittyivat enemman eri matematiikan osa-alueiden virhekésityk-
sien suhteisin tai eivit keskittyneet riittévisti geometriaan liittyviin virhekéasityksiin.
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Téssa vaiheessa 10ysin myos muiden julkaisujen avulla muutaman hyvan julkaisun
liséa.

Aineisto kerattiin kahdesta eri tietokannasta Volterista ja Ericistd. Osa julkai-
susta myo6s 16ydettiin muiden julkaisujen avulla. Tieteellisid julkaisuja on kirjalli-
suuskatsauksessa yhteensa 14. Kaikkien julkaisujen pohjana on tehty vahintaéan yksi
tutkimus. Suurin osa tutkimuksista kohdistui oppilaisiin ja sisélsi testien tai ko-
keiden tarkastelua ja oppilaiden haastattelua. Otin mukaan myos kaksi tutkimus-
ta, jotka oli tehty ylakoulun opettajille. Muut tutkimukset keskittyivit oppilaisiin.
Julkaisut myos jakaantuvat maantieteellisesti ympéari maailmaa. Kuusi julkaisuis-
ta on Kaakkois-Aasiasta, viisi on Lounais-Aasiasta, kaksi Euroopasta, joista toinen
on Suomesta ja toinen Kyprokselta ja yksi Yhdysvalloista. Kaikki julkaisut ovat
vertaisarvioituja.

5.2.2 Aineistonkisittely

Aineistonkeruun jélkeen lahdettiin analysoimaan aineistoa soveltaen aineistoldhtois-
ta sisdllonanalyysid (Sarajarvi ja Tuomi 2017). Ensin aineistoa késiteltiin ensimmaéi-
sen tutkimusongelman nakokulmasta, eli kidytiin 1api, mita virhekéasityksia geomet-
riassa julkaisuissa oli havaittu. Tein julkaisusta ja niissd esiintyvisté virhekéasityksistéa
taulukon. Taman perusteella valitsin kirjallisuuskatsaukseen késiteltéviat geometrian
osa-alueet; kulma, kolmio, monikulmiot, muunnosgeometria, kolmiulotteiset kappa-
leet ja sanalliset tehtavéit ja todistaminen. Tamaén jéalkeen kévin julkaisut yksitellen
ja tarkasti lapi, ottamalla huomioon vuorotellen molemmat tutkimuskysymykset.
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6 Yleisimmat virhekasitykset geometriassa

Geometrian oppiminen voi olla haastavaa monille oppilaille, erityisesti niille, joilla
on heikompi matemaattinen tausta. Yksi keskeinen haaste on virhekéasitysten esiin-
tyminen, erityisesti teoreettisten virheiden yleisyys. Opiskelijat saattavat kohdata
vaikeuksia esimerkiksi pinta-alan ja tilavuuden kaavojen méarittdmisessa, mika voi
johtua késitteiden puutteellisesta ymmartamisesta ja kaavojen ulkoa opettelusta il-
man syvempéad taustatietoa. (Kadarisma, Fitriani ja Amelia 2020)

Geometrian kaavojen kdyttoon liittyy usein virhekésityksid (Angraini ja Prahma-
na 2019), miké vaikuttaa opiskelijoiden kykyyn soveltaa matemaattista tietoa kiy-
tdnnon tilanteisiin. Diagnostisten testien perusteella on havaittu, ettd matalan ab-
straktiotason oppilaat kohtaavat erityyppisid virhekasityksia, kuten teoreettisia vir-
heité, korrelaatiovirheitd ja luokitteluvirheitd (Kadarisma, Fitriani ja Amelia 2020).
Palojérven et al. (2023) tutkimus my0s osoitti, ettd virhekésitykset ovat yleisem-
pia nuorempian oppilaiden keskuudessa, erityisesti geometrian osalta, ja ne liittyvét
usein geometristen kasitteiden, kuten kuvioiden, kuvaamiseen.

Matemaattinen ymmaérrys on olennainen osa uuden tiedon rakentamista, ja se
edellyttdaa késitteiden, periaatteiden ja suhteiden ymmértamista sekd kykya yhdis-
tdd uutta tietoa aiempaan osaamiseen (Suarsana, Widiasih ja Suparta 2018). Néin
ollen on tarkedd tunnistaa ja korjata virhekésityksia, jotta opiskelijat voivat kehittéda
vahvempaa matemaattista pohjaa ja menestyé geometrian oppimisessa. Téassa luvus-
sa tutkitaan geometrian virhekésityksia eri osa-alueisiin liittyen, niiden ilmenemista
ja mahdollisia syitéd niiden taustalla.

6.1 Kolmio

Kolmioon liittyy monia yldkoulussa usein esiintyvid virhekésityksid. Yksi yleinen
teoreettinen virhekésitys niakyy virheend mééritettdessid kolmion korkeutta (Huta-
galung, Mulyana ja Pangaribuan 2020; Kadarisma, Fitriani ja Amelia 2020). Syy
tdhan on mahdollisesti se, ettd oppilaat eivit ymmaérra korkeuden maéritelmaa ja
eivit hallitse ennakkovaatimuksena olevaa materiaalia. Oppilaat ymmartavét, etta
kolmion korkeus on pystysuora viiva kolmion kirjestéd kantaan, mutta eivat kuiten-
kaan ymmarra kolmion késitetta syvillisemmin, kuten oppilaan vastauksesta kuvas-
sa 1 olevaan tehtévdén voi havaita. (Kadarisma, Fitriani ja Amelia 2020) Néin ollen
tehtévian oikein ymmaértaminen ja ratkaiseminen on vaikeaa. Jos oppilas ymmaér-
taisi tehtavan oikein han huomaisi, etta kyseessd on suorakulmainen kolmio, koska
Pythagoraan lause péatee kolmiossa. Télloin oppilas saisi kuvasta suoraan kannan ja
korkeuden lukuarvot.
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2. What is the area of this triangle?

Avea: base X hewoht

= 5 X hetght oot 1sot koo
2

Kuva 1: Esimerkki oppilaan virheellisesta vastauksesta tehtavidn, jossa méaaritetaan
kolmion pinta-ala (Kadarisma, Fitriani ja Amelia 2020).

Toinen yleinen virhekisitys liittyen kolmion pinta-alaan tuli esiin Ozeremin (2012)
tutkimuksessa. Oppilaat laskivat kolmion pinta-alan olevan kanta kertaa korkeus, ei-
vatka jakaneet tatda kahdella. Tdma virhe johtuu usein kaavojen ulkoa opettelusta
ilman syvempéa ymmarrysté geometrisista kisitteitsa. Virhekésitys myos johtaa sii-
hen, ett# oppilas ei kykene visualisoimaan kuvaa. (Ozerem 2012)

Kolmioiden luokitteluissa esiintyy myos virhekasityksié, jotka voivat johtua ka-
sitteiden puutteellisesta hallinnasta. Oppilaiden vastauksissa saatetaan rajata kol-
mioiden luokittelu vain muutamaan perusmuotoon, kuten tasakylkiseen, suorakul-
maiseen, tasasivuiseen ja epasdannolliseen kolmioon, miké osoittaa oppilailla ole-
van haasteita késitteellisen moninaisuuden hahmottamisessa. (Kadarisma, Fitriani
ja Amelia 2020)

Hutagalungin et al. (2020) tutkimuksessa tuli ilmi, etta heikosti suoriutuvat opis-
kelijat taipuvat ymmartdmasan kolmioita muotoina, jotka rajoittuvat kolmeen suo-
raan viivaan ja ndiden viivojen sisdpuolelle jadvadn alueeseen. He siis madarittelevat
kolmion visuaalisesti. Samat oppilaat my0s usein késittavéit kolmioiden pinta-alan
tuloksena kaavasta, jossa kanta kerrotaan korkeudella ja jaetaan kahdella. Oppilaat
tarvitsevat apua suhteiden luomisessa, jotta he kykeneviat muodostamaan uuden
kéisityksen kolmion pinta-alasta. (Hutagalung, Mulyana ja Pangaribuan 2020)

Heikosti matematiikassa suoriutuvat oppilaat erottavat kolmion pinta-alan pii-
ristd ainoastaan kaavan perusteella. Yksi esimerkki tasta on, etta osa oppilaista tiesi
diagnostisessa testissé, joka oli osa Hutagalungin et al. (2020) tutkimusta, etta kol-
mion pinta-alaa laskettaessa kannan ja korkeuden tulee olla kohtisuorassa, mutta
he eivit kuitenkaan osanneet kiyttad tata tietoa laskettaessa kolmion pinta-alaa.
Oppilailla oli my6s haasteita tunnistaa, mitd kolmion sivuja tulisi kiyttda pinta-
alaa laskettaessa. Oppilaiden vastauksissa tuli esiin my0s virhekésitys, ettd kolmion
kanta on vaakasuorassa oleva sivu. Oppilailla on vaikeuksia muuttaa jo olemassa
olevia skeemojaan uusien tietojen valossa. Lisdksi on merkkeja siitd, ettd heikosti
suoriutuvat oppilaat tarvitsevat opettajien apua saavuttaakseen korkeamman ab-
straktiotason. (Hutagalung, Mulyana ja Pangaribuan 2020) Heikommin suoriutuvat
oppilaat siis kaipaavat erityistd tukea geometrian kasitteiden ymmaéartamisessa ja
soveltamisessa.

Palojarven et al. (2023) tutkimuksessa ilmeni, ettd oppilaat saattavat ajatella, et-

14



ta suorakulmaisessa kolmiossa, jossa hypotenuusan pituus on kaksi ja kolmion kaksi
muuta sivua ovat yhta pitkié, kolmion kylkien pituus on kaksi. (Palojérvi, Koskeno-
ja ja Ernvall-Hytonen 2023) Téllaiset virhekésitykset osoittavat tarpeen syvemmaélle
ymmarrykselle geometrisista kisitteistd ja niiden soveltamisesta kiytdnnon tehté-
viin.

6.2 Kulma

Kulmiin liittyy useita virhekasityksia, jotka voivat vaikuttaa oppilaiden kykyyn ym-
mértdd geometrisia suhteita. Biberin et al. (2013) tutkimuksessa ilmeni, ettd kulmiin
liittyvéit virhekésitykset, johtuivat usein siitd, ettd oppilailla on virhekésityksia liit-
tyen yhdensuuntaisuuden ominaisuuksiin. Samankaltaisia havaintoja tehtiin myos
Ozeremin (2012) tutkimuksessa. Tehtéivissi, joissa oppilaiden olisi pitdnyt ymmér-
taa, ettd suplementtikulmien summa on 180° ja kolmion sisdkulmien summa on
180° oppilailla havaittiin kaksi yleisté virhekasitysté, jotka toistuivat myds toisessa
samantyylisessé tehtéavassa samoilla oppilailla. Oppilaat eivét tienneet, mita kolmas
viiva, joka leikkaa kaksi yhdensuuntaista janaa tarkoittaa ja kiinnittivét ainoastaan
huomioita geometrisen kuvion ulkomuotoon, eivitké sen ominaisuuksiin. Témén voi
havaita oppilaiden virheellisistd vastauksista tehtdvian kuvista 2 ja 3. (Biber, Tuna
ja Korkmaz 2013)

Kuvasta 2 voidaan havaita, etta oppilaat eivat tieda, mita kolmas viiva, joka leik-
kaa yhdensuuntaiset suorat merkitsee. Oppilaat ovat saaneet kolmion yhdistamallé
pisteet B ja D. He ovat olettaneet, ettd kysymyksesséd annettujen numeroarvojen
ja oletuksella, ettd tehtévéassd nidkyvien kolmen kulman summa on 180° avulla voi
ratkaista tehtévin. (Biber, Tuna ja Korkmaz 2013)
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Kuva 2: Oppilaiden virheellisid vastauksia, jotka tukevat tutkimustuloksia (Biber,
Tuna ja Korkmaz 2013).
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Kuvasta 3 voi havaita, ettd oppilaat ovat kiinnittdneet huomiota vain geomet-
risen kuvion visuaaliseen ulkomuotoon, eivitka ole ottaneet huomioon sen geomet-
risia ominaisuuksia. Pisteet D ja B on yhdistetty kuvion ulkomuodon perusteella.
Oppilaat ovat ratkaisseet kysymyksen oletuksen perusteella, ettd suora BD on koh-
tisuorassa suoriin DE ja BA n#éhden. (Biber, Tuna ja Korkmaz 2013)
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Kuva 3: Oppilaiden virheellisid vastauksia, jotka tukevat tutkimustuloksia (Biber,
Tuna ja Korkmaz 2013).

Biberin et al. (2013) tutkimuksessa esiintyi myos muita virhekésityksia. Useis-
sa tehtévissa ilmeni samankaltaisia virhekésityksiéd, kuin kuvien 2 ja 3 vastauksissa.
(Biber, Tuna ja Korkmaz 2013) Vastaavanlaisia virhekisityksid havaittiin myos Oze-
remin (2012) tutkimuksessa. Virhekésitykset liittyivit sithen, ettd yhdensuuntaisiin
suoriin liittyvid kulmien suhteita ei ymmérretty, eli vieruskulmien ja ristikulmien ké-
sitteitd ei ymmérretty tai osattu hyodyntéaa. Néiden virhekésitysten syynéd on mah-
dollisesti se, etta oppilaat eivat ymmarrd kulmien tiarkeyttd yhdensuuntaisten suo-
rien yhteydessa. (Ozerem 2012) Myo6s tehtévéissé, jossa piti hyodyntaa nelikulmion
ominaisuutta, jonka mukaan sen kulmien summa on 360° sekid yhdensuuntaisiin suo-
riin liittyvid ominaisuuksia, oppilailla oli haasteita yhdistdé tietojaan nelikulmiosta
muihin tehtdvin ratkaisemiseksi vaadittaviin ominaisuuksiin. Téménkaltaisia haas-
teita esiintyi myos muissa tutkimuksen tehtévissa. Lisdksi oppilaiden ratkaisuista il-
meni virhekasitys, jonka mukaan vastakkaiset kulmat ovat yhta suuret nelikulmiossa.
Téamé& ominaisuus patee vain tietynlaisille nelikulmioille. Tutkimuksessa huomattiin
myo0s, ettéd virhekasitykset toistuivat samoilla oppilailla samankaltaisissa tehtavissa.
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Eli 16ydetyt virheet olivat seurausta virhekésityksista eivitka vain yksittaisia virhei-
ta. (Biber, Tuna ja Korkmaz 2013)

6.3 Monikulmiot

Useita virhekasityksia liittyy myos monikulmioiden késitteisiin ja ominaisuuksiin.
Oppilailla on erityisesti vaikeuksia ymmaértaé nelikulmioiden vélisié suhteita ja tun-
nistaa erilaisia monikulmioita.

Korrelaatioon liittyvid virhekésityksid ilmenee monikulmiohin liittyvissa tehté-
vissa. Tama ndkyy muun muassa virheend méaaritettiesséa nelikulmioiden vélisia suh-
teita ja on mahdollisesti seurausta oppilaan matalasta visualisointikyvysté. Yksi esi-
merkki tésta on, ettd oppilaat vastaavat yleensa, etta nelio ei ole suorakulmio heil-
ta kysyttaesséd, myoskddn suorakulmiota ja vinoneliota ei tunnisteta suunnikkaaksi.
(Kadarisma, Fitriani ja Amelia 2020)

On my6s huomattu, ettd oppilailla on suorakulmioon liittyvia virhekasityksia.
Yksi naistd on, ettd suorakulmion pinta-alaa laskettaessa oppilaat luulevat, etta
suorakulmiolla on myd6s korkeus. Oppilaat kiyttavit pinta-alaa laskiessa kaavaa
A = syvyys - leveys - korkeus. (Angraini ja Prahmana 2019) Oppilaat siis sekoit-
tavat kaavoja keskendin, eiviatka selvésti erota késitteitd toisistaan. Palojérven et
al. (2023) tutkimuksessa huomattiin, ettd monella oppilaalla oli virhekésitys, etta
nelion pinta-ala on nelja kertaa sen sivu.

Virheité esiintyy paljon my6s kaikkien tasokuvioden ja niiden ominaisuuksien
tunnistamisessa. Esimerkiksi, kun oppilaalle kuvailtiin useampi suunnikkaan omi-
naisuus ja kuvio piti tdméan perusteella nimeté seké piirtda, oppilas vastasi, etté ky-
seessd on suorakulmio ja piirsi tdstd myos kuvan. (Angraini ja Prahmana 2019) Myos
nelikulmion ominaisuuksien havaitsemisessa ja tunnistamisessa on havaittu puuttei-
ta. Naiden syyna on todennékoisesti oppilaan heikko visualisointikyky tai oppilas ei
kykene omaksumaan tai ole omaksunut nelikulmion ominaisuuksia. (Ozerem 2012)

Yksi yleinen virhekésitys tuli myos esiin Ozkanin ja Balin (2017) tutkimukses-
sa. Tutkimuksessa ilmeni, ettd oppilailla on usein virhekésitys liittyen monikulmion
diagonaaliin eli lavistajaan. Monet oppilaat piirsivat lavistdjan vaarin tai piirsivét
monikulmioon useamman lavistdjan. Havaittiin, ettd oppilaat sekoittivat lavistajan
kiisitteen korkeuden tai sivun késitteisiin. Oppilaille oli myds haastavaa ymmértaé,
ettd monikulmiolla voi olla monia lavistdjid. (Ozkan ja Bal 2017)

Tehtévé, jossa oppilailla ilmeni eniten virhekésityksid Ozkanin ja Balin (2017)
tutkimuksessa liittyi sdannélliseen monikulmioon. Tehtéavassa oppilaita pyydettiin
piirtdméaan pinta-alaltaan suurin mahdollinen sdénnoéllinen nelikulmio yksikkone-
lididen sisdén annetuun rajattuun alueeseen. Tutkimukseen osallistuneista oppilais-
ta 69,4% koki virhekasityksia liittyen tehtdvain. Kuvassa 4 on oppilaiden virheellisia
vastauksia tehtavidn. Oppilaat vastasivat tehtdvadan kuusikulmion, suunnikkaan ja
suorakulmion, jotka kaikki olivat epasaannollisia. Vastauksista voi havaita, etta op-
pilaat yrittivit luoda erilaisia kuvioita ja sddnnollisen nelikulmion késite ei ollut
oppilailla hallussa. (Ozkan ja Bal 2017)
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Kuva 4: Oppilaiden virheellisia vastauksia tehtavaén, jossa piti piirtdd suurin mah-
dollinen séénnollinen nelikuomio, joka mahtuu ruudukkoon (Ozkan ja Bal 2017).

Toinen tehtéva, jossa yli puolella tutkimukseen osallistuneista oppilaista ilmeni
virhekasityksia, liittyi suunnikkaan pinta-alan laskemiseen, kun tehtavisséa annettiin
suunnikkaan sivujen pituudet, sekd korkeus. Oppilaat esimerkiksi eivit osanneet liit-
tad korkeutta kuvaan oikein ja laskivat suunnikkaan pinta-alan vadrin muun muassa
kertomalla kannan korkeudella ja jakamalla tuloksen kahdella. (Ozkan ja Bal 2017)
Myds Ozeremin (2012) tutkimuksessa oppilaat laskivat suunnikkaan pinta-alan sa-
malla tavalla vaédrin. Tama on siis selvésti yleinen virhekasitys. Syyné tdhén on mah-
dollisesti, ettd aihetta ei harjoitella tarpeeksi tai oppilailla on vaillinainen ymmaér-
rys aiheesta. Voi my6s olla, etta oppilas ei ymmarra kasitettéd tai kaavoja kunnolla.
(Ozerem 2012)

My6s monikulmioihin liittyen ilmeni virhekésityksia yhdensuuntaisuuten liittyen,
kuten my6s Biberin et al. (2013) tutkimuksessa. Oppilaat kykenivéit usein tunnista-
maan nelikulmiosta yhdensuuntaiset sivut, kun sitd pyydettiin, mutta kun kysyttiin
onko neliossé yhdensuuntaisuutta, oppilaat vastasivat ei. Toisin sanoen oppilaat tie-
sivit méadritelméidn, mutta eivit osanneet soveltaa sitd. (Ozkan ja Bal 2017)

Akkagin ja Tirnitiklin (2015) tutkimuksen tavoitteena oli selvittdd yldkoulun
matematiikan opettajien pedagogista sisaltod koskevaa tietoa nelikulmioista. Tutki-
muksessa oppilaiden virheet liittyen nelikulmioihin jaettiin aluksi kolmeen kategori-
aan opettajilta saatujen tietojen perusteella. Namé olivat virheet nelikulmion maa-
rittelyssé, virheet visuaalisiin ominaisuuksiin liittyen, nelikulmioiden luokittelu ja
niiden viliset suhteet. Oppilaiden haasteet tiivistettiin vield tdméan jalkeen kahteen
ryhméan puolisuunnikkaisiin liittyviin haasteisiin ja muihin nelikulmioihin liittyviin
vaikeuksiin. (Akkag ja Tirniikli 2015)

Nelikulmion méarittelyyn liittyvét virheet jaettiin kahteen osaan. Ensimmaéiseen
ryhméan kuuluvat virheet ovat seurausta siita, etta oppilaat eivat tunne nelikulmioi-
den ominaisuuksia, joten he eivit pysty tunnistamaan nelikulmioita asianmukaisesti.
Esimerkkeja néistéd virheistd ovat muun muassa: oppilas ei tunnista puolisuunnikas-
ta, oppilas ei erota kérkea ja diagonaalia, joten han paatyy vadrdan maaritelmagn,
oppilas osaa maéritelld nelikulmion vain kulmien ja sivujen perusteella, eikd tieda
sen muita ominaisuuksia. Oppilaat myos opettelevat ulkoa kaavoja, kuten aiemmis-
sa tutkimuksissakin kdvi ilmi. Toiseen ryhméaédn kuuluvat virheet liittyvat siihen,
ettd oppilaat eiviat ymmaérrd alueen ja ympéarysmitan kasitteitd. TAmé& on seuraus-
ta kaavojen ulkoa opettelusta. Tama nakyy esimerkiksi niin, etta oppilaat yrittavit
kdyttad vinonelikulmiolle samaa kaavaa kuin nelikulmiolle, jolloin lasku tai paéttely
menee vaarin. Toinen esimerkki on, ettd oppilas kiyttad puolisuunnikkaalle nelion
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kaavaa a?, koska osaa téméin ulkoa. (Akkas ja Tiirniiklii 2015)

Toinen yleinen virhetyyppi liittyy nelikulmion visuaalisiin ominaisuuksiin. Namé
virheet voidaan opettajien mukaan jakaa viela kolmeen tyyppiin: virheisiin, joita
tehdadn piirtdessa kulmia, sivuja ja lavistdjia nelikulmioon. Havaittiin, etta oppilaat
piirtavét usein vaaristyneitd kulmia, esimerkiksi yhdeksénkymmenenasteen kulmaa
ei esitetd yhdeksdndkymmenena asteena. Toinen esimerkki on, ettd oppilas piirtaa
suorakulmaisen nelikulmion vastakkaiset sivut eri mittaisiksi, eli nayttaa silta, etta
jokainen sivu olisi eri mittainen. (Akkag ja Tiirniikli 2015)

Viimeinen yleinen virhekéasitys liittyi oppilaiden tekemiin virheisiin nelikulmioi-
den luokittelussa sen perusteella, miten ne liittyvét toisiinsa samankaltaisten omi-
naisuuksien perusteella (Akkas ja Tiirniiklii 2015; Ozerem 2012). Tamé on seuraus-
ta siitd, ettd oppilailla on virheellistad tai olematonta tietoa nelikulmioiden ominai-
suuksista. Puolisuunnikas on nelikulmio, jonka luokittelussa on yleensa haasteita
tai virhekasityksid. Toinen yleinen esimerkki on, ettd oppilas ei luokittele nelicta
nelikulmioihin. Tutkimuksessa ilmeni myés, etta opettajat tekevéat virheita luokitte-
lussa. (Akkag ja Tiirniikli 2015) Tamé on my6s yksi syy siithen, miksi oppilailla on
virhekasityksia.

Nelikulmiot, joiden yhteydessd oppilailla esiintyy eniten haasteita, ovat puoli-
suunnikas, vino suunnikas ja tasasivuinen nelikulmio. Oppilailla on ongelmia puoli-
suunnikkaan kanssa, koska sille ei ole selkedd sadntod, silld on monia ominaisuuksia
ja sen piiri ja pinta-ala on vaikea laskea. Lisdksi se esitelldédn oppilaille ensimmaéi-
sen kerran suhteellisen myohadn. Monet virhekasityksista syntyvat, koska oppilaat
eivat ymmarra kasitteitd kunnolla. Tutkimuksen perusteella ilmenee, ettd oppilaat
eivit yleisesti koe vaikeuksia nelididen ja suorakulmioiden kanssa, koska ndmé& muo-
dot ovat heille tuttuja. (Akkas ja Tirntkld 2015) Tadmén perusteella siis mahdol-
lisimman monista késitteistd olisi hyva tehdéa oppilaille tuttuja, jotta he tottuvat
mahdollisimman moneen erilaiseen kuvioon ja sen ominaisuuksiin.

6.4 Muunnosgeometria

Muunnosgeometrialla tarkoitetaan geometrian osa-aluetta, johon kuuluu siirrot, pei-
laukset ja rotaatiot (Aktas ja Unlii 2017). Yksi merkittivd huomio on, ettd oppi-
laat ymmartavat siirron eli translaation tarkoittavan kappaleen sijainnin muutta-
mista, séilyttden samalla sen muodon ja koon. He kuitenkin tekevat virheité siirron
suunnassa. (Aktag ja Unlii 2017; Ozerem 2012) Toinen yleinen virhe oppilailla liit-
tyi muodon sijainnin ymmartdmiseen muunnoksen sisalla. Tama ilmenee oppilailla
haasteena siirtdd kuvioiden pisteité koordinaatistossa. (Aktas ja Unlii 2017) Namé
virheet ovat mahdollisesti seurausta vaarin opitusta muunnostekniikasta tai oppilai-
den heikosta keskittymist# (Ozerem 2012).

Oppilailla on my6s useita virhekasityksid peilaukseen liittyen. Aktasin et al.
(2017) tutkimuksessa ilmeni, ettd aluksi oppilaat osasivat pédosin vastata oikein
kahden muodon peilikuvana olemisen perusteella, mutta osa oppilaista teki virheité,
koska heilld oli virhekésitys, ettd kuvan muodon tulisi olla identtinen eiké vain sa-
mankaltainen. Toiseksi oppilaat tekivat virheitéa, koska he eivat hyodyntéaneet tietoa
siitéd, ettd kuva voidaan peilata maarittamaéalld piste saman etaisyyden padssa pys-
tysuorasta symmetria-akselista. Naitd virheitd voi havaita kuvasta 5. Vasemman-
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puoleinen vastaus on osittain oikein, ainoastaan koko on vaard. Keskimméisesta ja
oikeanpuoleisesta vastauksesta voi havaita, ettd oppilaat tekivit virheitd rotaatios-
sa tai muodossa, koska he eivit osanneet yhdistda vaaka-akselin yhtenevia pisteita.
Kolmanneksi havaittiin, ettd oppilaat eiviat osanneet kiyttdd peilausominaisuuden
sailyttamista l0ytdessddn kuvan annetusta muodosta. Neljanneksi oppilaat luulivat
peilausta siirtomuunnokseksi, jolloin he eiviat muuttaneet suuntaa. Viidenneksi oppi-
laat tekivat virheitéd pystysuoran symmetria-akselin leikkauspisteen méaarittamisessa
ja kuudenneksi heillé oli vaikeuksia 16ytéaé suljettujen muotojen symmetriat. Virhe-
kisitysten syyna on, ettd oppilaat eivit osanneet yhdistdd sivujen ja symmetria-
akselin vilisid yhteyksis sdsnnollisissi monikulmioissa. (Aktas ja Unlii 2017)
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Kuva 5: Oppilaiden virheellisid vastauksia tehtévién, jossa piti peilata kuvio pisteen
kautta (Aktag ja Unlii 2017).

Kiertoa eli rotaatiota koskevassa tutkimuksen Aktas ja Unlii 2017 tuloksissa il-
meni, ettd oppilaat kohtasivat vaikeuksia 16ytaa kiertokulman ja myo6s kierron suun-
nan. Kun oppilaat suorittivat kiertomuunnosta, he yleensé siirsiviat kysymysarkkia
poydalla istuessaan. Vaikka tdma on kaytannollinen tapa konkretisoida muunnosta,
se saattoi estdd mielikuvituksen, visuaalisen ja tilallisen ajattelun taitojen kehit-
tymistd. Oppilaiden puutteellinen visuaalinen ja tilallinen ajattelu voi olla ndiden
virheiden syynéa. Oppilas, joka hahmottaa lineaariset muodot kokonaisuuksina kiin-
teiden muotojen kasitteellisen ymmértamisen yhteydessé, voi kuvitella ne mielessédéan
jalkikateen. Ja kun hén soveltaa heijastusta, kiertoa ja translaatiota kuvitelluille ab-
strakteille asioille, han voi siirtyd geometriseen ulottuvuuteen. Tadméa voi parantaa
oppilaan tilallista ajattelutaitoa. (Aktas ja Unlii 2017)

6.5 Kolmiulotteiset kappaleet

Suomen perusopetuksen opetussuunnitelma korostaa konkreettisten esimerkkien ja
abstraktien késitteiden yhdistdmista, miké tukee oppilaiden kokonaisvaltaista oppi-
mista my06s kolmiulotteisista kappaleista. Kolmiulotteisten kappaleiden opetuksessa
keskitytadn oppilaiden kykyyn tunnistaa ja nimetd erilaisia kappaleita, ymmaéartaa
niiden ominaisuuksia seké soveltaa geometrisia kasitteitd kdytdnnon tilanteisiin. Li-
siksi opetuksessa korostetaan oppilaiden kykya hahmottaa kolmiulotteisia muotoja
eri nakokulmista ja visualisoida niitd (Opetushallitus 2015)

Kolmiulotteisten kappaleiden pinta-alojen ja tilavuuksien maérittdmiseen liittyy
useita virhekasityksia. Oppilailla on haasteita tunnistaa kappaleita ja niiden ominai-
suuksia. (Sudirman et al. 2023). Oppilaat eivit ymmaérra, ettd kaikki kolmiulottei-
siin kappaleisiin liittyvéit késitteet ovat keskendén yhteydessi (Kadarisma, Fitriani
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ja Amelia 2020). Teoreettiset virhekésitykset ilmenevit myos kolmiulotteisiin kap-
paleisiin liittyvien kaavojen ymmértamisessa. Oppilaat sekoittavat kaavoja, koska
he eivit ymmarra tilavuuden késitettd eivitkd suhteita muotojen valilla. Sen si-
jaan he opettelevat kaavat ulkoa. Toinen yleinen virhekésityksestd johtuva virhe on
vaarin madaritetty pohjaan liittyvin sivun sérméa. Taméa virhekéasitys on mahdolli-
sesti seurausta oppilaan heikosta avaruudellisesta hahmottamiskyvystéa tai siité, et-
ta oppilaalla on heikko ymmarrys sarméan maaritelmasta. Heikosta avaruudellisesta
hahmottamisesta seuraa usein myos virhe maaritettiessé diagonaalia eli lavistajaa
esimerkiksi kuutiossa. (Kadarisma, Fitriani ja Amelia 2020) My6s kolmiulotteisiin
kappaleisiin liittyy yleinen virhekéasitys, joka ilmenee ldhes kaikkien geometristen ku-
vioiden yhteydessé, eli oppilaat eivit tunnista tai osaa luokitella kappaleita oikein.
(Ozerem 2012)

Ozeremin (2012) tutkimuksessa tuli esiin kuutioon liittyvii virhekisitys. Virhe
tapahtui madritettaessa kuution syvyytta, jolloin kuution pinta-alaksi saatiin vaara
tulos. Tdmé on mahdollisesti seurausta siita, ettd oppilaat eivat ymmaérra pituu-
den ja pinta-alan kéasitteiden vélista yhteytta kunnolla. Virhekésitykset, jotka liitty-
vat pinta-alan tai tilavuuden maérittdmiseen kolmiulotteisissa kappaleissa johtuvat
taustatietojen tai paattelytaitojen puutteesta ja virheistd peruslaskutoimituksissa.
(Ozerem 2012)

Kolmiulotteisiin kappaleisiin liittyy my6s monia korrelaatioon liittyvia virhekasi-
tyksid. Ensimméinen ilmenee virheend maéaaritettiessd suhdetta sdrmion ja kuution
tai sylinterin kéasitteen vélilla. Toinen ilmenee virheend méaaritettdessa pyramidin ja
kartioiden késitteen vélistd suhdetta. Ndiden virheiden syyné on todennékoisesti op-
pilaan heikko visualisointikyky tai matala kyky muodostaa matemaattisia ideoita.
(Kadarisma, Fitriani ja Amelia 2020)

Tekin-Sitravan ja Isiksal-Bostan (2017) tutkimuksessa, joka keskittyi yldkoulun
opettajiin ja heidén luokkiensa havainnointiin ilmeni myos useita sarmicon liittyvia
virhekasityksid. Ensimmaisen virhekésityksen mukaan sarmion tilavuus muodostuu
nakyvien yksikkokuutioiden lukumaéarasta. Eli toisin sanoen oppilas laskee vain ku-
vassa niakyvat yksikkokuutiot. Syyné tdhén on, etti oppilas ei kykene ymmaéartaméaan
sdrmion rakennetta tai oppilas ei kykene visualisoimaan sérmioén muotoa. Oppilaat
my0s laskivat virheellisesti saman yksikkokuution useampaan kertaan, koska se si-
jaitsi sirmion kulmassa, jolloin oppilaat eivit todennékdisesti ymmaértaneet, etta sa-
ma yksikkokuutio on osa useampaa tahkoa. Opettajien mukaan oppilailla on haas-
teita visalisoida sarmioita, koska he eivit kohtaa niitd jokapaivaisessad elamaéassaan.
Toisen virhekésityksen mukaan sérmion tilavuus on sen pintojen kokonaispinta-ala.
Oppilaat laskivat sédrmion pinta-alan, kun kysyttiin tilavuutta. Syyné tdhan on op-
pilaan késitteellisen tiedon puute tai kyvyttomyys ymmaértaa sdrmion rakennetta.
Osa oppilaista nakee sdrmion kaksiulotteisena, joka johtaa sekaannukseen sédrmion
pinta-alan ja tilavuuden késitteissa. (Tekin-Sitrava ja Isiksal-Bostan 2018) Samanlai-
sia virhekasityksié, jotka liittyivat yksikkokuutioiden lukumaaran laskemiseen, huo-
mattiin my6s Sudirmanin et al. (2023) tutkimuksessa. Virhekésitykset olivat padosin
seurausta oppilaiden heikosta visuaalisesta hahmottamiskyvystd. (Sudirman et al.
2023)

Sudirmanin et al. (2023) tutkimuksessa ilmeni my6s muita virhekésityksid, jot-
ka olivat seurausta heikosta hahmotuskyvysta. Esimerkiksi vain pieni osa oppilaista
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kykeni piirtamaéan kolmiulotteisen kappaleen pyydetyista perspektiiveista. Monilla
oppilaista oli jo selkeésti haasteita ymmartaa tehtava, eli he eivat ymmarténeet, mi-
té tarkoitettiin, kun kysyttiin, miltd kuvio nayttéaisi sivusta tai ylhaalta katsottuna.
Tutkimuksessa ilmeni my0s useampi pinta-alaan ja tilavuuteen liittyva virhekéasitys.
Osa oppilaista sekoitti kaavat keskendén tai kaytti viaria kaavoja. Yleinen virheka-
sitys myos oli, ettd kolmiulotteisten kappaleiden pinta-ala muodostuu kappaleiden
tahkoista, jotka sijaitsevat sivuilla, seka edessa ja takana. Usein oppilaiden virheet
my0s olivat seurausta siité, ettd he eivit kyenneet tunnistamaan tahkojen pituuksia
kolmiulotteisesta kappaleesta. (Sudirman et al. 2023) Virhekésitykset ovat toisaalta
ymmarrettavid, koska kolmiulotteusten kappaleiden visualisointi ja kasitteellistami-
nen on monimutkainen prosessi.

Fitrianin et al. (2018) tutkimuksessa oppilaiden piti ratkaista tehtévéi, jossa vaa-
dittiin yhtdlonmuodostus- ja ratkaisutaitoja seké geometrian taitoja. Tehtavassa piti
ratkaista katkaistun kartion tilavuus, kun kokonaisen kartion korkeus ei ollut tiedos-
sa, mutta pohjan ja kannen halkaisijat ja katkaistun kartion korkeus olivat tiedossa.
Tutkimuksessa ilmeni, ettd oppilaiden matemaattinen abstraktiokyky oli tehtavin
vastausten perusteella heikolla tasolla. Moni oppilaista ei edes tunnistanut kuvio-
ta oikein, vaan ajatteli sen olevan jonkinlainen putki eli ympyrélierio. Heikon ja
keskitason matemaattisen tason oppilaat tekiviat virheitd kuvion tunnistamisessa,
mikéd puolestaan johti virheellisten kaavojen kdyttoon tai jarjettomiin vastauksiin.
He eivit myoskiddn kyenneet ennakoimaan kohtaamiaan vaikeuksia ja virheitd ja ta-
man seurauksena muuttamaan ratkaisuprosessien elementtejé, jolloin he péasisivét
seuraavalla abstraktiotasolle esitys- ja rakenteellinen abstraktio tasolta. Ainoastaan
korkeammalla matemaattisella tasolla olevat oppilaat saivat ratkaistua tehtévin ja
osasivat selittdd vastauksensa haastattelussa tai vastauksen yhteydessa. Eli he oli-

vat ainoita, jotka péaasivit rakenteellisen tiedon tasolle. (Fitriani, Suryadi ja Darhim
2018)

6.6 Sanalliset tehtavat ja todistaminen

Ylakoulussa oppilailla on haasteita muotoilla sanalliset tehtévéit matemaattiseen
muotoon. Oppilaat eivit kykene muodostamaan ongelmaa matemaattisessa muodos-
sa tal ymméartdmaian matemaattista logiikka, mikd johtaa virheellisiin vastauksiin
tai kaavojen védrinkdyttoon. Tadmé nédkyy usein oppilaiden vastauksissa. (Angrai-
ni ja Prahmana 2019) Todistamisen yhteydessé ilmenee myos tehtévista riippuen
moniin eri geometrian osa-alueisiin liittyvid virhekéasityksia.

Suomen perusopetuksen opetussuunnitelma korostaa todistamisen merkitysta
matematiikan opetuksessa. Opetussuunnitelman perusteet 2014 méarittelevat, ettéa
matematiikan opetuksen tavoitteena on kehittda oppilaiden matemaattista osaamis-
ta sekd ymmarrystd matemaattisten késitteiden perusteista ja niiden soveltamisesta
erilaisissa tilanteissa. Todistamisen rooli ylakoulun opetussuunnitelmassa nékyy eri-
tyisesti geometrian opetuksessa, missd oppilaita kannustetaan perustelemaan geo-
metrisia vaittdmia ja ratkaisemaan geometrisia ongelmia jarjestelmallisesti ja loogi-
sesti. (Opetushallitus 2015)

Opetussuunnitelmassa todistaminen ndhddéan osana matemaattisen ajattelun ke-
hittymisté ja oppilaiden valmistautumista kohti abstraktimpia matemaattisia késit-
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teitd ja sovelluksia. Todistaminen tarjoaa oppilaille mahdollisuuden syventda ym-
mérrystadn matematiikan perusteista ja kehittdd analyyttisid ja loogisia ajattelu-
taitojaan. Se myos tukee oppilaiden matemaattista itsevarmuutta ja luottamusta
omiin paattely- ja argumentointitaitoihinsa.

Ylakoulussa geometriassa todistamiseen liittyy viisi yleistd virhekasitysta. En-
simmaisen virhekésityksen mukaan kaavioista voi tehda johtopaatoksia. Vaikka op-
pilaille painotetaan, ettd johtop&aatoksid ei voi tehda pelkén kuvan perusteella, he
tekevit silti johtopaatoksia sen perusteella, mikd nayttda todelta, eikd annettujen
tietojen ja olennaisten maaritelmien perusteella. Esimerkiksi, kun osana Cirillon ja
Hummerin (2019) tutkimusta oppilaita pyydettiin ratkaisemaan tehtévi 1, joka né-
kyy kuvassa 6, useimmat oppilaat tekivit johtopaatoksia koko kuviosta. Kuvan 6
tehtavisséa oppilailta kysyttiin, mitd annetun tiedon avulla voi péaatelld. Oppilaille
oli annettu komio ja kerrottu, etté sen jana puolittaa yhden kolmion kulmista. Vain
28% oppilaista teki oikean johtopaitoksen, eli kulmanpuolittajan molemmin puolin
sijaitsevat kulmat ovat yhta suuria. Yli puolet oppilaista uskoi, ettd kolmion sivut
NP ja MO ovat kohtisuorassa toisiinsa nihden, MP ja OP ovat yhti pitkié, kulmat
M ja O ovat yhti suuria ja kolmio MNO on tasakylkinen. (Cirillo ja Hummer 2019)

1. Given: NP bisects ZMNO

What can you conclude

from this Given information?

Kuva 6: Esimerkkitehtéva, jonka avulla voi testata hallitsevatko oppilaat oikean
johtopaatoksen tekemisen kuvan perusteella (Cirillo ja Hummer 2019).

Toisen virhekasityksen mukaan kaavioista ei voi tehdd mitéddn oletuksia. Oppi-
laat saattavat padtelld tdmén kuullessaan opettajien sanovan esimerkiksi: "Emme
voi sanoa jonkin olevan totta vain siksi, ettd se nayttaa siltd." Vaikuttaa jarkevalté
paatelmalta. Itse asiassa on olemassa asioita, joiden tulisi perustua kaavioihin ja joi-
den voi olla hyddyllistd perustua niihin. Osa oppikirjoista selittda hyvin naméa asiat
nostamalla ne esiin. Cirillon ja Hummerin (2019) tutkimuksessa kuitenkin ilmeni,
ettd opettajat eivit kisitelleet néitéa asioita oppilaiden kanssa. (Cirillo ja Hummer
2019)

Kolmannen virhekéasityksen mukaan méaéritelma voi siséltéaa kaikki ominaisuudet,
jotka tiedetddn geometrisesta kappaleesta. Oppilailla on mielenkiintoisia késityksia
matemaattisista maaritelmista. Koska he tuovat geometriaan mukaan monia kasite-
kuvia tutkimistaan geometrisista kohteista, heilld on usein vain osittaisia kasityksia
néiden kohteiden maéaritelmisté. Lisdksi he tuntevat monia kohteiden ominaisuuksia,
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mukaan lukien ne, jotka eivit sisdlly niiden maaritelmiin. Siksi, kun heiltd pyyde-
tdan maaritelmid termeistd, kuten tasasivuiset kolmiot tai suunnikkaat, oppilailla
on tapana mainita kaikki, mitd he tietdvat naisté késitteista. Esimerkiksi kun heil-
td kysytddn suunnikkaan madritelméd, oppilaat saattavat kuvailla muotoja, joilla
on vastakkaiset yhdensuuntaiset ja yhtenevét sivut sekéd vastakkaiset kulmat, jotka
ovat yhtenevét, sen sijaan ettd he mainitsisivat vain tarpeellisen ja riittdvan tiedon.
(Cirillo ja Hummer 2019)

Neljas virhekéstys koskee kulmanpuolittajia tai janan keskinormaalia. Virhekési-
tyksen mukaan kulmanpuolittaja tai janan keskinormaali jakaa kolmion puoliksi tai
toimii symmetria-akselina. Tarkkailemalla ja analysoimalla oppilaiden ajattelua sel-
visi, kuinka haastavaa oppilaille on ymmértaa janan keskinormaalien, janan puolit-
tajan ja kulmanpuolittajien merkitys geometrian todistuksissa. (Cirillo ja Hummer
2019)

Viidennessa virhekésityksessa oppilaat yrittavét todistaa oletuksen lauseeksi olet-
tamalla véitteen johtopéaatoksen. Kun oppilaita pyydetdédn muotoilemaan oletuksia,
he eivét aina tee niistd ehdollisia lausuntoja. Vaikka heille annetaan valmiita oletuk-
sia, oppilailla voi olla vaikeuksia muuttaa ne ehdollisiksi lausunnoiksi. Esimerkik-
si, kun 389 oppilasta pyydettiin muotoilemaan uudelleen oletus "Nelionmuotoisen
suorakulmion lavistajat jakavat toisensa puoliksi," jos—niin -lauseeksi, vain 14 %
opiskelijoista sai tdydet pisteet tdhan kohtaan. Yleinen virhe oli hypoteesin ja johto-
péaatoksen sekoittaminen. Cirillon ja Hummerin (2019) tutkimustulokset viittaavat
sithen, etta oppilailla on vaikeuksia muuntaa oletuksiaan ehdollisiksi lausunnoiksi
ja valita, mita he olettavat todeksi ja mita he yrittavat todistaa, kun oletukset esi-

tetddn yksinkertaisina lauseina ja sovelletaan konkreettisiin tilanteisiin. (Cirillo ja
Hummer 2019)
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7 Virhekasitysten huomioiminen opetuksessa

Virhekasitysten huomioiminen opetuksessa on merkittava osa opettajan tyota ma-
tematiikan opetuksessa. Erityisesti kolmiulotteisten kappaleiden kisittely voi olla
haastavaa oppilaille, ja virhekésitykset voivat vaikuttaa negatiivisesti oppimistulok-
siin. Téassa luvussa tarkastellaan erilaisia opetusstrategioita virhekasitysten havait-
semiseksi, korjaavien toimenpiteiden merkitysté virhekésitysten viahentédmisessa seka
oppimisympariston roolia virhekéasitysten ehkaisyssa ja korjaamisessa. Liséksi esitel-
ladn kaytannon vinkkeja opettajille virhekasitysten huomioimiseksi ja kasittelyksi
matematiikan opetuksessa.

Tutkimusten mukaan oppilaiden matemaattinen abstraktiokyky ja virhekésityk-
set ovat laheisessa yhteydessi (Fitriani, Suryadi ja Darhim 2018; Kadarisma, Fitria-
ni ja Amelia 2020). Mitd paremmin oppilas menestyy matematiikassa, sitd pienempi
riski virhekésitysten esiintymiselle on (Ozkan ja Bal 2017). Tamé korostaa tarvetta
keskittya erityisesti oppilaiden abstraktiotason kehittdmiseen matematiikan opetuk-
sessa.

Opettajilla on keskeinen rooli virhekésitysten ehkaisyssa ja korjaamisessa. On
tarkeda varmistaa, ettd oppilailla on vahva perustaso ennen uuden aiheen opetta-
mista ja he hallitsevat pohjatiedot ja taidot, joita aihe vaatii. (Kadarisma, Fitriani
ja Amelia 2020) Oppilaita on myos térked rohkaista kriittiseen ajatteluun ja havain-
tojen analysointiin. On myos tarkedé, etta oppilaat pystyvit kuvaamaan ja analysoi-
maan tuloksia havainnoistaan piirtdmaélla. Piirtdessa oppilaat tunnistavavat raken-
teita ja niiden osia seké analysoivat havaintojen ominaisuuksia. (Kadarisma, Fitria-
ni ja Amelia 2020) Liséksi oppimisympériston merkitys on merkittévd, ja avoimen
ilmapiirin luominen virheiden hyviksymiseen ja niistd oppimiseen on ensiarvoisen
tarkeda.

7.1 Kolmio

Kolmioon liittyvien virhekésitysten valttamiseksi erilaisia kolmioita olisi téarked ha-
vainnollistaa my0s fyysisten esineiden avulla. Eli opetuksessa tulisi olla mukana vi-
suaalisten objektien kiiyttéd (Kadarisma, Fitriani ja Amelia 2020; Ozerem 2012).
On myos tarkedd antaa oppilaille mahdollisuus esittdéd omia havaintoja. T&lldin on
todennéakoista, ettd kisitteiden valistd koordinaatiota tapahtuu ja késitteiden vé-
lille muodostuu riittévéa yhteys. Opiskelijoiden on térkedé kokea abstraktioprosessi
késitteen l6ytdmisessé, jotta luokitteluvirhekésityksié ei synny. (Kadarisma, Fitria-
ni ja Amelia 2020) T&ll6in oppilaan on myos mahdollista havaita omia luokittelu-
virheitdén. Liséksi on térkedd, ettd ennen kuin siirrytédédn opiskelemaan kolmioita
on varmistettu, ettd oppilailla on hallussa suoran ja kulman késitteet (Hutagalung,
Mulyana ja Pangaribuan 2020). Tahén voi hyddyntaa esimerkiksi erilaisia 1ahtota-
sotesteja.

Virhekasitys kolmion korkeuden sekoittamisesta pinta-alaan syntyy yleensa op-
pilaille, koska heitd opetetaan rutiininomaisilla esimerkeilld. Oppilaille ei anneta
selkedd maaritelméad, eivatkd he saa mahdollisuutta rakentaa sitd. Sen sijaan heille
annetaan vain selitys, joka sisaltda kolmion korkeuden tai kannan perusteellisten esi-
merkkien kautta. Kasitteiden esittely véltetdan suurelta osin abstraktioprosessista,
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eikd oppilaita ohjata muistamaan aiempia kokemuksiaan Pythagoraan lauseesta ja
sen ominaisuuksista, jotka voivat vahvistaa kolmion pohjan ja korkeuden kasitetta.
Opetusprosessi ei myoskdan kannusta suoraan fyysiseen havainnointiin, eiké opiskeli-
joita ohjata esittdmé&an havaintojaan geometrisessa muodossa. Lopputuloksena opis-
kelijat eivat pysty yhdistdméaan Pythagoraan lausetta kolmion korkeuden tai kannan
késitteeseen, miké johtaa virhekésitykseen pinta-alan ratkaisemisessa. (Kadarisma,
Fitriani ja Amelia 2020) Opettajan olisi siis térkedd liittadd opetukseensa aiemmin
opittu Pythagoraan lause, antaa selkeitd méaritelmid kolmion eri ominaisuuksille
sekd, kannustaa oppilaita fyysiseen havainnointiin virhekésitysten minimoimiseksi.

Kolmion pinta-alaan liittyvid virhekésityksid voi mahdollisesti kumota tai eh-
kiista kayttamalla opetuksessa sddnnollisesti kuvia osana interaktiivista opetusta.
Virhekasityksia myos pystyy valttamaan lisdamalla aiheeseen kaytettya aikaa ja har-
joitusten médrda. (Ozerem 2012) Tamé ei kuitenkaan usein ole mahdollista, koska
jokaiseen aiheeseen on vain rajallisesti kidytossd aikaa koulussa. Tamaén takia kan-
nattaa keskittyd enemmén muiden keinojen hyodyntédmiseen.

Heikolla matemaattisella tasolla olevilla oppilailla on myds haasteita ymmér-
taa kolmioon liittyvia késitteitd ja niiden vélisid suhteita. Tédhéan ja abstraktiopro-
sessiin kaivataan opettajan tukea ja apua. (Hutagalung, Mulyana ja Pangaribuan
2020) Opetuksessa on siis tarked esittdd kaikki peruskésitteet selkeésti. Lisdksi tu-
lee painottaa tiettyja kolmioiden perusominaisuuksia, eli esimerkiksi, ettd kannan ja
korkeuden tulee olla kohtisuorassa toisiaan kolmion pinta-alaa laskettaessa. Taméa
oli Hutagalungin et al. (2020) tutkimuksessa ldhes kaikille heikolla matemaattisella
tasolla oleville oppilaalle epaselvia.

Heikosti menestyneet oppilaat kaipaavat yksilollistd ohjausta opettajalta, jotta
oppilaat pystyvéit tunnistamaan, organisoimaan ja rakentamaan saamansa tiedon
uudeksi tiedoksi ja yhdistdméén sen aiemmin oppimaansa. Opetuksessa tulisi sel-
kedsti erottaa kolmion ja kolmion pinta-alan késite toisistaan. Opetuksessa on myos
tarkeda ottaa mukaan mahdollisimman erilaisia kolmioita ja tunnistaa niiden korkeus
ja kanta. On myos tarkeédd, ettd oppilaat ymmartavat, etta korkeutta ja kantaa tun-
nistaessa ensimméinen huomioon otettava asia on niiden kohtisuoruus. Opetuksessa
tulee siis harjoitella erilaisten kolmioiden korkeuden ja kannan méarittdmista erityi-
sesti heikommalla matemaattisella tasolla olevien oppilaiden kanssa. Hutangin et al.
(2020) tutkimus viittaa siihen, ettd heikommin matematiikassa menestyvit oppilaat
hyotyvét opettajien avusta, kun he pyrkivat saavuttamaan korkeampaa abstraktio-
tasoa. Tama tapahtuu luomalla yhteyksié eri prosessien vilille uuden ymmérryksen
muodostamiseksi ja poistamalla epdolennaisia tekijoitd. (Hutagalung, Mulyana ja
Pangaribuan 2020)

7.2 Kulma

Biberin et al. (2013) tutkimuksessa ilmeni, ettd oppilaat usein opettelevat ulkoa
kulmiin liittyvaa geometriaa, kun he eivat ymmaérra taysin geometristen tilanteiden
logiikkaa. Oppilaat kuitenkin unohtavat usein ulkoa opitun tiedon nopeasti. Taméa
aiheuttaa ongelmia geometrian opetuksessa, jossa aiheet liittyvét tiukasti toisiin-
sa. Nain ollen opettajilla on térked rooli oppilaiden virhekésitysten poistamisessa.
Oppilaiden virheet ja virhekésitykset niiden takana tulisi tunnistaa ja eliminoida
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ennen kuin ne johtavat uusiin virhekéasityksiin tulevaisuudessa opiskeltavissa aiheis-
sa. Téman takia opetuksessa tulisi korostaa loogisia perusteita kuvioille. Liséksi
opetuksessa olisi suositeltavaa esittaéd kysymyksid, missa esiintyy erilaisia kuvioita,
jotka liittyvéit samaan aihepiiriin, jotta oppilaat voivat hahmottaa yhteyksié, joita
muodostuu eri geometrian osa-alueiden vilille. (Biber, Tuna ja Korkmaz 2013)

Ozeremin (2012) tutkimuksessa ilmeni yhdensuuntaisiin suoriin ja niihin liitty-
viin kulmiin liittyvid virhekasityksid. Ratkaisuna néihin ehdotettiin, ettd kulmien
havainnoinnin tarkeytta korostettaisiin enemmén oppitunneilla. Lisidksi opetuksessa
voisi kiyttad virikkaita kuvia, jolloin kuvista pystyy korostamaan muun muassa ris-
tikulmat ja vieruskulmat. (Ozerem 2012) Virien kilytté auttaa usein muistamisessa
ja on hyodyllista erityisesti visuaalisesti oppiville.

7.3 Monikulmiot

Monikulmioiden opetuksessa tulisi kiinnittda erityisesti huomiota siihen, ettd ope-
tusmateriaali ja oppimistehtévat suunnitellaan niin, ettd ne ovat keskinéisesséd yh-
teydessd. Tama tarkoittaa sitd, ettd opettajan tulisi esittdd nelioon ja geometriaan
liittyvat késitteet ja tehtavéit niin, ettd ne tukevat toisiaan ja auttavat oppilaita
hahmottamaan késitteitd kokonaisvaltaisesti. (Kadarisma, Fitriani ja Amelia 2020)
Opetusmateriaalin ja tehtavien tulisi olla johdonmukaisia ja rakentua oppimistavoit-
teiden ymparille.

Liséksi opettajan tulisi ohjata oppilaita ymmaéartamaén kasitteiden vélisten suh-
teiden merkitys ja opastaa heitd koordinoimaan eri késitteitd toisiinsa. Abstrak-
tioprosessin merkitysté tulisi korostaa opetuksessa (Kadarisma, Fitriani ja Amelia
2020). Oppilaille tulisi my6s tarjota mahdollisuuksia harjoitella késitteiden sovelta-
mista erilaisissa tilanteissa ja tehtévissa.

Monikulmioihin liittyvassa opetuksessa tulisi valttaa pysyvia kaavoja ja protyyp-
pikuvioita. Opetuksessa on hyvé korostaa konkreettisia tosielimén esimerkkejé ja vi-
suaalista havainnollistamista. (Ozkan ja Bal 2017) Oppilaita voi esimerkiksi pyytéé
etsiméan erilaisia kuvioita omasta elaméstadn. Tamé voi mahdollisesti auttaa kasit-
teiden ja kaavojen ymmértimisessi ja muistamisessa. (Ozerem 2012) Myds luokit-
teluharjoitusten kiyttod suositellaan kiytettaviksi osana opetusta. Samaan kuvioon
tulisi my6s opettaa eri ndkokulmia ja erilaisia ldhestymistapoja, jolloin oppiminen
on pysyvampad. (Ozkan ja Bal 2017)

Nelikulmioiden luokittelussa esiintyvia virhekésityksia voi ottaa huomioon ope-
tuksessa antamalla enemmén painoarvoa nelikulmioiden yhtéaldisyyksien ja erojen
tunnistamiseen opetuksessa. Oppilaita tulisi osallistaa enemmén yhtéldisyyksien ja
erojen havaitsemiseen eri tasolla opetuksessa. (Ozerem 2012)

Tekin-Sitravan ja Isiksal-Bostan (2017) tutkimuksessa havaittiin, etté oppilailla
on usein haasteita visualisoida ja ymmértda sarmion rakennetta, joka johtaa virhe-
késityksiin (Tekin-Sitrava ja Isiksal-Bostan 2018). Naita virhekésityksid voi ehkais-
ta ottamalla opetukseen mukaan palikoita tai muita vastaavia apuvilineitd, joiden
avulla pystyy rakentamaan sarmioitd. Nain oppilaiden ymmarrys tilavuuskésittees-
ta paranisi. Télldisen oppimisympaériston avulla opettaja voi vihentda oppilaiden
mahdollisia virhekésityksia ja tehostaa oppimista (Tekin-Sitrava ja Isiksal-Bostan
2018).
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Akkagin ja Tirniikliin (2015) tutkimuksessa selvisi, ettd oppilaat tekevit vir-
heitd nelikulmioihin liittyen, koska heilla ei ole tarkkaa tietoa niistd ja tietyista
ominaisuuksista. Kun oppilaat tekevit madritelmid omien havaintojensa pohjalta,
he tekevit virheitd nelikulmioiden méaarittelyssa. Tutkimuksessa ilmeni myo0s, et-
téd alakoulun lopussa opettajat piirtdvét usein vain tyypillisid nelikulmioita. (Akkag
ja Tirniikli 2015) Téalléin oppilaat eivéit tutustu jo aiemmassa vaiheessa erilaisiin
nelikulmioihin, jolloin niiden luokitteleminen ja mééritteleminen on haastavampaa
yléakoulussa. Tutkimuksessa todettiin, ettd oppilaat kykenevét yhdistdméaan uutta
tietoaan aiempaan tietoon, joten opetuksessa on hyva painottaa oppilaiden aiem-
min ndkemid nelikulmioita. (Akkas ja Tirniikli 2015) On my6s erittdin térkeda,
ettd opetuksessa kiytetain oikeita termejé, jotta tdma ei aiheuta oppilaille lisda vir-
hekésityksid. Opetuksessa pitdisi myos kiayttda laajasti erilaisia nelikulmioita, eiké
kiyttad aina samoja nelikulmioita esimerkeissé ja muussa opetuksessa, jotta mahdol-
lisimman monenlaiset nelikulmiot tulevat oppilaille tutuksi. Akkasin ja Tiirniikliin
(2015) tutkimuksessa ilmeni ettd, jos kuviot ovat oppilaille tuttuja, kuten neli6 ja
suorakulmio esimerkiksi ovat, oppilailla ei ole niiden kanssa haasteita ja niihin liittyy
vahén virhekésityksida (Akkag ja Tiirniikli 2015).

7.4 Muunnosgeometria

Aktasin ja Unliin (2017) tutkimuksessa havaittiin, ettd oppilailla oli haasteita ja vir-
hekésityksié liittyen peilaukseen, rotaatioon ja translaatioon. Opettajan olisi tarkeédé
luoda oppimisymparisto, jossa han kykenee valittdmaa selkedsti ja ymmarrettavasti
késitteellisté tietoa ja parantaa omaa kykyadn harjoittaa naita kasitteitd oppilailla.
Esimerkkinéd mainitaan, ettd monikulmion translaatiota voi havainnollistaa oppilail-
le kiyttamalla apuna muovikalvoa paperin péalla. Lisaksi opetukseen suositellaan
ottamaan mukaan aktiviteetteja, kuten kuvan heijastamista veteen ja symmetriapei-
lin kiyttoa. Oppilaiden késitteiden ymmaérryksen takia aktiviteettien jarjestdminen,
jossa oppilaat esimerkiksi tunnistavat muunnoksia taiteesta, on tarkedd. (Aktag ja
Unlii 2017)

Rotaatioon liittyvid virhekasityksid voi mahdollisesti valttaa tai ehkéista kolmen
keinon avulla. Ensimmaéinen on, ettd kannattaa lahted liikkeelle siitd, ettd oppilaat
osaavat tunnistaa paikat ja sijainnit. Lisdksi téssékin tapauksessa on hyvéd hyodyn-
taa varikkaitd kuvia aihetta opettaessa. Kolmas térked seikka on laittaa oppilaat
itse toihin, eli laittaa heidat piirtdmaan omiin vihkoihinsa kuvioita ja tulkitsemaan
itse rotaatiota. (Ozerem 2012) Niiden lisiiksi rotaatioiden opetuksessa suositellaan
hyodynnettavan erilaisia geometriaohjelmia, kuten GeoGebraa, koska ne usein he-
rattavit oppilaiden kiinnostuksen sekéd auttavat késitteiden oppimisessa. (Aktag ja
Unlii 2017)

7.5 Kolmiulotteiset kappaleet

Kadarisman et al. (2020) tutkimuksessa ilmeni, ettd opiskelijoilta vaaditaan useiden
kaavojen ulkoa muistamista, vaikka tarkeampéa olisi, ettd oppilaat ymmartaisivét
kaavat. Oppilaat opettelevat kaavoja ulkoa useiden tekijoiden vaikutuksesta, joista
yksi on se, ettd opettajat opettavat kisitteitd suoraan ja oppimistavoitteena on, etta
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opiskelijoiden on pystyttava tyoskentelemddn annettujen tehtdvien parissa. Myos
kéytossa olevissa oppikirjoissa on samankaltainen tavoite, silla ne sisaltavat kaavoja,
joiden jélkeen tulee harjoituksia, joissa kaavoja pitdd kiyttdd. Sekd opettajat ettd
oppikirjat, jotka on suunniteltu, ovat suuntautuneet lopputuloksiin tai kokeeseen ja
kiinnittavat liian vahén huomiota késitteiden muodostumiseen. (Kadarisma, Fitriani
ja Amelia 2020)

Opetettu mateeriaali on yleensé hyvin irrallaan toisistaan. Tamé kasvattaa kor-
relaatioon liittyvia virhekésityksid oppilaiden keskuudessa. (Kadarisma, Fitriani ja
Amelia 2020) Tamén takia opetuksessa olisi hyvd huomioida, miten eri kappaleet
liittyvédt toisiinsa. Oppilaat eivit usein esimerkiksi tunnista, mita yhteistd pyrami-
dilla ja kartiolla on (Kadarisma, Fitriani ja Amelia 2020). Opettajan tehtaviksi jaa
siis luoda yhteyksia eri kappaleiden vilille. Tata on mahdollista tehda esimerkiksi
erilaisten esimerkkien avulla. Opettajien tulee siis kiinnittdd huomiota oppitunneilla
hyodyntaménsa materiaalin ominaisuuksiin (Sudirman et al. 2023).

Parhaiten voi vélttda mahdolliset virhekéasitykset kolmiulotteisten kappaleiden
tilavuuteen liittyen, jos kiyttaa abstraktioprosessia, joka ldhtee liikkeelle kappaleen
pohjan tunnistamisesta. Pohjimmiltaan geometrinen rakenne rakentuu kappaleen
pohjan paélle, kun pohja on tunnistettu siihen liittyvéa korkeus on yksinkertaisempi
maarittda. Oppilaita kannattaa usein myo6s rohkaista piirtdméaéan luonnoksia tilan-
teesta, jos hahmottaminen tuntuu vaikealta. Geometriassa tilavuuden ymmartami-
nen vaatii tietoisuutta muodon ja tilavuuden valisestd suhteesta, joita oppilaiden on
tarked harjoitella erilaisten kuvioiden avulla. (Kadarisma, Fitriani ja Amelia 2020)
Opettajan tulee myds kehittad erilaisia strategioita opettaa oppilaita hahmottamaan
geometrisia kuvioita, kuten kuutioita ja suorakulmaisia sarmioita, esimerkiksi kéyt-
tamaélla visuaalisia esimerkkejé, joiden avulla voi hahmottaa paremmin pinta-alan
ja tilavuuden kisitteitd (Ozerem 2012). Niiden liséiksi opettaja voi esitelld esimerk-
keja ja tehtavia, jotka edistavéit oppilaiden kykyé soveltaa abstraktiota geometrian
ongelmiin.

Fitrianin et al. (2018) tutkimuksessa tultiin johtopaatokseen, etté yldkoulun op-
pilaiden abstraktiokykya on jatkuvasti kehitettéiva, koska abstraktioprosessi on ké-
sitteiden loytédmista. Oppilailla on ongelmia korkeammilla abstraktiotasoilla, kuten
rakenteellisen tietoisuuden tasolla. Mita korkeampi abstraktiotaso on, sitd enemmén
oppilaalta vaaditaan ja vaatimukset muuttuvat monimutkaisemmiksi. Taméan vuoksi
geometrian oppimismalleja ja opetusmateriaaleja on kehitettéva siten, ettd ne tu-
kevat abstraktioprosessin kehittymistd. Alkuvaiheessa painotetaan fyysisten tilojen
ja muotojen havainnointia ja mittaamista, siirtyen sitten Euklidisen geometrian ab-
strakteihin aksioomiin ja myohemmin epdeuklidiseen geometriaan, jotka ovat yhé
kauempana havaitusta fyysisestd maailmasta. (Fitriani, Suryadi ja Darhim 2018)

7.6 Sanalliset tehtavit ja todistaminen

Geometrian sanallisiin tehtédvien huomioimiseen opetuksessa ei tarjota mitdan suo-
raa ratkaisua. Niiden osalta patee kuitenkin monet eri geometrian osa-alueiden kei-
not riippuen tehtavista. Visualisointi, konkreettiset esimerkit, keskustelu ja vertai-
soppiminen ovat térkeéssé roolissa. Myo0s erilaisten ratkaistapojen esiintuominen on
keskeista sanallisissa tehtavissa.
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Ratkaisu ensimmaéiseen todistamiseen liittyvaan geometrian virhekasitykseen, eli
sithen, ettd kaavioista voi tehda johtopaatoksia on opettaa oppilaat ensin laatimaan
patevia johtopadtoksia ennen kuin opettaa heidat todistamaan. Patevien paatelmien
tekeminen on taito, joka voidaan opettaa yksindén, erillisena ja edeltévina opetukse-
na todistuksen opettamiselle. Nain tehdessé késitelladn virhekésitysta siitd, ettd on
perusteltua vetda johtopaatoksia sen perusteella, miltd kaavio nayttédd, ja voidaan
opettaa oppilaille, kuinka vetda péatevia johtopaatoksia kayttden annettuja tietoja
ja asiaankuuluvia méaaritelmia. Talla tavoin osoitetaan, etta ei ole perusteltua vetaa
johtopéatiaksia sen perusteella, miltd kaavio nayttdd ja voidaan opettaa oppilaille,
kuinka vetda pétevida johtopaédtoksia kiyttden annettuja tietoja ja asiaankuuluvia
méaritelmid. Opettajilta saadun palautteen perusteella péadtelmien vetdminen on
yksittainen vaikutusvaltaisin muutos kdytdnnossa, joka voidaan tehdd geometrian
todistuksen opetuksessa. Oppilaille annettavat formatiiviset arviointitehtdvat sen
jalkeen, kun he ovat oppineet vetdméadn padtelmia, osoittavat, ettd tdmé ldhesty-
mistapa oli tehokas tukemaan opiskelijoita vetaméan péatevid péaéatelmié. (Cirillo ja
Hummer 2019)

Toinen yleinen virhekéasitys eli kaavioista ei voi olettaa mitaan tulisi myos huo-
mioida opetuksessa. Suositus on, ettd opetetaan eksplisiittisesti, mita kaavioista voi-
daan olettaa ja mitd ei. On havaittu, ettd on erittdin tarkedd madritella selkedsti,
mitd oletuksia voidaan tehda kaavioiden perusteella, ja opettaa nama asiat vasta-
painona niille oletuksille, joita ei voi tehdd. Namé esitetaéan taulukossa 2. (Cirillo ja
Hummer 2019)

Taulukko 2: Oletuksia, joita kaavioiden perusteella voi ja ei voi tehda (Cirillo ja
Hummer 2019).

Mita voi olettaa Mita el voi olettaa

e Jos suorat leikkaavat, ne leikkaavat e Jos suorat vaikuttavat
yvhdessé pisteessa. yhdensuuntaisilta tai kohtisuorilta,

) e ne eivat valttamaétta ole sité.
e Jos pisteet nayttavit

kollineaarisilta ne ovat. e Jos kulmat tai segmentit nayttavat

Pisteiden suhteellinen sijainti: jos
piste nayttad olevan kahden muun
pisteen vilissa tai sen oikealla tai
vasemmalla puolella se on.

Jos kulmat nayttavit
vieruskulmilta, ne ovat.

Jos kulmat nayttavat ristikulmilta
ne ovat.

yhteneviisiltd ne eivat valttaméatta
ole sité.

Segmenttien ja kulmien
suhteellinen koko: jos yksi kulma
tai jana nayttda isommalta kuin
toinen se ei valttamatta ole.

Jos kulmat néyttéavat suorilta
kulmilta ne eivit valttamatta ole
sita.
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Oppikirjojen tarkastelu osoittaa, ettd jos kaavioista tehtédvid oletuksia késitel-
ldén ollenkaan, niin keskitytdaan yleensa vain niihin oletuksiin, jotka voidaan tehda.
Kuitenkin ndiden erottaminen niista oletuksista, joita ei voi tehda, auttaa luomaan
vakaan perustan kaavioiden kanssa tyoskentelyyn ja tukee oppilaita johtopaéatosten
tekemisessé. Tutkimuksessa havaittiin, ettd kun oppilaille opetetaan tdmén taito sel-
vasti ja kiytetadn tehtédvad, jossa kysytdan, mita oletuksia voi tehda kuvion perus-
teella, huomattiin, ettd suurin osa Cirillon ja Hummerin (2019) tutkimukseen osal-
listuneista SGI-opiskelijoista kehitti tdméan taidon, lukuunottamatta tarvetta oppia
asianmukaista merkintétapaa. (Cirillo ja Hummer 2019)

Myo6s kolmas virhekésitys eli se, ettd maaritelma voi sisaltaa kaikki geometrisesta
kappaleesta tiedetyt ominaisuudet on hyvéa huomioida opetuksessa. Oppilaita tulee
ohjata harjoittelemaan mééaritelmien laatimista ja samalla korostaa méaéritelmien
tuntemisen térkeyttd. Osallistaminen méaritelmien laatimiseen kehittda oppilaiden
ymmarrysta siitd, mita tarkoittaa hyva maaritelma ja auttaa heitd kiinnittdmasan
huomiota tarkkuuteen. Esimerkiksi oppilaat tunnistavat, ettd hyvan maaritelmé tu-
lisi kertoa "mitéd se on" ja "miké tekee siité erityisen". Méariteltdessé on olennaista
tunnistaa luokka, johon geometrinen kohde kuuluu, esimerkiksi "Tasasivuinen kol-
mio on kolmio...," ja mainita, mikd tekee tésta luokasta erityisen esimerkiksi "jolla
on kaksi yhtenevad sivua." Liséksi opetettaessa, ettd méaédritelméat ovat kiddnteisia,
oppilaita tulee kannustaa ilmaisemaan maaritelméansa kaksisuuntaisina lausuntoina,
miké vahvistaa, ettd maaritelmét patevat aina molempiin suuntiin. Esimerkiksi kol-
mio on tasasivuinen kolmio, jos ja vain jos silld on kaksi yhtenevia sivua. Cirillon
ja Hummerin (2019) tutkimuksessa ilmeni, ettd muiden mééritelmié arvioimalla ja
tarkistamalla, oppilaille kehittyi kyky antaa méaritelmissaén juuri tarpeeksi tietoa.
(Cirillo ja Hummer 2019)

Opetuksessa kannattaa keskittya kolmenlaisiin puolittajiin, kulmanpuolittajiin,
janan keskinormaaleihin ja mediaaneihin, ja arvioida oppilaiden edistymisté. Piir-
tamaélla paatelmid on hyva tapa tunnistaa oppilaiden virhekasityksid, mutta sen
avulla niitd ei pysty ehkidisemédn. Oppilaita on myds tarpeen arvioida toistuvas-
ti, jotta havaitsee tietdvatko he erot eli puolittajien valilla. Erilaisten puolittajien
erojen opettaminen etukiteen ja todistusprosessin ulkopuolella on todennékoisesti
tehokkaampaa kuin niiden opettaminen oppilaille samalla, kun he opettelevat to-
distamista. Oppilaille on hyva opettaa, ettd kohdatessaan jonkin puolittajan, ensin
kannattaa miettia, minké se puolittaa ja sen jalkeen, minké tyyppinen puolittaja on.
(Cirillo ja Hummer 2019)

Oppilaille tulisi opettaa, mten voi muotoilla oletukset ehdollisiksi lauseiksi ja
tunnistaa hypoteesi eli oletus ja johtopéatos, jotta valtytddn naihin liittyvilta vir-
hekésityksiltd. Oppilaiden matemaattisen todistamisen ymmartamisen tukemiseksi
heidan tulisi saada mahdollisuuksia kehittda omia oletuksiaan eikd vain kirjoittaa
todistuksia annetuista lausunnoista. Taméan haasteen kasittelemiseksi suositellaan
antamaan oppilaille mahdollisuus kirjoittaa oletuksensa, missé tahansa muodossa ja
pyytaa heité sitten muotoilemaan ne uudelleen ehdollisiksi lausunnoiksi. Taman uu-
delleenkirjoituksen ohjaamiseen tarvitaan todennékoisesti opettajan apua. Tamén
jalkeen voidaan opettaa oppilaat tunnistamaan ehdollisen lausunnon hypoteesi ja
johtopaitos sekd tukea heitd ndiden soveltamisessa tiettyihin kuviin. On tarkeda
késitelld tata vaarinkasitysté, silld nykyisten standardien mukaan oppilaiden odo-
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tetaan todistavan geometrisia teoreemoja, ja patevien argumenttien rakentaminen
ja toisten paattelyn arviointi edellyttévat oletusten tekemisté ja niiden tutkimista.
(Cirillo ja Hummer 2019)
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8 Pohdinta

Geometria muodostaa merkittédvin osan ylikoulun matematiikan opetusta ja sa-
malla se koetaan yleisesti yhdeksi vaikeimmista matematiikan osa-alueista. Taméan
haasteen lisidksi geometriassa ilmenee useita virhekésityksia, jotka voivat vaikeuttaa
oppimista entisestaan.

Ensimmainen tutkimuskysymys oli, mitkd ovat yleisid virhekésityksia geomet-
riassa ylakoulussa ja miten ne ilmenevit. Tuloksissa ilmeni, ettd yldkoulun geo-
metriaan liittyy useita virhekasityksia, joita ilmenee kaikilla geometrian osa-alueilla.
Yleisia virhekésityksid, joita ilmenee kaikilla geometrian osa-alueilla ovat késitteiden
sekoittaminen ja virheellinen maérittdminen, luokitteluvirheet, geometristen kuvioi-
den kuvaaminen vaarin ja kaavojen virheellinen kiytto.

Toinen tutkimuskysymys oli, miten erilaisia virhekésityksia voi huomioida ope-
tuksessa. Tahédn ei saatu yhtd selkedd vastausta, mutta monia ehdotuksia, miten
opetustilanteissa voi toimia ja, miten oppituntiin kannattaa valmistautua. Téarkea
havainto, mikd kuitenkin tuli ilmi on, ettd opettajan tulisi olla tietoinen geomet-
rian virhekésityksistd, kun han alkaa suunnitella opetuskokonaisuutta tai oppituntia.
Opettajan omat opetussuunnitelmat ovat siis téarkeitd. Niissé on tdarked huomioida,
mitkd aiheet késitelladn ja missé jarjestyksessd ne kasitellddn. Tuloksista myos kiy
ilmi, ettd oppimisymparistolla on suuri vaikutus oppilaiden virhekésityksiin. Erilai-
set oppimismenetelméat tai opetusstrategiat voivat auttaa oppilaita hahmottamaan
geometrisia kisitteitd paremmin.

Matematiikan suurimpiin haasteisiin kuuluu usein riittaméton ajattelu- ja péaat-
telykyky. Opettajalla on merkittava rooli ongelman ratkaisemisessa. Opettajan teh-
tavana on selittad oppilaille yksityiskohtaisesti, mihin heidén tulisi kiinnittda huo-
miota kuvapohjaisissa tehtévissd. Matematiikan opetuksessa on hyodyllistd kéyt-
taa visuaalisia ja konkreettisia apuvélineitd, silla ne auttavat oppilaita ymmarta-
médn erilaisten kappaleiden rakenteita (Aktas ja Unlii 2017; Tekin-Sitrava ja Isiksal-
Bostan 2018; Ozerem 2012). Opetuksessa olisi suositeltavaa kiyttii erilaisia mene-
telmia, jotka aktivoivat opiskelijoiden eri aisteja.

Geometrian oppimisessa on keskeistd madritelld selkeésti kisiteltavat objektit ja
niiden méaritelméat. Myos késitteiden ja prosessien vélisten yhteyksien luominen on
erittain tarkedd (Akkas ja Tirniikli 2015; Biber, Tuna ja Korkmaz 2013; Hutaga-
lung, Mulyana ja Pangaribuan 2020; Kadarisma, Fitriani ja Amelia 2020). Oppilaat
saattavat sekoittaa erilaiset muodot tunnistaessaan niitd. Taémén ongelman ratkaise-
miseksi opettajan tulisi ensin auttaa oppilaita tunnistamaan erilaisia muotoja ja sen
jalkeen opettaa heitd kuvittelemaan ja pyoritteleméén esineitd mielessdén selkedm-
mén kasityksen saamiseksi. Téassé voi myos kiyttad apuna konkreettisia apuvalineita
seké geometriaohjelmia. Opettajan tulisi myos muistuttaa jatkuvasti oppilaita siité,
etté esineen pyorittaminen ei muuta sen perusmuotoa. (Ozerem 2012) My®s erilaiset
sahkoiset visuaaliset menetelméat ovat nykyéaan keskeisessé roolissa opetuksessa. Ne
antavat helpon keinon hyodyntaé erilaisia kuvia ja virejd, sekd geometriaohjelmia
osana opetusta. Geometristen ominaisuuksien tai suhteiden testaamiseen tai luomi-
seen voi muun muassa kiyttda geometrisia tietokoneohjelmia tai laskimia (Aktag ja

Unlii 2017).
Tutkimuksissa (Ozkan ja Bal 2017; Ozerem 2012) my6s kannustetaan liittimiin
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geometria osaksi arkipédivad. Tamaén voi tehda esimerkiksi antamalla oppilaille teh-
tavaksi etsid geometrisia muotoja ja kappaleita omasta elaméstdéan. Toinen tapa voi
olla vieda tuntiesimerkit ldhelle oppilaita ottamalla niihin mukaan oppilaille tuttuja
esineita.

Virhekésitykset voi siis huomioida opetuksessa monin eri tavoin. Tarkeinté opet-
tajana on kuitenkin osata tunnistaa virhekasitykset, jotta niihin pystyy reagoimaan.
Opettajan rooli on ratkaiseva virhekésitysten tunnistamisessa ja korjaamisessa. Vir-
hekésitysten minimoimiseksi geometrian opetuksessa on téarkedé luoda ja korostaa
kasitteiden ja prosessien vilisia yhteyksia, silla se auttaa oppilaita hahmottamaan
geometrisia kasitteitd kokonaisvaltaisemmin. Kasitteiden selked méarittely ja nii-
den viliset suhteet ovat avainasemassa virhekésitysten vihentdmisessé ja oppimisen
syventamisessd. Lisdksi visuaalisten ja konkreettisten apuvélineiden hyodyntami-
nen seké erilaisten oppimismenetelmien kiaytto voivat auttaa oppilaita hahmotta-
maan geometrisia késitteitd paremmin. Kokonaisuudessaan oppilaiden virhekasitys-
ten huomioiminen edellyttaa jatkuvaa vuorovaikutusta opettajan ja oppilaiden vélil-
1& sekd monipuolisten opetusmenetelmien kiyttoa. Nain varmistetaan, etté oppilaat
saavat tarvitsemansa tuen ja ohjauksen geometrian oppimisessa ja virhekasitysten
korjaamisessa.

8.1 Tulosten hyodynnettavyys

Tamaéan tutkimuksen tulokset tarjoavat arvokasta tietoa virhekésityksistd geomet-
riassa ja niiden huomioimisesta oppitunneilla. Tutkimustuloksia pystyvéat hyodynta-
méan kaikki tulevat matematiikan opettajat, seki myos jo tydeldméssa oleville opet-
tajille tutkimus tarjoaa uusia ndkokulmia. Yksi tdrked kohde, johon tutkimuksesta
on hy6tya, on opetuksen kehittdminen. Tulokset auttavat opettajia ymmartaméaan
paremmin, mitkd ovat yleisid virhekéasityksid geometriassa ylakoulussa. Tama tieto
voi auttaa opettajia muokkaamaan oppitunteja ja -materiaaleja vastaamaan parem-
min oppilaiden tarpeita ja haasteita. Tulokset auttavat myos opettajia tukemaan
oppilaita paremmin, sekd valmistautumaan mahdollisiin virhekésityksiin, joita op-
pilaille tulee. Nain opettajat voivat etukiteen miettid muun muassa esimerkkejé,
joiden avulla voi kumota virhekasityksia.

Tutkimustuloksia voi myos hyodyntaé laajemmin oppimateriaalin ja opetussuun-
nitelman kehittdmiseen. Oppimateriaali voidaan suunnitella tutkimustulosten avul-
la niin, ettéd se tukee paremmin oppilaiden ymmaérrysta ja kisitteiden muodostusta
sekd, auttaa vihentdméan virhekasityksié, joita ilmenee geometrian eri osa-alueilla.

8.2 Jatkotutkimusmahdollisuuksia

Tutkimustulokset tarjoavat monia mielenkiintoisia jatkotutkimusmahdollisuuksia.
Tutkimusta pystyisi hyodyntdmaéan muun muassa geometrian opetuksen parantami-
seen keskittyvissa tutkimuksissa tai tutkimuksessa, jonka tarkoituksena on keskittya
virhekésitysten vahentdmiseen. Esimerkiksi voisi tutkia, miten erilaiset teknologian
hy6dyntamisen muodot voivat auttaa virhekasitysten korjaamisessa tai miten opet-
tajien koulutusta voitaisiin kehittdd, jotta he olisivat paremmin valmistautuneita
késitteleméaédn virhekasityksia opetuksessa.
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Yksi erittain mielenkiintoinen jatkotutkimusmahdollisuus on myés se, miten nai-
hin virhekasityksiin ja niista johtuviin virheisiin tulisi suhtautua opetuksessa, seka,
mikd on paras tapa huomioida ne oppitunnilla. Toinen kiinnostava jatkotutkimus-
mahdollisuus olisi tutkia erilaisia pedagogisia lahestymistapoja ja niiden vaikutusta
oppilaiden ymmarrykseen geometrisista késitteista.

35



Viitteet

Akkag, E. N., Tirniikli, E. (2015). “Middle school mathematics teachers’ peda-
gogical content knowledge regarding student knowledge about quadrilaterals”.
Llk6gretim Online 14.2, s. 744-756.

Aktas, G. S., Unlii, M. (2017). “Understanding of Eight Grade Students about Trans-
formation Geometry: Perspectives on Students’ Mistakes.” Journal of Education
and Training Studies 5.5, s. 103-119.

Angraini, P., Prahmana, R. C. . (2019). “Misconceptions of seventh grade students
in solving geometry problem type national examinations”. Teoksessa: Journal of
Physics: Conference Series. Vol. 1188. 1. IOP Publishing, s. 012101.

Battista, M. (2007). “The development of geometric and spatial thinking”. Second
handbook of research on mathematics teaching and learning 2, s. 843-908.

Biber, C., Tuna, A., Korkmaz, S. (2013). “The Mistakes and the Misconceptions
of the Eighth Grade Students on the Subject of Angles.” FEuropean Journal of
science and mathematics education 1.2, s. 50-59.

Bleeker, C., Stols, G., van Putten, S. (2013). The relationship between teachers’
instructional practices and their learners’ level of geometrical thinking. eng.

Cirillo, M., Hummer, J. (2019). “Addressing misconceptions in secondary geometry
proof”. The Mathematics Teacher 112.6, s. 410-417.

Clements D. & Battista, M. (1992). Handbook of research on mathematics teaching
and learning: (A project of the national council of teachers of mathematics). IAP,
s. 429-430.

Dingman, S. W. (2019). The language of mathematics education: An expanded glos-
sary of key terms and concepts in mathematics teaching and learning. Vol. 1.
Brill.

Fischbein, E. (1993). “The theory of figural concepts’. Educational studies in mat-
hematics 24.2, s. 139-162.

Fitriani, N., Suryadi, D., Darhim, D. (2018). “Analysis of mathematical abstraction
on concept of a three dimensional figure with curved surfaces of junior high school
students”. Teoksessa: Journal of Physics: Conference Series. Vol. 1132. 1. IOP
Publishing, s. 012037.

Fuys, D., Geddes, D., Tischler, R. (1988). “The Van Hiele Model of Thinking in Geo-

metry among Adolescents”. eng. Journal for research in mathematics education.
Monograph 3, s. i-196. 1SSN: 0883-9530.

36



Hutagalung, E. E., Mulyana, E., Pangaribuan, T. (2020). “Mathematical abstrac-
tion: students’ concept of triangles”. Teoksessa: Journal of Physics: Conference
Series. Vol. 1521. 3. IOP Publishing, s. 032106.

Kadarisma, G., Fitriani, N., Amelia, R. (2020). “Relationship between misconception
and mathematical abstraction of geometry at junior high school”. Infinity Journal
9.2, s. 213-222.

Ojose, B. (2015). Common misconceptions in mathematics : strategies to correct
them. eng. Lanham, Maryland: University Press of America, Inc. 1SBN: 0-7618-
5886-5.

Okazaki, M., Fujita, T. (2007). “Prototype phenomena and common cognitive paths
in the understanding of the inclusion relations between quadrilaterals in Japan
and Scotland”. Teoksessa: Proceedings of the 31st Conference of the International
Group for the Psychology of Mathematics Education. Vol. 4. Seoul: PME;, s. 41—
48.

Opetushallitus (2015). Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet 2014. fin. M&a-
raykset ja ohjeet / Opetushallitus, 2014:96. Helsinki: Opetushallitus. ISBN: 978-
952-13-5998-9.

Ozkan, M., Bal, A. P. (2017). “Analysis of the misconceptions of 7th grade stu-
dents on polygons and specific quadrilaterals”. Furasian Journal of Educational
Research 16.67.

Palojarvi, N., Koskenoja, M., Ernvall-Hytonen, A.-M. (2023). “On the Math Kan-
garoo Finland: Homogeneous subgroups, misconceptions and answering choices”.
Cogent Education 10.2, s. 2263624.

Riswandi, A., Nursalam, N., Baharuddin, B. (2022). “Misconception Analysis of
Math Class VII Using Three Tier-Test”. MaPan: Jurnal matematika dan Pem-
belajaran 10.1, s. 39-49.

Ryan, J., Williams, J. (2007). Children’s Mathematics 4-15. eng. 1. painos. Bucking-
ham: McGraw-Hill Education. 1SBN: 0335220428.

Sarajarvi, A., Tuomi, J. (2017). Laadullinen tutkimus ja sisillonanalyysi: Uudistettu
laitos. Tammi.

Sharma, S. (2019). “Use of theories and models in geometry education research: A
critical review”. Waikato Journal of Education 24.1, s. 43-54.

Silfverberg, H. (1999). Peruskoulun yldasteen oppilaan geometrinen kdsitetieto. fin.
Tampere.

37



Silfverberg, H. (2008). “Comparative study of Finnish and Japanese students’ un-
derstanding of class inclusion and defining in a geometrical context”. English.
Teoksessa: Uudistuva ja kehittyvd ainedidaktitkka. Ainedidaktinen ymposiumi 8.2.2008
Helsingissd. Osa 2. Toim. Kallioniemi, A., s. 650-666. ISBN: 978-952-10-4970-5.

— (2018). “Geometrinen késitteenmuodostus oppimisen tutkimuksen kohteena”. Teok-
sessa J. Joutsenlahti, H. Silfverberg, & P. Rasdnen, (toim.), Matematiikan opetus
ja oppiminen, s. 86—109.

Silfverberg, H., Matsuo, N. (2008). “Comparing Japanese and Finnish 6th and
8th graders’ ways to apply and construct definitions”. Teoksessa: Proceedings of
the 32nd Conference of International Group for the Psychology of Mathematics
Education. Vol. 4, s. 257-264.

Suarsana, I., Widiasih, N. P. S., Suparta, I. N. (2018). “The Effect of Brain Based
Learning on Second Grade Junior Students’ Mathematics Conceptual Unders-
tanding on Polyhedron.” Journal on mathematics education 9.1, s. 145-156.

Sudirman, S. (2023). “Epistemological Obstacle in 3D Geometry Thinking: Repre-
sentation, Spatial Structuring, and Measurement”. Pegem Journal of Education
and Instruction 13.4, s. 292-301.

Tekin-Sitrava, R., Isiksal-Bostan, M. (2018). “The nature of middle school mathema-
tics teachers’ pedagogical content knowledge: The case of the volume of prisms”.

Australian Mathematics Teacher, The 74.1, s. 22-30.

Trzcieniecka-Schneider, I. (1993). “Some remarks on creating mathematical concepts”.
Educational Studies in Mathematics 24.3, s. 257-264.

Ozerem, A. (2012). “Misconceptions in geometry and suggested solutions for seventh
grade students”. Procedia-Social and Behavioral Sciences 55, s. 720-729.

38



	Johdanto
	Virhekäsitys
	Virhekäsitys matematiikassa
	Virhekäsityksen määritelmä
	Virhekäsityksen syntymisen mekanismi

	Virheen ja virhekäsityksen ero
	Virhekäsitysten merkitys opetuksessa

	Geometrisen käsitteenmuodostuksen teorioita
	Van Hielen teoria
	Figuraaliset käsitteet

	Geometria yläkoulussa
	Tutkimuskysymykset ja -menetelmät
	Tutkimuskysymykset
	Tutkimusmenetelmät
	Tutkimusmateriaali
	Aineistonkäsittely


	Yleisimmät virhekäsitykset geometriassa
	Kolmio
	Kulma
	Monikulmiot
	Muunnosgeometria
	Kolmiulotteiset kappaleet
	Sanalliset tehtävät ja todistaminen

	Virhekäsitysten huomioiminen opetuksessa
	Kolmio
	Kulma
	Monikulmiot
	Muunnosgeometria
	Kolmiulotteiset kappaleet
	Sanalliset tehtävät ja todistaminen

	Pohdinta
	Tulosten hyödynnettävyys
	Jatkotutkimusmahdollisuuksia

	Viitteet

