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Kirjan lukijalle

Aloittaessani teoreettisen fysiikan luento-opetuksen vuonna 2004 Turun yliopistossa huoma-
sin seuraavan ongelman: suomenkielisid oppikirjoja ei opettamiltani aloilta ollut saatavilla eika
varsinkaan sellaisia, jotka sisaltaisivat mekaniikan, elektrodynamiikan ja suhteellisuusteorian
samoissa kansissa. Englanninkielisia kirjoja kylla oli tehty, mutta ne eivit useimmiten kuiten-
kaan sisdlténeet kaikkia asioita, joita olisin halunnut tuoda esille opetuksessa. Liséksi monissa
kirjoissa ei selitetty teorioiden syvélliseen ymmartamiseen tarvittavaa matematiikkaa riittavan
perusteellisesti. Téasta virisi idea kirjoittaa tamé oppikirja.

Matemaattisen kvanttifysiikan ja kvanttimekaniikan perusteiden tutkijana haluan kiinnittaa
huomiota fysiikan teorioiden matemaattisiin ja filosofisiin perusteisiin, koska mielestdni mate-
matiikan osaaminen lisda fysiikan ymmarrystd. Haluan kiinnittdd opetuksessa huomiota mm.
seuraaviin kysymyksiin: Mitkéa fysikaaliset olettamukset johtavat fysiikan teorian matemaatti-
sen rakenteen valintaan? Mité likimaaraistyksia on tehty paadyttiessd kyseiseen teoriaan?

Fysiikan teoriat voidaan karkeasti jakaa kahteen leiriin, (differentiaali)geometrisiin teorioi-
hin ja kvanttiteorioihin.® Tamé kirja kisittelee vain geometrisia teorioita, joihin voidaan lukea
erilaiset mekaniikat (kuten Newtonin, Lagrangen ja Hamiltonin mekaniikat seké Einsteinin eri-
tyinen suhteellisuusteoria) ja kenttéteoriat (jatkuvan aineen dynamiikka, klassiset mittakentté-
teoriat kuten sihkomagnetismi seké gravitaatioteoria eli Einsteinin yleinen suhteellisuusteoria).
Kirja ei perustu mihinkéan olemassa olevaan teokseen, joten uskoakseni sen siséllén ryhmittely
on uniikki.

Keskityn kirjassa vain sellaisiin matemaattisiin tuloksiin, jotka ovat olennaisia kirjan aihe-
piirin kannalta. Tarkoituksenani ei ole taydellinen matemaattinen ilmaisu. Ta@méan vuoksi joi-
tain keskeisid matemaattisia méaaritelmia jatetdan kasittelyn ulkopuolelle. Oletan, etta kéasilla
olevan oppikirjan lukija hallitsee klassisen mekaniikan perusteet kuten Newtonin kolme lakia
seké gravitaatiolain, jaykdn kappaleen liikkeen ja ndennéisvoimat (esim. Coriolis-voima). Téa-
mén lisdksi sahko- ja magnetismiopin alkeet, esimerkiksi Maxwellin yhtalot véliaineessa, ovat
hyodyksi kirjaa luettaessa. Matemaattisina ennakkotietoina oletan, ettéd lukija osaa lineaarial-
gebran perusteet ja usean (reaali)muuttujan funktioiden teoriaa.?

Oppikirja siséltda 40 lukua, joista 30 on fysiikkaa (FYS) ja 10 geometriaa (GEOM). Kir-

IToki dynamiikka saattaa olla diskreettid tai tarvitaan vield mm. statistisia menetelmis, mutta teorioitten

perusteiden nékokulmasta katsottuna tdma jako riittdnee téssa.
2Qsittaisderivaatat, Jacobin matriisi, ketjusiéint, mahdollisesti jopa implisiittifunktio- ja kifinteiskuvaus-

lauseet seké divergenssilause ja Stokesin lause (kertaa esim. Wikipediasta).



i

ja on suunniteltu siten, ettd geometrian lukuja ei tarvitse hallita ensimmaiselld lukukerralla.
Fysiikan luvuissa on merkitty kirjoituskonetekstilla kasitteitd, jotka méaaritellddn tarkem-
min geometria-luvuissa. Ndiden késitteiden intuitiivinen ymmaéartaminen riittda jo seuraamaan
fysiikan kappaleita. Lisdksi oppikirjaan kuuluu 90 harjoitustehtavidd ja kolme esseetd, joiden
avulla lukija voi reflektoida oppimaansa. Symbolilla [!] merkityissé kohdissa opiskelijan olisi
hyva pysdhtyd pohtimaan, mistd kyseinen kohta seuraa. Halutessaan hén voi myos laskea joi-
tain véalivaiheita. Alaviitteisiin on keratty ylima#raista tietoa, joihin lukija voi perehtyd omien
mieltymystensd mukaan. Lisdksi hén voi hakea lisétietoa kirjallisuudesta tai internetista (Wi-
kipedia). Esimerkiksi matemaattisten lauseiden todistukset, joita en ole kirjassa todistanut,
16ytyvit helposti differentiaaligeometrian alkeisoppikirjoista ja/tai netisté.

Mielesténi opitun kertaaminen on tarkeédd, joten monet késitteet mainitaan kirjassa useam-
paan otteeseen. Ensimmaéisella kerralla voidaan antaa intuitiivinen maéaritelmaé tai erikoistapaus
ja vasta mychemmin seuraa tarkempi kasittely tai kddntéen, esimerkkeind ryhmén operointi si-
vuilla 8 ja 138 tai sdikeinen monisto sivuilla 17 ja 97 sekd luvuissa 8 ja 39.

Kirja jakaantuu kolmeen osaan. Ensimmaéinen osa siséltaa luvut 1-14, ja siiné tarkastellaan
avaruutta ja aikaa. Toiseen osaan kuuluvat luvut 15-26. Téssa osassa keskitytddn symmetrioi-
den kuvaamiseen. Namé osat ovat lahinnd mekaniikkaa, kun taas loppuosa kirjasta késittelee
kenttéteoriaa.

Luvussa 1 tarkastelemme syité, jotka johtavat Newtonin mekaniikasta Einsteinin erityiseen
suhteellisuusteoriaan. Koska néiden teorioiden matemaattisena mallina kiytetdéan affiinia ava-
ruutta, se esitellddn luvussa 2, jonka tuloksia hyodynnetdan vélittomasti luvuissa 3-5. Luku 2
saattaa vaikuttaa turhan monimutkaiselta, silla siind esitetyt asiat ovat intuitiivisestikin ym-
marrettavissd. Pedagogisena ideana tassd on totuttaa lukija helpolla tavalla matemaattiseen
ajattelu- tai kirjoitustapaan ilmaisemalla tuttuja tuloksia matemaattisen tasmallisesti.

Luvussa 3 kasitellddn Galilein muunnoksia ja Newtonin gravitaatiota. Gravitaatiotarinaa
jatketaan luvussa 10. Mitka olettamukset johtavat erityiseen suhteellisuusteoriaan ja Minkows-
kin avaruusaikaan? Mita fysikaalisia seuraamuksia néilla olettamuksilla on? Néihin kysymyk-
siin vastataan luvussa 4, jossa myos esitelldén Poincarén (ja Lorentzin) muunnokset. Galilein ja
Poincarén muunnosten teoriaa jatketaan luvussa 20. Erityisen suhteellisuusteorian mekaniikan
tarkastelun paattdaa luku 5, jossa kasitellddn kappaleen liiketta ja liiketilan muutoksen syita.
Kohokohtana on relativistisen liikeyhtélon esittely ja tutkiminen. Téarkein sovellus tulee kui-
tenkin vasta luvussa 33, misséd varatun hiukkasen liike saadaan relativistisesta liikeyhtalosta,

missd Minkowskin voimana on Lorentzin voima. Erityinen suhteellisuusteoria ja Minkowskin
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avaruusaika yleistetddn mychemmin (alkaen luvusta 9), mutta sitd ennen tarvitaan lisdd mate-
matiikkaa. Tata varten kirjassa on differentiaaligeometrian luvut 6, 7 ja 8.

Geometrian kisittely alkaa topologisen avaruuden ja moniston késitteiden méaérittelylla.
Intuitiivisena esimerkkiné (esim. 19) kdytetddn 2-ulotteista pintaa 3-ulotteisessa euklidisessa
avaruudessa. Téssad luvussa esiintyy myos ensimmaéistd kertaa holonomiset side-ehdot, jotka
pakottavat fysikaalisen systeemin konfiguraatiovaruuden olemaan (ali)monisto. TAmé tarina
jatkuu luvuissa 13 ja 31.

Tangenttiavaruuden vektorin késite (luvussa 7) on aivan keskeinen geometriassa, silld mm.
(fysiikassakin térkeét) tensorit médritellddn vektoreitten avulla (luvussa 8). Vektori médritel-
ldan kolmella eri tavalla: toisiaan sivuavien kéyrien ekvivalenssiluokkana, komponenttien avulla
ja differentiaalioperaattorina. Ensimmaéinen tapa on elegantein ja yleistyy &éretonulotteisille
(Banachin) monistoille, joita kdytetddn mm. kvanttikenttéteoriassa. Toinen tapa on yleinen
‘vanhan ajan’ fysiikan kirjallisuudessa ja kolmas on kitevin. Kaikki tavat esitelldéan vield intui-
tiivisen esimerkkimme eli 2-ulotteisen pinnan tapauksessa esimerkissa 21. Tensoreista tarkeim-
pid on eittdméttd metrinen tensori, jota kiytetddn yleisessa suhteellisuusteoriassa (itseasiassa
se on kenttd, joka pyritdén ratkaisemaan Einsteinin yhtélostd). Luvun 8 kohokohtana on metrii-
kan Riemannin normaalikoordinaattien johto. Taéma tulos on hyvin térkea suhteellisuusteorissa,
kuten tullaan nédkemaéén.

Opittuamme tarpeellista matematiikka voimme vaivattomasti aloittaa yleisen suhteellisuus-
teorian kasittelyn luvuissa 9 ja 10. Johdattelu aiheeseen aloitetaan yksinkertaisella kysymyk-
sella: Miltd Newtonin yhtélo tai relativistinen liikeyhtalo néyttad mielivaltaisessa koordinaatis-
tossa? Vastaukseksi saadaan (muotoinvariantti) Lagrangen liikeyhtélo, jonka méadraé yleistet-
ty liike-energia. Sitten osoitetaan, ettd kyseiset yhtélot yleistyvat vélittomésti mielivaltaiseen
metriikalla varustettuun monistoon. Itseasiassa saadaan geodeesiyhtalo, joka antaa ratkaisu-
naan mm. kahden pisteen vélisen lyhimmén/pisimmén etédisyyden (luku 12). Geodeesiyht&lo
johdetaan vield kolmannellakin tavalla luvussa 35 kayttdmalla konnektion kasitettd. Luvun 9
lopussa sovelletaan vield Lagrangen yhtéloita yksinkertaisiin mekaanisiin ongelmiin, joissa kaik-
ki systeemiin vaikuttavat voimat ovat konservatiivisia.

Luvussa 10 jatketaan kirjan alussa aloitettua ‘filosofista’ pohdintaa ja esitelliin mm. (Eins-
teinin) vahva ekivalenssiperiaate. Téstd paddytaan mallintamaan yleisen suhteellisuusteorian
avaruusaikaa neliulotteisena Lorentzin monistona. Avaruusajan metriikan antava Einsteinin yh-
talo esitellddan kuitenkin vasta luvussa 36. Newtonin gravitaatiolaki yleistetéddn ja osoitetaan,

ettd gravitaatio on neliulotteisen avaruusajan ndennéisvoima (kuten esim. Coriolis-voima on
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pyorivian koordinaatiston ndennéisvoima). Mielenkiintoinen yleisen suhteellisuusteorian sovel-
lus, Schwartzchildin musta aukko, esitelladn luvussa 11 ja sen tutkimista jatketaan luvuissa 21
ja 36. Tassa luvussa kuitenkin saadaan jo maaréttya olennaisesti kappaleen litke mustan aukon
ldheisyydessé ja gravitaatiopunasiirtyma.

Luvussa 12 siirrytddn variaatiolaskentaan (mekaniikassa) ja johdetaan Lagrangen yht&lot
Hamiltonin pienimmén (tai dériarvo-)vaikutuksen periaatteesta. Myos valon taipumista tarkas-
tellaan. Lagrangen mekaniikan holonomisia side-ehdoja tutkitaan luvussa 13 ja osoitetaan, etta
‘kaarevat avaruudet’ esiintyvéat luonnollisesti ihan perusmekaniikassakin. Differentiaalimuotoja
katsellaan luvussa 14 ennakoiden jo kirjan seuraavaa osaa. Tarkedna tuloksena on Poincaren
lemman kddnteislause, jota tullaan kiyttdméain monta kertaa (mutta jota ei valitettavasti kui-
tenkaan todisteta téssé kirjassa).

Luvussa 15 siirrytddn Lagrangen mekaniikasta Hamiltonin mekaniikkaan, jossa mm. sym-
metriat ja sdilymilait ovat helpompia kéasitella. Hamiltonin mekaniikka on myo6s térkeé teoria
siirrytdessa faasiavaruuskvanttimekaniikkaan. Osoitamme, ettd Lagrangen ja Hamiltonin meka-
niikat ovat ekvivalentit sddnnollisten Lagrangen ja Hamiltonin funktioitten tapauksessa. Vekto-
rikenttien integraalikiyrit (luku 16) ovat aivan keskeisié késitteitd esim. kappaleen liikettd tai
symmetrioita tarkasteltaessa. Niita kiytetddn jatkuvasti téssé kirjassa ja nyt ne sitten vihdoin
madritellddn. Alaluku 16.1 on irrallinen mutta hyodyllinen jo heti seuraavassa luvussa.

Luvussa 17 yleistetdéan Hamiltonin mekaniikka symplektisille monistoille (joita kiytetddn
mm. siieteoriassa) ja esitellddn Poissonin sulut. Téssd luvussa mainitaan Lien algebran késite
ensimméista kertaa. Tiloja ja suureita Hamiltonin mekaniikassa katsellaan luvussa 18. Pedago-
gisesti namé (mekaniikassa lihes triviaalit) kiisitteet on tdrkedd mééritella kunnolla ajatellen jo
kvanttimekaniikan opintoja, silla kvanttimekaniikassa tilat ja suureet ovat vahvasti matemaat-
tisesti epétriviaaleja objekteja.

Miten symmetriat esitetdan fysiikassa ja mitka suureet generoivat tiettyja symmetriamuun-
noksia? Naita kysymyksia tutkitaan luvuissa 19 ja 20. Erityisen tarkasti késitellaén kiertoryhma
SO(3), koska se muodostaa intuitiivisesti, pedagogisesti ja laskuteknisesti mukavimman (epétri-
viaalin) esimerkin Lien ryhmistd. Tata ryhméé sovelletaan kunnolla sitten hyrrdn tapauksessa
luvussa 26. Luvun 20 huipennus on Galilein ja Poincarén ryhmien generaattoreiden maaraami-
nen; ne ovat myos tarkeitd kvanttimekaniikassa.

Luvussa 21 kasitellddn symmetriamuunnoksissa invariantteja ja kovariatteja suureita. Eri-
tyisen térkeind pidan ‘klassisia kovarianssisysteemeitd’ ja kanonisia pareja, silld niiden kvant-

tianalogioilla on paljon kiyttoa kvanttifysiikassa. Myos Noetherin lauseen sekd Hamiltonin etta



Lagrangen mekaniikan variantit johdetaan téssé luvussa. Suhteellisuusteoreettisena esimerkki-
né toimii kiertosymmetrinen metriikka, joka kuvaa avaruusaikaa pallomaisen taivaankappaleen
(planeetta, tdhti, musta-aukko) ulkopuolella tai vaikka isotrooppista maailmankaikkeutta kos-
mologiassa. Koska yleisen suhteellisuusteorian antaman Newtonin gravitaation relativistisen
korjaustermin vaikutusten késittely on helpompaa Hamiltonin mekaniikassa (16ytyy liikevakioi-
ta metriikan ollessa kiertosymmetrinen), niin se tehdéaén vasta luvussa 22.

Hamiltonin mekaniikan osuuden péaattaa lukujen 23-26 muodostama kokonaisuus, jossa tar-
kastellaan menetelmid ratkaista Hamiltonin yhtdlot. Luvussa 23 huomataan, ettd Hamiltonin
yhtalot ovat muotoinvariantteja faasiavaruuden kanonisissa muunnoksissa. Pyritdéan siis 10yta-
méan kanoninen muunnos, joka muuttaa liikeyhtdlot helpommin ratkaistavaan muotoon. Ka-
nonisiin muunnoksiin liittyy ldheisesti symplektinen ryhmé, joka on taas esimerkki klassisis-
ta Lien ryhmistd. Se méaritellddn luvussa 23, jonka jélkeen lukijalle on tullut tutuksi kaikki
fysiikan tarkeimmét jatkuvaparametriset (Lien) ryhmét eli ortogonaaliryhmét kuten SO(3),
pseudo-ortogonaaliryhmét kuten Lorentzin ryhmé ja symplektiset ryhmét. Luvun kohokohta-
na on kuitenkin melko triviaali havainto, ettd faasiavaruuden (aktiivinen symmetria)muunnos
voidaan tulkita myos (passiivisesti) kanonisena (koordinaatti)muunnoksena.

Téaydellisesti integroituvat systeemit ratkeavat taydellisesti. Tama on luvun 24 sanoma. Téy-
dellisesti integroituvilla systeemeilld on riittavén paljon toisistaan riippumattomia litkevakioita,
jotka voidaan valita kanonisella muunnoksella uusiksi ‘impulssikoordinaateiksi’ ja téten ratkais-
ta liike triviaalisti. Erikoistapauksena (luvussa 25) tutkitaan ‘rajoitettua liikettd,” johon liittyy
aina Arnoldin lauseen (ei todisteta valitettavasti) perusteella ns. vaikutus- ja kulmamuuttu-
jat. Kvasiperiodinen liike tulee tdssé tarkastelussa hyvin esiin. Téstéd vield erikoistapauksena
kisitellddn hyrré, jolle on varattu kokonainen luku 26, silld tdmé on erds tdrkeimmisté fysikaa-
lisista esimerkeisté; vastaavaa liiketta esiintyy hyvin monissa fysikaalisissa systeemeissé, kuten
esim. taivaankappaleen pyorimisliikkeessda. Myos tekniset sovellukset (kuten gyroskooppi) ovat
tarkeité.

Siirrytaanpé sitten mekaniikasta kenttéiteoriaan (mekaniikkaan palataan vield hetkeksi lu-
vussa 33). Ehka helpoin esimerkki kenttéteoriasta on eittdmétta eparelativistisen nesteen liike,
missd jokaiseen avaruusajan pisteeseen liitetdén nesteen keskiméarainen nopeusvektori. Toinen
térked fysikaalinen esimerkki kenttéteoriasta on sidhkomagneettinen kentté. Kirjan loppuosan
teemana on tarkastella nestedynamiikkaa, sihkodynamiikkaa ja gravitaatiota seké etsid naiden

yhtymékohtia.
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Luvussa 27 aloitamme nestedynamiikasta ja johdamme nesteen liikeyhtdlon eli (epélineaa-
risen) Navierin-Stokesin yhtdlon. Tarkastelemme my6s Eulerin yhtdlod, Laplacen yhtdloéd ja
lopulta KdV-solitoniyhtélod (luvussa 28), joka kuvaa vesiaallon etenemistéd kanavassa. Luvun
28 pedagoginen tarkoitus on tdmén lisdksi demonstroida kuinka melko yksikertaisenkin fysikaa-
lisen systeemin tarkastelu johtaa moniin approksimaatioihin ja pitkiin laskuihin. ‘Lineaarisia’
aaltoja tarkastellaan luvussa 37. Nestedynamiikan ja sihkomagnetismin matemaattista yhteyt-
td ihmetelldan luvussa 29, ja luvussa 34 onkin sitten vuorossa relativistinen neste. Luvun 36 lo-
pussa kytketddn relativistinen nestedynamiikka gravitaatioteoriaan (sovelluksia tdstd ndhdain
kosmologiassa).

Luvussa 29 kerrataan Maxwellin yhtélot (véliaineessa) ja luvussa 30 on taas matematiikan
vuoro. Esimerkiksi orientaation késitettd tarvitaan luvussa 32 kasiteltdessa sahko- ja magnet-
tikenttid. Luvun 31 térkein tulos on yleistetty Stokesin lause (ei johdeta), josta seuraa klassi-
nen Stokesin lause, divergenssilause ja Greenin lause tasossa. Sdhkémagnetismi on Poincaré-
relativistinen teoria (luku 32). TAmé oli erés tédrkeimmistd Einsteinin ideoista. Tavoitteena on
esittdd sahkomagnetismi myos Lorentzin monistolla. Luvussa 33 tarkastellaan sihkomagneetti-
sen kentdn muuntumista Poincarén muunnoksissa ja testivarauksen liikettd kentéssa.

Massan sailymislaki nestedynamiikassa on késitelty luvussa 27 ja nyt luvussa 34 johde-
taan analogisesti varauksen, energian ja liikeméaéran sailymislait sihkdmagnetismissa. Energia-
impulssitensorit johdetaan sekd siahkomagneettiselle kentélle tyhjiossa etta relativistiselle nes-
teelle. Luvussa 35 méaaritellddn ‘avaruuden kaarevuus’ ja Einsteinin tensori, jota tarvitaan heti
luvussa 36, kun Einsteinin yht&lo perustellaan. Lisdksi tarkastellaan varattua mustaa aukkoa,
joka yhdistad mukavasti sihkomagnetismin Coulombin lain pistevaraukselle ja gravitaation.

Luku 37 siséltaa aaltoyhtédlon retardoidun ratkaisun seké taso- ja palloaallot. Niitd sovelle-
taan sihkomagnetismiin ja gravitaatioon seuraavassa luvussa 38. Mielenkiintoista on havaita,
ettd kiihtyvéd varaus séteilee ja tdten klassinen atomi ei pysy kasassa. Tutkimme myo6s miten
tasoaallon fysikaaliset parametrit voidaan mitata kokeellisesti fotonilaskureilla ja kahdeksan
portin homodyynidetektorilla.

Kirjassa on kidytetty monia osittaisdifferentiaaliyhtdloitda kuten Lagrangen, Hamiltonin,
Navierin-Stokesin, Maxwellin ja Einsteinin yhtaloita. Luvussa 39 esitetddn osittaisdifferentiaa-
liyhtalot geometrisesti eli karttariippumattomalla tavalla. Luvun tuloksia tarvitaan viimeisessa
luvussa 40, missé esitetdédn Lagrangen kenttéteorian alkeet (kaarevissa avaruuksissa). Yleistdm-
me luvun 12 variaatiolaskennan mekaniikasta kenttateoriaan. Sovelluksena on sihkémagnetismi

kaarevassa avaruudessa ja kirjan paattaa tyhjion gravitaatiokentin Lagrangen tiheyden esittely.
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1 FYS: Avaruus ja aika

Téssé luvussa tarkastellaan Newtonin mekaniikkaa (N) ja Einsteinin erityista tai suppeaa suh-
teellisuusteoriaa (E). N:ssé ja E:ssé fysikaalisia systeemeja kutsutaan kappaleiksi tai darimmai-
send idealisointina massapisteiksi eli hiukkasiksi, jotka ovat pistemiisié kappaleita.® Kappaleet
sijaitsevat avaruudessa. Havaitsija havaitsee tai mittaa fysikaalisten systeemien (eli mekanii-
kassa kappaleitten) ominaisuuksia ja niiden muuttumista ajan myota tai esimerkiksi mittauksen
seurauksena.

Kappaleen (tai paremminkin massapisteen) hetkellisend (liike)tilalla tarkoitetaan sen het-
kellistd paikkaa ja nopeutta. Kappaleen ominaisuuksia tarkastellaan sen liikkeen eli liiketilan
avulla ja ominaisuuksien muutokset kuvataan liiketilan muutoksina. Vapaa kappale on kappale,
joka ei vuorovaikuta muitten kappaleitten kanssa. Téllaisen kappaleen olemassaolo on kyseena-
laista, mutta joissain tapauksissa voidaan ajatella, ettd kappale on vapaa mittaustarkkuuden
rajoissa. Vapaan kappaleen liiketilan muutoksen syynd on kummassakin teoriassa voima; jos
kappaleen nopeus muuttuu (eli kappaleen kiihtyvyys on nollasta eriévé), niin kappaleeseen koh-
distuu voima. Kappaleet vuorovaikuttavat toistensa kanssa voimien vélitykselld (kappale koh-
distaa toiseen kappaleeseen esim. gravitaatio- tai sihkomagneettisen voiman). Kappale pyrkii
vastustamaan liiketilansa muutoksia. Tamé& ominaisuus on kappaleen (hidas tai inertia-) massa.

Koska eri havaitsijat tai mittaajat sijaitsevat eri avaruuden paikoissa ja voivat liikkua toisiin-
sa ndhden, he nakevit fysikaalisen systeemin liikkeen eri tavoin. Jos havaitsijalla on kiytossa
etdisyyden ja ajan mittaamiseen tarvittavat mittalaitteet, hian pystyy esittdmédn avaruuden
pisteet ja tapahtumien tapahtumisajat reaalilukujen eli koordinaattien avulla; havaitsija mit-
talaitteineen muodostaa mittausaseman tai vertailujdrjestelmdn. Kappaleen liike voi eri vertai-
lujarjestelmissé nayttda hyvinkin erilaiselta.

Inertiaali- eli witkaisjirjestelmdlld tarkoitetaan vertailujarjestelméd, jossa vapaan kappa-
leen liike on tasaista ja suoraviivaista eli vapaan kappaleen nopeus on vakio. N:ssd ja E:ssa
oletetaan, ettd on olemassa ainakin yksi inertiaalijarjestelma. Tésté seuraa, ettd itse asiassa
inertiaalijarjestelmia on ddrettoméan monta.

N:n inertiaalijarjestelmét ovat Galilein jarjestelmia eli inertiaalijarjestelmét ovat toisistaan
Galilein muunnoksen pééssé, kun taas E:n inertiaalijarjestelmét ovat Poincarén jarjestelmia eli

inertiaalijarjestelmét ovat toisistaan Poincarén muunnoksen péaéssid. Taten sanotaan, ettd N

3Esimerkiksi Keplerin lakeja todistettaessa planeettoja voidaan kisitelld pistemiisind kappaleina. Toisaalta

voidaan ajatella, ettd kappale koostuu massapisteista.
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on Galileir-relativistinen ja E on Poincaré-relativistinen teoria. Naitd muunnoksia tarkastellaan

myOhemmin.

Avaruus

Fysikaaliset tapahtumat sattuvat avaruudessa ja ajassa. N:ssé ja E:ssé oletetaan, etté fysikaa-
linen avaruus on a#reton kolmiulotteinen jatkumo, jossa on euklidinen metriikka. Talléin ha-
vaitsija kokee ja pystyy ‘mittamaan’ kolme paikkaulottuvuutta kiayttden mittakeppeina jaykkia
sauvoja; jaykkien sauvojen oletetaan sdilyttavin pituutensa inertiaalijérjestelmésséa, kun niita
siirretdan paikasta toiseen ja ne ovat inertiaalijarjestelmén suhteen uudestaan levossa siirron
jélkeen.

Inertiaalihavaitsija konstruoi avaruuteen (karteesisen) koordinaatiston eli kartan. Hén va-
litsee jonkun pisteen O avaruudesta (ns. origon) ja kolme kohtisuoraa suuntaa (koordinaat-
tiakselit), ja mittaa pisteen etdisyydet origosta kyseisid akseleita pitkin kdyttden esimerkiksi
mittakeppejd. Nain hédn pystyy ilmaisemaan jokaisen pisteen A aseman avaruudessa yksikasit-
teisesti kolmen reaaliluvun eli koordinaatin x'(A), z%(A) ja 23(A) avulla. Karteesinen kartta
on bijektio eli kiintyvid kuvaus fysikaaliselta avaruudelta R3:lle eli jokaista reaalilukukolmik-
koa (x!, 22, 23) € R3 vastaa yksikiisitteinen avaruuden piste A(z!, 2% 2%). On térkedi erottaa
fysikaalisen avaruuden pisteet A ja koordinaatit (z'(A), z*(A), 2°(A)), joilla havaitsija kuvaa
pisteen asemaa oman koordinaatistonsa suhteen; saman pisteen kuvaamiseen voidaan kayttas
eri koordinaatistoja. Huom! Usein merkitdin x = (z',2% 2%) = (x,y,2) = r, kun kyse on

kolmiulotteisesta karteesisesta kartasta.

Aika

N:ssé oletetaan, ettd aika on absoluuttinen ja virtaa luonnostaan samanlaisena ilman, etté
mikddn ulkoinen asiantila sithen vaikuttaisi. Aika N:ssa on siis universaaliaika eli kaikissa iner-
tiaalijarjestelmissé on sama aika.

E:ssé taas oletetaan, etté aika on suhteellinen ja riippuu havaitsijan liiketilasta. Tama seikka
johtuu siiti, ettd kokeet? tukevat kiisitysti, jonka mukaan valon nopeus (ja siis vauhti) tyhjiéssd
on (sama) vakio ¢ := 299792458 m/s kaikissa inertiaalijirjestelmissd; lisiksi oletetaan, ettd ei
ole olemassa signaaleja, jotka etenisivit valoa nopeammin. Kummassakin teoriassa oletetaan,

ettéd aika on yksiulotteinen euklidinen avaruus ja kukin havaitsija voi méaéaritelld ajan suunnan

4Esim. Michelsonin-Morleyn kiertomatkakoe (jossa kiytetiifin vain yhti kelloa).
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seké (ainakin joidenkin) tapahtumien aikajéirjestyksen.

Kello eli ajankulun osoitin on mika tahansa mekanismi, joka liittaé aikajérjestyksen séilyt-
tden tapahtumiin reaaliluvut eli ‘aikakoordinaatit’; kiytetdan téssd symbolia ¢ kyseiselle koor-
dinaattiajalle. Kello® voi perustua esimerkiksi heiluriliikkeeseen tai se voi olla vakionopeudella
etenevian hiukkasen paikka. Varsinkin E:ssi on kitevdd kiyttéd aikakoordinaattia z° := ct,
jonka yksikko on metri mikéli ajan yksikko on sekunti. Tarkastellaan seuraavassa kellojen synk-
ronointia eli tahdistamista inertiaalijarjestelméassa.

Oletetaan, ettd havaitsijalla on kaksi samanlaista kelloa ja hén haluaa synkronoida ne kes-
kenéén eli ‘laittaa samaan aikaan’. Alussa kellot ovat samassa avaruuden pisteessa ja osoittavat
samaa aikaa. Sitten havaisija siirtda toisen kellon toiseen avaruuden pisteeseen, missé aikaa
halutaan mitata. Myohemmin osoitetaan, ettd E:ssd kello hidastuu siirron aikana ja néyttaa
téaten eri aikaa siirron jélkeen (vaikka kéykin samalla nopeudella siirron jilkeen). Jotta kello ei
hidastuisi, se pitéisi siirtda ‘darettoman’ hitaasti, mik& on mahdollista vain mittaustarkkuuden
rajoissa. N:ssé tallaista ongelmaa ei ole.

Ratkaisu kellon hidastumisen ongelmaan on kellon synkronisointi siirron jélkeen (va-
lo)signaalia kdyttéen [kuva 1]: Olkoon pisteessd A kello (levossa inertiaalijirjestelmén suhteen),
joka néyttaa aikaa t. Lahetetddn hetkelld ¢ = ¢; suora (ei véliheijastuksia) valosignaali pisteesta
A pisteeseen B. Se heijastuu pisteestd B ja saapuu takaisin pisteeseen A hetkelld t3. Signaalin
saapumisaika pisteessi B on (tai mddgritelliin olevan®) ty := (t; + t3)/2. Titd synkronisoin-
tia” sanotaan Einsteinin synkronoinniksi ja se miirii myos vastaavasti tapahtumien (Einstei-
nin) samanaikaisuuden ja aikaeron: Tapahtumien aikaero on tapahtumien tapahtumispisteissa
synkronoiduilla (levossa olevilla) kelloilla mitattujen aikojen erotus. Jos aikaero on nolla, niin
tapahtumat ovat samanaikaisia. Huomaa, ettd samanaikaisuuden kéasite E:ssd on suhteellinen
eli voi riippua havaitsijasta tai havaitsijan nopeudesta [kuva 1].

Lisdksi pisteitten A ja B vilinen etéisyys hetkella ¢, voidaan méaérata kiyttaméatta jaykkia
sauvoja: se on ¢(t3 —t1)/2. Saapumisajan ja etiisyyden kaavat ovat ns. tutkakaavoja: ajatellaan,
ettd pisteessd A on tutka, joka ldhettdd pulsseja ja mittaa niitten kaikuja [kuva 1].

Myos N:ssa kellot voidaan synkronisoida signaaleja kiyttaen, mutta koska N:ssa signaalino-

SMyos eridinlaisena ‘kellona’ voidaan pitiid elién biologisten prosessien tapahtumisnopeutta (vanhenemisno-

peus) tai radioaktiivisen ytimen puoliintumisaikaa.

SVoitaisiin myos méiritelld, etté to = t; + e(t3 — 1), missi 0 < € < 1. Einsteinin valinta ¢ = 1/2 johtaa

yksinkertaisempaan teoriaan.
"Eli esimerkiksi B voi ‘koodata’ heijastuvaan signaaliin oman kellonsa lukeman (vrt. aikamerkki), jonka A

vastaanottaa hetkella t3. Taten A tietdd mitd B:n kello ndytti hetkella ¢o.
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Kuva 1: A-havaitsija lahettdé signaalin, joka heijastuu B:sté takaisin. Jos A liikkuu (poispéin

kuvassa) saadaan eri heijastusaika kuin jos A olisi paikoillaan.

peudella ei ole yliarajaa, kellot voidaan tahdistaa silménrépayksessi (Newtonin synkronointi).
Liséksi eri pisteiden vélinen aikavertailu voidaan suorittaa valittomaésti.

Jatkossa voidaan olettaa, ettd kunkin inertiaalijarjestelmén jokaisessa pisteessd on kello,
joka on synkronoitu kyseisen inertiaalijarjestelmén ‘keskuskellon’ (ja téten muitten kellojen)
kanssa. Lisdksi oletetaan, ettd avaruuden eri pisteissa oleville kelloille on asetettu sama nolla-
kohta. Téaten havaitsija voi mitata omassa inertiaalikoordinaatistossaan tapahtuman tapahtu-
mishetken kellojensa (ja valosignaalien) avulla. Liséksi tapahtumishetki voidaan ilmaista yhden
aikakoordinaatin avulla: esim. universaaliaika N:ssi tai havaitsijan (keskuskellon) koordinaat-
tiaika t (tai 2° = ct) E:ssd. Huom! Joskus inertiaalihavaitsijan koordinaattiaikaa ¢ sanotaan

laboratorioajaksi erotuksena liikkuvan kappaleen ‘mukana kulkevan’ kellon ominaisajasta 7.

Liike

Massapisteen liike avaruudessa esitetdan maailmanviivan késitteen avulla; massapisteen maa-

ilmanvitva tai historia on kyseisessa pisteessé aikajarjestetty tapahtumajono. Matemaattisesti

massapisteen liike on parametrisoitu (riittdvin monta kertaa paloittain differentioituva) jatkuva

kiyra systeemin (liike)tilan méaéarittelevissi (tila)avaruudessa. Parametrina kiytetdédn yleisim-

min universaaliaikaa (N) tai kappaleen ominaisaikaa (E). Liike saadaan liikeyhtdlon ratkaisuna.
Inertiaalijarjestelméssd voidaan avaruus-ajan tapahtuma ilmoittaa paikkakoordinaattien

r = (x,y, z) ja koordinaattiajan ¢ avulla. Vapaasti liikkkuvan hiukkasen maailmanviiva on suora
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viiva eli liikke toteuttaa yhtilon r = vt + rg, missi v, rg € R3 ovat vakioita (nopeus ja paikka
hetkelld ¢t = 0). E:ssa valosignaalin yhtilo on samaa muotoa ja |v| = ¢. Massallisille hiukkasille

lv| < c.

1.1 Avaruus-ajan matemaattinen esitys

Kummankin teorian (N ja E) matemaattisena pohjana on neliulotteinen affiini geometria.
Fysikaalisesti taméa tarkoittaa sitd, ettd havaitsija havaitsee kolme paikkaulottuvuutta ja yh-
den aikaulottuvuuden. Kummassakin teoriassa avaruus-aika on déareton neliulotteinen affiini
avaruus A* eli ‘joukko, jonka pisteet voidaan yhdistéé toisiinsa R*:n vektoreilla luonnollisella
tavalla’.® Fysikaalisesti pisteitd yhdistéavi vektori voi kuvata vaikka suoraa valon sidetti, joka
lahetetaan pisteesté toiseen.

N:n ja E:n avaruus-aikojen ero tulee selkeimmin esille siiné, ettd E:ssd avaruusaikaa ei voi
jakaa invariantilla tavalla avaruuteen ja aikaan. Téllainen jako on mahdollinen vain kunkin
inertiaalikoordinaatiston suhteen. N:ssé taasen on mahdollista ‘irroittaa’ universaaliaika-akseli
avaruus-ajasta.

Affiini avaruus soveltuu paremmin avaruus-ajan kuvaamiseen kuin vektoriavaruus R*, sill
vektoriavaruudella on kiinted origo 0 := (0,0,0,0), kun taas affinissa aika-avaruudessa kukin
havaitsija valitsee itse koordinaattinsa (esim. x tai x’) ja origon (esim. O tai O'). Tarkastellaan
seuraavassa affiinia rakennetta tarkemmin.

Kun kiinnitetdin piste O € A*? (avaruus-ajan origo), niin mielivaltainen piste A € A?
voidaan esittdd vektorina x(A) := O—1>4 € R* (pisteen A karteesiset koordinaatit). Erityisesti

voidaan médritelld ‘karteesinen’ eli affiini kartta A* — R*,
A x(A) = (2°(A), 2" (A), 2*(A4),2°(A)).
Myohemmin osoitetaan, etté kaikki A*:n affiinit kartat ovat muotoa
A*> A X'(A) := Mx(A) + 0 € R,

missi M = (M*",)3 _, on kidntyvi 4 x 4—reaalimatriisi ja o = (0%,0',0% 0%) € R*. Usein

8Huom! Einsteinin yleisessé suhteellisuusteoriassa oletetaan, etti avaruus-aika on vain lokaalisti eli paikalli-

sesti affiini.
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merkitddn koordinaattimuunnosta x(A) — x'(A) komponenttimuodossa

3
10 3 1 1
2 =30 (MOt + o, = E M',x" + o',

v=0
3
3 z :
J/JQ — Zyzo le,l‘y + 027 ZE’S — Msl,:z:” + 03
v=0

tai lyhyesti kiiyttden Einsteinin summaussdintod® ™ = M*,z¥ + o*. Eli siis affiini koordinaat-

timuunnos koostuu (kddntyvésté) lineaarikuvauksesta x — Mx ja siirrosta x — x + o. Huom!

3

Yo kddnteismatrii-

Usein (varsinkin suhteellisuusteoriassa) kdantyvan matriisin M = (M*,)

sin M1 matriisialkioita merkitddn M," := [M_l}yﬂ eli M~ = (M,")3

3 — =1y
vu—o Ja X =M7x" on

n
¥ = M, z"™. Talloin ehdot M™*M = 1 ja MM ™! = 1 voidaan kirjoittaa muodossa

M,*M¥, = 6%, MM,M," = 6",

Identiteettimatriisia merkitddn aina symbolilla 1 eli (neliulotteisessa avaruudessa) 1 =
diag(1,1,1,1) = (0%)% ,_,, missé 0/ on Kroneckerin delta."

Havaitsijat voivat kdyttdd myos muita karttoja avaruus-ajan kuvaamiseen, mutta talloin
kartat eivit sdilytd affiinia rakennetta eivatkid vélttaméttd ole edes bijektioita; ne voivat olla
madritelty vain paikallisesti eli lokaalisti. Jos ndin on, niin koko avaruus-ajan kartoittamiseen

tarvitaan enemmién kuin yksi kartta. Esimerkiksi tason R? karteesiset koordinaatit ovat affiineja

mutta napakoordinaatit eivét. [!]

9Yhtilot (ja vastaavasti epdyhtilt) ovat yleisesti muotoa LAUSEKE1 = LAUSEKE2. Jos vain toisen lausek-
keen sisélld esiintyy sama indeksi (esim. v) kaksi kertaa, sen indeksin summamerkintd (esim. ) ) jétetddn

lausekkeesta pois. Esimerkiksi AﬁBg‘;C’g = Dﬁ‘Y“EK, tarkoittaa Zaﬂ A,?Bg‘SC’B =>. foE,.{, joka pétee kaikilla

indeksien v ja ¢ arvoilla. Toisaalta yhtédlossd A; = B;C; ei ole mitddn summaa.
19Eli 0% =1 (ei summausta) ja 6/ = 0, kun p # v. Voidaan myds merkité 8, = 6" = o, = §," = .



2 GEOM: AFFIINI AVARUUS 7

2 GEOM: Affiini avaruus

Joitain alkeismaaritelmia

Kuten tunnettua kuvaus eli funktio f: X — Y (missd X ja Y ovat joukkoja) on
e injektio, jos ehdosta f(x;) = f(x2), missé x;, xo € X, seuraa, ettd x; = xa,

e surjektio, jos kaikilla y € Y on olemassa x € X siten, ettd f(x) = y (toisin sanoen

kuvajoukko!'! f(X) = {f(x) |x eX}=Y),

e bijektio eli kadntyvd, jos se on seka injektio ettéd surjektio. Télloin f:114 on kdanteiskuvaus
f71 Y — X, jolle ffl(f(x)) = x kaikilla x € X. Lisiksi f~! on kilintyvd ja sen

kéiénteiskuvaus on f eli (f71)~! = f.

Huom! Oli f kiiéintyvé tai ei, voidaan aina merkitd joukon J C Y alkukuvaa symbolilla f~1(.J)
eli

S ={xeX|fx)eJ}CX.

Jos g 1 Y — Z on toinen kuvaus (missi Z on joukko), niin yhdistetty kuvaus go f maéritelldan

kaavalla

(g0 f)(x) :=g(f(x)

kaikilla x € X. Jos f on kiddntyvé, niin f~'o f = id, missi id on identiteettikuvaus eli id(x) := x

kaikilla x € X. Merkint := tarkoittaa ‘méaaritelman mukaan sama.’

Affiini avaruus

Maaritelma 1. Affiini avaruus on kolmikko (A, V, ), missi A on joukko, V' on vektoriavaruus

jaa: A XA —V on kuvaus sekd
(1) kaikilla A € A, v € V on olemassa yksikdsitteinen B € A siten, etti v = a(A, B),
(i1) kaikilla A, B, C € A, a(A,B) + «a(B,C) = a(A, C)

(Weylin aksioomat). Kuvausta o : A x A — V sanotaan joukon A affiiniksi rakenteeksi mikili

se toteuttaa ehdot (1) ja (ii).

H0Osajoukon U C X kuvajoukko f(U) := {f(x) |x € U} cY.
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Maaritelma 2. Affiini avaruus (A,V,«), tai lyhyesti A (yli V:n), on reaalinen, komplek-
sinen, adrellisulotteinen ta: ddretonulotteinen, jos vektoriavaruus V on wvastaavasti reaalinen,

kompleksinen, ddrellisulotteinen tai dadretonulotteinen; A:n ulottuvuus dim A := dim V. Jos

V =R", niin merkitdadin A" := A.

Siis affiini avaruus A koostuu pisteistd, joita yhdistda wvektorit, eli jos A, B € A, niin on
olemassa (yksikésitteinen) vektori a(A, B), jolle kiytetaan merkintdé AB. Lisiksi jokaisella
A € A jav €V on olemassa (yksikisitteinen) piste B € A siten, ettd v = /@ ja kaava

AB + BC = AC

patee. Vilittomésti nahddédn [!] ekvivalentti méaéritelma!? affiinille avaruudelle:

Maaritelma 3. Affiini avaruus on kolmikko (A, V, B), missi A on joukko, V' on vektoriavaruus

ja B: A XV — A on kuvaus sekd
(i)’ kaikilla A, B € A on olemassa yksikdsitteinen v € V' siten, ettdc B = (A, v),
(i1)” kaikilla A€ A, v, w eV, f(Av+w) = F(A,0v) +w.

Edellisen nojalla voidaan siis méaéritelld pisteen ja vektorin ‘summa’ A + v := (A,v) =:
v+ A, joten ehdosta (i)’ tulee A+ (v+w) = (A+v) +w =: A+ v+ w. Vektori v voidaan siis
‘piirtaa alkamaan mistd tahansa pisteestd’ tai toisin sanoen vektori v voidaan yhdensuuntaisiir-
tdd yksikasitteisella tavalla pisteestéd toiseen. Kun yhdistetdédn affiinin avaruuden maéritelmat
ja niistd generoidut merkinnét AB = a(A, B) ja A+v := B(A,v) saadaan kaava A—h@ = B,

joten voidaan maéritella pisteiden ‘erotus’
B—A:= 1@ )

Huomaa, ettd pisteiden ‘summaa’ (tai lineaarikombinaatiota) ei voida yleisessd tapauksessa

mééritelld (vertaa esimerkki 1). Affiinin avaruuden mééritelmistd on helppo johtaa kaavoja:
AA =0, A+G=A, AB=-BA, B—A=—(A—B), (A4+v)—A=v. (1)

Harjoitustehtdva 1. Johda ylli olevat kaavat (1). Osoita lisiksi, ettd kaikilla pisteilld
0,0, A, B ja skalaariluvuilla X kaava

O+AB-0)+(1-N(A-0)=0 +AXB—0)+(1-\(A-0)

12Eli additiivinen ryhmé V operoi joukossa A vapaasti (B(A,v) = A = v = 0) ja transitiivisesti (kohta (i)’).
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patee. Tdten voidaan yksikasitteisella tavalla mddritelld pisteiden A ja B affiinikombinaatio
AB+(1-=XMNA=0+XB-0)+(1-XN(A-0)€A.
Totea, etti (kun A = A™) pisteitd A ja B yhdistivd jana koostuu pisteistd
AB+(1-MNA=A+AAB,  0<A<L
Mikd on nyt suoran yhtdlo?

Huomautus 1. Edellisen tehtévian nojalla voidaan maéritella affiinin avaruuden A pisteiden

Ay, yleinen affiinikombinaatio

i)\kAkEAa i)\kzl,
k=1

k=1
kéyttden induktiota eli > ;| AgAy := (1—\,,) ZZ;} NeAr 4+ An Ay, missi oletetaan, etti A, # 1,
ja médritelldan A\, == A\ /(1 — A,), joille 721 A = 1 (jos A, = 1, niin 337, MeAy := A,).

Esimerkki 1. Vektoriavaruus V' (eli médritelmissd A = V') on affiini avaruus, kun méaritelldan
a(v,w) = v == w — v ja B(v,w) = v + w. Tallsin vektoriavaruuden alkiot voidaan tulkita
sekd pisteiksi etta pisteitd yhdistaviksi vektoreiksi. Jatkossa oletetaan aina, etté vektoriavaruus

on varustettu talla affiinilla rakenteella.

Harjoitustehtéiva 2. a) Osoita, etti affiinin avaruuden R? tasot, suorat ja ‘pisteet’ (eli yk-
siot {x}, x € R?) ovat affiineja avaruuksia. Mitki ovat niiden ulottuvuudet? Milloin ne ovat
vektoriavaruuksia?

b) Olkoon V wvektoriavaruus (yli R:n tai C:n) ja vy, vo,...v, € V. Maidritelliin A =
{ZZ=1 )\kvk| Yo Ak = 1} ja 'V = {Zzzl )\kvk| Y A = 0}. Osoita, etti A on affiini

avaruus yli V:n.

Esimerkki 2. Olkoon V ja V' vektoriavaruuksia ja T : V — V'’ lineaarikuvaus. Kiinnitetdan
piste v € V' kuvauksen T" kuvajoukosta T'(V) C V' (eli v' = T, jollain vektorilla vs € V).
Yhtalon Tv = o' ratkaisuiden v muodostama joukko v, + ker T = {vs + vy, | v, € kerT’ } on

affiini avaruus yli vektoriavaruuden
ker T := {v, € V| Tvj, = 0}

(lineaarikuvauksen T ydin eli ‘kerneli’). Nyt V' ja V' voivat olla funktioista koostuvia vektoria-

varuuksia ja 7' lineaarinen differentiaalioperaattori. Talloin 7:n maaradman epdhomogeenisen
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differentiaaliyhtalon ratkaisuiden joukko on affiini avaruus. Esimerkiksi pakotetun harmonisen

oskillaattorin liikeyhtalo on

) (t) = m 2D 4 ko) = P,

missi z ja F ovat (sileitd) funktioita R — R. Nyt ratkaisut ovat muotoa

z(t) = z,(t) + z,(1),

missé x, on yhtalon ‘yksittaisratkaisu’ ja z; toteuttaa homogeeniyhtélon

(Tz)(0) = m T2 1) =0

eli z), € ker T. Tunnetusti z,(t) = Asin (\/k/mt) + Bcos (y/k/mt), missi A, B € R. Téten
V' = V' koostuu sileistd funktioista R — R ja ker T:n virittda sin ja cos, joten dimV = oo,

mutta dimker 7" = 2.

2.1 Afhinit kuvaukset

Miéritelma 4. Olkoon (A,V,a) ja (A, V' &) affiineita avaruuksia.® Kuvaus ¢ : A — A’

on affiini, jos on olemassa lineaarikuvaus T, : 'V — V' siten, ettd kaikilla A, B € A,
o (p(A), p(B)) = T, (a(A, B)). (2)
Affiinia bijektiota o : A — A’ sanotaan affiiniksi isomorfismiksi.'*

Helposti nahdéén, [!] ettd affiinin kuvauksen ¢ : A — A’ méidiritteleva ehto (2) voidaan

kirjoittaa yhtépitavissa (mutta hieman epdmédriisessi) muodossa

p(A+v) —p(A) = T,(v)

kaikilla A € A ja v € V, mistéd vilittomaésti seuraa, ettd T, on yksikédsitteinen. Lisdksi A:n

kiintedlle pisteelle O

o(B) = p(0 + OB) = T,(OB) + p(0),  BeA.

BT4ytyy lisiksi olettaa, etti vektoriavaruuksilla V' ja V' on sama skalaarikunta (esim. R tai C).
HMSill4 affiini isomorfismi sdilyttdé téysin affiinin avaruuden rakenteet eli A =2 A’ (bijektio), V = V' (li-

neaarinen bijektio, ks. lemma 1) ja kaava (2). Affiinisti isomorfiset affiinit avaruudet voidaan samaistaa, kun

tarkastellaan kyseisten avaruuden affiineja ominaisuuksia (esim. affiinit muunnokset, affiinit aliavaruudet, jne.).
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Kiinnitetddn myos A’:n piste O', joten pisteitd ¢(B) ja O yhdistava V':n vektori on
o(B) — O' = T,(0B) + (0) — O' = T,(OB) + o,

missd 0 := p(0) — O € V'. Taten ‘kiinnittdmalld origot’ O ja O’ affiini kuvaus ¢ voidaan

esittad muodossa B — ¢(B) = O + 95(0?), missé affiini kuvaus
: V=V v @) :=Ty(v)+o

koostuu lineaarikuvauksesta 7, ja V':n translaatiosta v’ — v’ + o. Toisaalta helposti ndhdéén,
ettd jokainen lineaarikuvauksen ja translaation yhdiste méaéraa affiineja kuvauksia ylla olevaan

tapaan, joten ollaan saavutettu tdydellinen karakterisointi affiineille kuvauksille.

Harjoitustehtava 3. a) Osoita, etti affiini kuvaus ¢ sdilyttaa pisteiden affiinikombinaatiot,
eli etta

P(AB + (1= NA) = Ap(B) + (1 - Np(A).

Yieisti kaava n:lle pisteelle (ks. huomautus 1). (Voitaisiinko ylli olevaa kaavaa kayttad affiinin
kuvauksen mddritelmdnd?)
b) Olkoon (A,V,a), (A, V' /) ja (A", V" ") affiineita avaruuksia seki ¢ : A — A’ ja

¢ A" — A affiineita kuvauksia. Osoita, etti ¢' o ¢ on affiini.

Lemma 1. Olkoon T, affiiniin kuvaukseen ¢ liittyvd lineaarikuvaus. Jos ¢ on injektio (sur-
jektio), niin T, on injektio (surjektio). Erityisesti, jos ¢ on bijektio, niin T, on bijektio ja V

voidaan samaistaa V':n kanssa sekid dim A = dimV = dim V' = dim A’.

Todistus. Jos affiini kuvaus ¢ on injektio, niin ehdosta T,,(v) = 0 eli ehdosta (A +v) = p(A)
seuraa, ettd A +v = A eli v = 0 ja T, on injektio.'> Jos ¢ on surjektio, niin kaikilla v’ € V" ja

A" € A’ on olemassa pisteet O, B € A siten, ettd ¢(0O) = A" ja p(B) = A" + v’ sekd
V= (A"+v)— A =p(B) - ¢0)=p(0+ O?) —p(0) = Tw(@),
joten T, on surjektio. O

Esimerkki 3. Olkoon 7 : A" — A™ affiini surjektio ja O mielivaltainen A™:n piste seké

O € A" sellainen, etté w(@) = 0. Nyt

7T(5+X) :Tﬂx+7r(5) =T,x+ O, x € R",

15Lineaarialgebrasta on tuttua, etts lineaarikuvaus on injektio, jos se kuvaa vain nollavektorin nollavektoriksi.

Lisdksi kddntyvan lineaarikuvauksen kddnteiskuvaus on automaattisesti lineaarinen.
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missd T : R™ — R™ on lineaarinen surjektio eli m x n—reaalimatriisi, jossa on m lineaarisesti

riippumatonta vaakarivid (misté seuraa, ettd m < n). Tdten
7 1({0}) ={BeA"|r(B) =0} ={0+x|T,x=0} = {O+x|x €kerT,}

on (n — m)—ulotteinen affiini avaruus yli (n — m)—ulotteisen vektoriavaruuden ker T,. Nyt
71 ({O}):m pisteitd O +x ja O+y (missi siis x, y € ker T) yhdistévé vektori y —x € ker T.
Sanotaan, ettd 71 ({O}) on affiini sdie pistessa O.

Kun valitaan R™:n kanta e = {e;}}_, siten, ettd {e,}}_,,,; on ker T;:n kanta, ndhdéén,
ettd jokainen x € R" voidaan kirjoittaa yksikésitteisesti muodossa x = >_,_, ke, = xg + %o,
missi Xo = Y__,,.1 They, € ker T, Télloin O 4+ x = (0 + x3) + %0 ja 7(0 +x) = Trxg + O.

Seuraavassa luvussa tarvitaan tapausta m = 1, jossa T,e; = a # 0, joten maéarittelemélla e,

1

uudelleen vektorina a™"e; voidaan olettaa, ettd T,e; = 1. Nyt x& = xéel ja W(a—i—x) = xé—i—O.

Téten (mielivaltaisen) pisteen O +x koordinaateiksi voidaan valita (z}, 22, ..., 2%), missi 2} on

m:n kuva-avaruuden A' (mielivaltaisen) pisteen z + O koordinaatti. Tdten m voidaan esittdi

projektiona R" > (zl,...,27) — 2l € R.
Lause 1. Olkoon ¢ : A — A’ affiini isomorfismi (siis bijektio).
o Kuvauksen ¢ kddinteiskuvaus o= : A — A on affiini ja siihen littyvi lineaarikuvaus

Tyr(v') = o WA + ) = WA) = T;NV) kaikilla v € V' ja A" € A

e Valitaan pisteet O € A ja O' € A’ sekd mddritelliin o := ¢(O) — O'. Kaikilla v € V ja
eV,

©(O+v)=0"+T,(v) +o, e O +v)=0+T,' (") =T, (o).
e Kun valitaan O = ¢(O) edellinen kohta redusoituu muotoon
0O +v)=0"+T,(v), 0 HO +)) :O+T;1(v’),
ja sanotaan, ettd pisteet O ja O' ovat p-yhteensopivat.

Todistus. Koska T, on kééntyvé edellisen lemman mukaan, voidaan mééritelld kuvaus ¢ : A" —
A kaavalla (0" +v') == T (v') + ¢ (O') kaikilla v' € V', missi O" € A’ on kiinnitetty piste.
Nyt kaikilla A" € A’ ja v’ € V',
R —
@D(A, + U,) - w(A/) — 77Z}(O/ + O/A/ +U/) _ @ZJ(O/ + O/A/> — T_l(U/)

©
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joten ¢ on affiini. Merkitdan O := ¢~ 1(0’), joten kaikilla B € A,

——

v(¢(B)) = ¥(#(0+0B)) = v( ¢(0)+T,(0B) ) = T, (T, (OB) ) + (0
—0B+0=8

ja taten ¢ = ot sekd T,-1 =Ty, = T, !, Loput kohdat ovat yksinkertaisia laskuja. O]

Harjoitustehtava 4. a) Todista edellisen lauseen toinen kohta. Oletetaan, ettd affiinissa ava-
ruudessa A on kaksi havaitsijaa. Toisen asema muuttuu affiinilla muunnoksella p : A — A.
Mikd on vektorin o := ¢(O) — O’ fysikaalinen merkitys? Entd mitd tilannetta ehto O' = ¢(O)
kuvaa?

b) Palauta mieleen hiukkasjoukon massakeskipisteen mdadritelma. Olkoon n kappaletta hiuk-
kasia pisteissi Ay, Ay, ... A, € A3. Kiinniti origo O ja esiti pisteet R3:n (paikka)vektoreina.
Missd sijaitsee hiukkassysteemin massakeskipiste? Miten se muuttuu affiinissa muunnoksessa

©: A — A3?

Huomautus 2. 1) Olkoon A joukko, V' vektoriavaruus ja ¢ : A — V bijektio. On helppo
osoittaa,'® ettd

a?(A,B):=p(B)—p(A)eV, A BeA,

on joukon A affiini rakenne ja ¢ on affiini isomorfismi affiinilta avaruudelta (A,V,a?) affii-
nille avaruudelle (V,V,—). Lisdksi p(B) = a?(O,, B), missi O, = ¢! (6) eli ‘origot’ O,
ja 0 ovat nyt ¢-yhteensopivat. Voidaan sanoa, ettd joukko A perii V:n affiinin rakenteen (eli
pisteitéd/vektoreita yhdistavin ‘vihennyslaskun’ —).

2) Toisaalta, jos @ : A x A — V on joukon A affiini rakenne, niin kiinnittdmalla ‘origo’
O € A voidaan méiritelld affiini isomorfismi'” (bijektio) ap avaruudelta (A, V, ) avaruudelle
(V,V, —) kaavalla

ao(B) = a(0, B), B e A.

Nyt edellisen kohdan a®® = a ja O,, = ap™* (6) = (0. Ollaan saatu tdrkea tulos:

Lause 2. Olkoon A joukko ja V wektoriavaruus.'®

160soita, etti a¥ toteuttaa méiiritelmiin 1 ehdot (i) ja (ii). Tsekkaa sitten mifritelméin 4 ehto (2), jossa
T, =id.

17Sill4 se on eittdmitti bijektio ja affiini: ap(A +v) — ap(A) = [(A+v) — O] — (A - 0) = v.

18 Jotka ovat yht# mahtavia eli joiden vililli (ylipdétiin) on olemassa bijektio A — V.
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o Jokaista bijektiota ¢ : A — V kohden loytyy (yksikdsitteiset) piste O ja affiini rakenne
a: AxA—V,jollea(O, B) = ¢(B). Lisiksi ¢ on affiini isomorfismi.

e Jokaista pistettdi O € A ja affiinia rakennetta o : A x A — V kohden loytyy affiini
isomorfismi o : A — V, jolle a(O, B) = ¢(B).

Seuraavassa luvussa késitelladn ylla olevan lauseen fysikaalista merkitysta.

2.2 Fysikaalinen tulkinta

1) Kuvataan avaruutta ja/tai aikaa'® joukolla A™. Havaitsija kartoittaa®® joukon A" eli kon-
struoi bijektion ¢ : A" — R" (tdmé on tietenkin kiytannossd mahdotonta, silla R™ on ‘Aéretto-
mén suuri’). Mutta edellisen lauseen perusteella tamé tarkoittaa, ettd joukosta A" tulee affiini

avaruus, jonka suhteen ¢ on affiini kartta:

Maaritelma 5. Affiini kartta on affiini isomorfismi affiinilta avaruudelta A™ affiinille avaruu-

delle R™.

2) Toisaalta tarkastelemamme fysikaaliset teoriat N ja E sisdltévét suoria (tai paremminkin
janoja): esimerkiksi N:ssa vapaa kappale liikkuu suoraviivaisesti tai E:ssa kiytetaan suoria
(valo)signaaleja. Affiini avaruus sisdltdad luonnollisella tavalla suoran késitteen; pisteitd A ja B
yhdistda vektori AB ja téten jana [0,1] 2 A — A+ AAD € A", joka laajenee suoraksi mikali A
kéy lapi kaikki reaaliluvut.

3) Ei ole vélid misté pisteestd (tai milld hetkelld) suora signaali (jota kuvaa R™:m vektori x)

lahetetddn. Jos havaitsija kiyttaa affiinia karttaa ¢ : A" — R", niin sille automaattisesti patee
P(A+x) —9(A) = ¢(B +x) — ¢(B)

kaikille A, B € A™ ja x € R". Eli pisteitd A ja A 4+ x yhdistédvan vektorin x ‘koordinaatit’
©(A+x) — p(A) € R" eivit riipu alkupisteestd A misséén affiinissa kartassa.

4) Milté sitten jana néyttad toisen havaitsijan mielestd? Yleensd oletetaan, etté jos havaitsija
on inertiaalihavaitsija, niin ‘jana ndyttaa janalta’ eli jos ensimmainen inertiaalihavaisija nakee,
ettd kappale tai valosignaali etenee tasaisesti ja suoraviivaisesti, niin toinenkin inertiaaliha-
vaitsija nikee, ettd kappale tai valosignaali etenee tasaisesti ja suoraviivaisesti. Téssé mielessa

inertiaalihavaitsijoiden havainnot ovat ekvivalentit (kumpikin havaitsee suoran liikkeen).

9¥leensi n < 4. Perusoletus on, ettii joukkona A™ on yhtd mahtava R™m kanssa.
20Eli valitsee origon ja koordinaattiakselit.
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Téaten N:ssa ja K:ssd minimivaatimus inertiaalikoordinaatistoille on, ettd ne ovat

affiineja karttoja.

Jos ¢ ja ¢’ ovat kaksi affiinia karttaa A" — R™, niin ‘koordinaattimuunnos’ ¢'op=1 : R"® —

R™ on lauseen 1 ja harjoitustehtévin 3 nojalla affiini isomorfismi eli lauseen 1 nojalla muotoa
(gp’ o gp_l)(x) = Mx + o, x € R",

missd M on kiéintyvd n X n—reaalimatriisi (eli lineaarinen bijektio R" — R") ja o € R™. Usein
fysiikassa merkitdin hieman epitasméllisesti x(A) := @(A), x'(A) := ¢'(A), A(x) := ¢ 1(x)
ja x'(x) = (¢ o p 1) (x) eli xX'(A) = ¢'(A) = (¢’ 0o p7") (p(A4)) = x'(x(4)), jne. Lisiksi R"mn
vektoreita tai R™-arvoisia funktioita z merkitddn komponenttimuodossa
1.2 n k\" k
a= (2.2 = (M) = ().

/

Huomautus 3. Ylla on oletettu, ettd affiinit kartat ¢ ja ¢’ ovat saman affiinin avaruuden

(A" R" o) karttoja. Jos ne olisi mééritelty eri avaruuksissa (eri rakenteet a ja o), niin tieten-

kidn valttdmittd ¢’ o o1 ei olisi ylld olevaa muotoa.

2.3 FEuklidinen avaruus

Olkoon | - | on vektoriavaruuden R™ (standardi) normi eli

x| = V@ @R T T @
missd x = (z!,2%,...,2") € R™

Maéaritelma 6. n-ulotteinen euklidinen avaruus E™ on affiini avaruus (A", R™, o) varustettuna

euklidisella metriikalla eli etdisyydelld
d: E" x E" = [0,00), (A, B) s d(A,B) = |a(A, B)| = |AB|.
Siis pisteiden A, B vilinen etéisyys on pisteitd yhdistévin vektorin oA, B) = zﬁ pituus.
Maaritelméa 7. Euklidinen kartta (koordinaatisto) on affiini kartta ¢ : E" — R", jolle
o(B) —p(A)| = d(A, B)

kaikille A, B € E™.
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Eli euklidinen kartta sailyttaé pisteiden etéisyyden.

Olkoon sitten O(n) ortogonaalisten n x n—reaalimatriisien ryhma.*" Eli M = (M*;)},_, €
O(n), jos ja vain jos M:n matriisialkiot M*; ovat reaalilukuja, M:1ld on kdéteismatriisi M1
ja M:n transpoosi MT on M~!. Ortogonaalimatriisi siilyttis vektoreiden pituuden: |Mx| =
x| eli 35,030, Mial)? = 35, MyMhyalak = 37 (27) (kaikilla x € R"), jos ja vain jos
S MMy, =6 eli MT =Mt eli M™ = 1.

Lause 3. Olkoon ¢ : E" — R" euklidinen kartta ja O € E™. Tallgin kaikille x € R™, o(O+x) =
Mx + ¢(O) missi M € O(n). On olemassa piste O, € E™ (p:n origo) ja matriist M € O(n)
siten, ettd kaikille x € R, (O, + x) = Mx.

Todistus. Ensimmaéinen kohta seuraa lauseesta 1. Koska [Mx| = (O + x) — ¢(O)| = |x/, niin

M € O(n). Valitse O, := ¢~ '(0). O

Esimerkki 4. Affiini avaruus R" (ks. esimerkki 1) on euklidinen avaruus, ns. euklidinen koor-
dinaattiavaruus, missa siis pisteitd x, y € R™ yhdistavd vektori on y —x € R" ja pisteiden
etédisyys on |y — x|. Jatkossa oletetaan aina, ettd R™ on varustettu télld kanonisella euklidisella

rakenteella.

Harjoitustehtava 5. a) Tarkastellaan ryhmdaa O(n). Olkoon M,N € O(n). Osoita, ettd
MN € O(n), 1 € O(n) ja M~ € O(n) (ryhmdaksiomat). Osoita, etti det M = +1.

b) Tarkastellaan erikoistapausta n = 3 eli ryhmdd O(3). Olkoon M € O(3). Osoita, etti
—M € O(3) jadet(—M) = —det M. (Riittdd siis tarkastella matriiseja, joiden determinantti on
1.) Mddrdd seuraavien kuvausten matriisit: peilaus origon suhteen ja peilaus xy-tason suhteen.
Millainen kuvaus on nditten tulo?

c¢) Osoita, ettd

cos@ sinf 0
M= | —sinf cosf 0] € O(3).
0 0 1

Laske det M ja M?. Miki on M:n geometrinen tulkinta? (Piirrd kuva.)

2IRyhmi G on joukko varustettuna kuvauksella G x G — G, (g,¢') — gg’ (ryhmitulo), jolle pitee (i)

! 1

(99))g" = g(g’g"), (ii) on olemassa (identiteetti-, ykkds- tai neutraalialkio) e € G siten, ettd ge = eg = g, ja (iii)

1

jokaiselle g:lle on olemassa (kiifinteisalkio) g=% € G siten, etti gg—' = e = g~ 'g. Esimerkiksi vektoriavaruus V'

on (additiivinen) ryhmé vektoreitten yhteenlaskun suhteen (eli V':n ryhmétulo on +).
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3 FYS: Galilein avaruus-aika

Newtonin mekaniikassa kiytetyn avaruus-ajan madarittelyssa keskeinen késite on euklidinen
avaruus [E". Siis E™ on n-ulotteinen affiini avaruus A", jossa on mééritelty pisteiden A, B € E”
valinen etéisyys pisteitd yhdistavan vektorin ﬁ € R” pituutena.

Newtonin mekaniikassa?? fysikaalinen avaruus-aika on Galilein avaruus-aika eli affiini surjek-
tio m: A* — E! missid E' on universaaliaika-akseli ja kaikilla t € E! alkukuva E3 := 771 ({t})
on kolmiulotteinen euklidinen avaruus (ks. esimerkki 3). Galilein avaruus-ajan pisteita A sano-
taan (piste)tapahtumiksi. Yleensd merkitidin A = A; mikéli 7(A) =t eli A € E?. Tapahtumien
Ay, ja Ay, aikavdlion ty —t) = tl—t; € R (ei siis ’Ft;:n pituus, joten voidaan puhua siitd kumpi
tapahtuma tapahtui aiemmin?®?). Tapahtumat ovat samanaikaisia, jos niitten aikavili on 0 eli
vlld t; = t, = t. Téten samanaikaiset tapahtumat kuuluvat samaan avaruuteen E?. Olkoon
sitten d; : E? x E3 — [0,00) euklidisen avaruuden E? euklidinen metriikka. Samanaikaisten
tapahtumien A, ja By vélinen etdisyys on dy( Ay, By) > 0; eriaikaisille tapahtumille etdisyytta ei

mééritelld, joten Galilein avaruus-aika ei ole E*!

Esimerkki 5. Esimerkiksi E! x E? on (triviaali) Galilein avaruus-aika, kun 7(t,x) := t kaikilla
t € E! ja x € E3. Erityisesti R x R3 on Galilein avaruus-aika, ns. Galilein koordinaattiavaruus-

atka.

Kun kiinnitetdén avaruus-ajan origo O,, € A" tulee kiinnitetyksi myos ajan nollakohta
to € E'. Olkoon e = {e;};_, R*n kanta. Nyt Galilein avaruus-ajan piste A, voidaan esittdi

yksikésitteisesti muodossa
e
At = Oto + OtoAt = Oto + t(At)eo + $1(At)el + sz(At>ez + 1'3(At)eg.

Esimerkin 3 nojalla valitaan e siten, ettd t = w(A;) = 7(Oy, + M) = t(A) +to eli t(A) :=
t — to € R ja vektorit e, ey ja e3 muodostavat ortonormaalin joukon. Mé&éaritelladn r(A;) =
(z'(Ay), 22(Ay),2%(Ay)) € R? ja Galilein avaruus-ajan rakenteen séilyttivi affiini kartta eli
Galilein kartta

p: A* 5 R xR A (¢(A), r(AY)).

ZNewton oletti, ettdi myds avaruus on absoluuttinen eli Newtonin (tai Aristoteleen) avaruus-aika oikeastaan
on E3 x E!. Koska Galilein muunnokset sisiltéiviit nopeussyséykset, avaruus ei ole absoluuttinen niiden suhteen

vaan riippuu havaitsijan liikkeesté.
2Jos tg — t1 > 0, niin Ay, tapahtui mychemmin kuin Ay, ja Ay, tapahtui aiemmin kuin Ay, .
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Nyt esimerkiksi, jos to — t; > 0, niin ¢(Ay,) = to — to > t; — to = t(Ay,) eli aikajérjestys siilyy.
Liséksi
de(Ay, By) = |[z'(By) — x' (Ap)]er + [2%(By) — 2°(A))ey + [2°(By) — 2°(Ar)]es)|
= [r(By) — r(A)| = [B: — Ad.

Huomaa, ettd voidaan kirjoittaa

3 3
A= Oy +t(Adeg + Y _a*(Ae, = O+ Y a*(Aey,
k=1 k=1
missia Oy := Oy, +1(A;)ep on koordinaatistomme avaruusosan origo hetkelld t. TAmé on pisteta-

pahtuma, jonka suhteen havaitsija mittaa pistetapahtuman A; aseman r(A;) € R? avaruudessa
sen tapahtumahetkelld t.%*

Olkoon (t,0) € R x R*, M € O(3) ja v € R®. Muunnosta
g RxR* > RxR® (t,r)— (£(t), r'(t,r)) := (t+¢,Mr + vt + o)
sanotaan Galilein muunnokseksi. Parametri t on aikatranslaatio, o on avaruustranslaatio ja v
nopeussysays. Galilein muunnokset muodostavat Galilein ryhmdn G.
Galilein karttojen avulla Galilein avaruus-aika voidaan samaistaa koordinaattiavaruuden
R x R3 kanssa. Voidaan osoittaa, ettéd kaikki Galilein kartat ovat muotoa ¢’ := g o ¢, missi
g € G. Merkitdéin (hiukan epitdsmallisesti?®) ¢’ = (¢',1') ja
t'(A) = t(A) +t,
I'/(At) — MI‘(At) —|— Vt(At) + 0.
Erityisesti siis ¢ on Galilein kartta vastaten G:n identiteettimuunnosta id ja Galilein muunnos
g on karttojen ¢ ja ¢’ vilinen koordinaattimuunnos. Helposti nahdaan, ettd Galilein kartta
on affiini kartta ja sdilyttida tapahtumien aikajdrjestyksen sekd samanaikaisten tapahtumien

etdisyyden eli Galilein avaruuden rakenteen.

Harjoitustehtéiva 6. a) Osoita, etti ¢’ : A* — R* on affiini kartta eli muotoa

' t a®

.213/1 $1 (Il
=A + ,

1}’2 1’2 CL2

:EIS 1:3 CL3

24Muista, ettd Newtonin mekaniikassa sallitaan ‘Gdrettomén’ nopeat signaalit.
25 Jatkossa kilytetiiin samaa merkint#d (¢, r') Galilein muunnokselle g, Galilein kartalle ¢’ tai jopa R x R*:n

pisteelle. Tamén ei pitéisi aiheuttaa ongelmaa, silld funktion muuttujan symboli (¢,r) tai A, kertoo kummasta

funktiosta on kyse.
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missd A on kddantyvd 4 X 4-reaalimatriisi ja a* € R, p=10,1,2,3.
b) Osoita, ettd ¢ sdilyttaa tapahtumien atkajirjestyksen ja samanaikaisten tapahtumien

etdisyyden.

Harjoitustehtava 7. Osoita, etti Galilein muunnokset muodostavat ryhmdn eli osoita, ettd
a) kahden Galilein muunnoksen yhdistetty muunnos on Galilein muunnos (tee siis kaksi eri
Galilein muunnosta perdkkdin),
b) identiteettimuunnos on Galilein muunnos (triviaalia!),

c) jokaisella Galilein muunnoksella on kddnteismuunnos (joka on myds Galilein muunnos).

3.1 Newtonin mekaniikka

Olkoon ¢ = (t,r) Galilein kartta eli inertiaalikoordinaatisto, T C R wdli eli muotoa (ti,ts),

[t1,t2), (—00, t5], jne., oleva joukko®® ja
F:R*xR*xR R (r,¢1) > F(r, 1)

voima(kentti) (jatkuva funktio). Jos massapisteen (massa m) liikke r : 7 — R3 (eli ‘riittévin

siisti’ kdyrd?”) toteuttaa Newtonin liikeyht#lon
mi(t) = F(x(t),£(t),t)
koodinaatistossa ¢, niin se toteuttaa yhtélon
mi'(t') = F'(t(¢),1'('), ')

(mielivaltaisessa) Galilein kartassa ¢’ = go p = (t/,1'); edelld

r'(t)=Mr(t' —t)+v(t' —t) + o,

Ft) =Mt —t)+v, () :=Mi{t —t)
ja F/(v/, ¥, t') := MF (r(t',x'), £(f'), t(')), missé

r(t',r) =Mt — M vt — M (o — vt),

(i) =M1 — My, tit) =t —t

26Ttseasiassa voidaan aina olettaa, ettd T on avoin vili eli muotoa (t1,t2), silli muutoin vili voidaan laajentaa

avoimeksi: esim. [t1,t2) C (t1 — €,t2), missd 0 ~ € > 0.
27 Ainakin kaksi kertaa derivoituva kiyri, jotta nopeus £(t) := dr(t)/dt ja kiihtyvyys £(¢) := d2r(¢)/dt? olisivat

olemassa kaikilla hetkilla t € T.
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on koordinaattimuunnoksen r'(¢,r) := Mx + vt + o, t'(r) := Mr + v, t/(t) := t + t kdénteis-
muunnos.

Jos kappale on vapaa kartassa ¢ eli F = 0 ja nopeus r on vakio, niin myos F' = 0 ja nopeus
r’ on vakio eli ¢’ = g o ¢ on myos inertiaalikoordinaatisto. Eli jos oletetaan, ettd on olemassa
vksi inertiaalikoordinaatisto, niin G generoi ddrettoméan maédrén uusia inertiaalikoordinaatis-
toja. Siis Newtonin mekaniikka on Galilei-relativistinen teoria. Huomaa, ettd vaikka voiman
F muoto muuttuu hieman Galilein muunnoksessa, niin siihen ei lisdtd ndennéisvoimia, kuten

epéinertiaalisissa koordinaattimuunnoksissa.

Esimerkki 6. Olkoon F : R3\ {(0,0,0)} — R3? keskeisvoimakenttd (erityisesti Newtonin
gravitaatiovoima) eli muotoa F(r) = f(|r|)|r|"'r, missid f : (0,00) — R on (jatkuva) funktio.
Tarkastellaan kahden hiukkasen (massat m; ja ms) liikettd Galilein avaruudessa. Kiinnitetddn

Galilein kartta ¢ ja oletetaan, ettd hiukkasten liikkeet saadaan Newtonin yhtéloitten

m1i1(t) = F(£2(t)_£1(t))v

Moty (t) = F(£1 (t) — Ez(t))

ratkaisuna, missi r; : 7 — R3jar, : 7 — R? ovat hiukkasten 1 ja 2 liikkeet koordinaatistossa
. Huomaa, ettd on oltava r,(t) # ry(t) kaikilla t € T.
Vaihdetaan Galilein karttaa Galilein muunnosta g kdyttden. Merkitaan liikkeitd koordi-
/

naatistossa ¢’ = g o ¢ symboleilla r] ja r,. Koska ry(t) — ri(t') = M(xy(t) — ry(t)) ja
MF(x) = F(Mx), niin

miiy () = F(ry(t) —ri(t)),

maofsy(t) = F(r)(t) —rh(t)).

Eli liikeyhtalot ‘nayttavit samanlaisilta’ kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa. Tésté seuraa, et-
ta keskeiskentdn Newtonin yhtéloitten ratkaisujoukko on invariantti Galilein muunnoksen suh-
teen (eli jos ratkaisuun tehddén Galilein muunnos, niin saadaan uusi ratkaisu); sanotaan, etta

Newtonin gravitaatioteoria on Galiler-invariantti.

Tarkastellaan seuraavassa luvussa Einsteinin erityista suhteellisuusteoriaa ja verrataan Min-
kowskin avaruuden geometriaa Galilein geometriaan ja Poincarén muunnoksia Galilein muun-

noksiin.
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4 FYS: Relativistinen avaruusaika
Olkoon n > 2 ja € kuvaus
e:R" =R, (2%, 2" )= -+ (@) + (@*)* + ...+ (@™ )2

Maaritelma 8. n-ulotteinen Minkowskin avaruus M" on affiini avaruus A™ varustettuna pseu-
dometriikalla

e: M"x M" >R, (A,B)w e(A,B) = é(AB).

Nyt pisteiden A ja B ‘etéisyys’ on e(A, B). Kuvaus e ei suoraan méarii metriikkaa, koska on
olemassa vektoreita, jotka é kuvaa negatiivisiksi luvuiksi.?®

Erityisessd suhteellisuusteoriassa fysikaalinen avaruus-aika on neliulotteinen Minkowskin
avaruus M* eli relativistinen avaruusaika ja M*:m pisteet ovat (piste)tapahtumia. Samalla tavalla
kuin euklidisen avaruuden tapauksessa voidaan kiinnittés origo O € M* ja esittéié avaruusa-

0 .1 .2

jan piste (tapahtuma) R*n vektorina x = (2% 2!, 22 2?%), missd 2"

= ct on aikakoordinaat-
ti ja koordinaatit ¢, i = 1,2,3, ovat paikkakoordinaatit. Jos médritelliin diagonaalimatriisi
N = (Mw)).,—o = diag(—1,1,1,1), niin voidaan kirjoittaa é(x) = x - nx = Zi,uzo zhn,, Y
(edelld - on vektoreitten pistetulo). Sanotaan, ettd x on avaruudenluonteinen, jos é(x) > 0,
ajanluonteinen, jos é(x) < 0, tai valonluonteinen (nolla), jos é(x) = 0. Edelld mainittuja x:n
ominaisuuksia sanotaan x:n kausaaliseksi luonteeksi. Jos tapahtumille A ja B vektori E on
avaruuden-, ajan- tai valonluonteinen, niin sanotaan, ettd kyseiset tapahtumat on avaruuden,
ajan tai valon luonteisesti erotetut. Kaikki nollavektorit muodostavat nolla- tai valokartion, sil-
14 yhtélon —(2°)2 + (21)2 + (2%)2 + (2*)? = 0 ratkaisujoukko on kolmiulotteinen ‘kartio’ K C R*.
['] Kuvausta M* 5 O — O+ K = {0 +x|x € K} C M* sanotaan aikajirjestykseksi eli
joka tapahtumaan O liitetddn valokartio, jonka ‘kérki’ on pisteessd O. Huomaa, ettd Galilein
avaruudessa vain koordinaatiston origoa vastaava vektori on nollavektori.

Olkoon inertiaalinen havaitsija pisteessi O ja tarkastellaan tapahtumaa A = O + x(A),
missd x(A) = OA (eli tapahtuman A koordinaatit inertiaalijérjestelméssd). Sanotaan, etté
tapahtuma A kuuluu havaitsijan menneisyyteen tai on aikaisempi kuin tapahtuma O, jos x(A)
on ajanluonteinen (tai nolla) ja z(A) < 0. Vastaavasti, jos x(A) on ajanluonteinen (tai nolla)
ja 2°(A) > 0, niin A kuuluu havaitsijan tulevaisuuteen tai on myohempi kuin O. Ajan tai valon

luonteisesti erotetut tapahtumat voidaan aikajérjestdd aikakoordinaatin z° avulla: jos A ja B

ZToisaalta, jos rajoittaudutaan pisteisiin A, joilla on sama x°(A), niin silloin tiissi ‘saman ajan avaruudessa’

on E3:n euklidinen metriikka, joka on kuvauksen /e rajoittuma kyseiseen avaruuteen.
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ovat ajanluonteisesti erotetut ja x°(A) > z%(B), niin A on mydhempi kuin B jne. Jos x(A)
on paikanluonteinen sanotaan, ettd tapahtumat O ja A ovat topologisesti samanaikaiset, tai
joskus jopa ettd tapahtuma A kuuluu havaitsijan nykyhetkeen. Jos 2°(A) = 0, niin tapahtumat
O ja A ovat samanaikaiset, ja jos x(A) = 0 eli A = O, niin tapahtumat ovat yhteensattuvia
(koinsidenssi). Tarkastellaan seuraavassa ndiden mééritelmien fysikaalista merkitysté.
Pisteiden O (koordinaatit (0,0,0,0)) ja A # O kautta kulkevan suoraviivaisen ja tasaisesti

etenevan signaalin yhtalo on
@) =), 2=, P6) = B

missi B = (8%, %, 5°) := (2'(A),2?(A),23(A))/2°(A) on signaalin nopeus jaettuna valon

nopeudella ¢ (huomaa, ettd 2° = ct). [!] Signaalin ‘skaalattu’ vauhti on

\/xl(A)2 + 22(A)? + 1'3(14)3‘

el 4]

Jos x(A) on ajanluonteinen tai valonluonteinen, niin
—2%(A)? + 2 (A)? + 22 (A)* + 23 (AP <0

eli § < 1. Siis signaalin vauhti on pienempi tai yhtdsuuri (A on valonluonteinen) kuin valon no-
peus c. Tamaé tarkoittaa sité, etté, tapahtumat O ja A voidaan yhdistéa signaalilla: Jos A kuuluu
havitsijan tulevaisuuteen eli z°(A) > 0 niin havaitsija voi lihettdd hetkelld 2°(0) = 0 signaa-
lin, joka saapuu avaruuden pisteeseen (z'(A), z%(A),2*(A)) hetkelld 2°(A). Jos 2°(A4) < 0, niin
havaitsijan menneisyyden tapahtumasta A voidaan lahettda signaali, joka saapuu havaitsijan

paikkaan (0,0, 0) hetkelld z°(0) = 0.

£
TOLEVAL|[5UUS

Kuva 2: Havaitsijan O nykyhetki on ‘pieni’ silld ¢ > 0 ja tdten kulmakerroin ¢! ~ 0. Vertaa

Galilein avaruus-aika diagrammiin, jolloin muodollisesti suurin sallittu signaalinopeus ¢ — co.
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Jos x(A) on paikanluonteinen, niin 8 > 1. Mutta jos valon nopeus on suurin mahdollinen
signaalinopeus, niin tapahtumia O ja A ei voi yhdistid millddn signaalilla! Havaitsijan nykyhet-
ken tapahtumat eivit siis voi vaikuttaa mitenkaéin havaitsijaan tai havaitsija niihin. Havaitsijan
nykyhetken tapahtumaa A sanotaan topologisesti?’ samanaikaiseksi, koska aina 16ytyy toinen
inertiaalinen havaitsija, joka nikee tapahtumat A ja O samanaikaisina. Téma osoitetaan seu-

raavassa luvussa (esimerkki 11).

4.1 Poincarén muunnokset

Tarkastellaan seuraavaksi kahta inertiaalista havaitsijaa. Havaitsijat kiayttéviat koordinaatteja

x ja X’ tapahtumien kuvaamiseen. Inertiaalikoordinaatistossa x tapahtumien A ja B = A +y

aikaero on y° ja etiisyys \/(y')? + (y2)2 + (y?)2, eli ne eivit riipu tapahtumasta A. On luontevaa

olettaa, ettd myds inertiaalikoordinaatistossa x" aikaero 2/°(A +y) — 2’°(A) ja etiisyys

VIt (A+y) =2 (A + [22(A+y) — a2(A)P + [o3(A +y) — 2B (A)P

eivit riipu pisteen A valinnasta. Tésté seuraa, [!] ettd kartan x’ on oltava affiini eli muotoa
x' = Mx + o.

Ajatellaan sitten, ettd kumpikin havaitsija mittaa saman valon sédteen nopeuden omassa
inertiaalijarjestelméssdéan: Oletetaan, ettd tapahtumat A ja B voidaan yhdistda valonséteelld
(eli ne ovat valonluonteisesti erotetut) ja havaitsijat mittaavat valon nopeuden tapahtumasta
A tapahtumaan B eteneville valon séteelle. Karttaa x kiyttava havaitsija mittaa tulokset x(A)

ja x(B), jotka toteuttavat yhtéalon

ja toinen havaitsija paatyy yhtaloon
—[2"(B) = 2°(A)]* + [&"(B) — &" (A))* + [2™(B) — a™(A)]" + [+"(B) — 2”(A)]* = 0

(eli siis kummallekin havaitsijalle valon vauhti on sama vakio c¢). Matemaattisesti tdmé tar-
koittaa sitéd, ettd ehdot é(y) = 0 ja é(My) = 0 ovat yhtéapitdvid. Mutta voidaan osoittaa
[!] suoraviivaisella laskulla, etti é(My) = ké(y) pitee jopa kaikille y € R*, missi k # 0 on
vakio. Yleisyyttd loukkaamatta voidaan valita k = 1. [!] Téten matriisin M on toteutettava
ehto MTnM = 7. Usein kiiytetiin symbolia A matriisille M, joka totettaa kyseisen ehdon, ja

sanotaan, ettd A on Lorentzin matriisi:

2Eli inertiaalihavaitsijoita yhdist#ii jatkuva (Poincarén) muunnos.
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3

wv—0s Joka toteuttaa ehdon

Maéaritelma 9. Lorentzin matriisi on 4 x 4-reaalimatriisi A = (A*,)
A™nA = eli A%, nasA’, = n,,. Lorentzin matriisit muodostavat Lorentzin ryhmén®® O(3,1)

ja muunnos X — Ax on Lorentzin muunnos. Muunnos
x—x(x):=Ax+o0
on Poincarén muunnos ja Poincarén muunnokset muodostavat Poincarén ryhmén P.

Poincarén muunnokset siilyttévat vektoreitten kausaalisen luonteen. Erityisesti, jos iner-
tiaalinen havaitsia (joka kdyttad karttaa x) havaitsee, ettd tapahtumat A ja B ovat avaruu-
den (tai valon tai ajan) luonteisesti erotetut, niin myos toinen havaitsija (joka kdyttaé karttaa
x' = Ax + 0) on samaa mieltd, silld e(A4, B) = é(x(B) — x(A)) = é(x'(B) — x/(A)).

Karttaa A — x'(A) = Ax(A) + o, missi A € O(3,1) ja o € R* sanotaan Poincarén kar-
taksi. Se on siis Minkowskin avaruuden rakenteen siilyttava bijektio. Poincarén muunnos on
Poincarén karttojen vélinen koordinaattimuunnos. Parametri o vastaa avaruusajan kartan ori-
gon siirtoa (siis ajan nollakohdan ja avaruuden origon siirto), joten jatkossa voidaan tarkastella

vain Lorentzin muunnoksia, joille siis o = 0.

Esimerkki 7. Koska n'nn = 1, niin  on Lorentzin matriisi vastaten ajan kidintoa 20 = —a°
ja 2" = 2 kaikilla 7 = 1, 2, 3. Muunnos vaihtaa ajanluonteisten tapahtumien aikajirjestyksen
eikd tdten ole fysikaalisesti mielekds. Usein téllaiset Lorentzin muunnokset rajataan pois ja

rajoittaudutaan pienempéén Lorentzin (ali)ryhméaén.

Esimerkki 8. Olkoon ¢ € R. Koska cosh? ¢ — sinh? ¢ = 1, muunnos

2 = 2%cosh ¢ — x!sinh ¢,
2V = —2%sinh ¢ + 2! cosh ¢,
22 = 22

x/3 — xS

on Lorentzin muunnos. [!] Olkoon P € M* tapahtuma, jolle z'/(P) = 0 kaikille : = 1, 2, 3
(inertiaalijarjestelmén x’ avaruusosan origo). Koska ' (P) = 0 = —z%(P) sinh ¢+ ' (P) cosh ¢,
niin

z'(P) = pz°(P),

30Vastaavasti voidaan méiritelld ‘pseudo-ortogonaaliset’ matriisiryhmit O(k,[), jotka koostuvat (n x n)-

reaalimatriiseista M, joille piitee n = k + [ ja MTpM = 7, missi 1 on diagonaalimatriisi, jonka diagonaalilla

on k kappaletta ykkosid ja [ kappaletta miinusykkosid. Taten O(k,0) = O(k).
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missé

__sinh¢ _
B = cosh o tanh¢ € (—1,1).

Koska t = 2°%/c ja t’ = 2/ /c ovat inertiaalihavaitsijoiden (keskus)kellojen ajat, niin x'-havaitsija

etenee nopeudella v = B¢ akselin z! suuntaan havaitsijan x suhteen. Liséiksi saadaan [!]
t = At —wve2at),
no_ 1
= (@ — i), (3)

missé,
1

y:zﬁ.

Helposti ndhd&én, [!] ettd kiddnteismuunnos on

t = y(t' +vc ), (4)

ot = (2 +ot).
Kun |v| < ¢, niin 7y ~ 1, ja muunnos on likiméaérin Galilein muunnos

¢ o=t

2V = ' — ot

Seuraavissa esimerkeissa tarkastellaan taméan esimerkin sovelluksia.

Esimerkki 9. Oletetaan, etti kartta X’ etenee nopeudella v kartan x suhteen x!-akselin suun-
taan. Olkoon jaykké sauva levossa kartan x” suhteen. Olkoon (0, 0,0) ja (o, 0, 0) sauvan péaétepis-
teiden (2!, 22, 2/*)-koordinaatit eli sauva sijaitsee z'!-akselilla ja [y > 0 on sauvan (lepo)pituus.

~12'! ja téten pédtepisteiden (z!, 22, 23)-koordinaatit het-

Kaavasta (3) seuraa, ettd x' = vt +
kelld ¢ ovat (vt,0,0) ja (vt +~v71y,0,0) (huomaa, etti kyseiset tapahtumat ovat samanaikaisia
x:n suhteen). Havaitsija, joka kiyttdé karttaa x, mittaa sauvan pituuden olevan [ := v~y < lo.
Tamaé ei kuitenkaan tarkoita, etta liikkuva sauva ndayttdaise visuaalisesti lyhyemmalta kuin le-

vossa oleva (sama sauva). Tatd ilmiota sanotaan pituuskontraktioksi.

Esimerkki 10. Oletetaan, ettd kartta x' etenee nopeudella v kartan x suhteen wz!-akselin
suuntaan. Olkoon kello levossa kartan x” suhteen pisteessa (0,0,0). Kun kello nayttaa aikaa ¢/,
tdmé vastaa tapahtumaa A € M, jolle x'(A) = (ct),0,0,0). Kaavasta (4) seuraa, ettid x(A) =
(yetl, yutl, 0,0). Vastaavasti kellon aika ¢ vastaa tapahtumaa B, jolle x(B) = (yct}, yvt, 0,0).

Huomaa, ettd tapahtumat A ja B tapahtuvat eri paikoissa kartan x suhteen, joten niiden
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Kuva 3: Havaitsijan O valokartio (z!, z°)- ja (2!, 2’°)-kartoissa. Jilkimméinen kartta voidaan

valita siten, ettd mielivaltaiselle paikanluonteiselle tapahtumalle A koordinaatti z'°(A) = 0.

tapahtumisaikojen mittaukseen havaitsija x tarvitsee kaksi keskendéan synkronoitua kelloa (tai

yhden kellon ja valosignaalin). Tapahtumien aikaero kartan x suhteen on

HB) — t(A) = (t) — £.) > t) — . = t/(B) — '(A).

a

Téten tasaisesti liikkkuva kello kiy hitaammin kuin levossa oleva (sama kello). Tata ilmiota

sanotaan aikadilataatioksi.

Esimerkki 11. Tarkastellaan paikanluonteisten tapahtumien aikajérjestystd ja samanaikai-
suutta. Olkoon O kartan x origo ja sekd A paikanluonteinen tapahtuma [kuva 3]. On olemassa
havaitsija x’ joka niikee tapahtumat A ja O samanaikaisina (eli 2/°(0) = 2’°(A)): Voidaan olet-
taa kiyttamalla sopivaa rotaatiota, etti A sijaitsee z'-akselilla. Tehdéén sitten esimerkin 8 Lo-
rentzin muunnos, missi ¢ on sellainen, ettd 2’°(A) = 2°(A) cosh ¢ — x'(A) sinh ¢ = 0 = 2/°(0).
Eli 8 = tanh ¢ = 2°(A)/x'(A). Koska A on paikanluonteinen eli —z°(A)? + x'(A)? > 0, niin
|G| < 1. Sanotaan, ettd O ja A ovat topologisesti samanaikaiset. On myos olemassa havaitsijat,
joista ensimméinen ndkee A:n tapahtuvan ennen O:ta ja jalkimméinen A:n tapahtuvan O:n

jélkeen. [!]

Esimerkki 12. Tarkastellaan tilannetta, missa epdinertiaalinen havaisija liikkuu inertiaali-
koordinaatiston x suhteen seuraavasti: hén ldhtee avaruuden origosta (0, 0,0) hetkelld ¢ = 0 ja

palaa takaisin hetkelld t = ¢; > 0. Epéinertiaalisella havaitsijalla on kello (samanlainen kuin
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inertiaalihavaitsijallakin) mukana, joka nayttdé aikaa 0 1ahtohetkella. Mita aikaa kello néyttéa
paluuhetkella?

Esimerkissé 10 osoitettiin, etté jos inertiaalihavaitsija x' liitkkuu toisen inertiaalihavaitsijan
x suhteen (vakio) vauhdilla v, niin hénen kellonsa néyttiéd aikaa t' = y~'¢, eli dt//dt = y~! =
V1 — 202, E:ssa oletetaan, ettd tamé yhtilo pitee myds epéiinertiaalisten havaitsijoiden kel-
loille: Olkoon v(t) < ¢ epéinertiaalisen havaitsijan vauhti ja 7(¢) (= t/(t)) hénen kellonsa aika,

ns. ominaisaika, hetkella t. Oletetaan, etta

O _ e

miké tarkoittaa sita, ettd epdinertiaalisen havaitsijan kiihtyvyys (inertiaali)kartan x suhteen ei

varkuta hanen kellonsa kayntinopeuteen. Téaten epéinertiaalisen havaitsijan kello nayttaa aikaa

t1 dr(t t1 1
T(tl):/ gt)dt:/ \/1—0—2v(t)2dt</ dt = 1,
0 0

t
0

paluuhetkelld t,. Taté ilmiota sanotaan kello- tai kaksosparadoksiksi.
Huom! Samoin oletetaan, ettd (kiihtyvésti) liikkuvan sauvan pituus lyhenee tekijalla

1 — ¢=2v(t)? samoin kuin tasaisessa liikkeessékin (ks. esimerkki 9).

Harjoitustehtéava 8. a) Milloin Galilein muunnos on Poincarén muunnos (vinkki: kiytd har-
joitustehtdvdd 6)?¢

b) Laske Lorentzin matriisin determinantti ja osoita, etti kyseinen matriisi on kddntyvd.
Onko kdanteismatriisi myds Lorentzin matriisi?

c) Osoita, ettd Poincarén muunnokset muodostavat ryhmdn. (Siis osoita, ettd kahden
Poincarén muunnoksen yhdiste on Poincarén muunnos, etsi Poincarén muunnoksen kadnteis-

muunnos jne.)
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5 FYS: Relativistinen mekaniikka

Kiinnitetdén origo O € M* ja kiytetiéin inertiaalikoordinaatistoa x tapahtumien kuvaamiseen.
Kiyrd a : (Ao, A1) — M? (missd \g < ;) voidaan ilmaista kartassa x : M* — R?* funktiona3!
x:=xoa: (A, A\) = R% Jos a on m—massaisen hiukkasen maailmanviiva, niin on oltava

da®(\)/dX # 0 kaikilla A € (Ao, A1), jotta hiukkasen ‘c:1ld skaalattu’ nopeus

B0 = (dz (A) dz*(A) dz (A)) L d2’(N)

dx 7 dx T dAa dA

olisi olemassa. Jos m > 0, niin oletetaan, ettd S(A) := |[B(N)] < 1, A € (Ao, A1), eli a on

ajanluonteinen kdyrd. Jos m = 0, niin oletetaan, ettd S(A) = 1 eli a on valonluonteinen.®

Huomaa, ettd jos dz®(\)/d\ # 0, A € (A, A1), niin (kiiéinteiskuvauslauseen nojalla) funktio
A — 2°(\) on bijektio, jonka kiinteiskuvausta merkitdin lyhyesti Xy > 2° — A(2%) € R, missi
Xy C R on (avoin) vili. T&lldin mééritellddn kaikilla 20 € X, 27(2°) := 2(A(2?)), i = 1,2,3,

ja B(z°) =B ()\(IEO)), joten x voidaan esittia fysikaalisesti mielekkdassd muodossa

Xy 3 2% (z'(2°), 2°(2°), 2°(2")) e R®.

Hiukkasen vauhti (jaettuna valon nopeudella) hetkelld 2° = ¢t on siis

s = [ 287+ [+ [

ja jos m > 0, niin B(z°) < 1 kaikilla 2° € A; eli voidaan mééritelld hiukkasen ominaisaika eli

‘oman kellon lukema’ hetkelld 7° € A}:

o= [\ s,

missi a € X, on vakio.*® Massattomille hiukkasille 7(7°) = 0, joten niille ei voida miéritelld
ominaisaikaa; voidaan sanoa, ettd ‘massattoman hiukkasen aika ei kulu’.

Helposti ndhdéén, ettd 7:n arvo ei muutu Poincarén muunnoksessa x +— x'(x) := Ax + o

/xm(x(jo)) . [dﬁll(ilo)} 2 - {dg/z(lﬁ/o)} 2 - |:d£,3(7;,0>:| ? da _ I(jjo)
#0 (x(0)) do & o )

310letetaan, ettd x on ainakin kaksi kertaa jatkuvasti differentioituva.

eli

#2Vastaavasti voidaan méaéritelld paikanluonteinen kiyrd, jolle B(A) > 1, X € (Ao, A1). On tietenkin olemassa

kéyrid, jotka eivit ole mitdin aiempaa kolmea tyyppié.
~0 ~0
33Vakion a arvolla ei ole merkitysti; se ainoastaan siirtid r:n arvoja, silld [, (---) = [ (--+) + 7o missé

7o := [, (-++) on vakio.
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eli 7:n ‘médritelméa on muotoinvariantti’ Poincarén muunnoksissa. Koska 7 on aidosti kasvava
kuvaus eli cdz(z°)/dz® = /1 - B(2°)? € (0,1] (ja tdten kiéntyvé), voidaan hiukkasen liike

parametrisoida uudelleen ominaisajan avulla. Saadaan liike
T 57— x(7) € RY,

missi 7 on (avoin) vili ja 7 + 2°(7) on kuvauksen x° — 7(2°) kiiéinteiskuvaus seki z'(7) :=
z (gO(T)) kaikilla ¢ = 1,2,3 (sekd samoin parametrisoidaan muut kuvaukset 7:n avulla kuten
B(7)).

Maaritelldaédn hiukkasen nelinopeus hetkella 7 € T,

u(r) = d}_;—(T) € R

Helposti néhdéén, ettd u®(t)/c = y(7) :=1/,/1 — B(7)? € [1,00) ja kaikilla i = 1,2,3
u'(r) = u’(7)3'(1) = 4()cf(7) = y(7)u'(7),

missé v(7) := ¢B(7) on hiukkasen nopeus, seki (kaikissa Poincarén kartoissa)
fou=u-mu=—-c*<0

eli nelinopeus u(7) on aina ajanluonteinen vektori. Hiukkasen (lepomassa m > 0) neli-impulssi
(tai neli-liikemééra) on P := mu ja litke 7 — x(7) saadaan (Finsteinin) relativistisen litkeyh-
talon

dP(7) _ mdg(T) mdQX(T)

dr dr drz K (x(7), u(7)) 5)
ratkaisuna; edelld K : R* x R* — R* (jatkuva) on ns. Minkowskin voima. Kuten myohemmin
osoitetaan, varatun (testi)hiukkasen liike séhkémagneettisessa kentéssa saadaan relativistisen
liikeyhtélon (5) ratkaisuna, missd K:n avaruusosa on Lorentzin voima.

Olkoon x" = Ax + o toinen Poincarén kartta. Relativistinen liikeyhtdlo (5) téssé kartassa

on muotoa
d2x'(7)
dr2

missi X' (1) = Ax(7)+0 ja K’ on AK laskettuna koordinaateissa (x/, u’), u' = Au. Jos K = 0 eli

m =K'(x'(7), (7)),

hiukkasen liike inertiaalikoordinaatistossa x on vapaata, niin K’ = 0 ja myos kartassa x’ hiukka-
nen liikkuu vakionopeudella. Eli x’ on inertiaalikoordinaatisto. Téten inertiaalikoordinaatistot

E:ssi ovat Poincarén karttoja ja erityinen suhteellisuusteoria on Poincaré-relativistinen teoria.

Harjoitustehtdvi 9. Osoita, etti jos K = 0, niin relativistisen liskeyhtilon d?x(7)/dr? = 0

ratkaisu on suora R*:ssa ja siis myds R3:ssa. Osoita, etti vapaa kappale litkkuu vakionopeudella.
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Jaetaan relativistinen liikeyht#ls (5) kahteen osaan: Olkoon F := (K*', K? K3), joten

dy(r
mc% = K°(x(7),u(r)),
dy(m)B(7)
ch = F(§(7_>:H(7_))'

Kayttamalla tulon derivointisdéantoéd saadaan

dvﬁ dy dg 1 dﬁ dy 1 d’y dy
—— = 1 A2 — _=
B=gB Bty B B M ) T T a
joten relativistisen liikeyhtalon (5) ratkaisulle x pétee [!]

Huomautus 4. Jos hiukkanen liikkuu reilusti valoa hitaammin eli v(7) < ¢ (jotenka 3(7) ~ 0)
kaikilla 7 € T, niin 7(2°) ~ 2°/c—a = t —a = t valitsemalla a = 0 eli hiukkasen ominaisaika on
(likim&érin) koordinaattiaika t. Ilmaistaan sitten kaikki 7:sta riippuvat funktiot ¢:n avulla (eli
sijoitetaan t:n funktio 7 = 7(ct) yhtéloihin). Kéayttaméalla Taylorin sarjakehitelméé funktiolle
x> (1 —2)72 = 1+ tx + O(2?) nihdéén, ettd y(7) = 1 + 15(7)? ja u°(7) = dz’(7)/dT =

cy(7) = c seki

|
3
Q
_I_
3
@
zz
Q
=
<

Q

F(ct,x(t),c,v(t)).

Eli saatiin Newtonin toinen laki ja tunnettu tulos, etté liike-energian muutosnopeus on voiman
teho hiukkasen radalla eli toisin sanoen voiman tekemaé tyo on liike-energioitten erotus. Erityi-
nen suhteellisuusteoria siis redusoituu Newtonin mekaniikaksi, kun hiukkanen liikkuu riittédvan

hitaasti. Huomaa, etti saatiin sivutuotteena ‘lepoenergialle’ (v = 0) Einsteinin tuttu kaava
E =mc”.

Newtonin mekaniikan tuloksia mukaillen voidaan relativistinen liikeyhtalo tulkita myos seu-
raavasti: Médritellidn hiukkasen ‘liikemassa’ m(7) := 7(7)m, jolle pitee m(7) = m, jos ja vain
jos v(7) = 0. Toisaalta m(7) — oo mikili v(7) — c¢ eli massallisen hiukkasen on kuljettava

valoa hitaammin. Nyt toinen yhtalo
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on Newtonin toinen laki muuttuvamassaiselle hiukkaselle. Lisdksi neli-impulssi on
P(r) =mu(r) = (m(T)c, m(T)X(T)), P-nP = -m?c <0,

ja ensimméinen yhtalo

dP’(r)  ,da(7)
o = me = F(g(r),g(r)) - v(7)

C

kuvaa voiman tehoa (ty6 aikayksikossd). Nyt siis

cP’(1) = m(7)c? = mc*y(1) = mc® + %my(t){ Q(T) ~0

on tulkittavissa hiukkasen relativistiseksi energiaksi hetkella 7.

Harjoitustehtava 10. Turkastellaan kahta inertiaalihavaitsijaa x ja x'. Havaitsija X' etenee
nopeudella v akselin x' suuntaan esimerkin 8 mukaisesti; katso kaava (3). Kappale litkkuu x'-
akselilla, ja sen litke olkoon t — z(t). Milti litke néyttid x'-havaitsijan mielesti? Siis ilmaise
litke kartassa x' kiyrind t' — 2’ (') sekd ilmaise nopeus

dlll (t/)
dt’

ja kishtyvyys
d2£/1 (t/)
dt2
nopeuden dz'(t)/dt ja kithtyvyyden d*z'(t)/dt* avulla. Miten tulokset redusoituu, jos hetkelli
t valitaan v = dz'(t)/dt ? Tdlléin karttaa x' sanotaan hetkellisesti (kappaleen) mukana liikku-
vaksi inertiaalikoodinaatistoksi. Jos (joka hetkelli t) hetkellisesti mukana litkkuvassa inertiaa-

likoordinaatistossa X' kishtyvyys d*z*(t')/dt"? on (koko ajan sama) vakio, niin sanotaan, etti

kappale kithtyy tasaisesti. Misti yhtildstdi voisit ratkaista tasaisesti kishtyvin liikkeen t — x'(t)?
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6 GEOM: Monistot

Kaydasan aluksi lépi joitain topologisia peruskasitteitd. Niitd tarvitaan ldhinnéd vain méaritel-
missa.

Olkoon M joukko ja 7 joukon M osajoukkojen muodostama joukko, johon kuuluu M,
tyhjé joukko @, jokaisen joukkoperheen® {U;};ez C 7 unioni |J,.;U; ja jokaisen ddrellisen
joukkoperheen {U;}*_| C 7 leikkaus (_, U; (missi k = 1,2,...). Talloin sanotaan, etti (M, 7),
tai lyhyesti M, on topologinen avaruus ja 7:n alkio on avoin joukko. Voidaan myds sanoa, etté
T on joukon M topologia. Joukko S on suljettu, mikdli sen komplementti S¢ := M \ S on
avoin eli S¢ € 7. Joukko U € 7 on pisteen m € M (avoin) ympdristo, jos m € U. Topologisen

avaruuden (M, T) (topologinen) aliavaruus on M:m osajoukko A varustettuna topologialla 7|4 :=

{AnU|U e} Y

Esimerkki 13. Joukon M triviaalitopologia on {0, M} ja diskreettitopologia on 2™ eli kaikkien

M :n osajoukkojen muodostama joukko.

Esimerkki 14. Olkoon M = {0, 1,2}, jolla on seuraavat osajoukot: 0, {0}, {1}, {2}, {0, 1},
{0,2}, {1,2} ja M. Nyt 7 := {0;{1};{0,2}; M} on M:m topologia, silld esim. {1} U {0,2} =
M € 7ja {1} n{0,2} = 0 € 7. Nyt {1} € 7 on avoin joukko ja myds suljettu, silla
{1} = {0,1,2} \ {1} = {0,2} € 7. Joukko {0,2} on pisteen 2 ympéristé kuten myds M
on. Joukko {0,1} varustettuna topologialla® {@;{1};{0};{0,1}} on M:m aliavaruus. Joukko
7= {0;{0,1}; {0,2}; M} ei ole M:n topologia, silld {0,1} N {0,2} = {0} ¢ 7'.

Harjoitustehtava 11. Madrda kaikki edellisen esimerkin joukon M topologiat. Mitkd joukot

ovat niiden suljettuja joukkoja? Entd pisteen 0 € M ympdristoja?

Esimerkki 15. Esimerkiksi R™ on topologinen avaruus, jonka avoimet joukot ovat reunat-
tomien ‘pallojen’ {x € R"||x —y| < r}, r > 0, y € R", (mielivaltaisia) unioneja, missé

x| = [ >0, (29)?] 2 6n R™n normi. [!] Titen R* ‘on’ R™m (aito) aliavaruus, kun k < n.

Kuvaus f topologiselta avaruudelta M topologiseen avaruuteen N on jatkuva pisteessd m €
M , jos jokaiselle f(m):n sisdltévélle avoimelle joukolle V' on olemassa m:n sisiltavé avoin joukko
U siten, etta f(U) C V. Kuvaus on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa pisteessé.

Topologinen avaruus M on (siled n-ulotteinen) monisto, jos on olemassa sellainen avointen

joukkojen perhe {U;}ier, ettd ;. Ui = M ja jokaisella ¢ € T on olemassa R™:n avoin joukko V;

34T on mielivaltainen (indeksi)joukko. Perhe on indeksoitu joukko.
$5Muttei muulla topologialla kuten triviaalitopologialla {0, {0,1}}. [!]
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(= ¢:(U;)) ja jatkuva bijektio ¢; : U; — V;, jonka kiénteiskuvaus on jatkuva. Liséksi vaaditaan,

ettéd kaikilla 4, j € Z, joilla U; N U; # 0, koordinaattimuunnos eli transitiofunktio
gio ¢ ¢i(UsNU;) = ¢o(Us N U;)

on siled eli silld on joukossa ¢;(U; N U;) € R”™ kaikkien kertalukujen jatkuvat osittaisderi-

vaattafunktiot. Moniston M kuvauksia ¢; sanotaan kartoiksi ja karttojen joukkoa kartastoksi.

NG

—Ny

~2
N4

-

~

-

» N
1 ' 4
Kuva 4: Karttojen ¢; : U; — V; ja ¢; : U; — V; vilinen koordinaattimuunnos ¢; o <;Sj’1.

Huomaa, ettd kartastoon voidaan lisdta karttoja kunhan ne ovat yhteensopivia edelld esitetyl-
14 tavalla alkuperdisten karttojen kanssa ja nédin saada kartasto, jossa on enemmén karttoja.
Usein voidaan ajatella, ettd moniston kartasto on maksimaalinen eli sisaltaa kaikki yhteensopi-
vat kartat. Kun kartalle ¢ : U — V médéritelliin koordinaattifunktiot®® ¢* := pr* o ¢, voidaan

kirjoittaa ¢ = (¢, ¢% ..., ¢") tai lyhyesti ¢ = q eli siis ¢(m) = (¢*(m),...,¢"(m)), m € U.

Maaritelma 10. Fysikaalisen systeemin konfiguraatioavaruus tai ‘paikka-avaruus’ on monisto,
jonka dimensiota sanotaan systeemin vapausasteiden lukuméariksi. Konfiguraatioavaruuden

kartan q koordinaattifunktioita ¢* sanotaan yleistetyiksi koordinaateiksi.

Esimerkki 16. Affiini avaruus A" on monisto, jonka rakenteen riittdd méaardaméaan yksi kart-
—
ta, nimittdin kuvaus A — OA, missd O on joku A™:n piste. Muita karttoja ovat mm. affiinit

kartat: A*m karttoja ovat mm. Galilein ja Poincarén kartat, mutta niilli on eri fysikaalinen

36Kaikilla k € {1,2,...,n} miiritelliin projektio pr* : R® — R, x s xF.
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tulkinta (inertiaalikoordinaatistot N:ssi ja E:ssi).3” Erityisesti R” on monisto (karttana esim.
identiteettikuvaus x +— x). Esimerkiksi avaruudessa vapaasti litkkuvan hiukkasen konfiguraatio-
avaruudeksi voidaan valita R3 ja R? voi olla tasolla liikkuvan hiukkasen konfiguraatioavaruus.
Tietenkin muitakin yhteensopivia karttoja on. Esim. R3mn ja R%mn kartastoihin voidaan liittda

lisédé karttoja (esimerkiksi pallo-, sylinteri- ja napakoordinaatistot).

Esimerkki 17. Moniston M avoin osajoukko U ajateltuna M :n topologisena aliavaruutena on
monisto eli M:n avoin alimonisto. Sen kartasto koostuu M:n karttojen rajoittumista U:lle. Esi-
merkiksi R-siteisen pallon sisille liilkkumaan rajoitetun hiukkasen konfiguraatioavaruus on R3:n
avoin alimonisto {r € R?||r| < R}. Avaruudessa vapaasti liikkkuvien hiukkasten (k kappaletta)
konfiguraatioavaruus on (R?)*:n avoin [!] alimonisto Xy, := {(ry, ...,r;) € (R®)* |r; £ r; Vi # j}

(koska hiukkaset eiviit saa olla ‘pédllekkiin’ eli samassa pisteessé samalla hetkelld).

Esimerkki 18. Torus (ympyrd) T := {(x,y) € R*|2* + y*> = 1} on yksiulotteinen monisto.
Sen rakenteen miirimiseen vaaditaan vithintdin kaksi karttaa, esimerkiksi kuvausten ¢;' :
(0,27) — T\{(1,0)}, 0 — (cosf,sinf) ja ¢;' : (—m,7) — T\{(~1,0)}, 6 > (cosf,sind)
kidnteiskuvaukset ¢; ja ¢o. Esimerkiksi ¢ o ¢,* : (—7,0) U (0,7) — (0,7) U (7, 27), missi
$1(051(0)) = 0, 0 € (0,7), ja d1(d5'(0) = 0 + 2w, § € (—=,0). Ympyréd T on yksiulotteisen

jaksollisen liikkeen (esim. tasoheilurin) konfiguraatioavaruus.
Esimerkki 19. Kaksiulotteinen pinta kolmiulotteisessa avaruudessa R? parametriesitykseniin
r = f(u,v), y = g(u,v), z = h(u,v),

missé siledt funktiot f, g ja h on méadritelty jossain R?:n (avoimessa) osajoukossa A, on kaksiu-

lotteinen monisto, kun rajoittaudutaan sdadnndéllisiin (eli ei-singulaarisiin) pisteisiin (u,v) € A.

3TEsimerkiksi E:ssé voidaan valita kartasto, joka koostuu pelkistéin Poincarén kartoista (inertiaalikoordinaa-
tistoista). Selvéstikin tdmé& kartasto ei ole maksimaalinen. Sitten voidaan tutkia jonkun suureen (esim. ominais-

aika) tai yhtdlon (esim. relativistinen litkeyht4l3) muotoinvarianttisuutta tai kovarianttisuutta tissi kartastossa.
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Niissé, pisteissi voidaan méiritelld pinnan normaalivektori®®

N(u,v) = (Nl(u,v),NQ(u,v), N3(u,v)) = 81‘(61211) X arg;, v) £ 0,

missé r := (f, g,h). (Singulaarisissa pisteissé N(u,v) = 0.) Selvistikin N(u,v) on kohtisuo-

rassa pintaa r(A) vastaan sdannollisissé pisteissd, silla esim. u — r(u,v) on kiyrad pinnalla ja
Or(u,v)/0u on sen (ja tdten myos pinnan) tangenttivektori pisteessé (u, v). Nyt jos N(u,v) # 0,
niin tangenttivektorit or(u,v)/0u ja Or(u,v)/Ov virittavét pinnan tangenttitason pisteeseen
(u,v). Ristitulona N(u,v) on kohtisuorassa tangenttitasoa ja téten pintaa vastaan. Luonnolli-
sesti kaksiulotteinen pinta kuvaa esimerkiksi hiukkasen liikettd pinnalla. (Samoin my6s riittavian
saannolliset kdyrit voidaan nahda yksiulotteisina monistoina.)

Esimerkiksi yksikkopallon pinta S* := {(z,y, 2) € R?* | 2% +y?+ 22 = 1} voidaan parametri-
soida pallokoordinaatein (lukuunottamatta singulaarisia pisteitd); talloin f(u,v) = sinu cosv,

g(u,v) =sinu sinv ja h(u,v) = cosu.

Harjoitustehtivi 12. Tarkastellaan pallon pintaa S*. Nyt piste (0,0, 1) [vastaavasti (0,0, —1)]
on pohjoisnapa [vast. etelinapal. Olkoon v = (x,y,2) € S* miclivaltainen pinnan piste ja
puirretddan jana, joka alkaa pohjoisnavalta, kulkee r:n kautta ja leikkaa xy-tason pisteessd
¢_(x,y,2). Tehdddn tismdlleen sama juttu, mutta aloitetaan etelinavalta: saadaan xy-tason
piste ¢4 (x,y,z). Piirrd kuva! Osoita, etti kuvaukset, ns. stereograafiset projektiot, ¢+ ovat
yhteensopivia S* karttoja. Mitki ovat niiden mddrittelyalueet? Riittiiké ndmd kaksi karttaa

peittimddn S*:n? Etsi kartan ¢_ ja pallokoordinaattien vilinen koordinaattimuunnos.

Usein pinnan yhtdlé on annettu ‘implisiittisessd’ (eli piilotetussa) muodossa. Esimerkiksi
kaksiulotteisen pinnan yhtélé muodossa F'(z,y,z) = 0 on koordinaatteja (z,y, z) sitova (holo-

nominen) side-ehto. Jos F': R® — R on ‘riittdvin sddnnollinen’ siled funktio, niin yhtélosta

39

F(z,y,z) = 0 voidaan ‘ratkaista’ joku koordinaatti, vaikka z, muuttujien (x,y) funktiona® eli

38 Esimerkiksi, jos

9 (ug,v0) 92 (ug, o)

NS(U,O,'UO): #0

9L (uo,v0) 2 (ug, vo)
jossain pisteessd (ug,vg) € A, niin kddnteiskuvauslauseen nojalla on olemassa avoimet joukot U 3 (ug,vg) ja
V' 5 (f(ug,vo), g(uo, vo)) siten, ettd kuvaus U > (u,v) — (f(u,v),g(u,v)) € V' on bijektio ja sen kidnteiskuvaus
on siled. Titen kuvaus (u,v) — (f(u,v), g(u,v), h(u,v)) U:sta avoimelle joukolle V' C R? on bijektio (silefini)
kéanteiskuvauksenaan ¢; : V. — U. Nyt siis ¢; on kartta. Toinen mahdollinen kartta on projektio ¢ : V —

W, ¢a(x,y,2) = (x,y), joka on myds bijektio, siled ja ¢;:n kanssa yhteensopiva.
3Tmplisiittifunktiolauseen nojalla timi onnistuu sellaisissa pisteissd, missid OF (z,vy,2)/0z # 0. Oikeastaan

ko. lause antaa vain funktion h(x,y) olemassaolon; sen muotoa voi olla vaikea nihdé (esim. yritd ratkaista z

yhtélostd @ — yzsinz = 0; nyt « ja y on helppo ratkaista).
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esim. z = h(z,y), jolle F(z,y,h(z,y)) = 0, kun (z,y) € A C R% Nyt siis x = f(u,v) = u ja
y = g(u,v) = v, joten kaikilla (z,y) € A

wmw—cﬁﬁfﬁ—%gwﬂ)¢a

Esimerkiksi S? on pisteiden (x,vy, z) joukko, joille Fg(x,y,2) = 2* + y* + 22 — 1 = 0. Tésta
voidaan ratkaista vaikka z = h(x,y) = £1/1 — 22 — 4?2, joille vastaava avoin joukko

A={(z,y)|2* +y* < 1}.

Ratkaisuja (h-funktioita) on siis kaksi vastaten pallon pohjoista ja eteldistd pallonpuoliskoa.
Ekvaattori pitda kartoittaa muilla kartoilla.

Huomaa, ettd gradientti VF(z,y, z) pinnan pisteessi (r,y,z) on my6s pinnan normaali-
vektori eli tdten yhdensuuntainen vektorin N(z,y) kanssa: jos Fy(z,y) := F(z,y, h(z,y)) =0,
niin

Pr o T ezar Y By oy T azoy

OF, OF _OFOh OF, _OF  OFoh _

ja

8FN 8F( Oh  Oh 1) :< OF Oh  OF Oh 8F> _(8}7 OF 8F> _vr

9z 02\ or oy 9z 0r 020y 9z) \dx dy 9z
Esimerkiksi pallon pinnan normaali on (vaikka) V Fsz(x,y, 2) = 2(z, vy, 2), joka lasketaan pallon
pinnan pisteessé (z,y, 2), jolle siis 2 + y? + 22 = 1.
Jos side-ehtoja on kaksi Fi(z,y,z) = 0 = Fy(x,y, z), niin systeemi liikkuu pintojen leik-
kauskéyrad (1-ulotteinen monisto) pitkin. Tietenkin saattaa kdyda niin, ettd pintojen leikkaus

on tyhja 0, yksio {(x,y, z)} tai pinta tai ndiden unioni.

Harjoitustehtévi 13. Oletetaan, etti hiukkanen liskkuu (vai lidkkuuko?) R3:ssa noudattaen

side-ehtoja a)

2?4y 422 = 22
z—1 = +/—2zy,
tai b)
20—y = 1— 27

4y = 1,

Hahmottele hiukkasen rata kummassakin tapauksessa. Onko rata monisto?
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Kaksiulotteinen parametrisoidun pinnan késite voidaan helposti yleistda useampiulotteisiin
avaruuksiin. Itseasissa Whitney osoitti, ettd jokainen n-uloitteinen siled monisto M voidaan
samaistaa R?™:n parametrisoituna joukkona. Tam4 ‘upottaminen’ M C R?" on kuitenkin fysi-
kaalisesti problemaattinen, silla a) voi olla, ettd M voitaisiin upottaa myos pienempiulotteiseen
avaruuteen (upota taso R?* avaruuden R? sijasta R3:een), b) vaikka upotusavaruuden dimensio
olisi mahdollisimman pieni, niin upotus ei ole yksikisitteinen (upota R tasoon R? joko suorana
y = x tai kiiyrdna y = %; niilld on selvistikin erilainen ulkoinen kaarevuus) tai c) jos neliulottei-
sen avaruusajan upottaa isompidimensioiseen avaruuteen, niin miki on uusien ulottuvuuksien

fysikaalinen merkitys (voiko niitd mitata, jne.).

Esimerkki 20. Jos M ja N ovat monistoja, niin voidaan méaéritella ns. tulomonisto M x N,
jonka dimensio on M:m ja N:n dimensioiden summa.*® Jos ¢y : U — R¥ ja ¢ : V — Rl ovat
M ja N:n karttoja, niin ¢y X ¢y @ U x V= R¥ (m,n) = (¢ar(m), dn(n)) on M x N:n

kartta. Tulomoniston késite voidaan vélittomésti laajentaa useampienkin monistojen tuloille.

Esimerkiksi kaksiulotteinen torus eli ‘donitsin pinta’ T? := T x T on tulomonisto. Se
on kaksoistasoheilurin konfiguraatioavaruus. Jos alemman heilurin kulma on rajoitettu vélil-
le (€,2m —€), 0 &~ € > 0, eli alempi heiluri ei padse kiertyméén ylemmén heilurin varren ohi,
niin konfiguraatioavaruus on paremminkin sylinterin pinnan T x R avoin alimonisto. Jos kak-
soiheilurin kiinnityspiste sallitaan liikkua tasossa, niin konfiguraatioavaruus on T? x R? tai
(6,2 — €) x T x R?. Huomaa, etté pallon pinta S? ei ole tulomonisto. Kolmiulotteisessa ava-

ruudessa vapaasti liikkuvan ohuen kepin konfiguraatioavaruus on S? x R3.

10M x N varustetaan tulotopologialla eli karkeimmalla topologialla, jolla projektiot (m,n) — m ja (m,n) +n

ovat jatkuvia.



7 GEOM: VEKTORIT 38

7 GEOM: Vektorit

Olkoon M ja N monistoja ja f: M — N jatkuva kuvaus. Jos kaikille M:n kartoille ¢ ja N:n
kartoille ¢ kuvauksella 1) o f o ¢! on kaikkien kertalukujen osittaisderivaattafunktiot olemassa
(ja ne ovat automaattisesti jatkuvia), niin sanotaan, etti f on silei.’! Jatkossa oletetaan,
etta kaikki kuvaukset ovat sileita.

Jos merkitdin ¢ = q ja ¥ = y, niin kuvausta 1 o f o ¢! saatetaan merkiti lyhyesti

y* = fMq) tai y=f(q),

missd ¥ := y*o fop™! ja q tulkitaan nyt R™:n pisteeksi, joka kuuluu ¢:n arvojoukkoon. Sileélle
funktiolle ovat siis kaikki osittaisderivaatat
on 0" o
d(g")" 0(¢*)>  O(q")™

olemassa. Erityisesti, jos N = M ja f on identiteettikuvaus, kartanvaihtoa 1) o ¢~ merkitiin

f(q)

y* =y (q) tai y = y(q).

Seuraavaksi annetaan vektorille kolme ekvivalenttia méaritelmaa:
V1. (Silei) kéayrd n-ulotteisella monistolla M on (siled) kuvaus avoimelta vililtd (a,b) C R,
a < b, monistoon M. Olkoon f; ja fo kaksi kiyrdd monistolla M méériteltyna jollain valilla
(a,b), a < 0 < b, joille f1(0) = f2(0) = m. Sanotaan, ettd kdyrdt f, ja fo ovat ekvivalentit tai

sivuavat toisiaan pisteessid m, jos jollekin M:n kartalle q = (¢',...,¢"): U - R", m e U,

%qi(fl(t))h:o - %qi(b(t))‘t:o

kaikilla 2 = 1, ..., n. Ketjusdantoa kiayttden nahdasan, ettd kyseessé on kartan valinnasta riippu-
maton ekvivalenssirelaatio, joten voidaan maaritelld tangenttivektor: pisteessi m ekvivalenssi-
luokkana [f], missé f on kiyré (a,b) — M, a < 0 < b, jolle f(0) = m.*? Pisteen m tangenttivek-
torien joukko on vektoriavaruus, ns. tangenttiavaruus pisteessda m. Kéaytetdan sille merkintaa

T My,.

4 Diffeomorfismi on siled bijektio f : M — N, jonka kiiénteiskuvaus on siles; sanotaan, ettd monistot M ja N
ovat diffeomorfiset seké merkitdan M = N. Jos monistojen vélilld on diffeomorfismi, niin ne voidaan ‘samaistaa’
differentiaaligeometrisissa tarkasteluissa. Esim. A" = R"™. Diffeomorfismit f : M — M muodostavat ryhmdn

Diff(m), jonka ryhmétulo on funktioiden yhdistdminen.
12Eli [f] on joukko, joka sisiltdii kaikki kiyrit, jotka ovat ekvivalentteja kiyrin f kanssa. Yleisesti ekviva-

lenssirelaatio ~ joukossa X toteuttaa seuraavat ehdot: 1) x ~ x, 2) x X' <= x' ~xja3) x ~x, X' ~ X' =

x ~ x". Ekvivalenssiluokka [x] := {x' € X |x ~ x}.
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Kuva 5: Tangenttiavaruus 7'M, pisteen m ylla ja yksi sen vektori v esitettyné toisiaan sivuavien

kéyrien f ekvivalenssiluokkana [f].

V2. Kuvaus

d d d

ug s T > B U1 (00O GO

] )
on kartan q valinnasta riippuva hyvin maaritelty lineaarinen bijektio. Reaalilukuja
S (f(t))] ., Sanotaan vektorin [f] komponenteiksi koordinaatistossa q. Jos valitaan jokin toi-

nen pisteen m sisaltava kartta q, niin vektorin [f] komponentit tdssé koordinaatistossa ovat

d " 0G*
G U => 50

=1

d

—q'(f(1)],y>
q(m)dtq | _0

missé ajatellaan karttaa ¢ koordinaattien q funktiona.*® Titen saadaan yhtépitivi mairitelma
tangenttivektorille: tangenttivektori pisteessdé m on ekvivalenssiluokka [(v,q)], missd v € R"
ja q on kartta pisteessd m, ja missd pari (v, q) on ekvivalentti parin (v,q) kanssa, jos ja vain
jos oF =31, % ’q(m)vl. Tangenttivektoria sanotaan myos kontravariantiksi vektoriksi johtuen
edelldimainitusta komponenttien muunnosominaisuudesta.*

V3. Tangenttivektori on myos mahdollista méaaritella differentiaalioperaattorina seuraavasti:
olkoon m € M ja C*(m) (sileitten) funktioiden ¢ : U — R muodostama joukko,*s ns. itu
pisteessd m, missid U on m:n avoin ympéristo. Jos [f] on kiyrdn f : (a,b) — M mé&raama

tangenttivektori pisteessd m ja & € C°°(m), niin £ o f : (—¢,€) — R on (siled) funktio jollekin

43Siis jos ¢ = q ja ¢ = q, niin merkitéin a(q) == (q~5 0 ¢~ 1)(q), missd nyt tulkitaan q € ¢(U) C R™.
44Vektorin komponentit muuntuu vastakkaisesti T My:n kantavektoreihin nihden.
45 Jopa (funktio)algebra, silld funktioille &1 2 : Uy 2 — R voidaan mééritelld pisteittiinen lineaarikombinaatio

ja tulo &€ (avoimessa) joukossa Uy N Uz 3 m.
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e > 0. Tasta seuraa, ettd voidaan méaritelld lineaarikuvaus
m o d
v s © (m) =R, {— aﬁ(f(t))hzoj

jolle pitee Leibnitzin (tulo)siinto vif(&1€2) = vfj(§1)§2(m) + &1(m)off (€2).*°

Olkoon ¢ = q: U — R"” kartta pisteessda m € U. Méaéaritellaén i:s koordinaattikayrd
fio (me€) = M, ts 671 (gH(m), g (M), £+ ¢ (M), g (m), .. " (m)),

joten kaikille & € C*°(m)

() = Ty = (67 o gy
Téaten merkitaan
Oilm = % ) = v[”]‘ci].
Erityisesti 0;|m(¢?) = 0/ (Kroneckerin delta). Voidaan osoittaa, ettd operaattorit O;|m, i =

1,...,n, muodostavat tangenttiavaruuden 7'M, kannan, eli kaikille tangenttivektoreille v €

T M., pisteessd m,

n
i
v = E V' 0| m,
i=1

missé reaaliluvut v? ovat vektorin v komponentit koordinaatiston q suhteen, eli jos samaistetaan

v jonkun [f]m kanssa, niin o' = £¢'(f(t))|,_, ja v voidaan samaistaa myds [(v,q)]m kanssa
(missd v = (v!,...0") € R").
Jos (¢") on toinen kartta pisteessi m, niin T'M,,:n kantavektorit muuntuu seuraavasti:

:Zagk

m i=1

9
g

9
) 0g’

q(m m

Koska v:n komponentit v* muuttuu uusiksi komponenteiksi

=0
" ::Z%

=1

l

?

q(m)

niin [!]

"0
s

m k=1

U:Z’ani

i=1

m

Nyt voidaan mééaritelld mekaniikan peruskésitteet liike ja nopeus. Olkoon M konfiguraatio-

avaruus eli monisto.

16l v}y on algebran C°°(m) derivointi. Kaéntéen, jos v : C°°(m) — R on derivointi, niin v = v}, jollekin
tangenttivektorille [f] pisteessd m, ja titen tangenttivektorit (pisteessd m) voidaan tulkita myos algebran C'°°(m)

derivointeina.
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Maaritelma 11. Systeemin liike on kdyrd o @ (to,t1) — M, to < t1, ja rata on litkkeen kuva

a((to, t1)). Liikkeen (yleistetty) nopeus radan pisteessi a(t), t € (to, t1), on T M) vektori

~d 0
a(t) = 3 51 (00 |mugz

: - Z @cﬁ(a(s/ + )], _yOilaw);
=1

a(t

missd q on kartta pisteessd a(t), joten siis nopeus on kontravariantti vektori.

Kun liike « ja kartta q on annettu, niin merkitédén lyhyesti (mutta hieman epéatasmaéllisesti)

¢'(t) = ¢'(a(t)), at) = ala(t), §'(t) = §d'(als))],_, ja at) = (¢'®), ..., ¢"() = Fab),

joten nopeutta voidaan joskus jopa merkita symbolilla
q(t) = at) = Zgi(t)ai|a(t).
i=1

Usein litkkeen «(t) parametri ¢ on (universaali)aika (tai ominaisaika suhteellisuusteoriassa),

joten talloin sanotaan, ettd &(t) on (yleistetty) nopeus hetkelld t.

Esimerkki 21. Palataan esimerkin 19 tapaukseen, missa tarkasteltiin parametrisoitua pintaa
r(u,v) = (f(u,v); g(u,v); h(u,v)). Tarkastellaan sitten tangettitasoa pisteessi ro := r(ug, vp),

missé N(ug, v) # 0. Selviistikin tangenttitaso on affiini avaruus
{ro + avy(uo, vo) + bv,(ug, vo) | (a,b) € R*} C R?

missé v, = Jr/du ja v, := Or/Jv. Miten tangenttitaso liittyy tangenttiavaruuteen pinnan
pisteessa ry?

Olkoon ¢ + r(u(t),v(t)), (u(0),v(0)) = (uo,vo), kiyrd pinnalla. Nyt kiyrin komponentit
kartassa r(u,v) — (u,v) ovat a := du(t)/dt|;=o = ©(0) ja b := 0(0) eli kiiyrén ekvivalenssiluokka
voidaan samaistaa tangenttivektorin (differentiaalioperaattorin)

0

“ou

0

Vegap = .
0,a, au

= u(0)

ro r(uo,v0) r(uo,vo)

kanssa, joka operoi ‘pinnan funktioon’ &(u, v) = §(r(u, v)) € R seuraavasti

dé (u(t), v(1))
dt

o
+ Q(O)a—i

V;-O,a,bg = ?_’L(O)

Ou (uo,v0) (uo,v0) t=0

Toisaalta (lyhyesti merkittyné sijoitukset ‘unohtaen’)

de(u®.u(0) | _ 9 [(lfd_ﬂ 9f%}+%[...]+85{...}

dt o Oz |oudt  Qudt| dy dz

= (V&)(ro) - (avu(uo, vo) + bvy(uo, vo)) (7)

t=
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eli siis tangenttiavaruus voidaan samaistaa tangenttitason kanssa ja tangenttivektori voidaan
tulkita kolmella tavalla: V1 toisiaan sivuavien pinnalla olevien kdyrien ekvivalenssiluokka pin-

nan pisteessé ry tai ko. kéyrien (ja siis my6s pinnan) tangenttisuora
R>t—rg +t[avu(u0,v0) + bvv(uo,vo)} € R3,

V2 pisteeseen ry liitetyt vektorin komponentit (a,b) € R? (tai niiden ekvivalenssiluokka mikéli
pinnan parametrisoinnin (u,v) sallitaan muuttua) sekd V3 (funktion &) suunnattu derivaatta

(7) pisteessé ry (tangenttitason) suuntaan av,(ug, vo) + bv,(ug, Vo).

Harjoitustehtava 14. Olkoon (to,t1) > t — r(t) € R™ (siled) kayrd. Milloin kyseinen kdyrd
on yksiulotteinen monisto? Millasia ovat sen tangenttivektorit ja tangenttiavaruudet? (Vinkki:

apinoi edellistd esimerkkid.)

Harjoitustehtévi 15. Kaksiulotteinen torus eli ‘donitsin pinta’ T? = T x T voidaan néihddi

parametrisoituna pintana, kun valitaan esimerkissd 19
f(u,v) = (a+bsinv)cosu, g(u,v)= (a+0bsinv)sinu, h(u,v)=> cosv,

missd a on tsomman ympyran sade ry-tasossa ja b on pienemmdn ympyran side. Hahmottele
kuva toruksesta, missd kyseiset ympyrdt nikyvdt. Laske T?:n normaalivektori N(u,v). Hdividdiko

se missddn pisteessd? Mddaritelladn kayrdat fi ja fo seuraavasti:

fi(t) = (2’1/2(a+bsint), 272 (q + bsint), bcost),

fo(t) = (acos(t+7r/4), asin(t + w/4), b).

Owatko kdayrdt toruksella? Kulkevatko kdyrdt saman pisteen kautta, kunt = 07 Sivuavatko kdyrdt

toisiaan kyseisessd pisteessd?

Esimerkki 22. Tarkastellaan affiinia avaruutta A™ ja kiinnitetédan sen joku piste O. Koska A™:n
—

rakenteen maaraa jo yksi kartta A — x(A) := OA, niin A" voidaan téysin samaistaa R" kanssa

(eli edellinen kartta on siis diffeomorfismi) ja my6s (minké tahansa) tangenttiavaruutensa TAY

kanssa; jalkimmaéinen affiini bijektio on esimerkiksi

N ")
A"5A=0+0A=0+x(A)~ Y a'(A)=| €TAp,
— oxt|,
jokaa kuvaa k:nnen koordinaattiakselin O + Rey, e; := (6:)"; € R", tangenttiavaruuden

k:mneksi koordinaattiakseliksi R9/0x*|o. Toisaalta mielivaltainen vektori y € R™ voidaan ‘si-

joittaa’ mihin tahansa avaruuden pisteeseen A € A" tai tangenttiavaruuteen T'A’j: saadaan
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piste A +y € A" tai vektori Y 1| y' -2

4 € TAY. Vektoria y voidaan siis yhdensuuntaissiirta
tangenttiavaruudesta tai pisteesté toiseen.

Esimerkiksi, jos n = 2, niin e; = i = (1,0), e, = j = (0,1), 2! = z ja 22 = y seki
O+i< 0/0x|p ja O+ j <« 0/y|o eli ‘tason A? tangenttiavaruudet voidaan piirtdé samaan
kuvaan mihin tasokin.” Kiinnitetdéan origo O ja karteesiset koordinaatit (z,y). Nyt liikke a ta-
sossa voidaan ilmaista muodossa t — a(t) = O + (z(t),y(t)), joten sen nopeus hetkelld ¢ on
&(t)0/0x| 0wy + Y(t)0/ 0yl vastaten R*m vektoria v(t) = (i(t),y(t)), joka piirretéén alka-
maan pisteestd a(t). Ilmaistaan sitten nopeus napakoordinaateissa (r, @), joiden transitiofunk-
tiot ovat r(z,y) = V22 +y? ja ¢(z,y) = tan"(y/x), z # 0, tai kiiintien z(r, ) = rcosp
ja y(r, ) = rsing: Magritellddn r(t) == r(z(t), y(t)) ja o(t) == ¢(z(t),y(t)) seki kohtisuorat
yksikkovektorit e, () := (cos p,sinp) ja e,(p) := (—sinp, cos ), joiden avulla ilmaistuna [!]

a(t) =0 +r(t)e(p(t)),
0
ar

= i(t)
a(t)

+ () -

ox o) Op

a(t) a(t)
Koska 0/0z|aq) <> o(t)+ijad/0ylaq) <> a(t)+], niin 8/0r|a@y <+ a(t)+e, (¢(t)) ja 0/0p|a) <>

a(t) +r(t)e,(p(t)), joten nopeus (pisteessé a(t)) on [!]

v(t) = i(t)e: (¢(t) + @(t)r(t)e,(¢(t))

cli séteittdis- tai radiaalinopeuden 7(t)e,(¢(t)) ja poikittais- tai transversaalinopeuden

(t)r(t)e, (p(t)) summa. Vastaavasti voidaan kéisitelld A®m sylinteri- ja pallokoordinaatit. [!]
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8 GEOM: Tensorit

Tarkastellaan aluksi hieman lineaarialgebraa. Olkoon V' (&érellisulotteinen) vektoriavaruus (yli
R:n) ja maéritelladn V:n (algebrallinen) duaali V* lineaarikuvausten f : V — R joukkona. Jos

f1, fo € V*ja ¢, co € R voidaan maéritella lineaarikombinaatio ¢y f1 + cofo € V* pisteittdin eli

(lel + CQfQ)(U) = lel(U) + Cgfg(l)), veV.

Téten myds V* on vektoriavaruus. Jos {e;}$™" on V:n kanta, niin voidaan mééritelld V*n

duaalikanta {/ }Y, jolle e/ (e;) := 67 . Selvistikin

F(3oce) =D e =3 flen) p ol =3 fley)e’ (3 c'er)

% )
ja titen f = 3. f(e;)e/. Duaaliavaruuden V* duaaliavaruus (V*)* voidaan samaistaa V:n

kanssa,” silld jos F' € (V*)* eli F': V* — R on lineaarinen, niin
F(f)=F(Y_ fle))e) =Y fle)F(e)) = f(u(F)),
J J

misséd v(F) := Y, F(e’)e; € V. Erityisesti kannan {e’ Jm Y duaalikannalle {F;}{™'"Y saadaan
Fi(e?) := 67 = el (e;) eli v(F}) = e;. Jatkossa aina samaistetaan (V*)* ja V (kuvauksella F} — ¢;)

seki, merkitidn lyhyesti F; = e; eli e;(ef) = 67,

Esimerkki 23. Olkoon T'M,, moniston M tangenttiavaruus ja q kartta pisteesséd m, ja olkoon
{0;|m} avaruuden T'M,, kanta. Nyt T'M,:n duaali (eli lineaarikuvausten 7'M, — R muodostama
vektoriavaruus) on TM. Olkoon {dq'|m, d¢?|m, .-, d¢"|m} C T M}, kannan {0;|,} duaalikanta?®
eli dg?|m(d5|m) = 0. Vektoriavaruuden TM} alkioita " w;d¢’|, sanotaan kovarianteiksi
vektoretkst tai kovektoreiksi tai duaalivektoreiksi, silla komponentit w; muuntuvat samoin kuin
vektorit ;| koordinaattimuunnoksissa. Koska vektoriavaruuden 7'M, duaalin duaali voidaan

samaistaa T My kanssa, niin merkitéin 9| m(dg’|m) = 07.
Olkoon sitten Vi, ..., V; (reaalisia dérellisulotteisia) vektoriavaruuksia. Kuvaus
L:VixVox---xV,—R

on s-lineaarinen tai multilineaarinen mikéali sen on erikseen lineaarinen kunkin komponenttinsa

suhteen eli kuvaukset L; : V; = R, v; — L(vq,...,v;,...0s) (missd 1 < i < s) ovat lineaarisia

4TMy6s V* voidaan samaistaa V:n kanssa, mutta siihen vaaditaan kifintyvid matriisia (g;;), jonka avulla

samaistus on annettavissa muodossa V 2 Y, cle; — > (X c'gij)el € V=
48Vastaavasti kuin merkitdin 9; = 9/0¢’, kirjallisuudessa esiintyy joskus lyhennysmerkints d* := dg’.
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kaikilla vy, ..., v;_1 ja vy, ..., vs. Erityisesti 2-lineaarista kuvausta kutsutaan bilineaarikuvauk-
seksi ja se voidaan samaistaa matriisin kanssa. Samoin kuin tapauksessa s = 1 (eli L € V*)
nahdadn valittomasti, ettd s-lineaariset kuvaukset Vi x --- x Vi — R muodostavat reaalisen

vektoriavaruuden, jonka kantana on [!] s-lineaariset kuvaukset eéll) ® 67&22) R ® eéss )

(e} ey ® 6(2) Q- ® 6(5))( (1) V@) -+ 5 U(s)) = Zi)”?) o '”fz) €R,

dim Vj

}dlm Vi g

missa {e on Vj:n kannan {ewy;, } duaalikanta ja vg,) = sz (k ek)ix € Vi-

Esimerkki 24. Esimerkiksi R?:n kanta on i = (1,0) ja j = (0,1), jonka duaalikanta olkoon i*

ja j* (eli esim. j*(i) = 0 ja j*(j) = 1). Nyt mielivaltainen bilineaarimuoto B operoi seuraavasti:

Blai + b, ¢i +dj) = ac B(i,1) +ad B(i.j) +be B, i) +bd BG. )
N—— Y—— SN—— S~——

=v1ER2 =v,€R? = 311 = 312 =: By —: Bay
Bi1 Bio c
By Ba d
@i V1,V2 +B12( ®j*)(V1,V2)j+
= ad
+ Bo1 (j° ® i*>(V17 Va) 4B £.1* ®j*)(v1, Vzl
= be =bd

eli B = Bji* @ i* + Bpoi* ® j* + Ba1j* ® 1" + Byj* ® j*.
Esimerkki 25. Sanotaan, ettd (k + [)-lineaarinen kuvaus

T:TMy X TMyg x - X TMg X TMpy X -+« X TMy — R

vV Vv
k kappaletta | kappaletta

on tyypin (k,l) tensori pisteessd m ja k (vast. [) on T'n kontravariantti (vast. kovariantti) aste.
Tyypin (k, 1) tensorit pisteessi m muodostavat vektoriavaruuden, ns. tensoriavaruuden T} My,

ja voidaan kirjoittaa
n

T = Z Tzl,m, ,Zka |m®az'2|m(X)-..(X)aik|m®dqjl|m(X)dqj2|m(X)...(g)dqulm7

J1,725-

11,09, ip=1
J1,325--31=1

missa
T2 = T(dg™ [y ey AG* [y Oy Iy +oos Dy [ m)

157254501

ovat tensorin T komponentit avaruuden T} My, kannan

{0 |m ®---®8Z-k,|m®dqj1|m®...®dqu|m}
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suhteen, ja esimerkiksi

D3]m @ dg?|m (Zwidqﬂm,Zvj@Am) = w3v? € R.

J
Huomaa erityisesti, ettd Ty My, = TMy,, TY My, = TM}, ja T9M,, := R. Lisiiksi tensoriava-
ruuden T2 My, T9 My, ja T} M, alkiot ovat muotoa > i T'90;|m @ Ojm, > T:j4¢" |m ® d¢|m ja
> i T0ilm ® d¢’ | vastaavasti (missé tensoreitten komponentit ovat reaalilukuja ja muodosta-

vat titen reaalimatriisit (7%), (T;;) ja (T7})).

Olkoon T} M vektoriavaruuksien T}¥ M, erillinen unioni, kun m kiy lipi kaikki moniston M

pisteet, eli

TPM = {(m,T)|me M, T €T M,}.

Osoittautuu, ettd T}*M on monisto, ns. tensorikimppu. Esimerkiksi moniston TM := Tg M
karttana on (m,v) — (¢*(m),...,¢"(m),v!, ..., v™), missi reaaliluvut v* ovat vektorin v kompo-
nentit M:m kartan q (tai siis 7'My, kannan {0;|n}) suhteen. Tensorikimppua 7'M sanotaan
tangenttikimpuksi ja tensorikimppua TM* := T M} kotangenttikimpuksi. Monistoa M sanotaan
tensorikimpun kantamonistoksi ja tensoriavaruutta T} M, tensorikimpun T}*M sdiikeeksi (tai
kuiduksi) pisteessd m.

Tensorikenttd on (siled) kuvaus T': M — TFM, m — (m,T|y), jolle T'|n € TFM,, (eli ten-
sorikentté on tensorikimpun sektio tai viipale). Tensorikenttien 7' : M — T}* M muodostamaa
vektoriavaruutta merkitééin symbolilla 7,* M. Tensorikimpun 7'M :n tapauksessa tensorikenttia
sanotaan (kontravariantiksi) vektorikentiksi ja tapauksessa TY My, = R skalaarikentiksi, eli siis
skalaarikentt# on (siled) kuvaus M — R.4

Olkoon T tensorikenttd M — T M eli (lokaalisti)

T|m = | Z 7?11:,','_':;f(m)ai1‘m @ @ |m @A m ® - @ dg?|m,

missd q : U — R” on kartta pisteessi m € U ja U > m — T;lljzl’“(m) € R on (siled) kuvaus,

ns. komponenttifunktio.”®

49Usein merkitdin (sileitten) kuvausten M — R muodostamaa funktioalgebraa 7> M symbolilla F (M ). Osoit-
tautuu, ettd vektoriavaruus 7,*M on ns. F(M)-moduli: jos f € F(M) ja T € T*M, niin fT € T,*M (pisteit-

tainen tulo (fT)|m = f(M)T|m).
5071 sileys on yht#pitivis komponenttifunktioiden sileyden kanssa.



8 GEOM: TENSORIT 47

Kun méaritelladn koordinaattivektorikentdt 0; : U — T M, m — (m, 0;|m), niin mielivaltai-

nen vektorikenttd v voidaan (lokaalisti) esittédd muodossa

v = Zvi@- eli v(m) = (m, Y7 v/ (M)0;|m) -
i=1

Samoin voidaan I-muoto (kovariantti vektorikenttd) eli sektio w : M — T'M* esittdd lokaalisti

muodossa

W= Zwidqi eli w(m) = (m, >0 wi(m)dg|m),

i=1

missd kuvaukset dg' : U — TM*, m — (m,dq’|m) ovat kantamuotoja. Huomaa, ettd d¢*(9;) =

954" = 0%. Mielivaltainen tensorikentté voidaan esittdé lokaalisti muodossa

T=Y) T30, © - ©0,0d © - ®d¢".

Jos kiiytetdéin toista karttaa q (ja merkitdéin 9, = 9/0¢*), niin
T = Zfﬁf::;é,?kéal R R 5ak ® déjbl R ® dqbl7

missé,

- n ) . 0§ O0d%  Ogit O
Tal,...,ak o Z T-Zl""’z-k q o q . ? . ? (8)
J15--501 aqzl aqzk aqbl aqbl

bi,....br T
i1 reerigg=1
F1eendy =1

(tensorin muunnoskaava).

Esimerkki 26. Identiteettitensori(kenttd) I on tyypin (1,1) tensori, jonka (lokaali) esitys on
kaikissa [!] kartoissa " | 9; ® dg’, eli komponentit ovat 0?.

Pseudometrinen tensori(kenttd) tai metriikka g on tyypin (0, 2) tensorikenttd, jonka (lokaa-
li) esitys on 3 7" gijdg" ® d¢/, missd matriisi (gij(m))zjzl on kddntyvi ja symmetrinen (eli
gi;(m) = g;i(m)) jokaisessa [!] kartassa q ja jokaisessa q:n méérittelyalueen pisteesséd m. Jos

liséksi g|m(v,v) > 0 kaikilla m € M ja 0 # v € TM,, (eli matriisi (gij(m))zljzl

on positiivi-
definiitti), niin sanotaan, ettd g on metrinen tensori(kenttd). Jos g on M:m [pseudo|metrinen
tensorikenttd, niin sanotaan, ettd pari (M, g) on [pseudo- tai semi-|Riemannin monisto.

1 jonka lokaali esi-

Voidaan maééritella g:lle tyypin (2,0) kddnteistensori(kenttid) g~
tys on Y ' ¢70; ® 0;, missi (g]“(m))?j:1 on matriisin (gij(m))?jzl kidnteismatriisi eli
229" (m)gju(m) = &

Olkoon m € M kuinnitetty piste. On olemassa kartta q, ns. Riemannin normaalikoordinaa-

tisto pisteessd m, missé g;;(m) = a;0;5, a; # 0, ja 8gij/8q3}m = 0 kaikilla 7, j, s. Tam& ndhd&an

seuraavasti:
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Kéaytetdan Einsteinin summaussidantoda. Olkoon q joku kartta pisteen m ympéristossa ja g =
Gijd¢' ® d¢’. Voidaan olettaa, ettd q(m) = 0, silld jos tdmé ei pide, niin méaritellddn uusi kartta
d :=q— q(m). Aloitetaan etsimdén Riemannin normaalikoordinaatistoa q etsimélld aluksi kartta q’,
jossa g|m:n matriisi on diagonaalinen.

Kirjoitetaan §*(q’) = C*;¢?, missi C*; ovat reaalilukuja. Nyt

gk

N g
gi;(m) == gkl(m)aq,i

m g7

= C*igu(m)CYy

m

joten 18ytyy ortogonaalimatriisi® C = (C!;) siten, etti 9i;(m) = a;0;;. Koska matriisi (ggj(m)) on
kidntyva, sen determinantti ajas . . . a, # 0 eli jokainen a; # 0. Liséksi Jacobin matriisi (&jk / 8q/i‘m) =
C on kéfintyvi, joten ¢ on kartta pisteessi m. Ollaan siis saatu ¢'(m) = 0 ja g|m = > aiq |m ®© dg"|m.

Midritellisin sitten kartta q kaavalla ¢'(q) = ¢ + %D,ilq’kq’l, missé DY, = D} € R. Selvisti

q(m) = 0, Jacobin matriisi (aqi/ﬁq/k‘m) = (8%) on kidintyvi ja

_ 9¢*

¢
a;dij = Q;;j(m) Y

m ¢

gri(m) = gij(m).

Oletetaan, etti 0g;;/ Gqs‘m = 0 kaikilla i, j, s. Tulon derivointisddntoa kiyttaen saadaan

9d.-
Aijs 1= 2
oq¢®

0 [3qk ¢ ]

0 [9¢* dq*
w07 [0q70q7

= aq° | 8¢ 94

_ i J
:| ’ ap = aiDjs + CL]‘DZ-S,
m

m

joten heti ndhdéaén, ettéd kaikilla 4, j, s,

; 1
Dy, = 5~ (Aujs + Ajsi = Asij)-
J
Huom! Jos q on Riemannin normaalikoordinaatisto pisteessd m eli g;;(m) = a;6; ja
8gij/8q5|m = 0, niin voidaan jopa olettaa, etti on olemassa luku®® p siten, etti a; = —1,

kun i < pjaa; =1, kun ¢ > p. Tdma ndhddan méarittelemélld uusi Riemannin normaalikoo-
dinaatisto q pisteessd m kaavalla ¢’ := \/|a;| ¢* ja numeroimalla koordinaatit uudelleen mikli

tarvis.

Esimerkki 27. Olkoon (M, g) on (semi-)Riemannin monisto seki v = 3, v'0; ja w = = w9
kaksi vektorikenttaé. ‘Lasketaan indeksejd’ tai alennetaan vektorikenttd v 1-muodoksi eli méa-

ritelldén (lineaarinen) bijektio 7 M — T M*, jonka avulla vektorikenttéd v kuvautuu 1-muodoksi

5lLineaarialgebrasta tiedet#ifin, ettd symmetrinen matriisi voidaan diagonalisoida ortogonaalimatriisilla C.

52 Jos monisto on yhtendinen eli ei voida esittéd erillisten avointen joukkojen unionina, niin p ei riipu pisteesté
m ja on siis vakio. Yleisessé suhteellisuusteoriassa mallinnetaan avaruusaikaa yhtenaisilla neliulotteisilla monis-
toilla, joille p = 1 eli ns. Lorentzin monistoilla. Kiyttimilli Riemannin normaalikoordinaatteja (2, x!, 22, 23)
pisteessa m metriikan matriisi (gw,(m)) = diag(—1,1,1,1), missid ominaisarvoa —1 vastaava koordinaatti z°

tulkitaan aikakoodinaatiksi.
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W= >, vidg?, missd v; := 37 v'gi;. Nyt
g(v,w) = Zvigijwj = Zvjwj = I(v",w) = Zngﬁwi =g (", u).
2 J ,J
Alennuksen kédénteiskuvaus on ‘indeksien nosto’ tai ylennys, jonka avulla 1-muoto w voidaan
ylentdd vektorikentiksi wf = >, w0y, missd w' =Y y g“w;. Alennusta ja ylennystd sanotaan

musikaalisiksi isomorfismeiksi.

Harjoitustehtava 16. a) Johda tensorin muunnoskaava (8).
b) Tarkastellaan kaksiulotteista semi-Riemannin monistoa (M, g). Olkoon q = (¢, ¢*) sen

kartta ja titen (lokaalisti)
9= gundq' ® d¢' + g12dq' @ dg® + g21dq® ® dg" + g22dg® ® dg®.

Mita ehtoja g:n matriisin pitad toteuttaa? Milloin g on metrinen tensori?
c) Onko g = (¢")?¢*d¢* ® d¢* + ¢'dq! ® d¢® + ¢*d¢® ® d¢* + d¢® ® d¢® (pseudo)metrinen
tensori? Laske v° vektorikentille

> 0 0
v = e? (sinql)a—q1 + (¢' + 3q2)a—q2.
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9 FYS: Mekaniikkaa semi-Riemannin monistoilla

Newtonin mekaniikka ja erityinen suhteellisuusteoria voidaan yleistaé kiyttden semi-Riemannin
monistoja. Palautetaan mieleen, ettd n-ulotteinen monisto M on ‘joukko, joka voidaan kartoit-
taa n:lld koordinaatilla’. Karttaa merkitéiéin esimerkiksi symboleilla x = (z#) tai q = (¢').
Semi-Riemannin monistolla on méaritelty metriikka g, joka on ‘moniston pisteestd m riippuva
(symmetrinen ja kd&ntyvé) matriisi g;;(m).’

Moniston M tangenttikimppu 7'M on 2n-ulotteinen monisto, joka ‘koostuu kontravarian-

teista vektoreista v (ja niiden ldhtOpisteistd m)’. Lokaalina karttana on

n

(m,v) = (m, Zviﬁ/ﬁqi|m> = (a(m),v) = (¢"(m),...,¢"(m),v',...,0") e R*™.  (9)

i=1
Vektorin v = Y, v'0/9¢'|m komponentteja voidaan myds merkitd ¢‘(v) = v* eli v = q(v) ja
kotangenttikimpun kartta on (q,q). Koordinaatteja ¢* sanotaan derivaatta- tai nopeuskoor-
dinaateiksi. Jos @ = q(q) on M:n toinen kartta, niin siihen liittyvét derivaattakoordinaatit

muuntuvat kaavalla

. oq* ) . oq*
G = q.q eli qk(v):z g

q(m)

jotenka q = q(q, ) ja _ '
0¢" _ oq" 01" _ ¢
8¢ og B¢ dgog

Moniston M kotangenttikimppu T'M* on 2n-ulotteinen monisto, joka ‘koostuu kovarian-

seka

teista vektoreista’ (m,w) = (m, >, wid¢’|m) — (q(m),w) = (¢"(m),...,¢"(m), w1, ..., w,). Ko-
vektorin w = Y, w;d¢’|m komponentteja merkitddn joskus ¢;(w) = w;. Huom! w(v) = >, wv’ =
v(w) € R ja esim. g, = (9¢°/0G")d;.

Koska tangenttikimppu 7'M on 2n-ulotteinen monisto, silldkin on tangenttikimppu 7'(T'M),
joka on nyt 2(2n) = 4n-ulotteinen. Olkoon (q,q) T'M:n kartta. Nyt 7'(7'M ) karttana (vertaa

kaavaan (9)) on

"9 ,
(mo) S wi | i )H<q<m>,q<v>,q<w>,q<w>)eR‘%
(&2, 3,

~~

=weE T(TM)(m’U)

B ¢ (w) == w' ja ¢ (w) := w" on (toisen kertaluvun) derivaatta- tai kiihtyvyyskoor-

missa
dinaatti (koordinaattikiihtyvyys). Samoin voidaan mééritelld vastaavia karttoja monistoihin

T(T(TM)), T(TM*), T*(TM), T*(T* M), jne. kun M:n kartta q on annettu.

53Merkintd on hieman epitismillinen. Itseasiassa pitdisi merkitd vaikka § (w) := w’ ja karttana olisi

(q7 q? ﬁ? q) :
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Esimerkki 28. Tarkastellaan tasoa, jossa janan /suoran erés™ yhtalo(t) on Z(t) = 0 ja (t) = 0.

(Tama4 on tietenkin tasolla liikkuvan vapaan hiukkasen Newtonin yht&lo.) Siirrytédén napakoor-

dinaatteihin (r,¢) (joille r(x,y) = /22 + 92 ja p(x,y) = tan~(y/z) tai z(r,p) = rcosyp ja
y(r, ) = rsin¢), joissa ilmaistuna janan yhtalé(t) on [!]
. ox . ox .
0=2x(t) = 3 r(t) + 0 P(t)+
ICORIO) ICORIO)
0z o %z o
tom P)o(t) +25 r(t)p(t)
REOR0) Pl .em)

= [cos p(t)]i°(t) — r(t)[sin (1) (1) — r(t)[cos p(t)]@(t)* — 2[sin p ()] () (1),

0= §(t) = [sinp(t)]i(t) + r(t)[cos p(t)]G(t) — r(t)[sin p(t)]o(t)* + 2[cos p(t)]E() (1),
eli pahalta ndyttaa néin aluksi (yhtélot kylla sievenee yksinkertaisiksi). Helposti nékee ratkaisun
r(t) = vt +19 > 0ja p(t) = o € (0,27), missd v,, 79 ja @o ovat integrointivakioita. Onneksi

ratkaisut tunnetaan, silld x(t) = v,t + 2o ja y(t) = vyt + yo ja titen

(1) = r(a(t), y(1) = \J2(2 + 52 = (vt + 202 + (0t + 30)2

. Ut 4+ Yo
t) =tan' [ L —= ).
elt) o (vxt—i-x())

Niéité olisi ollut hankalampaa keksia janan napakoordinaattiyhtélosta, joten on tdrkeda loytad

kartta, missd differentiaaliyhtdlot ovat mahdollisimman yksinkertaisial

Harjoitustehtava 17. a) Mikd on origokeskisen ympyrin r(t) = ro joku differentiaaliyhtilé
napakoordinaateissa? Ilmaise se (x,y)-koordinaateissa.
b) Osoita kiyttamdlld kaavaa (10), ettd

=k ) Ny
= -q" + — .
q ) zq ) ]qq

Olkoon t + q(t) (vastaavasti t — q(t)) kéyrd o ilmaistuna kartassa q (vast. kartassa q). Siis

q(t) = a(q(t)). Osoita suoralla laskulla kiyttimdlli mm. ketjusdintod, etti

. g~ ,

k -7

() = - ¢,

B 04" | g1y~

. oG 02" PRy
k 7 7

) = o= @)+ 505 ¢OFR).

) Wlg™ 0009 g™

Vektorista v voidaan tehdd kovektori > i v;d¢’ |, metriikan g avulla, kun méaéritelldin v; =
>~ gji(m)v’. Samoin kovektorista w saadaan vektori ), w'di|m kaavalla w' = 37, g (m)w;. Nyt

esimerkiksi Y, w;w’ = Zij wig"” (m)w;.

2 Myds esim. z(t) = t* ja y(t) = t* on suora, joka ei toteuta vapaan hiukkasen Newtonin yht#loa.
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Vektorikenttd on kuvaus v : M — TM, joka ‘liittdd joka pisteeseen m Kkontrava-
riantin vektorin’ v|, = >, v'(m)d/0¢'|m eli kartassa (q,q) ilmaistuna vektorikenttd ‘on’
m — (q(m),v(m)) eli ¢(v|m) = v(m). Samoin 1-muoto eli kovektorikenttd on kuvaus
w: M — TM*, joka ‘liittdd joka pisteeseen m kovariantin vektorin’ wl, = >, w;(m)dg’|m.
Vektorikentét ja 1-muodot voidaan samaistaa keskendan g:n avulla kuten vektorit ja kovekto-
ritkin (katso Esimerkki 27).

Olkoon «a : (tg,t;) — M systeemin liike® monistolla M. Koska jokaisessa radan pisteessé

on c:n tangenttivektori, maaraa litke kiyran & : (to,t2) — T'M, jolle (lokaalisti)

( Zq )0; > (a(t),a(t)) = (¢" @), .. " (), 4" (t), ..., q"(t)) € R*".

Jos g on M:n metriikka, niin o méirid myos kiyran & : (to,t2) — TM*, jolle

&’ ( Zp dqla> (). p(1) = (@ (1), 0" (1), 2, (1), o, (1) € B,

missd p.(t) = >0, g ()@ (t) = q,() on yleistetyn lLikemddrin tai impulssin p(t) =
> Bi(t)dqﬂa(t) komponentti (hetkelld ¢). Samoin & : (to,t2) — T'M voidaan laajentaa kéy-
riksi & : (to,t2) — T(T'M) jne.

Mééritelldén funktio 7' : TM — R kaavalla T'(m,v) := $g|m(v,v) eli kartassa (q, q) ilmais-

tuna

L1 g
T(q,q) = §9¢j(q)q ¢

Jos o on systeemin liike, niin systeemin yleistetty kineettinen tai litke-energia hetkelld ¢ on
7(8) = Soloio (10).00)) = 5 3 a(@®)FOF ) = 5 3 67 (a®)i 00,0
ij=1 ij=1
missi §(t) = >0 ¢'(t)0;]aq) on (yleistetty) nopeus.
Esimerkki 29. Tarkastellaan k:n hiukkasen (massat my, mao, ..., my) liikkettd Newtonin meka-
niikassa. Kiinnitetdan Galilein avaruus-ajan origo Oy, ja samaistetaan avaruus-ajan piste vekto-

rin (¢,r) € R x R? kanssa. Kun oletetaan, ettd kaksi hiukkasta eiviit voi olla samassa avaruuden

pisteessd samaan aikaan eli r; # r;, kun ¢ # 7, niin hiukkassysteemin konfiguraatioavaruus on

Xp = {(r1,....rx) € (R®*)*|r; #£1; Vi # j},

5Yleisemmin « on vain kiyrs monistolla M ja t sen parametri; kilytdmme téissi luvussa symbolia ¢ kaikkien

kdyrien parametreille vaikkei se liittyisikddn aikaan.
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missi r; = (x), 27, z7) on hiukkasen ¢ paikkavektori (hiukkasen i massa on m; > 0). Merkitidén

1771

X = (r{,rs, ..., r;). Maaritelladn ‘massametriikka’
1,12, s 1k

k 3
g = Z m; Z dz! @ da?,
=1 j=1
jonka matriisia diag(my, my, my;ms, mo, mo; . .. ; my, My, My,) sanotaan ‘massamatriisiksi.” Pari

Xk, g™*°) on siis Riemannin monisto. Jos a(t) = x(t) = (ry(t),...,r.(t)) on systeemin liike,
g 1 k

niin hiukkasen i litkeméara hetkelld ¢ on p. (t) = m;i;(t) € R®. Toisaalta

seka

pt) =S m Y Odel|,,  da @0 = (alt).p(0) > (x(0). ().

J
missd p(t) = > ., P,(t) on systeemin kokonaisliikemééird hetkelld ¢. Systeemin kokonaisliike-
energia
I ¢ CTON2 2002 1 a3 ()2 1 ¢ - 2
() = Zm{z () + 220 + 20} = 5 > i (0F
Ajatellaan, ettd hiukkaset kohdistavat toisiinsa vaikkapa gravitaatiovoiman eli hiukkasen i
Newtonin liikeyhtdlo on .
miE; (1) = > Fij(x,(t), 1, (1), (11)
go

missa

mimj I‘j —T;
Fij(ri, I'j) = GN .

vy — 1 Jrj —
on hiukkasen j kohdistama gravitaatiovoima hiukkaseen i ja Gy on (Newtonin) gravitaatiova-

kio. Yhtaloryhmé (11) voidaan kirjoittaa yhtend yht&lona

B(t) = F(x(t)) = (Fy (x(1)), .. Fa(x() )
missd Fi(x) == ., Fij(ri, 1))

Esimerkki 30. Tarkastellaan luvun 5 tilannetta, missa hiukkanen liikkuu Minkowskin avaruu-

dessa M* noudattaen relativistista liikeyht&loé

dP(r)  du(r) d?x(7) B
dr - dr -m dr2 _K(§<T)’E(T))

tai komponenttimuodossa P’ = mu# = mit = K*(x,u). Hiukkasen liike on siis a(7) =

O + x(7), missi O € M* on kiyttimémme inertiaalikoordinaatiston origo. Nyt (1) =
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Zi:o "(1)0/0xH | oy = Zi:o ut(1)0/0x" | (7). Minkowskin avaruudessa on sen geometriaan

liittyvé luonnollinen (pseudo)metriikka

n = —dz’ ® da® + dz! ® da! + d2? ® d2® + d2® ® da?,

jonka matriisi on n = (1,,,) = diag(—1,1,1,1) (siis joka pisteessd vakio matriisi). Jokaisessa

radan pisteessi a(7) voidaan siis médritelld kovektorit®®

3 3 3
ZgV(T)dwy‘a(T) ’ ZBV(T)de‘Oc(T) ’ Z Ky (X(T)’E(T»dxy‘a(ﬂ ’
v=0 v=0 v=0

missé esimerkiksi P,(7) == > n,P"(1) = >, mn,u'(1) = mu,(7), joten relativistinen

litkeyhtalo on nyt

Toisaalta, jos madaritelladn ‘massametriikka’
gt i =mn = m( —d2’ @ de® +det @ da! +da? @ d2? +da* @ dxs),
jonka matriisi on mn = diag(—m, m, m,m), niin yleistetty impulssi

p, (1) =Y g () (1) = P,(7).

9.1 Lagrangen liikeyhtalot

Edellisissa esimerkeissé paadyttiin liitkeyhtaloihin, jotka ovat muotoa
p(t) =f(x(t),x(t) tai p(t)=fi(a(t)), i=1,2,...,n=dimM,

missé x on M:m kartta, ¢ — a(t) kiyrd monistolla, x(t) = (xoa)(t) jap,(t) :== >_; gi; (au(t))2'(t).
Miltd yhtélo(t) néyttdd jossain toisessa kartassa q = q(x)? Huom! Edellisissd esimerkeissa
kartta x oli sellainen, etté (téssé kartassa) (g;;) oli vakio ja diagonaalinen eli x oli g:n Riemannin
normaalikoordinaatisto joka pisteessa.

Olkoon (M, g) semi-Riemannin monisto ja méaritelldén totaaliderivaatta®

T
&'_;qaqﬁqaqi'

*Varoitus! Vaikka K, (...)dz"|;) on kovektori, niin “K*(...)8/0x" |4y ei ole kontravariantti vektori

(vaan toisen kertaluvun vektori eli € T'(T'M )4 (7y). Téhén palataan hetken péésta...
5"Joka on kuvaus F(TM) — F(T(TM)) eli d/dt kuvaa funktion TM — R funktioksi T(T'M) — R.
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Harjoitustehtava 18. a) Osoita kdyttamdlld kaavoja

O S i
oq "’ g’ ogi "’
etta
i—"i8+'ii—:ki+%8
dt_qaq"' q@qi_qaq q@q'

Vinkki: sijoita 0/9q" = (0G" /0¢")0/0G" + (04" /0¢")0/0¢* ja 0/0¢" = (0G*]D¢)0 /D"

dtggk o~
Vinkki: kdyta a)-kohtaa ja huomaa, ettd d/dt noudattaa tulon derivointisidntod

= 10;j¢'¢ pitee

b) Osoita, etti
i 0 B g oq* i 0 B 0
dtog  0q¢t  Jq '

Harjoitustehtava 19. Osoita, ettd funktiolle T
dor orT kil
7 ? )

at a4 3(] ggq J q CI

mMissa

oo 1 (095  Ogki  Ogi
R <3CJ’“ R

on (ensimméisen lajin) Christoffelin symboli.
(to,t1) — M kéyréd, x Riemannin normaalikoodinaatisto pisteessd m =

Olkoon sitten « :
a(t*), t* € (to, t1), ja oletetaan, ettd kartassa x (pisteessd m) liikeyhtélé on muotoa

p,(t") = fi(a(t)).

), Dgi;/0x¢ = 0 ja téiten [jk,i] = 0, niin

Koska pisteessd a(t*) on (g;;) = diag(a1, ..., an),

dor orT d?z’ - .
TOF 0|y, ], T L) = A

Olkoon q toinen kartta pisteessd «(t*) ja méaritelladn kovektori

dg ‘a(t* Z Q;(a(t))de’ }a(t*)

1,J=1

; fi (d<t*))dxl|a(t Z fl 8(]]

ox’

= K& 55| =)

jolle

i or  oT
dt 9@t Oxi

dor oT O
dto¢r  O0¢7 |, ) 8qj
Téten ollaan paadytty (Eulerin-)Lagrangen (liike)yhtal6ihin

dor oT
_Qja j:1727"'7n7

dtog o

G(t*)

a(t*) |:

joita merkitdén lyhyesti yhtenéd yhtélona
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Huomautus 5. Voidaan méaritelld horisontaaliset 1-muodot®®
d 8L 8L -
&= (< dg’ =3 Qyd¢

misséd &, on funktion L : TM — R FEulerin-Lagrangen operaattori ja Q) on yleistetty voima.
Lagrangen yhtélo on nyt muotoa & = Q. Miksi (yleistetty) voima () on 1-muoto eiké vektori-

kentta? Téssé syité:

1. Kuten ylla nahtiin, tulkitsemalla () muodoksi, pdadytaan Lagrangen yhtaloon, joka yleis-
tad mm. Newtonin yhtalon ja relativistisen liikeyhtalon. Kayttamaélla Lagrangen yhtaloa

voidaan esim. Newtonin yhtalo kirjoittaa mielivaltaisessa koodinaatistossa q.

2. Q muuntuu nyt oikein kartanvaihdossa (q,q) — (q,q) silli dg* = (aqk/ﬁqi)dqi +
(0¢*/0¢")d¢" = (8G"/9q")dq". Jos Q olisi vektorikenttéd Q'9/dq’, niin se muuntuisi ‘vid-
rin,’ silla 0/0¢" = (9¢'/03*)0/0q" + (04°/9G")0/04" # (94" /03*)D/0q'.

3. Myohemmin osoitetaan, ettd muotoja (muttei vektorikenttid) voidaan integoida luonnolli-
sella tavalla. Kun voima Q) on muoto, niin voidaan méaritelli®® voiman tekemd tyé radalla

a kiyra- eli viivaintegraalina

Wi [q- /ZQquJ'—Z/ a,(60) LW

4. Voima ) on konservatiivinen, mikéli on olemassa (potentiaali)funktio V' : M — R siten,
etta
ov

= dV:i=-Y —d¢
Q j aqjq

eli Q; = -9V /0¢ = —9;V. Tallsin W =V (a(to)) — V (a(t1)).

Kirjoitetaan voima @ on muotoon Q = Q — dV eli Q;(q,q) = Qj(q, q) — 9V(q)/0¢, missi
V : M — R on voiman potentiaali(osa) ja yleistetty voima Q ei ole ‘minkidn potentiaalin
generoima’ (esim. kitka tai ilmanvastus). Maéaritellaéan Lagrangen funktio L : T M — R kaavalla

L :=T — V. Téten voidaan kirjoittaa (FEulerin-)Lagrangen liikeyhtdlot seuraavissa muodoissa:

dor or 0 tai vhtapitivisti d oL 0L 3
— = — = = i al apltavastl — = — = = i
dtog  og Y yatap dtog  og Y
%8 Jotka ovat kuvauksia TM — T*M, T(TM) — T*M jne. Huomaa, etti TM C T(TM).
»Klassisesti merkitdin W = [F - dr, missd dr = dzi + dyj + dzk. Eli tdhidn merkintééin on ‘piilotettu’ se,

ettd voima on 1-muoto: F - dr = Fydx + Fody + F3dz.
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eli lyhyesti £, = Q tai

4oL IL _ 4

dtoqg oq
Erityisesti, jos Q = 0, niin

doL 0L

dtoqg oq

Lagrangen mekaniikka toimii erityisen hyvin (laskettaessa mekaanisten systeemien liikettd) ta-
pauksessa Q = 6, silla t&lloin ei tarvitse lainkaan maarata voimia; riittdéd, kun tuntee potenti-

aalin V. Tiivistetddn (téssd tapauksessa) Lagrangen mekaniikka seuraaviin laskusdéntoihin:
1. Maaraa kineettinen energia 7'(x) ja potentiaalienergia V' (x).
2. Valitse sopivat koordinaatit q(x) ja ilmaise L = T — V kartassa q.

3. Ratkaise Lagrangen yhtélot. Tuloksena on liikkeet q(t). Valitse liikkeitten joukosta anne-

tut alkuarvot toteuttava liike.

Huomautus 6. Usein systeemin liikkeen parametri ¢ on moniston M koordinaatti (esim. Gali-
lein ja Minkowskin avaruusaikojen koordinaattiaika). Talloin M:m kartan (¢%,...,¢" ') (vaik-
kapa nollas) koordinaatti voi olla ¢ eli ¢° = ¢. Voidaan siis merkitd (¢,q',...,¢" ") = (¢,q),
missi q = (¢!,...,¢"!). Varsinkin Newtonin mekaniikassa voidaan tarkastella koordinaatti-
muunnoksia (esim. pyorivéa koordinaatisto), jotka eivit muuta aikakoordinaattia eli muunnos on

muotoa = §(q,t) ja ® = t = ¢°. Nyt saadaan side-ehdot ° = * =t =1ja¢* =P =1 =0,

joten
qk . n—1 aqv n—1 8qk ~L
n—1 ~
. 82qk oo
ke i g
q = ——q'q
1,j=0 aq aq]
a~k n—1 n—1 82~k y a2~k
:Z L Z +2y oL gy S (12)
£ a@J 2 ggon! T ot

Huomaa, etté nyt totaaliderivaatta redusoituu muotoon

g_§%a+¢a+g
LTy qaq" ot

Esimerkki 31. Olkoon M =R?\ {(0,0)} ja (r,¢) tason napakoodinaatit, joille x = r cos ¢ ja
y = rsin p. Hiukkanen (massa m = 1) liikkuu keskeiskentéissé, jonka potentiaali on V(z,y) =

Vi(\/x? 4+ y?) (missd V, : (0,00) — R). Milté liike ndyttaé pyorivissd koordinaatistossa?
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Pyorikoot havaitsija kulmanopeudella w(t) € R kiintedn (vaikka z-)akselin ympéri. Olkoon
hetkelld t = 0 koordinaatistot ‘pééllekiin’ ja olkoon (R, ®) kulmanopeudella w pyorivan koor-
dinaatiston napakoordinaatit eli r = R ja ¢ = ® + (), missid @o(t) := fo t")dt’, joten
x = Rcos (® + ¢o(t)) ja y = Rsin (P + ¢o(t)). Lagrangen funktio on muotoa L(z,y,%,y) =
tm(i* 4+ 9?) — V(z,y) eli

L(t, R, .1, R, &) — %[RZ L+ RA(é 4 w(t)i)?] - Vi(R).

Titen Lagrangen yhtilst ovat (side-ehtojen £ = 1 ja ¢ = 0 vallitessa)

d9L AL  dp,, 206 1 i\ — w3 [R2(d _
dor o = al (@ red] (b wiat =R ] o

d oL 0L . . OV
it — - (I)Z - 2 T —
dt )R OR R-R OR 0
d oL OL

odr, B . . : N
oE e = =B @ +w)| = RRS + RO+ 20k + R2) = 0.

Toisaalta koordinaateissa (r, ) liikeyht#lot ovat 7 = r@? — AV, /0r ja 27p +r@ = 0. Niiti seki
kaavoja (12) kiyttamalla [!]
OR. OR OR

R = a’r—i—%@—f‘a r,

. ob . 0P 0D )

L L L

- .. . 52 2 i oV,
R = i#=rp*—0V,/or = R®* + Rw +2wR<I>—%,

b = ¢g—w=-2¢/r—w=-2(Rd+wR)/R—w

eli saatiin samat yhtdlot kuin Lagrangen mekaniikalla. [!] Edellisissd yhtéloissa radiaaliosan
nienniisvoima Rw? on keskipakovoima, kun taas Coriolis-voima aiheuttaa radiaaliosaan termin
2wR® ja kulmaosaan termin —2wR. Poikittaisvoima on —Rw. Nienniisvoimat voidaan laskea

suoraan mekaniikan pyorivin koordinaatiston kaavoilla, kun r = zi + yj ja w = wk. [!]

Harjoitustehtava 20. Vddnnetadn rautalangasta kdyrd (ns. sykloidi), jonka yhtdlé on xy-

tasossa

x = a(f —sind), y =a(l+ cosb), 0 <6 <2,

missd a > 0 on vakio. Pujotetaan lankaan helmi, jonka massa m > 0, ja joka liskkuu kayrad pit-
kin kitkattomasti. Olkoon xy-taso kohtisuorassa maan pintaa vasten ja oletetaan, ettd helmeen
vatkuttaa (vakio) painovoima.

a) Piirrd kuva systeemistd. Mikd on systeemin konfiguraatioavaruus? Entd vapausasteiden

lukumddard? Madrdd Lagrangen funktio ja yhtalo.
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b) Madrittele wusi muuttuja u = cos(0/2) ja kirjoita litkeyhtalé muuttujan v avulla. Osoita,

ettd helmi oskilloi kulmataajuudella w = \/g/(4a).

Harjoitustehtava 21. Porataan poytdiin reikd ja laitetaan sen ldpi massaton naru (pituus
¢>0), jonka kumpaankin paihdn on kiinnitetty m-massaiset (identtiset) kappaleet. Oletetaan,
ettd kitkaa ei tarvitse huomioida. Mikd on systeemin konfiguraatioavaruus ja vapausasteiden
lukumddard? Madrad Lagrangen funktio ja yhtdalot. Ratkaise litke niin pitkdlle kuin pystyt.

Vainkka: kdytd poyddlld napakoordinaatteja.

! i ! 3 ! i 1 1 ) ! | |
t ) i

e

i

|
i
i
i
i
. |
i
|
T
l 4
v/
.

Kuva 6: Edellisen harjoitustehtévan systeemi.
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10 FYS: Yleista suhteellisuusteoriaa

Kerrataan aluksi hieman fysikaalisia periaatteita ja matemaattisia faktoja:

e Newtonin mekaniikassa ja erityisessa suhteellisuusteoriassa avaruusaikaa mallinnetaan ne-

liulotteisella monistolla A*, joka on ‘Adrettdmén suuri.’

e On olemassa inertiaalikoordinaatisto x, jonka avulla A* voidaan samaistaa R*:n kanssa.

Inertiaalikartat ovat toisistaan Galilein (N) tai Poincarén (E) muunnosten paéssa.

e Inertiaalikoordinaatistossa x vapaa kappale kulkee vakionopeudella eli sen liikeyhtdlo on

muotoa X = 0.

e Inertiaalikoordinaatistossa x liiketilan (nopeuden) muutoksen syy on voima. Kappaleen

liike saadaan liikeyhtélon (Newtonin yhtélo /relativistinen yhtélo) ratkaisuna.

e Kun ilmaistaan liikeyhtalo mielivaltaisessa kartassa q, se on Lagrangen muotoa

S —==Q (13

eli Lagrangen yhtalo on liikeyhtélon kovariantti muoto eli ‘saman nékoinen’ kaikissa kar-

toissa.

e Vapaaseen kappaleeseen ei vaikuta voimia eli Q = 6, joten vapaan kappaleen liikeyhtalo

% = 0 (eréis janan yhtils) on

mielivaltaisessa kartassa q.

e Jokaisessa semi-Riemannin monistossa (M, ¢) (ja sen kartassa q) voidaan méaéritelld (kart-

tariipumaton) 7'(q, q) = 2¢;;(q)¢’¢’ ja téten Lagrangen yhtals (13).

e Jokaisessa M:n pisteessd m on olemassa Riemannin normaalikoordinaatisto x, jossa La-
grangen yhtilo on muotoa a;i' = Q; (voidaan jopa valita a; = +1). Jos Q = 0, niin

(pisteessd m) yhtilé on % = 0.

e Koska pisteen m Riemannin normaalikoordinaatistossa x (jossa x(m) = 0) myds

akg,-j(ﬁ) = 0, niin kehittdmalla Taylorin sarjaksi

09ij 1 0%y
9ij oz 9ij

ox* |5 2 0xkox!

9i(x) = i;(0) + ghel = aidy + O (1) & aidy,

0
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kun |x| &~ 0 (ollaan l&helld pistettd m) eli M on aina paikallisesti ‘litted’ (erityisesti
Minkowskin avaruusaika M*, mikili M on neli-ulotteinen ja vain yksi a; on negatiivinen;

talloin voidaan valita x siten, etté g;;(m) = n;;).

Erds fundamentaalinen (N:n ja) E:n ongelma on se, ettd havaitsija tekee havaintoja tai mit-
tauksia vain paikallisesti eli lokaalisti. Ilmeisesti ei voida koskaan kokeellisesti osoittaa, etté ava-
ruusaika olisi neliulotteinen ddreton jatkumo A*. Sen sijaan voidaan ajatella, etti avaruusaika
on vain paikallisesti (eli havaitsijan ‘ldhiympéristossd’) Minkowskin avaruus. Téaten paadytéan

seuraavaan yleistykseen:

Yleisessd suhteellisuusteoriassa avaruusaika on Lorentzin monisto® (M, g) eli neli-

ulotteinen semi-Riemannin monisto, jonka jokaissa pisteessi m on Riemannin nor-

0 3

maalikoordinaatit x = (2% z', 27 2%), joissa metritkan matriisi (gu)3,—0 = 1 =
diag(—1,1,1,1). Talldin koordinaatti 2° (tai paremminkin ¢ := z°/c) tulkitaan
avaruusajan pisteessi m olevan havaitsijan (tai kappaleen) aikakoordinaatiksi (tai
ominaisajaksi) ja loput koordinaatit muodostavat ‘pistetapahtuman paikkavektorin’
r = (2!, 22, 2*). Kunkin havaitsijan nikovinkkelistd katsottuna avaruusaika voidaan
siis jakaa lokaalisti kolmiulotteiseen avaruuteen ja aikaan. Huomaa, etté aika ja paik-

kakoordinaatit saattavat ‘sotkeutua keskenéaén’ (ja téten jako avaruuteen ja aikaan)

eri havaitsijoiden karttojen vélisesséd Lorentzin muunnoksissa.

Huomautus 7. Vapaa hiukkanen (Q = 0) liikkkuu semi-Riemannin monistolla (M, g) noudat-

taen yhtilod &9 — 9L — 0 eli yhtélsit

dor or

“ 97 1] 'k’,' 'j~k:O7
Gog ag 9 + [jk,ild’q

jotka voidaan kirjoittaa my6s muodossa
G +T5¢" =0 (14)

missé,

s s sty a1 (09  Ogri  Ogjk
jk—{jk}-—g [J/m]—zg (aqk + 9~

on (toisen lajin) Christoffelin symboli (joka hévidé pisteessd m pisteen m normaalikoordinaa-

teissa laskettuna). Yhtaloita (14) sanotaan myos geodeesiyhtdloksi, koska Riemannin monistoilla

60Mychemmin osoitetaan, ettd avaruusajan M metriikka g voidaan mé#srata Einsteinin yht#lon ratkaisuna,

kun tunnetaan avaruusajan energia/ainejakauma.
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lyhin (ja pisin) reitti kahden pisteen valilld (eli geodeesi tai geodeettinen viiva) saadaan geo-
deesiyhtélon ratkaisuista. Vapaa hiukkanen kulkee siis geodeesia pitkin, joka on ‘jana’ littedssa
avaruudessa (missi I, = 0) ja ‘lokaalisti likim&érin jana’ yleisessd tapauksessa Riemannin
normaalikoordinaateissa, jotka muodostavat ikddnkuin paikallisen likiméaraisen ‘inertiaalikoor-

dinaatiston.’

Huomautus 8. N:n ja E:n tapauksissa todettiin tarkasteltaessa yksittéisia hiukkasia (tai vas-
taavasti monen hiukkasen systeemejd), ettd avaruusajan metriikka ¢ pitéisi kertoa hiukkasen

mass

massalla m ja méaritelld ‘massametriikka’ g = myg, jotta saataisiin ‘oikea’ (kineettinen) lii-

kemédra (massa X nopeus). Matemaattisesti télld ei ole mitdan merkitysté, silld vapaan hiukka-

sen tapauksessa Christoffelin symbolit I'%; ja taten geodeesiyhtélo ¢° + F;quj ¢* = 0 ovat samat

g:lle ja mg:lle (huomaa, ettd mg:n kidénteismatriisi on m~'g~!, joten m supistuu pois [pm
doT _ aT

yhtélostd). Yleisessd tapauksessa 3; 04 — oq = Q massa voidaan jakaa yhtélon oikealle puolelle

ja skaalata voima Q ‘voimaksi’ Q/m eli ‘imuroida’ massa voimaan.

Harjoitustehtava 22. Olkoon (M,g) kaksiulotteinen semi-Riemannin monisto ja q =
(¢',¢®) = (u,v) sen joku kartta. Merkitidin tdssi kartassa E = gi1, F = gia, G := gas ja
Q = EG — F?. Funktion f(u,v) osittaisderivaattoja merkitiin f, := 0f/0u ja f, := df/0v.
Osoita suoralla laskulla (laske ainakin muutama), ettd metriikan g Christoffelin symbolit kar-

tassa (u,v) ovat

E,J2 F | B2 F R -Gy F
F%l =Q! , 'y =Q ! ) F%z =Q! 3
F,—E/2 G G2 G a2 G
E  E.2 E E,/2 E F,—G./2
Iy, =™ , I, =Q7! , T3 =07
F F,—E,/2 F G2 F G2

Miten symbolit yksinkertaistuvat, jos metritkka on diagonaalinen eli F = 02 Kirjoita vapaan

hiukkasen litkeyhtalo (eli geodeesiyhtdlé) monistolla M.

10.1 Gravitaatio

Tarkastellaan yleista tilannetta (M, g), missa systeemin liike saadaan Lagrangen yhtalosta

dor or , :

—— — — = g;;¢’ ik, i]d’q" = Qs, 15

G0 og il k,il¢’¢" = Q (15)
missid q = (¢%, ..., ¢") moniston M kartta. Toisaalta voidaan yhtépitivisti kirjoittaa

9 = Qi+ QL Q= —[jk,id"¢",
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ja tulkita Q' ndenndisvoimana (kertaa esimerkki 31). Valittomésti nousee esiin kiddnteinen ky-
symys: Voidaanko (15) esittéé sellaisessa muodossa, ettd Q on tulkittavissa ndennédisvoimana?
Avaruudessa (M, g) tdmé ei ole yleensd mahdollista, mutta lisddmalla M:44n uusia ulottu-
vuuksia tdmé saattaa onnistua. Esimerkiksi sdhkomagnetismi on méaritelty neliulotteisessa
avaruusajassa, mutta lisaamalld ylimaarainen ‘varausulottuvuus,” Maxwellin yhtaloét on nahta-
vissé viisiulotteisen moniston geodeesiyhtélond (eli varattu hiukkanen liikkuu vapaasti viisiu-
lotteisella monistolla). Yliméardisen ulottuvuuden fysikaalinen merkitys on monesti epéselva,
joten télldinen ‘laajentaminen’ pitdd ndhda ldhinnd matemaattisena tyovélineend. On kuitenkin
poikkeus: Nimittain Newton maéritteli painovoiman kolmiulotteisessa avaruudessa ja nythén
meilld on luonnollinen neljés ulottuvuus — aika! Eli seuraavaksi osoitetaan, ettd Newtonin gra-
vitaatiolaki on nahtévissa neliulotteisen avaruusajan geodeesiyhtéalona: massallinen hiukkanen
on vapaa neliulotteisessa avaruusajassa ja gravitaatio on ndennéisvoimal

Tarkastellaan M-massaisen pallosymmetrisen kappaleen (esim. t&hti) painovoimakentéssé
liikkuvaa m-massaista pallosymmetrista kappaletta (esim. planeetta). Oletetaan, ettd m < M,
mallinnetaan avaruutta R3:la ja kiinnitetdin R3m origo M:n keskipisteeseen.®! Tilannetta

voidaan kuvata seuraavasti:

e M ‘luo’ ympirilleen painovoimakentén, jonka kentdnvoimakkuus (eli ‘putoamiskiihty-
vyys’) pisteessi r = (2!, 22, 23) = (x,y, 2) on

r)=—-Gy—-—.

g(r) N3

Massa M on nyt aktiivinen painovoimamassa.

e Pisteessé r olevaan kappleeseen m vaikuttaa Newtonin gravitaatiovoima mg(r). Massa m

on tassa passivinen painovormamassa.
e Kappaleen m liike saadaan Newtonin yhtalon
mi = mg(r)
ratkaisuna, missd m on hitausmassa.

Kappaleen aktiivinen ja passiivinen painovoimamassa ovat yhta suuria johtuen Newtonin
gravitaatiovoiman symmetrisestd muodosta, joten voidaan puhua vain kappaleen painovoima-

massasta. Toisaalta heikon ekvivalenssiperiaatteen mukaan painovoimamassa ja hitausmassa

61Oikeastaan origo 0 pitiid poistaa, koska g(r) ei ole maritelty siind. Avaruus on R3 \ {0}.
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ovat samat eli m = m. Tama on kokeellisesti todennettu suurella tarkkuudella. Heikosta ekvi-
valenssiperiaatteesta seuraa, ettd kappaleen kiihtyvyys on putoamiskiihtyvyys eli ¥ = g(r) eli
kaikki (vapaasti putoavat) kappaleet noudattavat samaa liikeyhtdlod gravitaatiokentéssi riip-
pumatta niitten massasta m; tdma tunnetaan myo6s universaalisuusperiaatteena.

Ajatellaan tilannetta, missé lentokone putoaa vapaasti (moottorit sammutettuna) maan
gravitaatiokentéssa. Talloin lentokoneen sisélla oleva havaitsija putoaa samalla putoamiskiih-
tyvyydelld kuin lentokonekin ja leijuu ‘painottomana’ lentokoneen sisilla. Siis jos havaitsija
ei nde koneen ulkopuolelle, hén ei havaitse lainkaan painovoimaa. Toisaalta, jos havaitsija on
avaruusaluksessa, joka on tyhjissd avaruudessa (kaukana taivaankappaleista), missé ei ole lain-
kaan gravitaatiokenttia, han voi silti kokea keinotekoisen painovoiman: nimittéin kiithdyttamal-
14 rakettia suurempaan nopeuteen, havaitsija painuu ‘takaseinééd/penkkid’ vasten. Samanlainen
efekti saadaan hidastamalla tai pyorittamalla alusta. Eli heikosta ekvivalenssiperiaatteesta seu-
raa, ettd aluksen sisélle eristetty havaitsija ei voi tietdd tekemélld gravitaatiokokeita (esim.
pudottelemalla kappaleita) vaikuttaako aluksen sisilld todellinen vai keinotekoinen painovoi-
ma. Téta efektid voi testata esim. hississé, missé ylospain suuntautuva hissin kiihtyva liike
koetaan painovoiman kasvamisena. Jos hissin vaijeri katkeaa ylimmaésséd kerroksessa, niin sit-
ten leijutaankin painottomana hetken aikaa. Huomaa, etté jos raketti on valtavan suuri, niin
sen sisalld oleva raketin kiihtyvyydesta johtuva keinotekoinen painovoima poikkeaa todellisesta
painovoimakentéasta eli oikeastaan vapaasti putoavien kappaleiden kayttaytyminen on saman-
laista gravitaatiokentéissi ja tasaisesti kiihtyvéssd koordinaatistossa (raketissa) vain riittavin

pienessa alueessa.

Kuva 7: Vasemmalla jattiméinen raketti maan lahelld paikallaan ja oikealla sama raketti tyhjés-
sé avaruudessa kiithdyttiden vakiokiihtyvyydella. Raketin keskelld oleva havaitsija kokee tilanteet

samoina, mutta laidoilla (raketin sisélla olevat) kappaleet putoavat eri kiithtyvyyksilla.
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Heikko ekvivalenssiperiaate voidaan yleistaa (Einsteinin/vahvaksi) ekvivalenssiperiaatteek-
si, jonka mukaan kaikki fysiikan lait redusoituvat erityisen suhteellisuusteorian®? mukaisiksi riit-
tévin pienissé avaruusajan alueissa. On mahdotonta erottaa ‘aitoa’ gravitaatiokenttdéd ‘nden-
néisestd’ (siis kartan kithtyvyydesté johtuvasta) tehtiinpd mité kokeita tahansa. On ekvivalens-
siperiaatteen mukaista kuvata gravitaatiota avaruusajan kaarevuutena tai kdyristymana ‘eli’
metriikkana ¢g. Nimittéin erityisessd suhteellisuusteoriassa inertiaaliset kartat olivat erityisase-
massa; niisséd maéadriteltiin liikeyhtélot, jotka sitten muissa kartoissa sisélsivit ndennéisvoimia.
Jos avaruusaikaa kuvataan Lorentzin monistolla® (M, g), niin selviistikin voidaan mééritelld
lokaaleja inertiaalikarttoja kayttdmalla Riemannin normaalikoordinaatteja. Jos gravitaatio on
ndennaisvoima (eli metriikan synnyttdmaé), se hdavida lokaalissa inertiaalikoordinaatistossa ekvi-
valenssiperiaatteen mukaisesti. Nyt vapaa kappale on tarkemmin ottaen vapaasti putoava, silla
gravitaation vaikutus haviaa lokaalissa inertiaalikoordinaatistossa, joten ‘vapaaseen kappalee-
seen ei voi vaikuttaa muita voimia kuin paino(néennéis)voima.” Kédéntéden voidaan sanoa, etté
lokaali inertiaalikoordinaatisto on kartta, missé (kartan maarittelyalueessa) vapaasti putoavat
kappaleet liikkuvat likimdadrin vakionopeuksilla (tai ovat paikallaan) jonkun aikaa. Erityisesti
lokaalin inertiaalikoordinaatiston origo putoaa vapaasti (muistele lentokone-esimerkkia). Lisak-
si vapaasti putoavan kappaleen liikeyhtdlo on (avaruusajan metriikan) geodeesiyhtilo.

Huomaa, etté jos kappale ei ole vapaa ja sen liikeyhtdlo on Lagrangen yhtélo, niin liikeyht&lo
voidaan ilmaista missd tahansa kartassa! Tamé on (yleisen) kovarianssiperiaatteen tai (yleisen)
suhteellisuusperiaatteen matemaattinen muotoilu. Kovarianssiperiaate tarkoittaa, etta fysiikan
lait ovat samat kaikissa koordinaatistoissa eli samat kaikille havaitsijoille riippumatta heidéan
liiketilasta.%* Yleisessé suhteellisuusteoriassa oikeastaan mikiin kartta ei ole erityisasemassa;
lokaalissa inertiaalikoordinaatistossa liikeyhtalé on vain yksinkertaista muotoa, silla ndennéis-
voimat (Christoffelin symbolit) ovat likiméérin nollia. Palataan sitten takaisin gravitaatioesi-
merkkiimme.

Newtonin gravitaatiolaki pétee mainiosti tarkasteltaessa planeettojen liikettd (Keplerin

lait). Planeetat liikkuvat hitaasti eli planeetan vauhti v(¢) = |v(¢)| joka hetkelld ¢ (missa

62 Joka on miéiritelty Minkowskin avaruudessa M*.
63 Joka ‘on’ lokaalisti Minkowskin avaruus M?*.
64N:sséi ja E:ssi voidaan puhua myds erityisestéi suhteellisuusperiaatteesta: Jos teoria sisiltdi (erityisessd

asemassa olevia) inertiaalikarttoja, niin fysiikan lait ovat ‘saman muotoisia’ (tai yksinkertaisinta muotoa) iner-
tiaalikartoissa. N on siis Galilei- ja E Poincaré suhteellinen teoria. (Matemaattisesti ajateltuna teorioitten mo-
nistojen inertiaalikartat muodostavat kartaston, joka ei ole maksimaalinen. Erityistd suhteellisuusperiaatetta

tarkastellaan vain inertiaalikartaston suhteen.)
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v(t) = £(t)) on paljon valon vauhtia pienempi:

I

=S

=
|

- %
2
]

Planeetan ominaisaika
t t

z(t):/ «/1—§(t’)2dt’%/ dt’ =t.
0 0

Kuvataan planeetan liiketta neliulotteisella Lorentzin monistolla (M, g) ja oletetaan, ettd New-

tonin gravitaatio on ndenndisvoima eli toteuttaa geodeesiyhtdlon (14):
dz’(7) da” (7
dr dr

~—

0,

2zt (1)

= i

dr2 + 10 (x(7))
missid x = (2°, 2!, 2%, 2%) on avaruusajan kartta, joka on saatu ‘lisidmilld’ r:aén aikakoordi-
naatti 2° = ct. Huom! x:n ei tarvitse olla Riemannin normaalikoordinaatisto.

Koska planeetta liikkuu hitaasti, geodeesiyhtélosta voidaan jattaéd pois termejas:

dz’(r) de’(7) _

d*zh (1)
Cdr? + oo (X(T)) dr dr
silld, kaikilla i = 1,2, 3,
dxt (T dz?(t) dz°(r dz® (7 dz® (7
z'(r)| _ _()_Ué\ﬁ(t)} 27(7) z°(7)
dr cdt dr dr dr

Oletetaan, ettd planeetta liikkkuu kaukana tédhdesté ja gravitaatiokenttd on heikko kaukana

tahdestd® eli kartassa x ilmaistuna g = n + h eli

g,uu(x) = Nuw + hm,(X),

missé h,, (x) ~ 0, kun r > 0. Talloin kidnteismatriisille
g (x) =" = W (x),
missd A := nHon P hg, silld Gupg™ =2 0, —hu,h™ = 4. Oletetaan lisdksi, ettd metriikka ei riipu

ajasta (gravitaatiokenttd on staattinen eli aikariippumaton). Télloin 9g,,,/02° = h,, /02" = 0

ja saadaan
_1 2} Ohoo

oz

Igro | 9gox  9goo _1 20900

1
F/’L — _ /1)‘ — =
0 =59 (axo * O0x0 83:") 27 D 2

sekd, likiméardinen geodeesiyhtilo

d2at(7) u da®(7)dz’(r) 1 2 Ohoo x
dr2 N_FOO(X(T)) dr dr N§77 W(X(T))

65Niinhin on Newtonin gravitaatiolle, kun r > 0.
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Sijoittamalla g = 0 tulee tuttu tulos:

d?2°(1) 1 4, 0hoo dz®(7) dz°(7) 1 0hg x x B
o =3 g GO T T T Ty B T T =0

joka seuraa jo kaavasta 2°(7) ~ c7. Jos u =1 € {1,2,3}, niin

d®z' (1) 1 4, 0hgo dz?(7) dz’(t)  10hg dz°(1)1°
dr? N§6 W(K(T» dr dr 2 9 (X(T))[ dr ]

eli vektoriyhtélona

d’r(7) {df(ﬂ} -

dr? dr
Mdrittelemdlli®® hoo(r) := —2®(r)/c?, missd ® on Newtonin gravitaatiokentéin potentiaali,
M Mr
O(r) := —GNT, —(V®)(r) = _GNT_2; =g(r),

ja siirtymaélla koordinaattiaikaan ¢ paadytaan likimddrdiseen Newtonin gravitaatiolakiin

d’r(t)
ae2

~ g(r(t)),

joka pitee kaukana tihdestd (r > 0). Metriikan g komponentti gog = —1 + hgo = —1 — 2®/c?,
joten

g=(-1-20/A)da’ @da’ +... = (= = 2®)dt @ dt +....
Seuraavassa luvussa tarkastellaan metriikan g muita komponentteja g, .

Huomautus 9. Vastaavasti kuin erityisessd suhteellisuusteoriassa (joka perustuu siis Min-
kowskin avaruuteen (M?, 7)) yleisessé suhteellisuusteoriassa voidaan mééritelli ajan-, valon- ja
paikanluonteiset vektorit. Jos (M, g) on Lorentzin monisto, niin esim. vektori v € TM,, on
ajanluonteinen, jos g|,(v,v) < 0. Samoin kiyrd « : (Mg, A1) — M on esim. valonluonteinen,
jos glan (o'z()\), o'z()\)) = 0 kaikilla A € (Ao, A1) (eli siis kaikki kiyran yleistetyt (neli)nopeudet
&(\) ovat valonluonteisia). Koska valonnopeutta ei voi ylittdéd, massallinen hiukkanen liikkuu

ajanluonteista kiyrda o pitkin ja sille voidaan maéaaritella ominaisaika:

T(A) = %/A \/—g!a(;) (&(N), &(N)dA.

Huomaa, ettd pisteen a(\) Riemannin normaalikoordinaatistossa x, misséd metriikan matriisi
on (téssd pisteessi) n ja (x o a)(A) = (z°(1),0,0,0) (eli koordinaatiston avaruusosan origo on

hiukkasessa), saadaan

di()\)\) _ 1\/—gla<» (@(\), a(\) = 1d@diA>

Cc C

66Selvistikin ®(r) ~ 0, kun r > 0, eli approksimaatio pétee.
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eli koordinaatti 2°/c kuvaa x:n avaruusosan origossa olevan hiukkasen ominaisaikaa. Valitto-
mésti ndhdadn myos ekvivalentti maaritelmé ajanluonteisen kiyrédn o ominaisajalle: ominais-

aika 7 on sellainen radan « parametri (A = 7), ettd

laer) (d(T),d(T)) =%

Vertaa luvun 5 tuloksiin. [!]
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11 FYS: Schwarzschildin metriikka ja mustat aukot

Miké on avaruusaika (Lorentzin monisto (M, g)) pallosymmetrisen massan M omaavan (staat-
tisen) taivaankappaleen (esim. tdhden) ulkopuolella? Edellisessé luvussa laskettiin jo metriikan
komponentti goo = —1 — 2®/c?, missi

M
(I)(’l“) = —GNT,

ja seuraavaksi esitellddn koko metriikka. Ensin kuitenkin harjoitus:

Harjoitustehtéva 23. Tarkastellaan Minkowskin avaruutta M*. Metriikka on nyt (inertiaali-
kartassa x) muotoa n = —da® @ dz° + dz' @ do! + dz? @ do? + dz?® @ d2. Surrytiin avaruuden

pallokoordinaatteihin (1,0, ), joille pitee
' = rsinfcos g, 2? = rsinfsin g, 23 =1rcosb.
Osoita, ettd lokaalisty
n=—cdt®dt +dr ® dr + r? [d9®d0+sin29dgo®dg0} .
Mydhemmin osoitetaan,®” ettd M:n ulkopuolella (tyhjicssi) metriikka g on lokaalisti muotoa

g=—[+20(r)] dt@dt+ [1+ Q(ID(T)/cz]fldr ®dr +1r° [df ® df + sin® 0 dp ® dy] .

eli Schwarzschildin metriikka. Jos tdhden side on R > 0, niin tdhden sisélld (r < R) metriikka

vol olla realistisissa tdhtimalleissa muotoa
. . 1
g=— [02 + 2<1>(r)} dt © di + [1 +28(r) /| dr@dr+1?[d0 @ d + sin? 0 dp ® dy] |
missa

M(r)

r

(i)(’f’) == —GN

ja r = M(r) on (siled) reaalifunktio, jolle esim. lim, o 7 'M(r) = 0 ja M(r) = M, kun

r > R. Valittomaésti huomataan seuraavat seikat:

e Jos r — oo, niin ®(r) — 0 ja g — 7, joten kaukana téhdestd avaruusaika on likimé&érin

Minkowskin avaruusaika. Téata sanotaan asymptoottiseksi litteydeksi.

e Jos M = 0 eli tihted ei ole (pelkki tyhjid), niin g = n ja M = M*, miki on odotettavissa.

Pienimassainen tahti kaareuttaa avaruusaikaa vain vahan.

67 Jahka Einsteinin yhtild on esitelty.
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e Schwarzschildin metriikka nayttéisi ‘kayttdyvan huonosti’ pisteissé, joiden ‘koordinaatti

T = rpe’ on sellainen, ettd 1+ 2®(re,)/c® = 0 eli

Thor = 2GNM/CQ.

Ongelmaa ei esiinny mikéli R > ry,, eli ‘tdhti on riittdavin suuri.” Toisaalta, jos R < ryer,
niin kohta osoitetaan, ettd ‘r = ru,.  on ns. koordinaattisingulariteetti ja voidaan pois-
taa valitsemalla parempi kartta; pisteiden, joille ‘r = ry,,’, muodostamaa (ali)monistoa

sanotaan tapahtumahorisontiksi. Luku ry,., on ns. Schwarzschildin sdde.

e Schwarzschildin metriikka kiyttaytyy huonosti pisteessé, jonka koordinaatti » = 0. Jos
R > 0, niin ongelmaa ei esiinny, mutta pistemaisille kohteille (R = 0) piste 7 = 0 on aito

singulariteetti ja sitd vastaava piste pitdid poistaa monistosta.%®

e Metriikan g matriisin determinantti kartassa q = (¢,7,6, ) on —c?*r?sin? samoin kuin

Minkowskin metriikankin. Huomaa, ettd pisteissd r = ry,, koko matriisia ei ole mééri-
telty! (Kyseiset pisteet eivit kuulu kartan q méérittelyalueeseen vaikka ne kuuluvatkin

monistoon M)

e Koska ¢ 4+ 2®(r) = ¢* — 2GyM/r = (1 — Thor/7) < 0, joss T < T, niin tapahtu-
mahorisontin sisdpuolella koordinaatti ¢ (vastaavasti r) vaihtuu paikanluonteiseksi (vast.
ajanluonteiseksi). Taten alueessa r < 1y, koordinaatin ¢ fysikaalinen tulkinta on proble-
maattinen ja kartta q (erityisesti koordinaatti ¢) kannattaa korvata paremmalla kartalla®

kuten seuraavassa harjoituksessa.

Harjoitustehtava 24. Mddritellidin Eddingtonin-Finkelsteinin koordinaatit q+ = (t+, 7,0, ¢),

=)
Thor

g=— [02 + 2(13(7“)} dt; @ dty + C(dti Qdr +dr ® dti) + 72 [dQ ® df + sin?fdp ® dgp} .

missa

Ar

1
| -1l ) =t+ - or 1
H‘QGNM D C(T—i—rh n

Osoita, ettd kartoissa q+ Schwarzschildin metriikka on muotoa

te(t,r) =t+ (f | XM

c 3

Tarkastele metriikan matriisialkioita (kartoissa q+ ). Milloin ne ovat mddritelty? Milloin mat-

riisi on kddntyvd?

68Tietenkin aina voidaan olettaa, ettii R > 0 ja R a 0, joten ongelma on enemminkin matemaattinen kuin

fysikaalinen.
89Eli kartalla, joka kattaa koko alueen r € (0, 0).
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Tarkastellaan sitten pientd kappaletta (esim. raketti) joka liikkkuu Schwarzschildin metrii-
kassa ja téhti on riittdvén pieni eli R < rpo,. Kappaleen (lepo)massalla ei ole vilid, kunhan
se vain on riittdvin pieni eli ei itse kaareuta avaruusaikaa juurikaan. Kappaleen massa voi olla
my6s 0 (esim. fotoni eli ‘valohiukkanen’). Jos kappale on vapaasti putoava, niin se noudattaa
geodeesiyhtilod. Koska valon nopeutta ei voi ylittad, kappaleen liike a1 (Ag, A;) — M on ajan

(< 0) tai valon (= 0) luonteista™ eli kaikilla A € (Ag, A1)

glapy (@(1), (V) <0

tai Eddingtonin-Finkelsteinin karttojen q avulla ilmaistuna [!]

) dt,. (\)]? dt. (A) dr(\
— [ +29(r(N))] [ td/(\ q + 2¢ td)(\) d()\)

(A { {%ﬂ i) {dﬁ—ﬂ } <0,

(&

>0
misté seuraa, ettd on oltava
(V) [ s At (V) | dr(\)
_ = < 0.
o { [ +28(r(N))] Dt <0 (16)

Oletataan, ettd A — r(A) ei ole vakio eli kappale ei kierrd vakioetdisyydella M:n keskipistetté.
Télloin jollain A arvolla (ja tdten myos sen ympéristossa jatkuvuuden nojalla) dr(\)/dA # 0
ja edellinen kuvaus kddntyy (lokaalisti) kuvaukseksi r — A(r) (kidénteiskuvauslause). Voidaan

siis talloin valita A = r epayhtélossa (16), joka redusoituu muotoon

didi_y) {_ [+ 20(r)] d%—?@ + 20} <0. (17)

Jaetaan tarkastelu kahteen osaan:
1) Epéyhtélon (17) yldraja 0 saavutetaan valolle, joka litkkuu radiaalisti eli kuvaukset 0 ja ¢

ovat vakioita. T&llsin on oltava (a) joko r — ¢, (r) := t% on vakio tai (b)

dt (r)  =+2c 2 r

dr 2 +2d(r) CT — Thor

joka voidaan integroida: [!]

2

70Jos kappaleen massa ei ole nolla, niin \:ksi valitaan yleensé kappaleen ominaisaika 7.
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Harjoitustehtava 25. Mdadrda karttojen q. ja q_ vdlinen koordinaattimuunnos q— = q_(q4 ).
Missd se on mddritelty? Ilmaise sitten kartan q4 (a)-ratkaisu v — t, (r) =t kartassa q_ ja
osoita, ettd se on kartan q_ (b)-ratkaisu. Osoita samoin, ettd kartan q (b)-ratkaisu on kartan

qa- (a)-ratkaisu. Miltd ratkaisut nayttavat kartassa q?

Jos nyt valo lihestyy tapahtumahorisonttia eli r — ry,, niin (a) tapauksessa koordinaat-

tiaika
tir)=t.(r)F- (r + Thor 11 — 1‘) — Fo0,
~—— C Thor
:tgt
di(r)  _1 7
dr T — rher

ja (b) tapauksessa [!]

2 1
t(r) = +—[r + rpor I |1 — Thor|] + ti T - (r + Thor 11
c c

— 1') — Foo,
Thor

dt(r) :l:l r

dr CT — Thor

Koska tapahtumahorisontin sisélld t-koordinaatin merkitys on epéselvéd (se on paikanluontei-
nen), tarkastellaan seuraavassa tilannetta tapauksessa r > o, missé ¢t on koordinaattiaika.
Fysikaalisesti mielekkédssa liikkeesséd aika t tietenkin kasvaa, joten tapaukset ¢ — —oo ovat

epafysikaalisia. Edellisen harjoitustehtiavin nojalla riittda tarkastella vain karttaa q..

e Kartassa q; tapaus (a) kuvaa valoa, joka ldhestyy tapahtumahorisonttia (radiaalises-
ti): t(r) — oo ja dr(t)/dt < 0 (horisontin ulkopuolella). Koordinaattiaikaa t kéytté-
van havaitsijan mielestd valolla kestdd ddrettoméan kauan ylittda tapahtumahorisontti.
Kuitenkin valo ylittda sen q.-kartassa ja padtyy tdhden pinnalle r = R, silld kiyra

(R,00) 371+ q, (r) = (t4,7,0° ¢") € R on hyvin mdritelty.

e Kartassa q tapaus (b):ssé valo etddntyy tapahtumahorisontista (silla jos se ldhestyisi,
aika kulkisi vaédrinpéain): dr(t)/d¢ > 0 (horisontin ulkopuolella). Huomaa, etta horisontin
sisapuolella (r < rnoy) koordinaatti ¢ on arvelluttava, joten kdytetaan ¢, -koordinaattia:

dt,(r)/dr < 0elidr(ty)/dty <O0.

2) Tarkastellaan sitten yleistd tapausta kartassa q,. Méaéritelladan funktio

2 r 2c

fr) = CT — Thor T2y 20(r)’
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jolle patee f(r) >0, joss r > . Kaavan (16) nojalla, jos dt, (r)/dr < 0, niin on oltava [!]

2 dt, (r) : 1 dt,(r)
— [ +20(r)] 4 +2c>0 eli 70 dr

<1

Samoin ehdosta dt, (r)/dr > 0 seuraa, etté

L dt (r)
f(r) dr

> 1.

Taten saadaan tarkea tulos:

d£+<7’) (—OO, 0] U [f(T), OO), T > Thor,

S
a [f(T’), 0]7 7 < Thor,

joten massallisille kappaleille dr(t,)/dt; < 0 tapahtumahorisontin sisélld eli kaikki kappaleet
(ja valo) ajautuvat tdhden pinnalle mikili ne joutuvat horisontin sisdén! Tapahtumahorisontin

ulkopuolelta toki padstdaan karkuun (esim. raketti).

Kuva 8: Liike mustan aukon (R & 0) l&dheisyydesséd ilmaistuna kartassa (r,t.).

Tapauksessa R < 7o tutkimaamme taivaankappaletta sanotaan (Schwarzschildin) mus-
taksi aukoksi, silla sen tapahtumahorisontin ulkopuolella oleva havaitsija ei voi saada mitdan
signaaleja tapahtumahorisontin sisdpuolelta. Nykytietdmyksen valossa mustia aukkoja on ole-
massa. Ne eivit kuitenkaan ole ‘mustia’ siind mielessé, ettd niihin syoksyva aine séteilee kiih-
tyessdén esim. Rontgen séteilyd (elektrodynamiikan mukaisesti; ks. luku 38). Toisaalta mustia
aukkoja voidaan havaita niiden taivuttessa valoa (gravitaatiolinssit) tai sitten havaitsemalla
taivaankappaleita, jotka nayttévat kiertdvan jonkun nakymaéattoméan kohteen ympéari. Musta-

aukon pitad olla riittavan pieni (R) suhteessa sen massaan M. Esimerkiksi auringon massaisel-
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le tahdelle 7o &~ 3 km ja maan massaiselle 7., &~ 9 mm. Eli jos maan saisi puristettua herneen
kokoiseksi, siita tulisi musta-aukko.

Kuten aiemmin todettiin, kappaleen pudotessa mustaan aukkoon ulkopuolisen havaitsijan
koordinaattiaika t lahenee ddretonta eli havaitsija ei ehdi koskaan nédkemééan sitd. Miltd putoava
kappale sitten ndyttaa?

Olkoon havaitsija avaruusajan pisteessd m € M tapahtumahorisointin ulkopuolella eli

r(m) > rper. Téten metriikka pisteessd m on muotoa
gln == [+ 2®(r(m))] dt|m @ dt|m + -+ - = A7 | @ dT [ + - - -,

missé (c7,...) ovat pisteen m Riemannin normaalikoordinaatit. Vilittomésti ndhddan, etté

/c2+2<I> T — Thor

Oletataan, ettd havaitsija 1 (vastaavasti havaitsija 2) on kiinteilla etiisyydelld ry (vast. ro >

havaitsijan ‘kellon kdyntinopeus’ on

r1) tédhden keskipisteestd (kumpikin tapahtumahorisontin ja tdhden ulkopuolella). Havaitsija
1 lahettad kaksi signaalia (samaa reittid pitkin) havaitsijalle 2. Havaitsijan 1 kello ndyttaa

aikaeroa AT signaaleille. Talloin aikaero koordinaattiajassa t on
At =
ja havaitsijan 2 mittaama aikaero

To — Th T9 — T 1 1 — e /72
ATQ = = At = o ATl = —or/ ATl > ATl
Voo Voo 1 — Thor 1 — Thor/T1

eli havaitsijan 2 oma kello kdy nopeammin kuin havaitsijan 1 kello! Jos havaitsija 1 ldhettda

valoa, jonka taajuus on f; = 1/A7y, havaitsijalle 2, niin havaitsijan 2 mittaaman valon taajuus
on fo = 1/Amy < fi. Eli valon taajuus pienenee tai aallonpituus kasvaa eli valo punasiirtyy, kun
siirrytaan M:std poispain. Tata ilmictd sanotaan gravitaatiopunasiirtymdksi, ja se on pystytty
mittaamaan mm. maan pinnalla tehdyilld kokeilla. On mielenkiintoista, etta pilvenpiirtajan hui-
pulla kello kily nopeammin kuin maan pinnalla! Ekvivalenssiperiaatteen nojalla myds kiihtyvan
raketin etupiissi oleva kello kily nopeammin kuin perépiissi oleva kello!™

Jos nyt havaitsija 1 putoaa mustaan aukkoon ja paikallaan pysyva havaitsija 2 mittaa 1:n
ldhettdméaan vakiotaajuista valoa, niin mité ldhempéna 1 on tapahtumahorisonttia sitd ‘punai-

sempaa’ valo on 2:n mielestd. Havaitsija ikddnkuin ‘punastuu’ pudotessaan aukkoon.

"I My®s valo punasiirtyy, kun se lihetetéin peristd etuosaan, ja sinisiirtyy, jos se lihetetdin nokasta perapai-

han.
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Huomautus 10. Jos m-massainen kappale liikkuu Schwarzschildin metriikassa g, niin voidaan

maédritelld massametriikka mg ja kappaleen Lagrangen yhtalo

kartassa q = (t,7, 6, ¢). Erityisesti saadaan geodeesiyhtélo tapauksessa Q = (Q¢, @y, Qp, Qy) =
0. Kirjoittamalla Lagrangen yhtilo auki saadaan (merkitsemélld ®'(r) = d®(r)/dr ja A radan
parametriksi) [!]

T =2 {= [ +200)] 4 [1+20()/c) i 4+ 0% |62 +sin?0¢2 |

m Q= — [+ 28(r)| t — 29/ (r)r,

T @) [+ 20(n)] i 4 @ ()i |02 4 sin0 g2

m'Q, = [1+20(r)/c?

m~ Qg = 120 + 2ri0 — r?sin 0 cos 0 2,
_ d . .

m'Q, = a[rz smzégo].

Néista yhtaloista pystytddn kaivamaan esiin Newtonin gravitaatio ja sen suhteellisuusteoreet-
tinen korjaustermi. Tama tehdéén kuitenkin myohemmin. Huomaa, ettd tapauksessa Q = 0 ja
M =0 (eli ® =0 ja M = M*) yhtiilot redusoituvat janan yhtiloksi R?:ssa pallokoordinaateissa

esitettyné (janan parametrina A = t):
O=7r—r [92+Sin29¢2] ,
0 = r?6 + 2ri0 — r*sin 6 cos 0 K2,

d . .
0= &[rzst@go].

Esim. jos jana on zy-tasossa eli §(t) = 7/2, niin

0=7#—r¢?
d .
0:&[7"2@].

Harjoitustehtava 26. Osoita, ettd ylli olevat yhtdlit ovat samat kuin esimerkissd 28, ja ettd

esimerkissd annetut ratkaisut toteuttavat yhtdlot.
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12 FYS: Hamiltonin periaate ja geodeesit

Téssé luvussa johdetaan Lagrangen yhtalo

Hamiltonin periaatteesta, joka on ns. variaatioperiaate (huomaa, etté ylla Q= 6) Tarkastellaan
aluksi yleisia variaatioperiaatteita.

Luonto pyrkii monessa asiassa optimaalisuuteen ja tehokkuuteen. Esimerkiksi valo kulkee
pisteesta A pisteeseen B reittid, johon silla kuluu mahdollisimman lyhyt aika (tdmé on erés
variaatioperiaate). Jos néin oletetaan, niin on 16ydettéavé reitti, milla valon kulkema aika mi-
nimoituu — my6hemmin osoitetaan (esimerkki 32), etta kyseinen reitti tyhjiossé (affiinissa ava-
ruudessa) on jana pisteestd A pisteeseen B. Variaatiolaskenta kisittelee téllaisia optimointiteh-
tavia.

Miten sitten valon kulkema reitti 1oydetaan? Ajatellaan, etté jokaiseen valon reittiin (kiyra)
liitetddn siithen kuluva aika (reaaliluku). Téllaista kuvausta sanotaan funktionaaliksi. Tamén
jalkeen oletetaan, ettd optimireitti on olemassa (vaikka sen muotoa ei vield téssi vaiheessa
tunneta) ja varioidaan eli muutetaan kyseistd reittid hieman. Téstd on seurattava, ettd uu-
den reitin aika on suurempi kuin optimireitin. T&llad menetetelmalld paadytaén differentiaa-
liyhtéloryhméén, jonka ratkaisuna saadaan optimireitti. Lagrangen mekaniikassa varioitavana
funktionaalina on vaikutusintegraali.

Tarkastellaan fysikaalista systeemié, jonka konfiguraatioavaruus on n-ulotteinen monisto M.
Oletetaan, ettd systeemin liikkeen generoi Lagrangen funktio L : TM — R eli liike saadaan
Lagrangen yhtalon

doL oL &

dAoq Oq
ratkaisuna, missd q : U — R" on kartta (U C M). Nyt oletetaan, ettd L:n ei tarvitse olla
muotoa L = T — V.™ Lisiiksi liikkeiden parametrina on A. Johdetaan seuraavaksi Lagrangen
yhtélo variaatioperiaatteesta.

Olkoon F (sileitten) kiyrien «v : [Ag, A1] — M joukko, missé A\g < A\;. Mééaritelldén funktio-
naali, ns. vaikutusintegraali tai vaikutusfunktionaali

I:F—-R, awlIal:= //\1 L(&(N))dA.

"2Voidaan olettaa, ettd, M:1l5 ei ole metriikkaa, ja ettd L on vain joku siled funktio. Jos L = T — V, niin

sanotaan, ettd Lagrangen systeemi (M, L) on luonnollinen.
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Valitaan kaksi moniston M pistettd my ja my (# mg) ja rajoitetaan I joukkoon
Fo—{OéGF‘ )\0—m0, (Al):ml}

eli pidetaén kayrien padtepisteet kiinteiné. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd on olemas-
sa M:n kartta q : U — R” siten, ettd my € U ja m; € U, ja ilmaistaan kaikki funktiot kartassa
qeli esim. L = L(q, q). Oletetaan lisiiksi, ettd on olemassa kiyrd™ a € Fy, joka joko minimoi
tai maksimoi I'm eli o on I'n ekstremaali (ddriarvokdyrd).”™ Merkitédan g(A) :== (qo a)(A) ja
varioidaan ekstremaalia q seuraavasti:

Kiinnitetéiin seuraavan laskun ajaksi funktio h : [Ag, A] — R, jolle h()\) = 0 = h()\y).
Maaritelladn kdyraperhe {a6 ‘ e € (=4, 5)} kaavalla q o e := q + ch, missd § > 0 on riittévéin
pieni.” Huomaa, ettd a.(\g) = mg, (A1) = my ja ap = a. Merkitédédn I(e) := I]a.]. Valttdmé-
ton ehto sille, ettd o on I'n ekstremaali on se, ettd 0 on funktion R D (—4§,0) > e — I(e) € R

minimi- tai maksimipiste. Tunnetusti talléin

d
—7I =0
dE (E) e=0 ’
eli kdyttamalla ketjusdantoa ja osittaisintegrointia
d M AL (e(N M AL 4 oL .
21| :/ % d)\:/ > o KN+ 52 BN | dX
€= U € =0 Yo o1 L9 Tamy.am) T lan.an)
:Z/ [%’ dAg_ Q’()\)dAJrZ/ R'(\) = 0.
im1 720 [ 97 l@m).am) 4"l (qn).a00) i— (@().a(n)

J

(*)
Ehdoista h'(A\) = 0 = h'()\;) seuraa, ett# sijoitusosa (*) on nolla. Koska funktio h on muuten
mielivaltainen, niin ekstremaalin q = q o a on oltava Lagrangen yhtéloitten

d 0L oL

— 0
AAOG g0 97 |@onaon

ratkaisu.” Edelld olevat laskut voidaan tapauksessa L = T'—V tiivistid seuraavaksi Hamiltonin

(‘pienimman’ vaikutuksen) periaatteeksi:

TLiséiksi a(\) € U kaikilla X € [Ag, A\;]. Kéytetdin myds samaa merkintéé I funktionaalin I rajoittumalle

joukkoon Fy.
"Siis joko I[a] < I[a/] kaikilla o’ € Fy tai I[a] > I[/] kaikilla o € Fo.

"5Eli jokaisella € € (—6, ) pétee q()\) + eh()) € q(U) kaikilla A € [Ag, A1].

"6 Jos jatkuvalle funktiolle f : [a,b] — R on ; f(@)h(t)dt = 0 kaikilla jatkuvilla funktioilla h : [a,b] — R,

joille h(a) = 0 = h(b), niin f = 0. []
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Mekaanisen systeemin liike potentiaalikentdssd V' on vaikutusintegraalin I =

YT — V)dt ekstremaali.
0

Hamiltonin periaatetta sanotaan pienimmén vaikutuksen periaatteeksi, silld usein Lagrangen

yhtéloitten ratkaisu minimoi vaikutusintegraalin. Néin ei kuitenkaan aina ole.

Esimerkki 32. Tarkastellaan valon sidettd R3:ssa. Oletetaan, ettd valon vauhti pisteessi x =
(z,9,2) on v(x) = n(x)"tc € (0,c], missd n(x) > 1 on viliaineen taitekerroin pisteessi x.
Jos piste x on tyhjiosséd, niin tietenkin n(x) = 1. Geometrisessa optiikassa téarked Fermat'n
(pienimmdn ajan) periaate sanoo, ettd kahden pisteen vililld valo valitsee sellaisen kulkureitin
(mahdollisten joukosta), ettd pisteestd toiseen kuljettuun matkaan kéytetty aika saa minimiar-
von.” Yleisyytti loukkamatta voidaan valita pisteiksi origo 0 ja x; € R3. Valon liike on kuvaus

x : [0,t] — R? piitepiste-ehdoilla x(0) = 0 ja x(t) = x3. Valon reittiin x kiiyttaméa aika on

t t 1 1 /st
t:/o dt:/o mv(g(t))dt:E/o n(x(t(s)))ds, (18)

missé s(¢) on valon kulkema matka hetkelld ¢ € [0, t] ja s — t(s) matkan kidédnteiskuvaus. Kun
tunnetaan taitekertoimen arvot eri pisteissé, voidaan etsiéd reitti x, joka minimoi kulkuajan.
Erityisesti tyhjiossa n = 1, joten valo kulkee tyhjiossa lyhintd mahdollista reittid. Tarkastellaan
ensiksi tété erikoistapausta eli masratasan kahden pisteen vélinen lyhin reitti R3:ssa.

Olkoon y : [0,1] — R? pisteité 0 ja x; vhdistéavi kiyri, jolle siis y(0) = 0 ja y(1) = x1.

Kéyrén y pituus on™

1
fiy) = [ g0
0
Pituusfunktionaalin y + ([y] ekstremaalin on totetettava Lagrangen yhtdlét Lagrangen funk-

tiolle L(y) = || = /(§1)% + (52)? + (4°)? eli yhtalot

aolyl oyl
d\ Oy oy’

Koska dly|/0y’ = 0 ja 0|y|/0y" = §'/|y|, niin ekstremaalikiiyrélle y funktiot A — §*(A)/|y (V)]

ovat vakioita C* € R eli

PN =ClyN = [N = V()2 +(C)2 4 (C9)?2 [y(V)].

1

.

7TTai maksimiarvon laajennetun Fermat’n periaatteen mukaan.
"8Mikéli kilyrin parametrisointi on ‘riittévin siisti’ eli kiyrd ei esim. kulje uudestaan itsedéin pitkin (ajattele

esim. pisteitd (1,0) ja (—1,0) yhdistévid kiyréad [0,1] 3 A — (cos 37\, sin37)) € R?).
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Olkoon f'(A) := |y(A)| > 0, joten y(A) = f(A\)C, missé C = (C',C?, C?) on yksikkévektori.

Integroimalla saadaan

y() = / ydi=FNC,  FO) = / £/

Alkuehdoista nihdéén, etti C = x;/|x;| ja f(0) = 0, f(1) = |x|. Eli kiiyré on pisteiti 0 ja x;
yhdistdva jana ja téten valo kulkee tyhjitssd suoraviivaisesti (ja tasaisesti, koska taitekerroin

on vakio). Fermat'n periaatteesta voidaan johtaa my6s muita sédeoptiikan perustuloksia: [!]

ILMA
m’{’ f,\,lAs(&
T ILMA

Kuva 9: Vasemmalla valo ldhtee pisteestd A ja saapuu pisteeseen B heijastuen peilistd. Fer-
mat’n periaatteesta seuraa, ettd tulokulma €; on yhté suuri kuin heijastuskulma 6,. Tama on
optiikan heijastuslaki. Oikealla valo kulkee lasilevyn lapi (jossa valo kulkee hitaammin kuin il-
massa). Fermat'n periaatteesta voidaan helposti johtaa Snellin laki: ny sin 6 = ng sin 62, missé

ny (vastaavasti ny) on ilman (vast. lasin) taitekerroin ja 6; seka 0y ovat kuvassa nakyvéit kulmat.

Fermat'n periaatteesta seuraa myos tuttu luonnonilmio: Ajettaessa autolla hellekelilld kuu-
ma asfaltti ndyttaa vireilevin. Tésséd on kyseesséd optinen illuusio. Nimittdin ilman taitekerroin
on eri kuumalle ja kylmaélle ilmalle, joten valo ei etene suoraviivaisesti vaan taipuu. Havaitsi-
ja tulkitsee kuitenkin valon etenevan suoraviivaisesti, joten ‘vireily’ on taivaan kuva, joka on

havaitsijan mielesta siirtynyt asfaltin pintaan.

Hieman analoginen ilmi6 suhteellisuusteoriassa on myos valon taipuminen massiivisen kohteen
ldheisyydessé (metriikka ei ole n). Tamé voidaan havaita auringonpimennyksen™ aikaan, jolloin

auringon ‘takaa’ nakyy kohteita.

"™Valon taipuminen tietenkin tapahtuu my6s muulloinkin, mutta auringon kirkkaus esti# havitsemasta sen

lahelld olevia kohteita.
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Kuva 10: Valon taipuminen klassisessa séddeoptiikassa ja suhteellisuusteoriassa.

Kuten tunnettua (riittévén siististi parametrisoidun) kéyrén x : [Ag, A;] — R™ pituus on

/)\:1 ;[dx—} dA = /Al\/glx(m X(\)) dA,

1

missid g = Y, do’ ® dz’ on euklidinen metriikka ja x(\) = >_7" | #(A\)9/02|x(n) kiyrin ‘no-
peus’. Edellista esimerkkis mukaillen ndhdé&éan heti, ettd kahden R™:n pisteen vélinen lyhin reit-
ti on jana. Valittomésti ndhddan myos kdyrdan pituuden yleistys Riemannin monistolle (M, g):

Kéyrén o : [\, \1] = R" pituuden mééritellddn olevan

(o] = /Al V9l (@0, a(0) dr > 0.
Huomaa, ettd ¢[a] ei riipu kdyrdn parametrisoinnista A kunhan se vaan on riittévéin siisti!
Esimerkki 33. Palataan vield sddeoptiikkaan. M&aritelladn ‘optinen metriikka’
g = n(x,y,2)* (dr @ dor + dy @ dy + dz @ dz).

Nyt valonsiteen x : [Ag, A;] — R? ‘optinen pituus’ on

/)\1 \/gopt|x(/\) ,x(N)) dA = /Al n(z()\))\/Z(A)Q ()2 + 2(0)2dA

o -

eli valon reittiin x kiyttdmé aika (kertaa c) kaavan (18) nojalla. Fermat'n (laajennetun) pe-
riaatteen mukaan siis valo kulkee reittid, jonka optinen pituus on mahdollisimman pieni tai

suuri.

Esimerkki 34. Tarkastellaan R-siiteisen pallon pinnalla $% := {x € R*|||x|| = R} kulkevan

R3*mn kiyrin x(A) = (z(t),y(t), z(t)) pituutta. Siirrytdéin pallonkoordinaatteihin (r,6, o) ja
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ilmaistaan kéyré niiden avulla:
2(\) = Rsing(Ncosg(),  y(\) = Rsinf(Nsinp(N),  2(A) = Reos(N).
Titen [!]
B2+ )7 + 200 = B[O +sin BV = ¢ lan (6(A), a(N),

missa

¢°R = R? [df @ df + sin 0 dp @ dy]

on (luonnollinen euklidiselta avaruudelta R? peritty) pallon pinnan metriikka ja o on kiyra x
ajateltuna kiyréni monistolla S% sekil &(A) = 0(\)9/00]a(n) + 2(N)/¢larn) € T(SH)ar)

Y14 laskettu tulos voidaan heti yleistdd yleiselle parametrisoidulle pinnalle r(u,v) =
(f(u,v), g(u,v),h(u,v)) € R® (palauta mieleen esimerkki 19). Pinnan (luonnollinen euklidi-

selta avaruudelta R? peritty) metriikka on

df df +dg ®dg + dh ® dh = afd +a—fd afd —i——fdv
ou ov ou ov

dg dg dg dg oh oh oh oh
[8ud + 8vd } @ {md + (%d 8udu+ 0| @ Gudu+ %dv

+ (f2+ g0+ h2)dv® do.

Miltd niyttii esimerkiksi donitsin pinnan T? metriikka ja T%:114 kulkevan kiyrin pituus? Enti

muotoa r(z,y) = (z,y, h(z,y)) olevan pinnan metriikka? [!]

12.1 Geodeesiyhtilo

Olkoon taas (M,g) Riemannin monisto ja q sen joku kartta seki T'(m,v) = 1g|m(v,v) eli
T(q,q9) = 39:;j(q)¢'¢’. Téten (riittévin siististi parametrisoidun) kdyrin a : [Ag, \;] — R”

-/ Vol (@0 600) dr = [ V2T (@) dx

Pidetddn a samana seuraavien laskujen ajan ja siirrytdan ‘kdyran o pituusparametriin’ ¢, joka

= /: /2T (&(N)) dX

pituus

maaritellaan kaavalla
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Jos T(&(\)) > 0 kaikilla A € [Ag, \] (kuten oletetaan, silli T'(&(\)) = 0 = &()\) = 0),
niin A — /() kidntyy ja voidaan parametrisoida kiyrd parametrilla ¢. Lisdksi saadaan ¢|a] =

Jotde = () ja

2/:1T(d()\)) dA:/AAI \/2T(d(A))\/2T(d(A))dA:/OM,/2T(d(£)) ar

joten ei ole yllattavia, etta vapaa kappale (jolle L = T') kulkee geodeesia pitkin, jolle siis ¢ saa

eksteemiarvon. Itseasiassa Lagrangen yhtalot Lagrangen funktioille T ja +/2T ovat [!]

dor oT
= e ] @ 7 —
0 nag og 9l T k¢ =  §+T¢¢" =0, (19)
dov2T ovaT 1 [d oT aTl or d 1

dx og 0¢ Vol |ldhoq@  og) T ag drvaT

eli alempi yhtalo redusoituu muotoon

dor or or d 1 dInV2T
R Y G S Rl el (20)
dA9dg¢t  0q¢ ¢’ d\ 2T d\

Valitaan sitten c:n parametri A = o siten, ettd T'(¢(0)) = T, # 0 kaikilla o € [0(\g), o(A1)]
(téllainen parametri®® selvistikin on o = ¢). Tdlloin yhtdldt (19) ja (20) ovat samat. Seuraavasta

lemmasta seuraa, ettd jos (19) pétee, niin d7'/d\ = 0, eli jos « toteuttaa yhtélon (19), niin se

toteuttaa myos yhtélon (20). Vapaa hiukkanen liikkkuu siis aina geodeesia pitkin.

Lemma 2. Olkoon L funktio TM — R. Jos kaikilla i =1,2,...,n,

doL oL
d\ o O

niin dH /d\ = 0, missd

FErityisesti, jos L=T =V, niin H =T +V (missi V on kuvaus M — R).

Todistus. Ensimmaéainen véite seuraa lyhyelld laskulla:

qu aL ;d oL dL aL .,d oL oL 0L z”: d oL IL
Do U ag an T Tag ag Ao Og

on 0 oletuksen nojalla. Jos L =T —V = %gjkq'jqk —V, niin ¢°0L/0¢" = ¢'0T /04" = ¢'9;;¢° = 2T
ja taten saadaan H =27 — (T -V )=T+V. O

80Myos universaaliaika ¢ klassisessa mekaniikassa kiy parametriksi o, sillé vapaan hiukkasen kineettinen ener-

gia T on tunnetusti (likke)vakio (tdm& ndhdadn myos heti lemmasta, kun A =t ja L =1T).
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Olkoon sitten o = () kiyrdn «(\) uusi parametri.®! Nyt (Ilyhyesti merkittyni)

Cq podgdet d [dodg) L dodg dode”
d\2 FAx dN dX |d\do FAN do d) do
_ ®odg dodod dg o, A7 dgt [do)?
~ d\2do | d)dhdo do ' Fdo do | d)
N——
=d/dx
_ |, A ddt | [do]? | dodd’
= |de? " Ao do | | dX d)2do’

josta nahdaan valittomasti kaksi seikkaa:

e Jos a(\) toteuttaa yhtdlon (20) eli

g, dgdgt dg'dinvaT
d\2 FAx dx  dh d)

niin valitsemalla o = ¢ saadaan (19)

d?q  dg¢’ dg*
Cq' A
de? de de

Téama ndhdaan helposti, silld d¢/dX = V2T ja

d*dg’  dde dxdg  dv2T 1 d¢'  dg'dInv2
dX2de — drdx dedy  dh 2T dh dh o d)A

e Oletetaan sitten, etté sekii al(\) ettéd (uudelleenparametrisoitu) a (o) := a(A(0)) totetut-

tavat kumpikin geodeesiyhtélon (19) eli

d?¢’ dg’ dg” ‘ d?¢ dg’ dg*
= _|_ Z'k:;; — 0 Ja = l'k:;; —
d)\2 TPAN dA do? " do do

0,
joten®? on oltava d?c/dA\? = 0 eli 0(A) = aX+beli N(o) =a"'o —a~'b, missi a, b € R
ja a # 0. Nyt siis parametrit o ja A ovat toisistaan 1-ulotteisen affiinin bijektion R — R

padssa. Téaten geodeesiyhtalon (19) toteuttavan kidyrdn a parametria sanotaan geodeesin

affitniksi parametriksi.

Harjoitustehtava 27. a) Laske pallon pinnan metriikan 5= Christoffelin symbolit ja geodee-
siyhtdlo. Osoita, ettd kahden pallon pinnan pisteen vdlinen lyhin reitti (pallon pinnalla) kulkee
jonkun isoympyrdin kaarta pitkin. Isoympyrd on suurin mahdollinen ympyrda joka voidaan piir-

tad pallon pinnalle.

810n oltava do(A)/dX # 0 kaikilla A:oilla, jotta kuvaus kiéntyisi ja voitaisiin mééritelli a (o) := a(A(0)).
82Jos dg'/do # 0 eli geodeesi ei ole vakio.
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Vinkki: yleisyytta loukkaamatta (miksi?) koordinaatit voidaan valita siten, ettd tarkasteltavat
pisteet ovat vaikka xy-tasossa.

b) Pallon pinnan geometria®® poikkeaa tasogeometriasta. Kun valitaan kolme pistetti pallon
pinnalta ja yhdistetidn ne geodeeseilld, saadaan ns. pallokolmio. Osoita piirtelemdlld kuvia (ei
tarvitse laskea), ettd pallokolmion kulmien summa on aina suurempi kuin 180°. Jos kolmio on
hyvin pient, kulmien summa lihenee 180 astetta (kuten tasogeometriassa). Osoita myds, ettd

kaksi (jossain pisteessdi) yhdensuuntaista (riittavan pitkdid) geodeesia vdistamdttd leikkaavat.

Tarkastellaan lopuksi vield suhteellisuusteoriaa. Nyt avaruusaika on Lorentzin monisto
(M, g), missd metriikka g ei ole positiividefiniitti. Eli kiyrén pituutta ¢[a] ei kannata yleisesti
médritelld, koska ga () (&(A), @&(X)) voi olla negatiivinen, joten siitéd ‘ei voi’ ottaa nelidjuurta.
Toisaalta kiayrén pituudella ei nyt ole juurikaan fysikaalista merkitysta, silld neljas ulottuvuus

on aika.®* Sen sijaan ajanluonteisen kiyrin « : [A\g, \;] — M ominaisaika

7] = %/: V= Gla (G0, 6() dA = %/: /=20 (a(0) dA

on jarkevé késite ja voidaan kysya mika kdyréa ekstremoi kahden M:n pisteen mg ja my vilisen

‘ominaisajan’. Tilanne on (ldhes) sama kuin aiemmissakin tarkasteluissa paitsi:

e Pisteet mg ja my pitéaa olla ajanluonteisesti erotetut eli ne pitéaa pystya yhdistdméan jollain

ajanluonteisella kiyréalla (muutoinhan koko hommassa ei ole mitaéan jérked).

e Nyt /:n tilalla on 7 ja (niiden mééritelmissd) L = v/2T on korvattu Lagrangen funktiolla
L = +/—2T (ei aiheuttane padnvaivaa).

e Vaikutusintegraalin I maéarittelyaluetta Fy pitdd pienentdé siten, ettéd se sisaltdd vain
ajanluonteisia kdyrié, koska muutoin —27 voi olla negatiivinen (tdmé ei vaikuta laskuihin

mitenkddn).

e Ajanluonteiselle kiyralle |/ —2T (d(T)) = ¢, joten nyt 7 on ‘geodeesin’ affiini parametri.

Muut affiinit parametrit ovat muotoa ar + b, a # 0.

e Yleistetty liike-energia T'(¢(r)) = —c?/2 ei nyt kuvaa (relativistista) energiaa (joka

on olennaisesti neli-impulssin nollas komponentti Riemannin normaalikoordinaatistossa).

83Tamé geometria on erittéin tirked mm. pallotihtitieteessd, joka tutkii taivaankappaleitten asemia ja nien-
néistd litkettd taivaalla (eli taivaanpallolla). Pallogeometria voidaan yleistdd myos useampiulotteisille ‘palloille’

SE = {x e R" ™! | x| = R}, joilla voidaan kuvata vaikka suljettua ja rajoitettua avaruusaikaa.
84Ehkiipd paikanluonteisen kiyrin pituus on jérkevi kisite mikili kiiyrin aikakoordinaatti z°(\) pysyy vakiona

jonkun havaitsijan kartassa. T&lloin kidyran pituus redusoituu 3-ulotteisen avaruuden kiyran pituudeksi.
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Vaikka metriikka g kerrottaisiin hiukkasen massalla m, niin massametriikassa mg saatai-

siin T (&(7)) = —4mc? (eli olennaisesti lepoenergia).

Silméilemélla aiemmat tulokset ldpi ndhdéan heti, ettd vapaa massallinen hiukkanen kulkee
‘geodeesia’ pitkin eli ajanluonteista kiyraé pitkin, joka ekstremoi ominaisajan. [!] Nyt itsea-
siassa kéyrd on sellainen, etté ominaisaika (vaikutusintegraali) saa silla maksimiarvonsa. Valolle

ei ole ominaisaikaa mité varioida, koska T(d()\)) = 0, joten parasta kdyttdd vain yhtaloa (19).
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13 FYS: Side-ehdot Lagrangen mekaniikassa

Aikaisemmin oletettiin, etti hiukkaset voivat liikkua E3:ssa mielivaltaisesti kunhan vaan kaksi
hiukkasta eivit ole samalla hetkelld samassa avaruuden pisteessd. Kuitenkin saattaa olla, etta
hiukkaset on rajoitettu liikkkumaan esimerkiksi pinnalla (esim. maapallon pinta) eli ‘todellisen’
konfiguraatioavaruuden dimensio on pienempi kuin 3k, misséd k on hiukkasten lukumaéra.

Esimerkiksi tasoheilurin konfiguraatioavaruus on 1-ulotteinen, silla liikkeen kuvaamiseen
tarvitaan vain heilurin varren ja pystysuoran suunnan valinen kulma. Nyt siis tasossa liikkuvan
hiukkasen liikettd rajoittaa side-ehto (heilurin varren pituus on vakio). Toinen esimerkki 1-
ulotteisesta liikkeestd on hiukkasen liike kdyralla (esimerkiksi helmi, jonka lépi on porattu reika,
ja joka liikkuu rautalangasta vadnnettya kiyrad pitkin).

Kaksiulotteisen liikkeen muodostaa esimerkiksi planeetta auringon keskeisvoimakentéassa tai
hiukkanen, joka liikkuu pinnalla (biljardipallo poydélla). Vapaan hiukkasen liike avaruudessa on
3-ulotteista, mutta 3-ulotteista liikettd on myds séilion sisélle lilkkumaan rajoitetun hiukkasen
liike. Neliulotteisen konfiguraatioavaruuden muodostaa esimerkiksi kaksi (pistemaista) biljardi-

palloa poydallé ja niin edelleen. Néisséa yllamainituissa tapauksissa side-ehdot ovat luonteeltaan

erityyppisia.

13.1 Hiukkasjoukon sidottu liike
Tarkastellaan k:n hiukkasen liikettd 3k-ulotteisessa konfiguraatioavaruudessa
X = {X = (ry,r9,...,T)) € (RS)k ‘ r; #r;Vi# j}.

Ajatellaan, ettd hiukkaset on sidottu liikkumaan vaikka pallon S? pinnalle. Téten systeemin

konfiguraatioavaruus on joukko
{(I‘l,rg, ...,I'k;) € Xy ’ r; € S2VZ} C Xg.

Toisaalta voidaan sanoa, ettd hiukkaset liikkuvat avaruudessa Xy, side-ehtojen |r;| = 1 alaisena.

Kun merkitdéan r; = (z;,y;, 2;) voidaan side-ehdot kirjoittaa muodossa

fix) =af+yi+24-1 =0,

Fix) =a3+y+4-1 =0,

ffx) =ai+yi+22-1 =0.
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Toisena esimerkkiné voidaan ajatella ‘jaykk&d’ hiukkasjoukkoa (hiukkasten etaisyydet toi-

siinsa néhden vakioita), jossa side-ehtoina ovat
fx) = v — 15| =d? =0

missd 4 < j ja d” > 0 on hiukkasten 4 ja j vilinen etiisyys. Mekaniikasta on tuttua, etts tillai-
sen hiukkasjoukon liike redusoituu huomattavasti eli sen kuvaamiseen tarvitaan vain massakes-
kipisteen asema (esim. kolme karteesista koordinaattia) ja hiukkasjoukon asento avaruudessa

(esim. kolme Eulerin kulmaa).

Esimerkki 35. Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi yhden hiukkasen (k = 1) tapausta,
jossa X; = R3. Ajatellaan, ettd hiukkanen (massa m) liikkkuu kiyrilld (side-ehdot)

Z-]’L(ZE)ZO, y=0,

z-akselin suuntaisessa gravitaatiokentéissé. Kineettinen energia on T'(z, 7, 2) = m(?+y*+2%)/2
ja potentiaalienergia V' (x,y, z) = mgz. Mutta side-ehtojen vallitessa myds derivaattakoordi-
naatteja sitoo side-ehdot y = 0 ja 2 = Rh/(z)% tai differentiaalimuotojen avulla ilmaistuna

dy = 0 ja dz = dh(z) = h'(x)dz, missd h'(x) := dh(z)/dz. Lagrangen funktio on nyt
1
L(z,z) = éma'c2 [1+ 1'(2)*] — mgh(z).

Ainoastaan x on riippumaton koordinaatti ja saadaan vain yksi Lagrangen yhtalo:

d9L _ oL
At 0% | uiy e 9% (aio).a0)
— m {1 W (g(t)ﬂ () + mh (z(8)) B (z(t)£(t)? + mgh' (z(1)).

Aina ei voida ratkaista yhtd koordinaattia muiden avulla, joten tédytyy kehitelld yleisempia

menetelmia.

13.2 Lagrangen kertoimet ja pakkovoimat

Olkoon M n-ulotteinen konfiguraatioavaruus, L : M — R Lagrangen funktio ja f*: M — R,
i=1,2,...,1, funktioita.®® Oletetaan, ettd Lagrangen systeemii (M, L) sitoo holonomiset side-

ehdot f'(m) = 0 kaikillam € M jai=1,...,1 < n. Kun kerdtaan funktiot f* yhteen, voidaan

85 Jotka ovat toisistaan riippumattomia eli jokaisessa pisteessi m € M (ko)vektorit df¢|, € TM,i=1,...,1,

ovat lineaarisesti riippumattomia.
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side-ehdot kirjoittaa yhtend yhtilond f(m) := (f*(m), f2(m),..., fi(m)) = 0 tai kiyttamalld

g q% g = 0,

2@ ¢ ..q") = 0,

fl(q17q27"‘7qn> = 0'
Nyt systeemin liike o noudattaa aina yhtaloa f o o = 0 tai kartassa q ilmaistuna

f(q(N) = 0.

Vastaavasti kuin luvun 12 alussa mééritellain®® vaikutusintegraali I ja paddytidén yhtdaloon [!]

d ~ (M| 0L
0= 316 =2/, [a—qj

J=1

d L
T d 8qJ

] B (A)dA (21)
(a(r),a(r)

a(A).a(\)
ekstemaaliradalle q(\) = (q o a)()), kun oletetaan, ettd varioitavien ratojen pédtepisteet ovat
kiinteitd eli h’(A\) = 0 = A’(A;). Mutta nyt variaation h komponentit h’ eiviit ole riippu-
mattomia — nimittdin kaikkien mahdollisten ratojen on toteutettava side-ehdot! Erityisesti
f(q(A\) + eh(N)) = 0 kaikilla A € [Ag, \1] ja kaikilla € € (—0,8) (missé d > 0 on riittévin
pieni). Téastd saadaan (triviaalisti), ettd kaikilla i = 1,2, ..., [,

n

= ai(aV)'() =0, (22)

Jj=1

oL F (@) + ()

e=0

missia®” ay = 0f'/0¢’. Huomaa, etté yhtilo (22) voidaan myds kirjoittaa modernissa® muodossa

. 9
4f'lay (Z@J(A)—j m) =0, A€ (Mo, \1)
j «

Ehdosta (22) seuraa (triviaalisti), ettd kaikilla (jatkuvilla) funktioilla A; : [Ag, \] = R

! n

/MZZA (\) R (\)dX = 0.

i=1 j=1

86Nyt pitdd olettaa, ettd I:n méiirittelyalue sisiltdd vain niitd Fy:n kiyrid o, jotka totettavat side-ehdon
foa=0.

87Seuraavissa laskuissa voidaan olettaa yleisemmin, ett# funktiot az» eivit ole minkddn funktioitten f° osit-
taisderivaattoja: Téllaiset epdholonomiset side-ehdot voitaisiin esittdd yleisemmin kiyttdmalla (toisistaan riip-

pumattomina) differentiaalimuotoja w’ = 3~ a%dg’, jotka eivit siis ole muotoa w' = df* = 9; f'd¢’.
88Muinaisessa kirjallisuudessa merkitiin useimmiten §¢/ = h/ ja kaava (22) esitetéifin varsin epdmiiriisessi

muodossa 0f* = f*(q +dq) — f'(a) = (9f'/0¢’)é¢’ = 0.
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Kun lisdtaén edellinen yhtélo kaavaan (21) saadaan

z/”

Yhtilst (22) (joita on [ kpl) sitovat funktiot A’ (n kpl) toisiinsa matriisiarvoisen funktion

l

+ Y AiNag (@) | B (A)dr =0

a(A),a(N) =1

d OL

dA 8q3

0 | (qn).a00)

(a%) avulla. Voidaan ajatella funktioita b, b2, ..., B" (n — 1 kpl) toisistaan riippumattomina

ja ilmaista loput funktiot A" " .., ™ (I kpl) funktioiden h',..., h""" lineaarikombinaationa
kaavaa (22) kiyttden. Vastaavasti kuin kappaleessa 12 todetaan, ettd on oltava

l

+ > A(Naj(a(V)
(a(N),a(n) i=1

OL
8q3

d oL

d\ ogi

Il
o

a(A)
kaikilla j = 1,2,...,n — [. Koska funktiot A; (I kpl) ovat mielivaltaisia, niin ne voidaan valita

siten, etta myos

oL d oL .
¢ a() T l@n.am) -1
kaikilla j =n — [+ 1,...,n. Taten
d oL oL -
A\ o T g = Qi)
T lan.an) 27 l@n).an)

missi funktiot Q;(\) := 2221 Ai(N)al (g(A)) muodostavat pakkovoiman tai sidevoiman tai tu-

kivorman
n l n
=3 QiNAF oy = > A(N) ) dl (a(N)de o) ZA )dflag,
j=1 i=1 j=1
sillé Q(\) pakottaa tai sitoo systeemin liikkkumaan side-ehdon mésrallé tavalla. Funktiot A,

ovat ns. Lagrangen kertojia. Pakkovoima ei tee tyoté radalla «, silla tyo
LIRS dfi(a(N)
/szf Ai(A)—(dA )ar=o.
o i=1 7 Ao ———
=0

Téaten, jos L =T — V, niin mekaaninen energia 7'+ V séilyy myos sidotussa liikkeessé.

Esimerkki 36. Tarkastellaan esimerkin 35 tapausta Lagrangen kertoimia kdyttden. Konfigu-
raatioavaruus on 3-ulotteinen, joten n = 3 (¢* = z, ¢*> = y, ¢ = 2) ja side-ehtoja on kaksi

(l=2):

fix.y,2) = z—h(z)=0,

fxy,2) = y=0,
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joten al(x,y,z) = —h(x), ai(z,y,2z) = 1 ja a3(x,y,z) = 1. Muut matriisialkiot ovat nollia.

Lagrangen kertoimia on kaksi. Toisaalta ndhdédén suoralla laskulla, etta
Q = Midf' + Aodf? = Ay (dz — I/ (2)dz) + Asdy = —A B (2)dz + Aody + Aydz

Téten ratkaistavana on yhtaloryhma

%g—i — g—i = mi = —Ah/(x),
d oL 0L .

atoy oy " T

d oL 0L .

595" 3 =mZ+mg =N\

side-ehdolla y = 0 ja z = h(z). Koska y = 0, niin liike tapahtuu zz-tasossa ja § = 0 = A,.
Ensimmaisestd side-ehdosta z — h(z) = 0 saadaan derivoimalla kahdesti
i =h'(2)2* + W (2),
joka voidaan sijoittaa viimeiseen yhtaloon:
m Ay =2+ g=n"(z)i* + W' (2)7 + g.

Toisaalta ensimméisestd yhtilostd seuraa m~tA; = —i/h/(x). Yhdistdmélld ndméa yhtalot seu-

raa sama yhtalo

[1 + 1 (g(t))z] E(t) 4+ B (z(t) R (z(t))£(t)* + gh' (z(t)) = 0.
kuin esimerkissd 35. [!] Lisdksi (kun liike tunnetaan) voidaan laskea Newtonin mekaniikan

mukainen tukivoima

F(t) = (= AR (2(0), Aa(8), Aa() = mi(t) (1,0, ' (2() ), (23)
joka pitdaa hiukkasen kayralla.
Harjoitustehtéava 28. Oletetaan, ettd ylla olevan yhtdlon (23) tukivoima hdavidd joka hetkelld
eli F(t) = 0. Mitd voit nyt sanoa liikkeestd ja kiyrin z = h(z) muodosta? (Tsekkaa myds tapaus
9=0.)
Harjoitustehtava 29. Hiukkanen (massa m) liskkuu pyorahdysparaboloidin
{(z,y,2) e R*|2” + y* = 2}

pinnalla (eli ‘kupissa’) z-akselin suuntaisessa (vakio)gravitaatiokentissd. Kirjoita Lagrangen
yhtdilot kayttimdlld Lagrangen kertojia. Osoita, etti nyt hiukkanen voi liikkua ympyrid x®+y* =
R? pitkin vaakatasossa (litke on helppo todeta myds kokeellisesti).

Vainkki: sylinterikoordinaatisto.
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14 GEOM: Differentiaalimuodot

Monistolla M voidaan maéritella erityisia tensorikenttié, ns. differentiaalimuotoja, joiden avul-
la voidaan kuvata monia tarkeitd fysikaalisia ja geometrisia objekteja (esim. sdhkomagneetti-
nen kentta tai kappaleen tilavuus). Asteen [ differentiaalimuoto tai l-muoto w on tyypin (0, 1)

tensorikenttd, joka on taysin antisymmetrinen eli kaikilla vektorikentilla vy, vs, ... vy,
WUL, oy Vay ey Uy ey U) = —wW(V1, 0oy Vpy v ey Uy e e, U))

olipa a ja b € {1,2,...,l} mitd indeksejéi tahansa. Koska w on multilineaarinen néhdéén heti,

ettd ylla oleva ehto voidaan kirjoittaa (ekvivalentisti mielivaltaisessa) kartassa q muodossa [!]
Wit evosfayeesdoesdt — w(aju 305 Oy 78jz) = TWitsedbesdaesdit
Jos nyt j, = j» = J, niin

Wi

it seeesdseemsgioondt. = WGy — 2Wj ey = 0

eli n ulotteisella monistolla kaikki [-muodot ovat nollia, kun [ > n.
Esimerkki 37. Tarkastellaan seuraavassa alimpien asteiden differentiaalimuotoja:

e (O-muoto on funktio f: M — R.
e l-muoto on w =", widg.

e 2-muoto on

w o= Y wipdd @dg? = ) wi, pdet ©de? + ) wj ppde’t © dg”

J1=1ja2=1 J1<7g2 J2<i1

= Z wjthdqjl ® dqj2 - Z wj27j1dqj1 ® dqj2
J1<j2 J2<j1

— Wi Ad]‘1®d]‘2_ Wit ,d]é@d]i

31,5244 q A q

j1<da 1<db

= D Wi (A" ©dg”® —d? @ dg") = ) w;pdet Adg”
J1<j2 -~ J1<j2

=:d¢/1 Adgi2 =—d¢i2 Adgi1
1 n n
_ J1 J2
= §§ E Wi, 5»dg’ A dg”.
j1=1ja=1
e 3-muoto on

n n n
W o= D DY) wWinadd" ©deP@de® = Y wypgdd Adg® Adg”

Jj1=1j2=1j3=1 J1<j2<Js

B é Z Z Z wj17j27j3dqj1 A dqj2 A dqu»

J1=1j2=17j3=1
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missé dg’' A dg” A dg? = d¢”* ® d¢”” ® d¢”* — d¢”* ® d¢”* ® d¢”* + d¢”* ® d¢’* ® d¢’* —

Edellisen esimerkin nojalla ndhdaén, ettd yleinen [-muoto voidaan kirjoittaa kolmella eri

tavalla:
n
wo= Y Wipeadd @d? @ @dd = Y wj e Adg? A Adg”
gz i=t J1<g2<--<Ji
1 n
I Z Wi g, dg’ A dg?? A -+ Adg”,
" g1, gasegi=1

missé ns. kiilatulo dg’t A dg’2 A --- A d¢’t on médritelty vastaavalla tavalla summana d¢’* ®
d¢? ®@ - @dg" —d¢? @ dg’' ® --- ®d¢”* + ... jne. Summassa on nyt [! kappaletta termejs.

Olkoon w = wj, jp. 5 dg" A---Adg ja o' = gt o, o dg* A---Adg® differentiaalimuo-
toja. Maaritellaan niiden kiilatulo asteen [ + [’ differentiaalimuotona

n

1

n
wAw = mn DD Wiid it s, A A A NG A A g

J1se-gi=15s1,...5p=1

On helppo osoittaa, etté [!]

e kiilatulon maaritelma ei riipu kartan valinnasta,
e wAW = (=)W Aw,
o (WAW)AW =wA (W AW").

Maaritellaan vield l-muodon w ulkoinen derivaatta (differentiaali) (I + 1)-muotona

n

3 Ojrsinsenit o A dgit A -+ A deh.

R . 1
dw = l_‘ Z dwjl7j2r"7jl /\ dqjl /\ U /\ dqjl T aq.j

- !
Jihi=1 Jodtseqi=1
Helposti nédhdéén, etta [!]
e madritelma ei riipu kartan valinnasta,
e dwAw)=dwAw + (—1)wAd
Harjoitustehtivi 30. Osoita, etti d(dw) = 0 eli lyhyesti d*> = 0.

Seuraava Poincarén (kddnteis)lemma osoittaa, ettd myos kddnteinen tulos pétee:

Lemma 3. Olkoon U C M kutistuva® avoin joukko. Jos U:n l-muodolle pitee dw = 0 on

olemassa U:n (I — 1)-muoto W' siten, ettd dw' = w.

89Eli U voidaan jatkuvalla kuvauksella f : [0,1] x U — U kutistaa pisteeksi: f(0,m) = mq (vakio) ja
f(1,m) = m kaikilla m € U.
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Tarkastellaan lopuksi differentiaalimuotoja R3:ssa (joka on affiinina avaruutena selvistikin

kutistuva). Tehdddn samaistukset

dx — 1, dy — j, dz — k,
dr ANdy — i xj=Kk, dyAdz — jx k=i, dzAdx— k xi=],

de ANdyAndz— (ix]) k=1

Nyt 0-muodon f : R?* — R ulkoinen derivaatta on

df:ﬁdx+ﬁdy+a—£dzr—>a—£i+%j+af

—k=V/.
ox dy 0 0 dy 0z Vi

Tarkastellaan sitten 1-muodon F' = Fydx+ Fody+ Fydz — F := (F, F, F3) ulkoista derivaattaa

dF = (%—%) dy/\dz—i—(%—%) dz Adx + (@—%)dx/\dy

dy 0z 0z Ox Ox dy
OF; OF)\ . (0F OF\., (0F ORY\,
(a—y—a)”(a‘%)”<a—x—a—y>k—”F'

Vastaavasti 2-muodolle B = Bydy A dz + Badz A dz + Bsdx A dy — B := (By, Bs, B3),

4B — <831 L 0Bs N 0Bs

dz Ady Ad - B.
o 3y az) rNdy ANdz — V

Korkeammat muodot ovatkin sitten nollia eli R*:ssa on ‘vain’ kolme vektorioperaattoria: gra-
dientti, roottori ja divergenssi. Harjoitustehtivin nojalla d?> = 0 eli saadaan heti vektoriopin
kaavat:

Vx(Vf)=0, V-(VxF)=0.

Poincaren lemmasta saadaan mekaniikasta tuttu tulos: Jos V x F = 0, niin on olemassa
funktio f = —V siten, ettd Vf = —VV = F. Toisaalta saadaan myos, ettd jos V - B = 0, niin
on olemassa A siten, ettd B = V x A. Tata kaavaa kiytetdan siahko- ja magnetismiopissa:

magneettivuon tiheydella B on vektoripotentiaali A.

ESSEETEHTAVA:

Miten avaruutta, aikaa ja kappaleitten liikettd kuvataan eri fysiikan teorioissa? Mit-
ké olettamukset johtavat kyseisiin malleihin? Tarkastele myos mallien kokeellista

todennettavuutta.
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15 FYS: Legendren muunnos ja Hamiltonin mekaniikkaa

Olkoon M n-ulotteinen monisto ja L : TM — R Lagrangen funktio (esim. muotoa L = T —V).
Olkoon q M:n kartta. Palautetaan mieleen, ettd tangenttikimppu 7'M koostuu pareista (m,v),

missi m € M ja v € TMy, ja sen karttana on (q,q)(m,v) = (¢*(m),...,¢"(m),v',...0v") eli

¢'(v) = v'. Vastaavasti kotangenttikimpun karttana on (¢*,...,¢" ¢1,...,¢,). Yleensi Hamil-
tonin mekaniikassa merkitdén p; := ¢; eli tarkemmin p;(w) = ¢;(w) = w; kaikille w € TM.
Téten (q,p) on TM*mn kanoninen kartta (missé p := (p1,...,pn)). Huom! Joskus merkitédin
"M =TM*.

Koska L on mééritelty T'M:114, sen ulkoinen derivaatta on (lokaalisti)

" oL . I .
dL = a—dgﬁ+ a_.dqZ
i=1 ' Oql

eli 1I-muoto T'M:114 ja téten kuvaus dL : TM — T*(TM). Maéritelldan sitten kddntyva kuvaus
(diffeomorfismi) A : T*(TM) — T(T*M), joka kuvaa T*(TM):n (mielivaltaisen) alkion

<<m7 U)? Z Vidqi‘(m,v) + widq.i|(mvv)>

T(T*M):n alkioksi
(mw)  Op;

; 0 >
m,w); Y v'—— ,
<( ) Z 8q’ (mw)
missd v = >, 0'0/9¢'|m jaw = Y, w;dq'|m. On helppo osoittaa, [!] ettd A:n maéritelmé ei riipu
kartan q valinnasta. Nyt AodL : TM — T(T*M) on lokaalisti muotoa

"0 oL 0
Ao dLlen = ;v ¢ l(mw) * O (m,v) Op; l(mw)’
missa,
; oL i
w = Zwidq |m = Z o (mw)dq ’m'

Lopuksi mééritellaéan projektio B : T(T*M) — T* M, joka kuvaa (jokaisen) tangenttiavaruuden
T(T* M) (m kaikki alkiot samaksi pisteeksi (m, w), ja Legendren kuvaus L := BoAodL : TM —
TM*, jolle siis

A oL .
L(m,v) = (mw) = <m,z 9 U)dql|m)
eli
oL
pilw) =i = 9 (m.)
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tai karttojen (q,q) ja (q,p) avulla ilmaistuna L voidaan esittdd muodossa

.\ 0L(q,q)
pi(a,q) oi

Nyt sanotaan, ettéd p; on on koordinaatin ¢* kanonisesti konjugoitu momentti tai p on yleistetty
impussi (litkemddrd).”® Jos L on sddnnéllinen® (kuten jatkossa aina oletetaan ilman eri mai-
nintaa), niin kanonisesti konjugoidut momentit mééaraavit kimppujen T'M ja T'M* karttojen

vélisen ‘koordinaattimuunnoksen’ (tai isomorfismin)

(0,4) = (a,p(q,q))  tai kidntéden  (q,p) — (q,4(q,p))

ja kimput voidaan samaistaa. Usein sanotaan, ettd TM* on systeemin faasiavaruus (ja TM on
systeemin nopeusfaasiavaruus).

Lagrangen yhtalot voidaan kirjoittaa lyhyesti muodossa

oo
P=10aq ~ aq
Jos OL/dq" = 0, niin p; = 0 eli p;(\) on (liike)vakio likkkeen (q(A), p(\)) suhteen, joka saadaan

Lagrangen yhtiloitten ratkaisuna. Talloin sanotaan, ettd ¢ on syklinen koordinaatti.

15.1 Hamiltonin yhtalot

Lemman 2 nojalla mééritellddn kartasta q riippumaton [!] funktio H : TM — R kaavalla
. - . aL q, q .
H(a.q) = qu% — L(q,4).

j=1

Téma on fiksua, silld H on liikevakio L:n generoimissa liikkeissé (jotka siis toteuttavat Lagran-

gen yhtélot). Lisdaksi mikdli L =T — V, niin H = T+ V on kokonais(mekaaninen)energia.
[Imaistaan sitten H koordinaateissa (q,p) eli méaaritellidn L:n Legendren muunnos tai

(L:aén liittyva) Hamiltonin funktio H := H o L' TM* = R, jolle péatee

H(q,p)=p-d(q,p) — L(a.4q(a,p)) = Z ' (a, p)p; — L(a,a(a, p)).

PEsim. km hiukkasen tapauksessa, jossa L(x,x) = T(x) — V(x) = >, m;|t;|*/2 — V(x), saadaan p =
(pP1,P2, -, Pk), missé p; = m;T; on hiukkasen ¢ kineettistd impulssia (liikemé&érad) vastaavat koordinaatit.

91Eli kaikissa pisteissé ja kartoissa det (82L(q, q)/aqiaqf)i p # 0 (kddnteiskuvauslause). Esim. L =T —V on
aina sddnnollinen, jos T = % 9ij G'¢’. Lisiksi p; = 9ij ¢’ kuten aiemmin eli siis Legendren muunnos on musikaalisen

isomorfismin (indeksien lasku) ‘yleistys.’
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Koska
9H(q, p) - oL 9¢’(q, p)
“on. q(q,p)+z Pi = 5 BT
pi j=1_ T (a.a(ap)) pi
=0
0H(q,p) i (p, oL ) dg;(a,p) OL
i o J “j i i ’
% =\ Ylaaar) % 94" (qatap)

=0
niin jos litke \ (g()\), B()\)) toteuttaa Lagrangen yhtalot, niin se toteuttaa myos Hamiltonin
(liike)yhtdlot

dg'(\)  oH
dA OPi | (q(r),00)
dp,(N)  oH
dA 94" | (q(.p(0)
tai lyhyesti merkittyna
. oH
q - 8p7
. 0H

Esimerkki 38. Tarkastellaan tasoheiluria eli M = T ja L =T — V, missa T = %92 jaV =
— cos # (kaikki vakiot on laitettu ykkosiksi). Nyt p = dL/98 = 6 ja

1
H:T+V:§p2—cose,
joten Hamiltonin yhtalot ovat

. O0H . OH
I=p T TP E

Harjoitustehtava 31. Olkoon M 1-ulotteinen monisto ja q sen kartta. Olkoon

= —sin#f.

CL) L(Qa Q> = %qq2 - €q7
b) L(g,q) = qd’ + ¢*.
Madria kummassakin tapauksessa kanonisesti konjugoitu momentti p ja H(q,p) suoraan H:n

madritelmdsta. Kirjoita Hamiltonin yhtalét. (Milloin L:t ovat saannollisia?)

Harjoitustehtiava 32. Vapaa m-massainen kappale litkkuu Schwarzschildin metriikassa g (ker-

taa huomautus 10). Nyt siis Lagrangen funktio

L=T=% {=[@+200)] &+ [L+20(7)/¢] 72402 |62+ sin?0 2] |

kartassa q = (¢°,q",¢* ¢*) = (t,r,0,p). Middrdd kanonisesti konjugoidut momentit p;. (Voit

kayttad niille merkintdja p = (po, p1, P2, v3) = (Pt, PryPos D)) Laske H(q, p).
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Seuraavassa harjoituksessa osoitetaan (Legendren muunnoksen kdénteismuunnoksella), etta
jos liike toteuttaa Hamiltonin yhtalot, se toteuttaa myos Lagrangen yhtéalot. Eli Lagrangen ja
Hamiltonin mekaniikat ovat riittdvan sddnnollisissd tapauksissa ekvivalentit. Lisdksi voidaan

osoittaa, ettd Hamiltonin yhtalot saadaan johdettua myds suoraan variaatioperiaatteesta. [!]

Harjoitustehtava 33. Olkoon H : TM* — R (Hamiltonin) funktio eli (q:n generoimassa

kanonisessa) kartassa (q, p) muotoa H(q,p). Mddritelliin® ‘koordinaattimuunnos’ ¢'(q,p) :=

0H(q,p)/0p; ja funktio L : TM — R kaavalla

L(q,q) == p(q,q) - q— H(q,p(q,q)).

Osoita, ettd jos litke toteuttaa Hamiltonin yhtdlét, se toteuttaa myds Lagrangen yhtaldt. (Lasku

on ldhes sama kuin aiemmin.)

15.2 Ajasta riippuvat systeemit

Epérelativistisessa mekaniikassa kiytetddn universaaliaikaa, joka on 1-ulotteinen monisto 7
(esimerkiksi R tai T) varustettuna (usein affiinilla) aikakoordinaatilla t. Liikkeen parametriksi
A valitaan t, joten t:n nopeuskoordinaattia sitoo side-ehto { = 1. Varsinainen monisto, jossa
litke tapautuu, on n-ulotteinen monisto M, johon aika voidaan liittda maérittelemalla My =
T x M.%

Monistolla M on méaéritelty ajasta riippuva Lagrangen funktio L : 7 x TM — R eli
lokaalisti L(t,q,q). Kiinnittamalld ¢ € 7 saadaan Lagrangen funktio L, : TM — R (jonka
oletetaan olevan sdannoéllinen; L ei ole sddnnéllinen funktiona TMy — R). Eli L voidaan
ndhd4 ajalla indeksoituna perheené {L;};c7 ‘tavanomaisia’ Lagrangen funktioita L,. Télldinen
tilanne saattaa tulla vastaa esim. tarkasteltaessa avoimia (muuttuvamassaisia) systeemeitd. Nyt
massa(metriikka, joka maéaraa liike-energian T') riippuu ajasta (raketti, lumipallo).

Kirjoittamalla ¢" = ¢ (eli M7 karttana on (¢°, q)) saadaan

oL 0L

:—:—‘:07
Po= 540 = i

joten todellakaan L ei ole sddnnollinen. Mutta eipa hatda: Ajatellaan Legendren kuvausta L
kuvauksena monistolta 7 xT'M monistolle 7 x T'M*, jonka kartassa ei tarvita po—koordinaattia.

Nyt p(t,q,q) = 0L(t,q,q)/0q, joten q = q(t,q, p), ja koordinaatteja t sekd q ei muuteta.

92Mikili H on sdanndllinen eli det (92H (q, p)/@piapj)ij £0
93Hienommin homman voi tehd# niin, ettd médrittelee (kuten Galilein avaruus-ajan tapauksessa) My:n olevan

(n+1)—ulotteinen monisto varustettuna surjektiolla M7 — T eli M7 on ns. sdikeinen monisto yli kantamoniston

7. Esim. tensorikimput T} M ovat siiikeisii monistoja yli kannan M. Siikeini ovat tensoriavaruudet T} My,.
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Maééritellddn (ajasta riippuva) Hamiltonin funktio H : 7 x TM* — R ja ‘laajennettu’
Hamiltonin funktio H' : T*M7 — R kaavoilla [!]

H(t,q,p) = p-4(t,q,p) — L(t,q,4(t,q,p)),
Hl(t7 q, Po, p) ‘= Do t +Pp- q(t7 q, p) - L(tu q, q(t7 q, p)) = po + H(t7 q, p)
Nyt H' on Legendren muunnoksella saatu Hamilton, joten aikaisemmat laskut péatevit sille
(M tilalla on M7 ja kanoniseen karttaan (q,p) on lisdtty koordinaatit gy =t ja po).

Oletetaan, ettd liike ¢ — (t,g(t),go(t),g(t)) toteuttaa Lagrangen yhtalot po = 0L/0t sekéi

p = 0L/0q. Edelld ndhdyn nojalla liike toteuttaa my6s Hamiltonin yhtalot H':lle:

L_oH _OH'  oH
oo Tp " p
) ) ) )|
=" = ot " ot P=7%9q = 0q

eli saatiin samat Hamiltonin yhtalot H:lle kuin ajasta riippumattomassakin tapauksessa. Kyy-
tipoikana tuli yht&lo 0H /0t = —0JL/0t. Ainoa olennainen ero ajastariippumattomaan tapauk-
seen on se, ettd H ei ole enéd liikevakio vaan H' on: Sijoitetaan liike ¢ +— (t,g(t),go(t),g(t))
funktioihin H (¢, q, p) seki H'(t,q,po, p) ja kirjoitetaan H(t) :== H'(t,q(t), p(t)) seki H'(t) :=
H'(t,q(t),p, (1), p(t)) = p,(t) + L(t). Téten

o GH'®) _ dp,(t) L da _ od | dH(®)
d¢ dt dt at l(t,a(t),p(t)) dt
implikoiden
dH(t) 0OH
dt Ot ltam.pw)

Jos OH/0t = 0 (eli 0L/0t = 0), Hamiltonin funktio H on litkevakio kaikkien Hamiltonin
yhtélditten generoimien liikkeitten suhteen eli H(q(t), p(t)) = E(qp) € R kaikilla ¢:n arvoilla.

Luku E(qp) € R voidaan usein tulkita liikkeen (q, p) kokonaisenergiaksi.

Huomautus 11. Olkoon (t,, qa, Pa) mielivaltainen piste (kunhan se kuuluu kartan kuvaan) ja

H:n generoima liike sellainen, etté se toteuttaa alkuarvotehtavin

(ta,d(ta), P(ta)) = (fas a; Pa)-

Koska pg on riippumaton ‘apukoordinaatti,” voidaan walita sen alkuarvoksi ]_?O(ta) =
—H(ta,g(ta),g(ta)), joten H' (ta,g(ta),]_ao(ta),g(ta)) = 0. Mutta H' on liikevakio eli yleisyytti
loukkamatta voidaan aina olettaa, ettd H'(t) = 0 Hamiltonin funktion H generoimalle liikkeel-
le. Laajennettu Hamilton H’ ndhd&aan siis ‘epafysikaalisena’ apusuureena, jota tarvittiin vain

ajasta riippuvan epérelativistisen Hamiltonin mekaniikan matemaattisessa konstruktiossa.
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Harjoitustehtava 34. Osoita suoralla laskulla kdyttien H:n madritelmad

H(ta q, p) =p- q(ta q, p) - L(t7 q, Q(t, q, p))?

etta
OH(t,q,p)  OL(t,q,q)

ot ot

4q=q(t,q,p)

Osoita lisiksi (kayttien H:n mdadritelmdd), ettd

dH(t) 0H

dt ot

(t,a(t),p(t))

(missi t — (q(t), p(t)) on Hamiltonin yhtilditten ratkaisu).

Esimerkki 39. Tarkastellaan systeemié, jonka konfiguraatioavaruus on (avoin joukko) X C R™,
kineettinen energia T'(x) = |x|?/2, potentiaalienergia V (x) ja Lagrangen funktio L = T — V.
Nyt Hamiltonin funktio on tuttuun tapaan H = Hy :=T + V.

Ajasta riippuvissa (esim. pyorivissd) koordinaateissa q = q(t,x) eli x = x(¢, q)

" 91t L ox’
T oy

ja

1 < ox' ..  Ox ox’ ox’
. _t Z - -k

igk=1
eli muotoa T(q,q,t) = 27" 7. a(a, 1)¢’¢" + 32, b;(q, t)¢’ + c(q,t). Téten p; = IL/0¢" =
oT/d¢ = > & aixd® + b; ja saadaan Hamiltonin funktio

H = Hq ::Zpiqi—L:Z(Zaiqu-l—bi)qi—T—i—V:T—i—V—Zbiq'i—Qc_
% 7 k 7

Jouduttiin kiusalliseen tilanteeseen: yleisesti Hx =T + V # Hg eli Hamiltonin funktio riippuu
kartasta, missa se on ‘alunperin’ mééritelty! Tamé kuvaa ajasta riippuvan Hamiltonin meka-
niikan ongelmallisuutta. Kartasta riippumaton Hamilton on H' = pg + H, mutta se sisaltdi
ylimééraisen energian luonteisen parametrin py. Relativistisessa Hamiltonin mekaniikassa ta-

Y = ¢t kanonisesti konjugoitu momentti eli luonnollinen

td ongelmaa ei ole, silld py on ajan x
energiasuure. Huom! Jos koordinaatit q eiviit riipu ajasta, niin dz'/0t = 0, b; = 0 ja ¢ = 0 eli
Hy =T + V. Télloin siis Hamiltonin funktio on kokonaisenergia kuten on luonnollista ajasta

riippumattomassa Hamiltonin mekaniikassa.
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16 GEOM: Vektorikentan integraalikayrat

Maaritelldén aluksi vektorikentédn integraalikdyrd. Olkoon M mielivaltainen n-ulotteinen mo-
nisto ja X : M — T'M sen (siled) vektorikenttd. Kartassa q esitettyné siis

X=X 4

f— tai siis X(m)=(m, X|n), missa X|,= g X'(m)—
aql ( ) ( | ) | — ( )aqz

Usein ilmaistaan komponenttifunktiot X* kartassa q eli saadaan (siledt) kuvaukset X*(q) jo-
tenka X*(m) = X*(q(m)), kun m kuuluu g:n méérittelyalueeseen.

Olkoon av : (Ao, A1) — M (siled) kiyrad ja & : (Ao, A1) — T'M sen ‘nosto’ tangenttikimppuun
eli siis

G0 = (@A), a0 = F N5

a(X)
missi g(A) = (¢'(A)) = (qoa)(A). Nyt voidaan méiritelld yhdistetty kuvaus (ns. vektorikentti
kayrdlld® tai kiyrdd pitkin) X oo : (Ao, M) = TM eli (Xoa)(A) = X (a(N) = (a(N), X|am)

missa
Koy = X'(a) | =X (a0) 5
G | o) = g
Kéayran « sanotaan olevan vektorikentén X integraalikdyrd tai vektorikentin X generoima mi-

kali

oz()\).

a=Xou«

eli kaikillaz=1,...,n

q'(\) = X"(g(N), A€ (Ao, A1)

Voidaan osoittaa,” ettid kaikille N € R ja m € M on olemassa X:n integraalikiyrd o :
(Ao, A1) — M, XN € (X, \1), siten, ettd a(N) = m. Pisteitd (X, m) sanotaan alkuarvoiksi
tai -ehdoiksi ja niiden madardama integraalikdyra o on yksikdsitteinen, kun a:n maérittelyalue
(Mo, A1) ajatellaan maksimaalisen suureksi. Huomaa, ettd usein (Mg, A1) ei ole koko R eli kiyra

« padttyy (terminoi).

Esimerkki 40. Esimerkiksi R:n vektorikentdn X = e~%0/0x integraalikiyrit toteuttavat dif-
ferentiaaliyhtélon & = e eli ovat muotoa z(t) = In(t + ty), missé to € R on integrointivakio.

Selvéstikin kidyrdn z méérittelyalue on (—tg, 00).

94Esim. kitka on vektorikentt# kiyrilld (kappaleen/hiukkasen liike pinnalla).
9T&mi tulos, ns. Picardin-Lindeldfin (olemassaolo)lause, on Banachin kiintopistelauseen seuraus. [!]
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Esimerkki 41. Tavanomaisten differentiaaliyhtiloiden ratkaisut voidaan nahdé vektorikenttien
integraalikdyrin. Ajatellaan vaikkapa, ettd meilld on yksi ‘riippumaton’ muuttuja ¢ € R ja esim.

kaksi ‘riippuvaa’ (reaali)muuttujaa = ja y. Tarkastellaan differentiaaliyht&lo(ryhmaa)

Fy = i + sin(t + ).

U+ x = xt+yy.
Maaritelladn uudet ‘apumuuttujat’ z = &, v = & ja u = ¥, joten saadaan

2y = uz + sin(t + y),

U+ x =xt+yu

tai hieman muokkaamalla

t=1, T =,
Yy=u, V=2,
=y tuz +y tsin(t +y), u=2xz(t—1)+ yu,

eli yhtéloitten ratkaisu on (lokaalin) vektorikentén

0 0 0 0 . . 0 0
X‘aﬁ“af“ay“auﬂy uz +y sm(t—i—y)]az—i—[:c(t 1)+yu]au

integraalikidyra. Monisto on nyt 6-ulotteinen ja ratkaisuja on vaikea loytda analyyttisesti vaikka
ne ovatkin olemassa. Numeerisesti toki ratkaisut voidaan etsid, kun alkuarvot ovat annettu.
Helppo esimerkki on harmoninen oskillaattori, joka toteuttaa yhtalon & = —x. Maarittele-

mélld y = & ndhdaén, ettd vektorikentta

ja integraalikéyrit ovat (z(t),y(t)) = a(sin(t+b), cos(t+b)), missé a ja b ovat integrointivakioita

(jotka valitaan siten, ettd ne toteuttavat annetut alkuarvot).

Harjoitustehtava 35. FEsitd edellisen esimerkin tapaan differentiaaliyhtdloryhmd
— = z2zt, Z—z—z=x+1,
x

jonkun vektorikentdin X avulla.
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Esimerkki 42. Tarkastellaan monistoa (kotangenttikimppua) T'M*, jonka kartta on (q,p).

Sen mielivaltainen vektorikenttd X on lokaalisti muotoa

X:ivi 0 +E-i
i=1

aq* Op; '

Integraalikiyrat toteuttavat yhtalot

¢ =Via,p), pi=Flq,p)

Vilittomasti ndhdaan kaksi fysikaalisesti mielenkiintoista erikoistapausta:

a) M on semi-Riemannin monisto ja p; = gijq'j (missé g on esim. massametriikka). Valitaan
Vi(q,p) = ¢'(q,p) = ¢ (q)p;. Téten saadaan Newtonin yhtélon yleistys p = F = (Fy, ..., F,),
missé ‘voima’ F riippuu paikasta q ja impulssista p (ja siis nopeudesta q).

b) Olkoon H : TM* — R Hamiltonin funktio. Mé&éaritelliin V* := 0H/dp; ja F; =
—0H/9q'. Saadaan Hamiltonin liikeyhtdlot ¢ = OH/0p ja p = —0H/0q.

Ajasta riippuvassa tapauksessa monistona on 7 x T'M*, missd 7 on 1-ulotteinen ‘aikamo-

nisto,” jonka koordinaatti olkoon ¢. Nyt voidaan maééritella ‘laajennettu’ vektorikentta

~ 0 Zn .0 0
jonka integraalikdyrat toteuttavat yhtalot

Nyt a) ja b) tapaukset voidaan késitella analogisesti kuin aiemmin. Esim. ‘voima’ F(¢, q, p)
voi riippua my0s ajasta ¢ ja systeemin massa m(t) voi muuttua (eli g;;(¢,q) on m(t) kertaa

avaruuden metriikka).

16.1 Bilineaarikuvaus lineaarikuvauksena

Olkoon V' (reaalinen) vektoriavaruus, V* sen duaali (eli lineaarikuvausten V' — R muodostama
vektoriavaruus) ja B : V' xV — R bilineaarikuvaus (eli kummankin muuttujan suhteen erikseen

lineaarinen). Nyt B voidaan tulkita lineaarikuvaukseksi V' — V* kahdella eri tavalla:
1. Kaikilla v € V maaéritellaan lineaarikuvaus
Bl: V=R, ww Blw):= B(v,w)

eli B} € V*. Selvistikin V 3 v +— B! € V* on lineaarinen. Usein merkitdin lyhyesti

B(v, -) := Bl.
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2. Kaikilla v € V maaritellddn lineaarikuvaus
B2: V=R, ww BXw):= B(w,v)

eli B2 € V*. Selviistikin V' 3 v + B2 € V* on lineaarinen. Usein merkitdéin lyhyesti

B(-,v) := B2

v

Esimerkiksi kun V' = R?, niin V:n (vastaavasti V*:n) alkiot voidaan ajatella olevan joko pysty-
vektoreita tai vaakavektoreita eli

1 1

v v
v = ) eV, fz(f1 fQ)EV*, f(v):<f1 f2) ) = fiv'+ fov® € R,
v v
tai
v=(v )ev =" )ev gw=(v @) "] =pimier
f2 fa
Nyt bilineaarikuvaukset ovat matriiseja
a b
B =
c d
joista saadaan kuvaukset V' — V* seuraavasti:
1 a b i}
B, = <Ul UQ) =<Ula—|—v20 'Ulb+'U2d>€V7
c d
) a b vl avt + bv?
B, = = eV,
c d v? cvl + dv?

joille B} (w) = B} (') € R ja Bi(w) = (w' w?)B: € R. Tarkastellaan sitten seuraavassa luvussa
tarvittavaa esimerkkié.

Olkoon M monisto ja G € TR M eli kartassa q ilmaistuna G = G;;d¢" ® d¢’. Jokaisessa
pisteessi m € M tensori G|, : TMy, X TM,, — R on bilineaarinen ja voidaan tulkita kohdan
1 mukaisesti® kuvauksena TM,, — TM*: kaikille vektoreille v = v'0;|, € TM,, saadaan
kovektori

Glm(v) :=G|m(v, ) = viGij(m)dqﬂm eTM;.

Koska vektorikenttd v € T M on kokoelma vektoreita, ndhdadn ettd jokaista vektorikenttad
v = v'0; vastaa l-muoto

G(’U, ) = UiGZ‘jdqj.

96Vastaavasti voitaisiin kiiyttiii kohtaa 2, mutta valinta on tehtéivi. Téten valitsemme aina tulkinnan 1!/
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Jatkossa kdytdimme G:lle ylla olevaa tulkintaa kuvauksena TM — T M* ja merkitsemme ku-
vausta samalla symbolilla G eli G(v) := G(v, -) on I-muoto. Huom! Metrisen tensorin tapauk-
sessa kyseessa on siis tuttu indeksien alennus.

Jos G':n matriisi kiiintyy joka pisteessi, saadaan kidnteiskuvaus G~ : TM* — T M, jolle

0
oqt

G Hw) = wpGF
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17 FYS: Faasiavaruus symplektisena monistona

Faasiavaruudessa T'M* voidaan maéritelld kaksi tarkedd tensorikenttdd (ns. kanoniset tai fun-

damentaaliset muodot): Poincarén 1-muoto A € TP(TM*), jonka lokaali esitys kanonisessa

kartassa (q, p) on””

A= szdql eli sz dq ‘ (m,w) Zw’idqi’(m,w)
i=1 i=1

ja Poincarén 2-muoto tai symplektinen muoto Q2 € T (T M*),

n

Q:=dA=> dpiAdg' =) (dp;®dg' —dg' @ dp;).

i=1 i=1

Luvun 16.1 nojalla © voidaan tulkita [!] kuvauksena T (T M*) — T (TM*)*,

<Z Vlaq a ) Zqu — Vidp;,

=1

jolla on kddnteiskuvaus T (T'M*)* — T(T'M*)

n o "o P
-1 idl zdi — ! : L
(;f ¢ +g p) Zl 957 o

Vektorikentdn X = Y"1 | V'0/0¢'+ F;0/0p; integraalikdyra®™ a : (ug,u;) — TM* toteuttaa

yhtéilon & = X o « tai yhtéapitavasti yhtalon
a =01 w)oa,

missé w = Y., Fid¢g' — V'dp; on 1-muoto.” Lokaalisti yhtalot ovat muotoa

dg;iu) = Vi(g" (), q" (W), p, (w), ey p (1)),
dp.(u
%qa) - F’(gl(u)ﬂ7gn(u),]_91(U),,Bn(u)),

edellisissé yhtaloissd on kaytetty kidyrille parametria u, silld jatkossa tarkastellaan tapauksia,
missd radan parametri ei ole universaaliaika t. Tarkastellaan seuraavaksi erikoistapausta, missa

vektorikenttd syntyy funktiosta.

9TYleinen 1-muoto olisi muotoa f;(q, p)dq’ + ¢'(q, p)dp;. Nyt fi(a,p) = p; ja ¢°(q,p) = 0. 1-muotoja, joille
g'(q,p) = 0, sanotaan horisontaalisiksi. Esim. Al(mw) = widqi|(m_,w) saadaan ‘vetimilld’ (pull-back) w = w;dq|

kantamoniston pisteeltd m € M kimpun TM* sdikeen T M. pisteelle (m,w) kovektoriksi widqi|(m,w).
98Lokaalisti & on R?™:n kiiyra u — (q (u),...,q 2(u), pl( ), .. “D, (u ))
Silli Q-1 (Y7, Fidg — Vidp,) = Yo7y —(—V)9/dq" + Fid | op; =
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Olkoon f: TM* — R (siled) funktio. Mééritellddan 1-muoto (lokaalisti)

ja funktion f generoima vektorikenttd

B " 9f 0 of 0
Xf = =0 1(df): i i a0
;%ﬁq 9q" Ip;

jonka integraalikdyré toteuttaa yhtdlot q = —0f/0p, p = 0f/0q eli

dq'(u
gdi : - g]{z (gl(u)’ ~--7Qn(u),gl(u), ,]_)n(u))’
dgi(u) of

T = o€ d" @) py (), ()

nyt sanotaan, ettd (integraali)kiyrd on funktion f generoima. Erityisesti jos valitaan u = ¢

(aika) ja f = H (Hamiltonin funktio), niin saadaan Hamiltonin vektorikenttd

““0H 0 OH 0
Xy =-Q7'(dH) = -
2 Opi 0q' g’ dp;

jonka generoimat liikkeet toteuttaa Hamiltonin yhtalot (katso esimerkki 42). Téaten liike

faasiavaruudessa (aikamuunnos tai evoluutio) on Hamiltonin funktion generoima.

Yhteenveto:

1. Fysikaalisen systeemin faasiavaruus on konfiguraatioavaruuden M kotangenttikimppu

TM*.
2. Faasiavaruus sisdltdd (kanonisen) symplektisen muodon €.

3. Faasiavaruuden joka pisteen ympéristossa on (kanoninen) kartta (q, p), jonka avulla esi-

tettynd Q =" | dp; A dg".

4. Symplektisen muodon avulla voidaan jokaiseen funktioon!® f liittdd vektorikentti

—Q71(df), jonka integraalikiyriit toteuttavat yhtilot q = 0f/0p, p = —0f/0q.

5. Erityisesti liikkeen generoi Hamiltonin funktio (u =t¢, f = H).

100Faasiavaruuden funktiot TM* — R ovat fysikaalisia suureita.
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17.1 Yleistetty faasiavaruus

Edelld oleva rakenne voidaan yleistid: Olkoon S 2n-ulotteinen monisto ja Q € T,°S. Jos joka

pisteen s € S jossain ympiristossi U on kartta £ : U — R?", jossa
i=1

niin sanotaan, ettd 2 on symplektinen muoto ja & on kanoninen (Hamiltonin tai Darbouzin)
kartta.l®! Jos merkitiin € = (q,p) eli ¢' := £ ja p' := £ i =1,2,...,n, niin
n
Q=Y dp' ndqg"
i=1
Vilittomasti ndhdéaan, ettd kaikki edelld todetut kotangenttikimpun T'M* tulokset péatevit

myos S:lle ja voidaan maéaritella:

Maaritelma 12. 2n-ulotteinen (siled) monisto S varustettuna symplektisella muodolla Q0 on
symplektinen monisto ta: Hamiltonin monisto. Fysikaalisen systeemin (yleistetty) faasiavaruus

on symplektinen monisto (S, ).

Huomautus 12. Kotangenttikimppu varustettuna Poincarén 2-muodolla on symplektinen mo-

102

nisto, mutta symplektinen monisto S ei vélttdmaéatta ole'®* minkddn moniston M kotangentti-

kimppu T'M*.

Symplektinen monisto (5,€2) muistuttaa semi-Riemannin monistoa (M, g). Symplektisen
muodon avulla voidaan laskea ja nostaa indekseja (musikaaliset isomorfismit) aivan kuten met-
ritkan ¢ avulla, mutta toisaalta {2:n matriisi on antisymmetrinen (£;; = —;), kun taas ¢g:n
matriisi on symmetrinen (g;; = g;;). Fysikaalisesti tilanne on selkeé: Semi-Riemannin monisto
(M, g) kuvaa systeemin konfiguraatiota. Esimerkiksi hiukkanen liikkuu 4—ulotteisella Lorentzin
monistolla M, joka kuvaa vaikka mustaa aukkoa. Konfiguraatioavaruuden paélle rakennetaan
symplektinen monisto S = T'M*, jonka avulla kuvataan systeemin dynamiikkaa (voimat tai Ha-
miltonin yhtélot). Voitaisiin sanoa, etta semi-Riemannin monisto on systeemin kinematiikkaan
(liikkkeeseen) liittyvd monisto ja symplektinen monisto systeemin dynamiikkaan (esim. ‘voimiin’)

liittyva monisto.

101 Hienompi (yht#pitivi) médritelmé: (1)  on antisymmetrinen eli Q(v, w) = —Q(w,v) ja (2) Q: TS — TS*

on bijektio.
102Esimerkiksi pallon pinta S? voidaan varustaa symplektiselli muodolla (pinta-alamuoto © = sinfdd A dy

pallokoordinaateissa), mutta S? on kompakti (‘suljettu ja rajoitettu’). Moniston kotangenttikimppu ei koskaan

ole kompakti, silld sdikeet (=2 R™) eivit ole ‘rajoitettuja’.
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Huomautus 13. Kanonisessa kartassa (2:n (2n x 2n)-matriisi on muotoa

0 -1
1 0

.=

missé 0 ja 1 ovat nxn—nollamatriisi ja —identiteettimatriisi diag(1, 1, ..., 1) vastaavasti. Matriisin

T" kidnteismatriisil®® on

0 1
-1 0

I''t=-T=

Merkitdan I'n matriisialkioita alaindekseilld T';; ja kiid@nteismatriisin I'™! matriisialkioita yldin-

dekseilli T'. Erityisesti Yy, T%Ty; = §i ja siis

0= Z I,;de' @del = Z dgtm A de!

7,7=1
seké, )
N0 0 0
0Ot = r - — -
2o 36 Z 36 © 7 ~ 36 © 7

Olkoon (S, ) symplektinen monisto, £ = (g, p) sen kanoninen kartta ja f sekd g (siledit)

funktiot S — R. Méaéritellaan f:n ja gin Poissonin sulku (joka on siled funktio S — R)

- of ” B " (Of Og _ Of g
[f,9] = Q7'(df.dg) Z 08 oI _ZZ: <8§i ogrtn ggitn a€i>
;0f 0 i -
_ (Z:lr agla@> - (Za@dg) Q(df)g.
i,j=

Tai kiayttamalla q:ta ja p:ta

 ~~[0f 09 Of 0g
fa=2 (o~ oar)

Harjoitustehtiva 36. Olkoon S = R? (elin = 1) ja Q = dpAdq, missi (q,p) € R (ja on myds

kanoninen kartta). Tarkastellaan hiukkasen (massa = 1) litkettd q—akselilla potentiaalissa V(q)
eli H(q,p) = p*/2 + V(q). Kirjoita Hamiltonin yhtilot ja ratkaise ne niin pitkdlle kun pystyt
(vinkki: 1-uloteinen litke mekaniikassa). Olkoon f(q) ja g(q,p) := p + q funktioita R* — R.
Laske [f, H], [g, H] ja [f,g]. Oletetaan, ettid [H,p|] = 0. Millainen on potentiaali V(q) tdlloin?

S A IO
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Harjoitustehtava 37. Osoita, ettd kanonisten muuttujien (koordinaattien) q ja p ns. perus-

sulut owvat

. ] = =, d'] =47,
ld.¢] =0 [p.r]=0

kaikille i, j = 1,...,n.1% Osoita, etti kaikilla (sileilli) funktioilla f, g, h ja reaaliluvuilla a, b,

[af +bg, h] = alf, h] + blg, h]  ja
[h,af 4+ bg] = alh, f] + blh,g] (bilineaarisuus)

£, f]=0 <= [figl=—lg,f] (antisymmetrisyys)
[f lg, Rl + [h, [f, 9]l + g, [h, f]] =0 (Jacobin identiteetti)

[f,gh] = [f,9]h + glf,h] (derivaattaehto).

Matemaattisesti Poissonin sulut voidaan tulkita S:n funktioalgebran derivaattana. Eli jos
merkitddn Dy := [-, f], niin D toteuttaa tulon derivoimissédénnoén: Ds(gh) = Ds(g)h+gD¢(h).
Toisaalta, koska Poissonin sulku on bilineaarinen kuvaus seké toteuttaa Jacobin identiteetin,
niin funktiotten S — R muodostama vektoriavaruus varustettuna Poissonin sululla muodostaa
(aaretonulotteisen) Lien algebran. Kun yhdistetddn ndmé rakenteet, niin funktioiden S — R
joukko on ns. Poissonin algebra. Symplektinen monisto voidaan viela yleistda Poissonin monis-
toksi, joka on monisto, jonka funktioitten joukko on varustettu tulolla, joka tekee siitd Poissonin
algebran.

Tamén rakenteen merkitys tulee esiin ldhinné siirryttéesséd faasiavaruuskvanttimekaniik-
kaan. Hieman vihid téstd saadaan huomaamalla, ettd funktioitten S — R joukko voidaan
varustaa kahdella eri tulolla: fg = gf (symmetrinen) ja [f,g] = —[g, f] (antisymmetrinen).
Kvanttimekaniikassa esiintyy myos vastaavan tyyppiset tulot: operaattorialgebran (esim. mat-
riisien A ja B) antikommutaattori [A, B, := AB + BA (symmetrinen) ja kommutaattori
[A, B]_ :== AB — BA (antisymmetrinen). Jos tunnetaan klassinen rakenne, niin kvanttimekaa-
nista rakennetta voidaan yrittda etsid ‘korvaamalla’ klassiset tulot kvanttikommutaattoreilla
(tosin tdmé& on hieman ‘vanhanaikainen’ tapa). Seuraavassa kappaleessa tutkitaan tarkemmin

Poissonin sulkujen fysikaalista merkitysté.

104Jos V' C S on avoin alimonisto, niin Poissonin sulku voidaan vastaavasti méaéritelld mille tahansa (sileille)

funktioille V' — R. Nyt V on symplektinen monisto, kun se varustetaan {2:n rajoittumalla V:lle.
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Harjoitustehtava 38. Mielivaltaisen moniston M wvektorikentille X ja Y woidaan mddritelld
kommutaattori [ X,Y]_ = XY — Y X (joka tekee vektorikenttien muodostamasta vektoriava-
ruudesta Lien algebran).

a) Osoita, ettd [X,Y]_ on myds vektorikenttd. (Vinkki: ilmaise X ja'Y kartassa q eli esim.
Y =Y79/0¢’ ja osoita, etti toisen kertaluvun osittaisderivaattaoperaattorit kumoutuvat. )

Tarkastellaan sitten symplektista monistoa (S,$) ja mddritellian funktioille f : S — R
vektorikentit Xy := Q71 (df) = = X;.

b) Osoita, etti Xiyq = [Xg, Xg]— (eli lineaarikuvaus f +— Xy on ns. Lien algebrahomomor-

fismi eli sdilyttad Lien algebran rakenteen).
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18 FYS: Tilat, suureet ja liikevakiot

Olkoon (5, €2) fysikaalisen systeemin faasiavaruus (eli symplektinen monisto). Relativistisessa
mekaniikassa S sisiltidd ajanluonteisen koordinaatin (esim. z° tai ¢°), mutta ajasta riippuvassa
klassisessa mekaniikassa aika pitdd lisdtd monistoon S. Esim. talloin voidaan méaritella tila-
avaruus S =T x S, missd T on ‘aika-akseli’ (ja merkitdén ¢ € 7). Relativistisessa tapauksessa
tila-avaruus on vain & = S, joten tarkastellaan jatkossa ajasta riippuvaa klassista mekaniik-
kaa. Itseasiassa relativistinen tapaus ndhdddn heti tdmén erikoistapauksena eli unohdetaan
vain funktioiden t-riippuvuus, ajatellaan aikaa q:n nollantena komponenttina ¢° ja kisitellisin
kiyrien (lilkkeen) parametria ¢ mielivaltaisena parametrina — esim. ominaisaikana tai koordi-
naattiaikana ¢°. Alla olevissa kaavoissa voi merkité tilloin esim. ¢t = \ tai t = 7.

Tila-avaruuden pisteitd sanotaan (puhtaiksi) tiloiksi'® ja (sileitd) funktioita f : S — R
(dynaamisiksi) muuttujiksi tai (klassisiksi/relativistisiksi) suureiksi. Merkitiin suurejoukkoa!®
symbolilla F(S). Suureen f arvo tilassa (t,s) € S = T x S (eli faasiavaruuden pisteessd s
hetkelld t) on f(t,s).197 Triviaalisti suureen arvon tunteminen jokaisessa tilassa méiriai suureen
tdysin. Jos suure on vektoriarvoinen (paikka, nopeus, voima, kiertoimpulssi, jne.), niin sen
komponentit jonkun kannan suhteen ovat reaaliarvoisia funktioita eli suureita ylla olevassa
mielessa.

Olkoon H € F(S) Hamiltonin funktio, (q,p) kanoninen kartta ja (q,p) liikke Hamiltonin
systeemissd (S, H) eli (q, p) toteuttaa Hamiltonin (kanoniset) (litke)yhtdldt

4() = 5 (t.a(0).p(0). (O =50 (ta(0).p(0).

Jos mielivaltainen ‘alkutila’ (¢,,qa, p.) on annettu, l6ytyy aina liike joka toteuttaa kyseisen
alkuehdon. Relativistisessa mekaniikassa tilanne on helpompi, silld nyt ‘alkutila’ (qa, p.) sisaltaa
jo ‘alkuajan’ ¢°. Liikkeen (yleisen) parametrin A (‘=" ¢) alkuarvolla ei ole merkitysti.

Kaikille f € F(S) voidaan maéritelld dynaamisen muuttujan f arvo (H:n generoimalla)
radalla (g, p) hetkelld t:

£0) = £ (¢ a(#). p(1).

105Ep#puhtaat’ tilat olisivat todenniikdisyysjakaumia (mittoja) tila-avaruudessa S. Puhtaat tilat ovat yksit-

tdisiin pisteisiin keskittyneitd todennékoisyysjakaumia, ns. Diracin mittoja tai Diracin §:0ja.
106Giis F(S) on vektoriavaruus ((af +bg)(s) = af(s)+bg(s)), funktioalgebra (algebratulo (fg)(s) := f(s)g(s)),

Lien algebra (Lien tulona Poissonin sulku) ja vielapa Poissonin algebra.
107Kvanttimekaniikassa tilanne on monimutkaisempi: tilat ovat ns. ‘tiheysoperaattoreita’ (jiljen 1 positiivisia

operaattoreita) ja suureet normitettuja positiivioperaattorimittoja kvanttisysteemin Hilbertin avaruudessa.
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Ketjusdantod ja Hamiltonin yhtéloitd kiayttden saadaan

Yo - [ of W ) | of
=19 eampey X P awpey 9 Ot | .q(6)0(9)
Z[ OH af of
90 a0 O | am®) O lear o) 90 leampwy| O leam o)

- (1r.m+ ‘2{ ) (t.al0). () = (X (t,g@),g(w),

missé,

0 OH 0 OH 0 0
XH/_XH—Fa—;(apiaqi—aqiapz.)-l-a

on tila-avaruuteen laajennettu Hamiltonin vektorikenttd, joka saadaan (tarvittaessa) funktiosta

H' = p° + H ja laajennetuista Poissonin suluista (¢° = t)

N~ (0f0g _0f0g\ _0fdg 0fdy <~ (0f 0y 0f 0
[f.9] = Z(aqiapi 8piaqi)_at ap" 8p08t+;(8qi6p@' 8pi8qi)
of |

ot

+[f.H], jos feF(S)jag=H =p"+H,

jotka taasen maarda laajennettu symplektinen muoto

=> dpiAdg =dp’ Adt+) dp' Adgt = dp® AdE+Q
i=0 i=1

(esim.) avaruudessa TT* x S, joka ‘sisdltad’ siis ¢”:n kanonisesti konjugoidun momentin p'.
Huom! Jos § = S (esim. relativistinen tapaus), Xp:ta ei tarvitse laajentaa mihinkéén ja voidaan
olettaa alla olevissa laskuissa, ettd H' = H, Xy = Xy ja funktiot f : & — R eivit sisélla
‘parametria’ ¢ eli korvaa f(t,q, p) funktiolla f(q,p) = f(¢° q¢',...,p°% p',...) (joten voit olettaa
alla, ettd 0f /0t = 0).

Merkitéén lyhyesti'® f = [f, H] + 0f /t. Erityisesti saadaan H = dH /dt ja Hamiltonin
vhtélot ¢ = [¢*, H| = 0H/0p' ja p' = [p', H] = —0H/q'.

Olkoon § tila-avaruus, ¢ = (q, p) kanoninen kartta ja X : & — T'S vektorikentti. Jos S on

muotoa 7 X S, niin oletetaan, ettéa

2n B O
X|(ts) = ZXi(t,S) - + =
) K3
p O s Ol
108Voitaisiin médritelld erdéinlainen H:n generoima ‘totaaliderivaatta’ d/dt := [, H|+0/0t = Dy +0/0t, missi
Dy = [-,H] = Xg on aiemmin mééritelty algebraderivaatta. Nyt f = df/dt, df(t)/dt = (df/dt)(t,q(t), p(t))

ja d/dt on myds algebraderivaatta F(S) — F(S). Laajennetussa avaruudessa d/dt = [-, H'] = Dy = Xp.
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eli X° = 1. Seuraava lause, ns. Poissonin sulkuteoreema, karakterisoi Hamiltonin vektorikentit

(tai siis funktioiden f: S — R generoimat vektorikentdt Xy):'%

Lause 4. Olkoon S kutistuva. Vektorikenttc X = Xpg jollekin H € F(S), jos ja vain jos
kaikille f, g € F(S)
X[f. gl =[X[. g+ [f, Xqg]

Todistus. Olkoon X = Xy. Téten

Xi.gl = 5ol H)+ 209 7 1o, 1) 4 fo, 17+ 007, 0) 4 17,0

= [If,H], 9]+ [0:f, 9] + [f 19, H]] + [f, Og] = [ X f, g] + [f, X4,

missd on kiytetty Jacobin identiteettid, Poissonin sulun bilineaarisuutta ja antisymmetrisyytta.

Kéénteinen todistus perustuu Poincarén lemmaan (Lemma 3):

Oletetaan, ettd X|[f,g] = [X [, g] + [f, Xg] ja méaritelldan 1-muoto Q(X) = T';; X*d¢’, jolle

dQ(X) = 1r X —defF A del = 1

0X? 1. 0X!
i (95’“ dgk A dfj + - sz

J k
e 5 46 nde =0,

= —dekndg
Silli 0 = XT = X[¢1, 1] = [X€L €]+ (€1, X&) = [X7, ] +[€, XI] = THOX"/0gh+ T 0 foeh
ja titen ';0X°/0¢k = I0X"/0&7. [!] Poincarén lemman nojalla on siis olemassa funktio

H: 8 — R siten, ettd Q(X) = —dH eli X = —Q Y(dH) 4+ 9/0t = Xy + 9/0t = Xg. O

Huomautus 14. Lauseen ‘vain jos'—puoli pétee vaikkei S olisi kutistuva, mutta ‘jos’-suunta
toimii vain lokaalisti. Nimittdin jos S ei ole kutistuva (esim. § = T x R*" tai § = R x
T" x R™), niin jokaisella pisteelld (¢,s) € S on kutistuva (avoin) ympéristo'® Uy s C S. Nyt
lauseessa voidaan korvata S avoimella kutistuvalla alimonistolla U = Uy ), joten 10ytyy lokaali
Hamiltonin funktio Hy : U — R, jolle X = Xy, + 0/0t joukossa U. Eli nyt Hamiltonin
funktioita voi olla monta vastaten eri joukkoja U! Rajoittumalla tarvittaessa S:n kutistuvaan

avoimeen joukkoon voidaan jatkossa aina olettaa ilman eri mainintaa, ettd S on kutistuva.

109Poissonin sulkuteoreema, tarkoittaa olennaisesti sité, ettd vektorikenttd X on yhteensopiva Poissonin sulku-
jen kanssa (eli X|[f,g] = [Xf, 9]+ [f, Xg] eli X on toteuttaa tulon derivointisdédnnon algebratulon [f, g] suhteen
ja on téten ko. Lien algebran derivaatta), joss se kuuluu Lien algebrahomomorfismin X : f — X; = —X;

kuvajoukkoon (ks. harjoitus 37 b). Liséksi [f, g] = Q(Xy, X ). Kaikki vektorikentét eivit ole muotoa X!
HO0ta joku kartta (jonka méirittelyalue sisiltiid ko. pisteen) ja méérittele kartan kuva-avaruudessa pieni avoin

pallo (siséltden pisteen kuvan), joka selviistikin on kutistuva. Kuvaa pallo takaisin S:lle kartan kidnteiskuvauk-

sella. Téssa on kutistuva U ).
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Usein Poissonin sulkuteoreema ilmaistaan hiukan epatdsmallisesti sanomalla, ettd (vekto-
rikentdn X generoimat) liikkeet generoi joku Hamiltonin funktio H, jos ja vain jos kaikille

dynaamisille muuttujille f ja g

1f.0l= 1.0+ 1£.]

Harjoitustehtava 39. Olkoon M monisto, q sen kartta ja (q,p) faasiavaruuden TM* kano-

ninen kartta. Mielivaltainen vektorikenttd X monistolla M on lokaalisti muotoa

0
oqt’

X =X'(q)

Mdidritellddn X :n kanoninen nosto faasiavaruuteen T M* vektorikenttind

¢ i) 2, 9X(a) 0

Osoita, ettd X on Hamiltonin vektorikentti eli X = Xp. Etsi H. Vinkki: suora lasku toimii

parhaiten.

Esimerkki 43. Olkoon faasiavaruus S = R?, S:n piste (ja kanoninen kartta) (¢,p) ja Q =
dp A dq. Tarkastellaan differentiaaliyhtéléryhméaa

q = qp,

P = —qp,

eli nyt X = ¢qpd/dq — qpd/0p + 0/0t. Liike ei synny Hamitonin funktiosta H(q,p,t), silla
Poissonin sulut X[g, p] = X1 =0 ja [Xq,p] + [¢, Xp] = [gp.p] + [¢, —qp] = p — ¢ # 0 (tdmén
nikee suoraakin). Jos madritelladn uusi kartta Q(q,p) = In(gp) ja P(q,p) = p — q (jonka
maédrittelualue on U := {(¢,p) | gp > 0}), niin saadaan [!]

. 0H
Q = a_P7
. OH
P = —%7

missd H(Q, P,t) := P%/2 + 2¢?. Mutta nyt kartta (Q, P) ei ole kanoninen,!!! silli
Q:=dPAdQ = (¢ ' +p )dpAdg # Q.

Tamén esimerkin nojalla ollaan paadytty kahteen peruskysymykseen:

11 \Muoto Q on kylld symplektinen muoto (S:n avoimessa alimonistossa U), mutta koska Q # (), niin se maaria
monistoon U toisen (symplektisen) rakenteen ja Poissonin sulut kuin ; avaruudet (U, Q) ja (U,) ovat siis

erilaisia (symplektisii) avaruuksia. Myohemmin tarkastellaan kanonisia karttoja lisia...
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1. Onko annettu differentiaaliyhtalé(ryhmé) jonkun Hamiltonin funktion Hamiltonin yhtéa-
16t7 Eli toisin sanoen onko kyseisen yhtélon vektorikenttd X Hamiltonin vektorikentta

Xy Jos vastaus on negatiivinen padadytaan jatkokysymykseen:

2. Onko kenties 16ydettavissa (uusi) symplektinen muoto siten, ettd X = Xy tdmdn (uuden)

muodon suhteen?

Lopuksi tarkastellaan vield liikevakioita.

Olkoon = : (tg,t1) — S liike (siled kiyrd). Dynaaminen muuttuja f on (litke Jvakio liikkeen
= suhteen, jos df (E(t))/dt = 0 kaikilla ¢t € (to,t1). Dynaaminen muuttuja on (liike Jvakio
X :n suhteen (X on S:n vektorikenttd), jos se on liikevakio kaikkien X:n generoimien liikkeiden
suhteen. Dynaaminen muuttuja on (Hamiltonin systeemin (S, H)) liikevakio, jos se on liikevakio

Xp:n suhteen. Tama on yhtépitavéd sen kanssa, etté [!]

_ of _
XH,f_[f,H]qLE_O.

Erityisesti, jos 0f /0t = 0, niin f on liikevakio, joss [f, H] = 0. Tésta seuraa, ettd jos 0H /0t = 0,
niin Hamiltonin funktio (usein kokonaisenergia) H on liikevakio. Poissonin sulkuteoreemasta

seuraa valittomaésti [!] Poissonin lause:

Lause 5. Jos dynaamiset muuttujat f ja g ovat Hamiltonin systeemin litkevakioita, niin on

myds [f, g].

Hamiltonin systeemin liikevakioita voidaan etsid ensin tutkimalla dynaamisten muuttujien Pois-
sonin sulkuja Hamiltonin funktion kanssa ja sitten tutkia saatujen liikevakioiden keskin&isié
Poissonin sulkuja. Seuraavaksi tarkastellaan tapauksia, missd Hamiltonin funktion symmetriat

maaravat litkevakioita.

Harjoitustehtava 40. Kappale (massa m) litkkuu xy-tasossa potentiaalissa V (x,y). Olkoon p,
(vastaavasti p,) koordinaatin = (vast. y) kanonisesti konjugoitu momentti. Mikd on systeemin
Hamiltonin funktio H? Onko se litkevakio? Milloin L = xp, + yp, litkevakio (eli mitd muotoa
Vi pitad tdlloin olla)? Entd t, x, p, tai K := p,t —xm? Laske joitain sulkuja [z, L], [ps, L]

gne. loytadksesi uusia litkevakioita. Vinkki: kdytd napakoordinaatteja L:n tapauksessa.
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19 FYS: Faasiavaruuden muunnokset

Olkoon M monisto ja X sen vektorikenttd. Kéytetddn yleistd parametria v € R kaikille X:n
integraalikdyrille o. Picardin-Lindel6fin lauseesta tiedetdén, ettd mv. alkuarvolle (v = 0, m),
m € M, loytyy yksikésitteinen (maksimaalinen) integraalikdyré oy, : (ug,u;) — M siten, ettd
0 € (up,u1) ja am(0) = m (seké tietenkin kiyrdn tangenttivektori eli ‘nopeus’, kun v = 0, on

m(0) = X|m € T'M,,). Merkitaan ®,(m) := am(u). Mutta lause sanoo vield enemménkin:

Kaikilla m € M on olemassa (avoin) ympéristo M’ C M (siis m € M’) ja vili
(uo,u1), up < 0 < uq, siten, ettd kaikilla m” € M’, on olemassa X:n integraalikdyra
O ¢ (ug,uy) — M (jolle siis a(0) = m’). Kaikilla kdyrilld oy, on siis sama

pisteestd m’ € M’ riippumaton maarittelyalue (ug, u).
Néin ollaan saatu jokaisella u € (ug, uy) X:n generoima lokaali M :n muunnos
O, M'—> M, m'— d,(m')=am(u)
ja titen kuvaus, ns. X:n generoima lokaali virtaus''?
O (ug,uy) X M'— M, (u,m") — &,(m’).

Muunnos @, siirtdd siis (mielivaltaisen) pisteen m ympériston M’ jokaisen pisteen m’ vektori-
kentédn X:n ‘integraalikdyrdé pitkin’ pisteeksi vy (u). Erityisesti kun w = 0, niin ®o(m’) = m’
eli &g on M’:n identiteettimuunnos ja laajenee triviaalisti koko M :n identiteettimuunnokseksi.

Huom! Monissa sovelluksissa X on sellainen, etté joukoksi M’ voidaan valita koko M ja vé-
liksi (ug, u1) koko R. Téalloin sanotaan, ettd ® on X:n generoima virtaus. Koska tiedetdén, etta
jokaisen pisteen m ympaéristossa on maéaritelty vahintdankin lokaali virtaus, niin jatkossa ei kiin-
nitetd huomiota M’ ja vélin (ug, u1) valintaan (ne selvidvét kyllé sitten jahka integraalikdyrét
on ratkaisu).

Olkoon m € M. Koska (maksimaaliset) integraalikdyrat ovat yksikésitteisié, niin

(B 0 @) (M) = Py (v (1)) = am(u+ u') = Pypr (m),

12K oska piste m on mielivaltainen, jokaisen faasiavaruuden pisteen jossain ympéristossi M’ on médritelty
lokaali virtaus u — ®,,. Jos ympéristéd M’ suurennetaan, niin vilid (ug, u1) saatetaan joutua pienentaméén ja
kaantaen. Kaikille X:n generoimille lokaaleille muunnoksille kdytetidn samaa merkintia ®,, olivatpa M’ C M

ja (ug,u1) € R mitéd tahansa sopivia joukkoja.



19 FYS: FAASIAVARUUDEN MUUNNOKSET 117

missé u ja o' ovat riittévin ldhelld nollaa.'*® Erityisesti yhtélostd . (am(u)) = am(u + ')
niahdédén, ettd ®,, on tulkittavissa lokaalina (X:44n liittyvin) parametrin u siirtona (tai trans-

laationa) u — u + u'.

Huomautus 15. Jos a on vektorikentdn X integraalikiyrad eli & = X o « tai kartassa q

ilmaistuna ‘
dg' (u)
du

= X'(q(w)),

niin saadaan vektorikentdn aX, a € R\ {0}, integraalikiyra «, pienelld muokkauksella: Maa-
ritelldéin uusi parametri u, := u/a ja q _(u.) == q(u) = q(au,), joten

dg'(u)  dq (ua) du,  dg'(ua)

aXi(ﬂa(““D:aXi(ﬂ(u)):a v ¢ du, du  du,

ja taten kiyrd u, — a4(u,) := a(u) = a(au,) on aX:n integraalikiyrd (eli vain kiyrén pa-
rametria skaalataan a:lla). Tietenkin voidaan tdmén jélkeen palata takaisin yleiseen kédyrin
parametrin symboliin u eli sijoittaa u,:n tilalle u eli u — a(au) on aX:n integraalikdyrd mi-
kili @ on X':n generoima. Erityisesti —X m integraalikidyrd on u — «a(—u) eli —X:n virtaus on
muuten sama kuin X:114, paitsi siirretdén pisteitd vastakkaiseen suuntaan (X:n integraalikdyria

pitkin).

Harjoitustehtiva 41. Tarkastellaan tasoa R?. Olkoon ® vektorikentin X = X'(x,y)0/0x +
X?(x,y)0/0y virtaus. Ratkaise (lokaali) R*:n muunnos ®,,, kun

a) X'(z,y) = 2° ja X*(z,y) =y,

b) X' (z,y) = 2y ja X*(z,y) = 1.

Tarkastellaan sitten Hamiltonin mekaniikkaa faasiavaruudessa. Huomaa, ettd harjoitustehtavin
39 nojalla M:n vektorikenttd X voidaan aina nostaa faasiavaruuteen 7T'M* jonkun funktion H
generoimaksi vektorikentdksi Xy, joten X:n generoima (lokaali) AM:n muunnos ®, voidaan
laajentaa Xy generoimaksi (lokaaliksi) 7°M*:n muunnokseksi.

Olkoon (5, 2) faasiavaruus, (q, p) sen kanoninen kartta ja S tila-avaruus. Osoitetaan aluksi,
ettd Hamiltonin funktio H € F(S) generoi aikasiirrot: Nyt v = t ja (laajennetun) Hamiltonin
vektorikentdn Xp integraalikiyré eli liike oo, alkuehdolla (t = 0,s) toteuttaa Hamiltonin
litkeyhtdlot (eli hetkelld t = 0 systeemi on pisteessé s € ). Koska muunnos ®;(s) = oo, (t)
toteuttaa yhtalon

Dy (04(0,5) (t)) = oo, (t + 1)

H3Eli @ on lokaalin ryhmén (ug, u1) esitys ja X on sen infinitesimaalinen generaattori.
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nahdaén, etta & ‘siirtda aikaa’ ¢:n verran.

Olkoon sitten f € F(S) suure, jota ei tulkita nyt Hamiltonin funktiona. Kiinnitetdén hetki
t € R ja ajatellaan tila-avaruuden funktiota f faasiavaruuden funktiona f;(s) := f(t,s). Jos f
ei riipu ajasta eli 0f /0t = 0, niin merkitdén lyhyesti f; = f. Funktioon f; liitetyn vektorikentén

ofe 0 9fi 0O
Kjoi= =) = Zf’?p dq'  Oq Op'’

integraalikdyrat toteuttavat yhtalot q = df;/dp, p = —0f;/0q eli

dg'(u) of

du (9p( q (u)s oy ¢ (w), P (1), oo p" (1)), (24)
dp(u
20D 90 4 0200100

Kiinnitetddn piste s € S, jota siis vastaa kartassa (q,p) vektori (q(s),p(s)) € R?". Olkoon
U (g&t(u), Bs,t<u>) vektorikentdn X, integraalikiyra'' esitettyni kartassa (q, p), jonka al-
kuehtoina ovat gs’t(O) = q(s) ja stt(O) = p(s). Jos f ei riipu ajasta, merkitadn lyhyesti
(gs(u),gs(u)) = ((_137t(u),25’t(u)). Vastaavasti kuin yleisessé tapauksessa voidaan mééritella
f:n generoima (lokaali) faasiavaruuden S muunnos (hetkelld t): kiinnitetdén parametrin arvo u

ja ‘siirretéén piste’ s pisteeseen, jonka koordinaatit ovat (gst(u), Est(u)). Virtausta sanotaan

nyt faasivirraksi.

Esimerkki 44. Jos f = —¢’, niin yhtdlot (24) redusoituvat muotoon

dg' (u)
ER
du ’
dp’(u) 5
du 7

Yhtéalot on helppo ratkaista. Saadaan alkuehdoilla q = q(s), p = p(s), u =0,
¢(u) = ¢'(s),

pi(uw) = p'(s), i#],

P(u) = u+p(s).

Pisteet siirtyy siis p/-koordinaattikéyrid pitkin (muitten koordinaattien pysyessi vakioina), miké

ei ole yllitys, silla Q71(d¢?) = 9/0p’ on koordinaattivektorikenttd. Samalla tavalla nihdéén,

14Hyomaa jilleen, etti integraalikiiyrien (a,,,p,,) el tarvitse olla médritelty kaikilla parametrin u arvoilla;

usein ne on mééritelty vain jollain valilla (ug,u;), missd ug < 0 < u;.
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ettd valinta f = p’, jolle —Q~'(dp’) = 9/9¢’, johtaa yhtilsihin

dg' (u) :
du 7
dp’(u)
du =0

ja muunnokseen ¢’(u) = u + ¢’(s) muiden koordinaattien pysyessi vakioina.

Esimerkki 45. Olkoon nyt j # k ja f = ¢/p* — ¢*p/. Yhtilét (24) ovat muotoa

W) g W i
u Y 9 )

a(u) = q(s), 1#j,i#k,
piu) = p'(s), i#ji#k
¢(u) = ¢(s)cosu—q"(s)sinu,
¢*(w) = ¢(s)sinu+ ¢"(s)cosu,
P(u) = p'(s)cosu—pt(s)sinu,
piu) = p'(s)sinu+ p*(s) cosu,

eli ‘kierto’ kulman u verran (¢’, ¢*)-tasossa ja (p’, p¥)-tasossa. Muunnoksen generoi vektorikent-

té
. ) .0 0 .0 0
—Q7 Y (d(¢7p* — ¢ =¢ = —¢"— — —pF =
(d(¢'p" — ¢*p")) 7 5 qaqurp]apk P 5
Erityisesti (¢7, ¢*)-tason kierrot generoi vektorikentti
.0 0

L=¢ == — ¢+,
o~ g
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jolla on merkitysta kvanttimekaniikassa, nimittéin sielld —ihAL (i on imaginaériyksikko ja A Di-
racin vakio) on itseadjungoitu kiertoimpulssioperaattori (tai tarkemmin sen komponentti). Vas-

taavasti siirrot generoiva vektorikenttd 0/9¢’ antaa kvanttimekaniikassa impulssioperaattorin

—ihd/0¢’ .

Harjoitustehtava 42. Tarkastellaan edellisen esimerkin muunnosta. Mddrittele uudet koordi-
naatit r = (¢, %), ¢ = o(¢, "), p" = p (PP, p¥) ja p? = p?(p7, p") siten, etti niissi ilmais-
tuna faasiavaruuden muunnos on muotoa r,(u) = vakio, ¢ (u) = u + vakio, p’(u) = vakio ja

gf(u) = u + vakio. Ilmaise muunnoksen generoiva vektorikenttd

i 0 _p 0 50 50
Tof ~ VoG "V apr — P api

ndissa uusissa koordinaateissa. Laske uusien muuttujien valiset Poissonin sulut [r,p"], [r, ¢],
. ‘
", p?], jne.

Harjoitustehtéva 43. Olkoon j # k. Sijoita f = —¢’p* — ¢*p? yhtilsihin (24) ja ratkaise
faasivirta. Nayttadko Lorentzin muunnokselta? Mikd on parametri u nyt? Minkd muunnoksen

generoi — f 7 Vinkki: edellinen esimerkki, erds huomautus, sinh ja cosh.

Huomautus 16. Moniston M (dim M = n) vektorikentdn X generoima (lokaali) muunnos @,
niahddén (lokaalisti) kddntyvéiksi: kun w on pieni, niin ®_, o &, = &, , = &y = id eli _,,
on (lokaali) kd&nteismuunnos. Jos kiytetddn M:m karttaa ¢ = q, niin saadaan (lokaali) R™:n

(kd&ntyvid) muunnos:

R" 5 x = ¢ (x) = 0, (67(x)) — ¢<®u(¢_1(x))> e R".

(Vastaavasti kartan vaihto q — q voidaan néhdé lokaalina kddntyvand R™:n muunnoksena.)
Toisaalta jokainen (lokaali kd&ntyvd) muunnos ¢ : R®™ — R" voidaan tulkita jonakin M:n

(lokaalina kd&ntyviand) muunnoksena W: sopivilla m € M mééritelldan

(qo ¥)(m) := (¢ o q)(m).

Téata sanotaan muunnoksen ¢ aktitvisekst tulkinnaksi eli M:n ‘pisteet siirtyy.” Muunnos v voi-
daan tulkita myos passiivisena muunnoksena eli karttojen vélisend muunnoksena: maéritellaan
uusi kartta q := ¥ ! o q. Nyt M:m pisteet pysyvit paikallaan, mutta niiden kartoittamiseen
kiiytetiin kahta eri karttaa q ja q (esim. kaksi eri havaitsijaa ovat toisistaan muunnoksen =

padssd). Kaavasta

qo¥ =y loqo¥=9"opogq=q
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ndhdédn, ettd aktiivinen ja passiivinen muunnos ovat yhteensopivia. Esimerkiksi M = R"
ja maédritellddn siirto W(x) := x +y vektorin y € R" verran. Aktiivisesti tulkittuna tdméa
tarkoittaa sité, etté piste x siirtyy pisteeksi x +y. Olkoon q = id identiteettikartta, q(x) = x,
eli gq-havaitsija nédkee, ettd x — x +y. Nyt qQ = q — y on vastakkaisen siirron paéssa q:sta ja

havaitsee, etta siirretty piste x +y on

dx+y)=ax+y)-y=x+y—-y=x=q(x).

Tilanne on helposti ymmérrettavissa: alkutilanteessa havaitsija nékee pisteen x ja sitten piste
siirtyy pisteeksi x + y. Lopuksi havaitsija siirtyy itsekin y:n verran, joten tilanne on sama
lopussa kuin alussa eli havaitsija nikee taas pisteen x. Huomaa, ettd q:n origo on pisteessé y
(silld q(y) = q(y) —y =y —y = 0), kun taas q:n origo on pisteessé 0 eli havaitsija on todella

siirtynyt +y:n verran.

19.1 Galilein muunnosten generaattoreita

Tarkastellaan sitten m-massaisen vapaan hiukkasen liikettd kolmiulotteisessa euklidisessa ava-
ruudessa [E? ja etsitddin Galilein ryhmén generaattorit. Hiukkasen faasiavaruus on S =

T(E?®)*. Kéytetadn pisteen A kuvaamiseen karteesista karttaa A — O + r(A). Kantamonis-

ton E3 koordinaatit ovat siis r = (x!,2% 23). Merkitdin tangenttikimpun (nopeusfaasiava-

ruus) koordinaatteja (r,7) = (x', 2% 2 &', 2% #%). Samaistetaan kotangenttikimppu (faasia-
varuus) tangenttikimpun kanssa massametriikan avulla, joten kotangenttikimpun koordinaatit

L a2 2% p1,po, p3), missi p = mr. Vapaan hiukkasen Hamiltonin funktio on

ovat (r,p) = (x
H(p) := (2m)~"|p|2

Hamiltonin funktio H generoi aikatranslaation ¢ — ¢ +%,. Liikemaérén p j:s komponentti p,
generoi paikan j:nnen komponentin siirron 27 — u+ 27 (pitden muut komponentit paikallaan);
parametri u on siis paikkasiirto, joka on tulkittavissa origon siirroksi. Kaytetddn parametrille
merkintidd u = o/, joten liikemiird p generoi paikan tai origon siirron r + r + o, missi kolme
parametria o’ on keritty yhteen vektoriksi o = (o', 0%, 0?).

Osoitetaan seuraavaksi, etti K*(¢,r,p) := tpr — 2"m generoi nopeussysiykset z*-akselin

suuntaan hetkelld ¢. Kiinnitetdén ¢ € R. Yhtdlot (24) ovat muotoa

dz®(u) _
du 7
dp, (u)

du
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(sekd muut i # k derivaatat nollia). Vilittomésti néhddén, ettd ratkaisu alkuehdoilla

(£<O)72(0>) = (r,p) on

2"(u) = tu+ 2",

p (u) = mu+pyg

(sekdi muut i # k komponentit vakioita). Merkitdin parametria u symbolilla v* ja tulkitaan
se nopeusparametriksi akselin ¥ suuntaan. Kerdtdin parametrit v* yhteen vektoriksi v =
(v, v?,v?) ja midritellddin K := (K1, K2, K3). Taten K; := K(t, -, - ) generoi nopeussysiykset
r — r+vt, p— p+mv hetkelld ¢. Eli ollaan saatu kaikki muut Galilein ryhmén muunnosten
generaattorit (H, p, K) paitsi kiertogeneraattorit (jatkossa rajoittaudutaan ryhméain SO(3)

isomman ryhmén O(3) sijasta). Ndmé etsitién seuraavassa luvussa.
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20 FYS: SO(3) sekad Galilein ja Poincarén ryhmét

Tarkastellaan edellisen luvun tapaan euklidista avaruutta E3 ja sen karttaa r, jonka origo si-

jaitsee pisteessi O € E3. Méiritellddn kiertoimpulssi(funktio)

L(r,p) = rxp=(2p3 — 2°py, 2°p; — 2'ps, 2'py — 2°p)) =

= (L'(x,p), L*(r,p), L*(r, ).

Vilittomaésti nahdaéan, etta kaikilla ¢ = 1, 2, 3,

3
Li(rup) = Z ez]kxjplm

jk=1

missé €, on Levin-Civitan symboli tai permutaatiosymboli (€123 = €312 = €231 = 1, €130 = €213 =
€321 = —1 ja loput nollia). Esimerkisté 45 seuraa, ettd L' generoi paikan r ja impulssin p kierrot

kulman u verran (pisteen O kautta kulkevan) z'-akselin ympiri:

r — Rr,
p — Rp,
missa,
1 0 0
R=1]|0 cosu —sinu

0 sinu cosu
Vastaavasti L? ja L® generoivat kierrot x2- ja z3-akselien ympiéri. [!]
Olkoon sitten n € S?, mielivaltaisen (pisteen O kautta kulkevan) kiertoakselin suuntavektori.

Valitaan suureeksi f = n - L ja sijoitetaan yhtéloihin (24), jotka redusoituvat muotoon [!]

dr(u)
. = Bx r(u),
d%im — nxp(u)

Valitaan R3:1le uusi oikeakiiteinen ortonormaali kanta {e,,e_,n}, kirjoitetaan vektorit r(u) ja
p(u) kyseisen kannan avulla (esim. r(u) = z,(u)e; + z_(u)e_ + zo(u)n) ja sijoitetaan ylld
oleviin yhtaloihin. Nyt yhtéloiden ratkaisu palautuu aikaisempiin tapauksiin [!] ja ndhdééan,
ettd n- L generoi (oikeakétiset) kierrot akselin O +Rn = O+ {rn|r € R} ympéri; parametrina
u on kiertokulma, jota merkitdin jatkossa symbolilla ¢. Téten kiertoimpulssi L generoi kaikks

kierrot.
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Olkoon a joko r tai p. Helposti nédhdéén, ettd yhtalon
da(p)
dyp
ratkaisu alkuehdolla a(0) = a € R? on [!]

=n x a(p)

a(p) = (cospla+ (sinp)n x a+ (1 —cosp)(n-a)n

ja kuvaa siis vektorin a kiertoa kulman ¢ verran (oikeakétisesti) akselin Rn ympéri (tdmé on

ns. Rodriguesin rotaatiokaava). Lineaarikuvauksen a — a(¢) matriisi R(n, ¢) on [!]

cosp+ (1 —cosp)(ny)? (1 —cosg)ning — (sinp)ng (1 — cos p)nzng + (sin p)ny
(1 —cosg)ning + (sin)ny  cosg + (1 —cosp)(ng)? (1 — cos)nang — (sinp)n; |
(1 — cosp)ngny — (sinp)ny (1 —cosp)nang + (sinp)n;  cose + (1 — cos)(ns3)?

missd n = (ny,n2,n3), eli R(n, p)a = a(p). Koska R(—n, —¢) = R(n, ¢) = R(n, ¢ + 27), niin
mielivaltainen kierto on esitettévissd matriisina R(n, ), missi n € S? ja ¢ € [0, 7]. Huomaa,
ettd jos ¢ = 0, niin R(n,0) = 1 (identiteettimatriisi 1 vastaa triviaalia kiertoa eli ‘ei kierretd
lainkaan’) ja nyt n voi olla mikéd tahansa yksikkovektori. Jos ¢ = 7, niin R(n, 7) = R(—n, 7);
siis kulman ¢ arvoilla 0 ja ™ vektori n e: ole yksikdsitteinen.

Olkoon SO(3) C O(3) on (reaalisten) 3 x 3-ortogonaalimatriisien M, joiden determinantti
det M = 1, muodostama ryhmai.!'® Suoralla laskulla nihdiin, etté kiertoja vastaavat matriisit
R(n, ¢) ovat SO(3):n alkioita. [!] Voidaan osoittaa myos kdénteinen tulos: Olkoon M € SO(3),
M # 1. Matriisilla M on ominaisarvo 1, jonka (yksikko)ominaisvektori olkoon n. [!] Olkoon
kaksi muuta ominaisarvoa c; ja c— € C sekd niiden (yksikkd)ominaisvektorit vastaavasti £
jaf. € C3 Koska detM = 1-cy -c_ = 1ja|ci| = |cafy| = [Mfy| = |fi] = 1 on oltava
ce = €% missd p € (0,27). Koska kompleksikonjugoimalla yhtilo Mf, = c,f, paiddytiin
yht#loon Mf, = c_f,, voidaan valita f_ = f,. Madritelldin uudet reaaliset (yksikkovektorit)
e, :=2712(f, +f)eR}jae := (\/§i)71(f+ —f ) € R3. Suoralla laskulla nihdéén, [!] etté

{e.,e_,n} on R3:n ortonormaali kanta ja M:n matriisi tissi kannassa on kiertomatriisi
cosp —sing 0
singp cosep O,
0 0 1

joka kuvaa kiertoa akselin Rn ympéri. Eli M = R(n, ). Téten kiertoimpulssi L generoi kaikki

ryhmdn SO(3) alkioita vastaavat muunnokset, jotka voidaan tulkita kierroiksi.

H5Vastaavasti voidaan mééritelld ryhmit SO(n) ja SO(k,1).
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Kuten nihtiin ryhmé SO(3) voidaan parametrisoida yksikképallon S? pisteilld n (kiertoak-
seli) ja kiertokulman ¢ € [0, 7] avulla. Kirjallisuudessa esiintyy myos lukuisia muita paramet-
risointeja. Seuraavaksi esitetellddn erds SO(3):n parametrisointi, joka on osoittautunut hyodyl-
liseksi monissa sovelluksissa.

Ajatellaan kiertoa (passiivisesti) ortonormaalin kannan vaihtona (ks. seuraava kuva). L&h-
detéiéin liikkkeelle R®:n standardikannasta {i, j, k}, missi esim. k := (0,0, 1). Kierretiifin kan-
tavektoreita akselin Rk ympéri kulman ¢ € [0,27) verran. Saadaan uusi ortonormaali kanta
{i1, j1, k1 }, misséd i; := R(k, ¢)i, j1 := R(k, ¢)j ja ky := R(k, ¢)k = k. Kierretdén sitten uusia
kantavektoreita akselin Ri; = R - R(k, ¢)i ympéri kulman 6 € [0, 7] verran ja saadaan ortonor-
maali kanta {is, jo, ko}, missd iy := R(i1, 0)i; = i1, jo := R(i1,0)j1 ja ke := R(iy, 0)k;. Tehddan
lopuksi viela kierto akselin ko ympéri kulman ¢ € [0, 27) verran: maaritelladn i’ := R(ks, 1)is,
j = R(ks,¥)j2 ja k' := R(ks, ¥)ky = ko, joten {i, j/, k'} on ortonormaali kanta. Rodriguesin

rotaatiokaavaa kdyttamalla ndhdaan helposti, [!] ettd
R(n,p)R(n', ¢') = R(R(n, o)n’, ¢') R(n, ¢)

kaikilla n, n’ € S? ja ¢, ¢’ € [0, 7]. Téaten kannanvaihdon {i, j, k} — {i’, j’, k'} matriisi

I
=~

R(¢,0,v) = R(ke, ¥)R(i1,0)R(k,¢)
= R(R(i1, 0k, v) R(i1,0) R(k, ¢)
= R(i1,0)R(ki,9) R(k, ¢)
= R(R(k, ¢)i,0) R(k, k, ¢)
= R(R(k,¢)i,0) Rk, k, )
(i,0)

(k, 9)R(i, 0)R(k, 1).

Lineaarialgebrasta on tuttua, ettd vektorin a = (ay, a2, az) komponentit {a}, a}, a4} kannassa

{1, j/, k'} saadaan kaavasta

=R(¢,0,¢) 'a=R(k, ~¢)R(i, -0)R(k, —¢)a,

missi a’ := (a}, ab, a}). 1O
Kiertoryhmé SO(3) voidaan siis parametrisoida kolmen kulmaparametrin (¢,60,v) €
[0,27) x [0, 7] x [0,27) avulla. Kulmaparametreja (¢,0,1) sanotaan Fulerin kulmiksi. Niitéd

voidaan kayttad esim. tarkasteltaessa hyrran liiketta.

H6SillE a = a1i + aoj + ask = aji’ + abj’ + atk’ = R(¢, 0, 1) (a}i+ abj + atk) = R(¢,0,)a’.
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Kuva 11: Eulerin kulmat.

Esimerkki 46. Yleistys k:n hiukkasen systeemille on suoraviivainen. Konfiguraatioavaruus on

tuttuun tapaan X; ja hiukkasen i paikkavektori on r; = (z},2?, z3). Hiukkasen 4 impulssi on

171

pi = (pi,ph, ph) ja kiertoimpulssi on Ly(x,p) :=r; X p; = (L}(x,p), L} (x,p), L}(x, p)), missé

x = (rq,re,...,r%) ja p = (P1, P2, ---, Px). Voidaan maaritelld kokonaiskiertoimpulssi

Vastaavalla tavalla kuin aiemmin nédhdédéan esimerkiksi, ettd kokonaiskiertoimpulssin kompo-

nentti L' = 3. L; generoi jokaisen hiukkasen paikan ja litkemédrdn kierrot z'-akselin ympéri.

Harjoitustehtava 44. a) Osoita, ettd O(3):n matriisilla M on ominaisarvo 1. Vinkki: osoita,
ettd det(M — 1) = 0.
b) Osoita, etti a(p) = (cosp)a+ (sinp)n x a+ (1 — cosp)(n - a)n toteuttaa yhtilon
da(e)
de
Vinkki: ‘back cab’-kaava: A x (B x C) =B(A-C) — C(A-B).

=n x a(p).

¢) Laske R(n,p) (ylli olevasta) Rodriguesin rotaatiokaavasta. Vinkki: lineaarikuvauksen
T : R? — R3 matriisialkiot saadaan kaavoilla Tis = i- Tk jne.

d) Osoita, ettd diagonaalimatriisi diag(—1,1, —1) € SO(3). Etsi matriisille kaksi tulkintaa
joko peilauksena tai rotaationa. Vinkki: matriisi R(n,p).

M

Harjoitustehtava 45. a) Madaritellian matriisin M eksponenttimatriisi e™ = exp M sarja-

kehitelmdnd (joka selkedsti suppenee matriisiksi johtuen tekijistd 1/n!):

[e.9]

1
eM = —M",
n!
n=0
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missi M? := 1, M! := M, M? := MM, M? := MMM jne. (matriisitulo). Kehiti R(n,p):n
matriisialkioissa esiintyvdt sin ¢ ja cos @ Taylorin sarjoiksi ja tsekkaa (laskemalla vaikka kaksi
ensimmdistd termi hajotelmassa), ettd
3
R(n,p) = " = exp (goz ni£i> :
i=1

missi £ = (£, €%, £3) ja

0 0 O 0 0 1 0 -1 0
=00 -1, £=] 000, £:=]10 0
01 0 -1 00 0 0 0
Jos tehtivi vaikuttaa tyolddltd voit sijoittaa a(p) = e¥™*a Rodriguesin rotaatiokaavaan ja

osoittaa, etti (n-£)b =n x b kaikille vektoreille b. Huomaa, etti de?™¢/dp = (n - £)e™*.
b) Osoita, etti [, 0] := 47 — 070" =", €;;,F.

20.1 Galilein ryhma

Yleinen Galilein muunnos on muotoa (¢,r) +— (¢ + to, Mr + vt 4+ o), missd M € O(3). Usein

kuitenkin rajoittaudutaan Galilein ryhmén G aliryhméén G, misséd matriisit M ovat SO(3):n

117

alkioita. T&lloin G, :n alkio voidaan esittdd kymmenen parametrin avulla.”'* Parametreiksi u

voidaan valita nelja translaatioparametria (¢y,0), kolme nopeussysiysparametria v ja kolme
SO(3):m kiertoparametria, esim. Eulerin kulmat (¢,0,). Galilein muunnoksilla on téten 10

generaattoria:
e cnergia H generoi ajan siirrot,
e liikeméaara p generoi paikan siirrot,
e K generoi nopeussysikset,

e kiertoimpulssi L generoi kierrot.

"7Huomaa, ettd jos M € O(3) ja detM = —1, niin M’ := —M € SO(3) eli M = —1 M’ on esitettivissi
aina rotaation M’ ja (origon) suhteen peilauksen —1 € O(3) yhdisteené. Peilaukset ovat diskreettejia muunnok-
sia, joten niihin ei liity jatkuvaa parametria u. Helposti ndhdddn, ettd {1, —1} muodostaa O(3):n diskreetin

aliryhmén ja O(3) = SO(3) U —SO(3).
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Harjoitustehtava 46. Laske Galilein ryhmdn generaattoreiden vdliset Poissonin sulut:

3

(L D] = ) eplh,
k=1
' 3
[pi, '] = Zez’jkpka
k=1
3
EEVZIRE P
k=1

i, K9] = mé!

79

[H, K] = p,

(muut sulut ovat nollia). Osoita, ettd H = (2m)~'|p|* ja p x K = mL eli generaattorit eivit

ole toisistaan taysin rigppumattomia.

Galilein ryhmén generaattorit virittavit Galilein ryhmén (10 ulotteisen) Lien algebran, jo-
ka on siis (diretonulotteisen) F(S)m Lien alialgebra. Erityisesti joukko {L!, L2, L3} on kierto-
ryhmén SO(3) Lien algebran (3-ulotteisen vektoriavaruuden) so(3) kanta. Toinen esitys Lien
algebralle on matriisien £, i = 1,2, 3, virittdma vektoriavaruus varustettuna matriisien kommu-
taattorilla. Huomaa, ettd [Lf, L7] = €;;, L* ja [€',£7] - = €;;4£". Kolmas esitys so(3):lle saadaan
kiyttamalla Lien algebrahomomorfismia f — X; = —X; eli funktioon liitetaan vektorikent-
ti. Jos vektorikentiit projisoidaan vield E3:n tangenttikimppuun saadaan esimerkin 45 nojalla

generaattorit

. 0 0 - 19) 0 A 0 0
R A 2 2__ 9 O s__ .9 0
L= y82+28y’ L Z@x+x82’ L x8y+yax’

missi (21, 2% 23) = (2,9, 2). Nyt tiedetdin, etti [ﬁi, j}j]i = e lF. ]

Galilein ryhmé, SO(3), jne. ovat esimerkkeja ns. Lien ryhmisti G, jotka ovat sekd ryhmia
ettd monistoja eli Lien ryhmét ovat ryhmié, jotka ‘voidaan kartoittaa/parametrisoida.” Liséksi
oletetaan, ettd ryhmétulo G x G 3 (g,h) — gh € G ja kiinteisalkion otto G > g — ¢! € G
ovat sileitd kuvauksia. Lien algebrat liittyvit Lien ryhmiin (vahintd4nkin lokaalisti) eksponent-
tikuvauksen avulla kuten SO(3):n tapauksessa: Jos M € SO(3), niin on olemassa ¢ € [0, 27) ja
n € S? siten, etti

M = R(n, ¢) = ™,

missd pn - £ € so(3). Toisaalta, jos b € so(3), niin se on (yksikésitteistd) muotoa

b = bt + b?6% + 03,
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missé b', b2, B* € R. Jos vektori (b',b?,b%) # O, niin jaetaan se normillaan @ :=

V(01)2 + (%)% + (b%)2 # 0, ja saadaan vektori n € S? eli nyt b = ¢n - £. Koska ¢ > 0 voidaan

kirjoittaa muodossa ¢ = ¢ + 2wk, missd ¢ € [0,27) ja k on kokonaisluku,
e? =et = R(n,p) = R(n, ¢+ 27k) = R(n,p) € SO(3).

Vilittomisti nihdiin, ettd eksponenttikuvaus exp : so(3) — SO(3), b — expb = €P on

surjektio muttei injektio. Huom! exp 0 = 1.

20.2 Poincarén ryhma

Poincarén ryhmé kiisitelliin samoin kuin Galilein ryhmikin. Avaruutena on nyt E3:n sijasta

0 xl 2% 2%). Vastaavasti saadaan

Minkowskin avaruus M* varustettuna affiinilla kartalla x = (z
neli-impulssi (po, p1, p2, p3) (eli esim. massalliselle hiukkaselle p,, = mn,,&"). Poincarén ryhmé
P koostuu siirroista o ja Lorentzin ryhmén O(3,1) matriiseista A.

Neli-impulssi generoi neli-siirrot eli p,:ta vastaava vektorikenttd on d/0z", jonka generoima
muunnos on translaatio z#(u) = u + 2* (ja muut ‘koordinaatit pysyvét paikoillaan’). Valitaan
nyt parametrille u uusi symboli 0* ja homma on selvi. (Huomaa, etté nyt py generoi aikasiirrot
2% — 0%+ 2%, miki alleviivaa pg:n energialuonnetta.) Téten riittii tarkastella Lorentzin ryhméi
O(3,1), joka on ‘melkein sama mutta vihén isompi’ kuin O(3).

Ensinniéikin ‘upotetaan’ E3 Minkowskin avaruuteen M* (koska (z!,2%,23) € R3 ja
(2% 2t 2% %) € R*Y). Myds n-metriikka rajoittautuu euklidiseksi metriikaksi R3:lla. Nihdiin

siis, ettd O(3) on O(3,1):m aliryhmé: Jos M € O(3), niin triviaalisti

—

1 0

€ 0(3,1).
07T M

On helppo osoittaa,!® ettd kaikilla A € O(3,1) pétee det A = £1 ja A% > 1 tai A% < —1.

Jaetaan aluksi Lorentzin ryhmé kahteen (erilliseen) osaan
0(3,1) =0"(3,1) U0~ (3,1), 0%(3,1):={A € 0(3,1)| £A% > 1},

missi ensimméinen osa O7(3, 1) on aikajirjestyksen sdilyttivi Lorentzin (ali)ryhmd.''® Kumpi-

kin komponentti voidaan vielé jakaa kahteen erilliseen osaan riippuen siitd onko det A = +1 vai

U8Esim. vektorille x = (1,0,0,0) saadaan —1 = x - nx = x - ATpAx = (Ax) - n(Ax) = —(A%)% + (Ay)? +

(A20)2 + (A30)2 Z —(A00)2 eli (A00)2 Z 1 eli |A00| Z 1eli AOO Z 1 tai AOO S —1.
19Toinen komponentti kisintis ajan suunnan ja aikajirjestyksen, joten silld ei ole paljoa merkitysta, fysiikassa.

Tarkastellaan siis vain ryhmédd O*(3,1).
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—1. Erityisesti fysiikassa kiytetddn aikajdarjestyksen sdilyttivad oleellista Lorentzin (ali)ryhmad
SO*(3,1) := {A € O7(3,1)| det A =1} C OT(3,1) C O(3,1).

Tésté (jatkuvaparametrisesta Lien) ryhméstd on karsittu pois sekd ajan kdannot ettd ava-
ruuden peilaukset (jotka ovat diskreettejd muunnoksia). Huomaa, ettéd kiertoryhmé SO(3) on
SO*(3,1):mn aliryhma.

Nyt SOT(3,1):n kierrot generoi tuttuun tapaan kiertoimpulssi L = (L', L?, L3), missi esim.
L' = 2%p3 — 23p, ja timin generoima vektorikentti

2 0 40 ) 0

Xpo=a?o = -
Lt ox3 ox? p28p3 p38p2

Muut muunnokset ovat nopeussyséyksii eri suuntiin. Riittdi tarkastella vain z7—akseleitten (j =
1, 2, 3) suuntaisia nopeussyséyksid (muut ovat niiden kombinaatioita). Generaattorit ovatkin

jo laskettu aiemmin. Ne muodostavat taas vektorin K = (K, K%, K3), missi
K’ (x,p) = a"p; + 27py

ja
X s Y 0 0 0 0
R 2
ke 0x0 8903 L Ipo Po Op;
eli saadaan nopeussysiys x’—akselia pitkin. Generaattoreita L ja K vastaavat matriisit saadaan

helposti. Nyt L7:n matriisi on laajennettu £ matriisi, jolle kiytetiin samaa merkintas £7.

Esimerkiksi
10 0 0 000 O
o d 01 0 0 _ 000 O
dulu—o| 0 0 cosu —sinu 000 —1
0 0 sinu cosu 001 0
Vastaavasti saadaan K7:tten matriisit:
coshu sinhu 0 0 0100
! i sinhu coshu 0 0 _ 1 000
dul,—g | 0 0 10 0000 |
0 0 0 1 00 00
0010 0001
B 0000 | B 0000
1 000 0000
0000 1 000
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ja suoralla laskulla ndhdéén, ettéa jokainen M € SO™(3,1) on muotoa
M = ecpn-EJrqu-k’
missi k = (k',k* k%), n, m € S?, p € [0,27) ja ¢ > 0. Kuten aiemmin, voidaan miéritelld

skaalattu vauhti § := tanh¢ = v/c € [0,1), joten saadaan SO™(3,1):n alkioille fysikaalinen

tulkinta kiertojen ja nopeussyséysten yhdisteené: yleinen muunnos on

A(n7 @; 1m, 5) = egpn~£+(tanh71 ﬁ)mk’

missi ¢ € [0,27) on kiertokulma, n € S? on kiertoakseli, 5 on nopeussysiyksen (c:114 skaalattu)
vauhti ja m € S? kertoo nopeussysiyksen suunnan (tai —m, jos tulkitaan sysiys passiivisesti
koordinaattimuunnoksena kuten esimerkissa 8).

Téten ollaan néhty, ettd (oleellinen) Poincarén ryhmé (misséd rajottaudutaan ryhméén
SO*(3,1)) on 10 ulotteinen Lien ryhmé. Neli-impulssi p generoi translaatiot, kiertoimpuls-
si L kierrot ja K nopeussysdykset. Suoralla laskulla saadaan [!] generaattoreiden (virittdmén
Lien algebran) sulut (i, j € {1,2,3})

3

[Li7Lj} = ZEijkLk,

k=1

3
[Ki,Kj} = —ZEijkLk,
k=1
3
(K. D) = ) euk®,

k=1
3

[pvaJ} = Zeijkplm
k=1

[pi, K'] = —&!po, [po. K7] = —p;

ja muut sulut ovat nollia. Vastaavat tulokset saadaan kiertojen ja nopeussysdysten matriiseille
seké kaikille generaattoreiden f vektorikentille —X ;. Esim.

3

(K 0] = ekt

k=1
Huomautus 17. Hitaasti liikkkuvalle hiukkaselle cpy ~ —mc? — H, joten kiyttamillsd kaavaa
2¥ = ct Galilein ryhmén generaattorit K ovat nyt olennaisesti Lorentzin ryhmén nopeussyséys-

generaattorit.
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21 FYS: Symmetriat, kanoniset parit ja Noetherin lause

Téssé luvussa tarkastellaan tilannetta, missa kahden suureen vélinen Poissonin sulku on vakio.
Tarvittaessa skaalaamalla suureita (ja tdten niiden generoimia vektorikenttia) vakioilla voidaan
olettaa, ettd vakio on joko 0 tai +1 (ks. huomautus 15). Aluksi késitellddn O-tapaus:

Olkoon f ja g (€ F(S)) kaksi ajasta riippumatonta suuretta ja

X;=-QHdf) = Zaf, 0 910

" dg 0 dg 0

X, =—0"(dg) i O O
—~ 0p'9¢"  Oq' Ip

niihin liitetyt vektorikentét. Olkoon u (vastaavasti v) vektorikentén X, (vast. X,:mn) integraa-
likdyrien yleinen parametri. Nyt funktiot f ja g (tai siis vektorikentét X ja X,) generoivat
(lokaalit) faasiavaruuden S muunnokset ®/ ja ®9. Olkoon s € S. Kartassa (q,p) ilmaistuna
(@ p)o®)(s) = (q(‘PiZ(S)), p(‘bi(S))) = (a,(u),p,(w)) ja ((a,p) 0 ®2)(s) = (a,(v),p, (),
missé siis dg_(u)/du = 0f/0P(q_(u)p,(w)> AP, (u)/du = —0f/0d|(q_(u)p_(w) (Parametri u) seké
dq, (v)/dv = 09/0P|(g (v).p, @), AP, (v)/dv = —0g/dd|(q (v)p (v)) (Parametri v).

Poissonin sulkujen mééritelméstd ndhdddn, ettda Q-1(df)g = [f,g9] = —Q !(dg)f. Sijoi-
tetaan f:ddn Xgmn integraalikiyrd (ja kddntden) eli médritelladn f (v) := f(gs(v),gs(v))

ja gs(u) = g(g (u),p (u)), joten saadaan dis(v)/dv = [f’gH(gs(v)vBS(“)) ja dgs(u)/du =

S —S

lg, f”(q (wyp (u) YAlittomésti néhdééin seuraava Noetherin lause (tai sen Hamiltonin meka-

niikan variantti):
Lause 6. Seuraavat kohdat ovat yhtdapitdvid:
1. f on vakio g:n generoimassa muunnoksessa eli dis(v)/dv =0 kaikilla s € S, v =0,

2. g on vakio f:n generoimassa muunnoksessa eli dg (u)/du =0 kaikilla s € S, u 0,

3. 1f,g9] =0.

Maaritelma 13. f on invariantti, sdilyy ta: on symmetrinen g:n generoimassa muunnoksessa,

jos [f, 9] = 0.

Harjoitustehtava 47. a) Olkoon f ajasta riippumaton suure ja F' : R — R. Mddritellddin
g := F o f. Totea edellisti lausetta kayttamdlla, ettd [f, g] = 0.
b) Tarkastellaan gp—tasoa R? ja suuretta f(q,p) = 8(pq)~" + Inq + Inp. Etsi epitriviaali

suure g # f, jonka generoimassa muunnoksessa f sdilyy. Ratkaise kyseinen muunnos.
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Seuraus 1. Olkoon H Hamiltonin funktio ja f ajasta rigppumaton suure. Seuraavat kohdat
ovat yhtdpitavia:

1. f on litkevakio,

2. H on invariantts f:n generoimassa muunnoksessa,

3. [f,H] = 0.

Esimerkki 47. Tarkastellaan esimerkin 46 tilannetta, missa hiukkaset vuorovaikuttavat kes-

kenaén keskeisvoiman vélitykselld. Talloin Hamiltonin funktio on muotoa

k k
|I31;|2
Hix,p) =Y 20+ 3 Viiri— 1)),
i=1

b iA=1

missd V' : (0,00) — R on keskeisvoiman potentiaalifunktio. Helposti ndhdéaén, [!] ettd H on
kiertoinvariantti (kun kierretdén jokaisen hiukkasen paikka- ja impulssivektoria saman kulman
verran jonkun akselin ympéri). Téstd seuraa, ettii kokonaiskiertoimpulssin L komponentit L,
L? ja L3 seka tiaten L ovat liikkevakioita. Toisaalta suoralla laskulla voi osoittaa, ettd [L', H| =
0 = [L?, H] = 0 (eli kyseiset komponentit ovat liikevakioita). Tésté seuraa, ettd L* = [L!, L?] on
my0s liikevakio (Poissonin lause edelld). Téten SO(3) on keskeiskentén liikkeen symmetriaryhmd

(itseasiassa keskeisliike on Galilei-invariantti kuten on aiemmin néhty).

Harjoitustehtivi 48. Hiukkanen (massa m) liskkuu B3 :ssa (karttana v = (z,y, ) ) potentiaa-
likentdssi V (r) = —k/|r|, missd k € R\ {0} (esim. Keplerin liike). Mikd on Hamiltonin funktio
H? Osoita, etti

a) [H,(p x L)'] = (r x L)' k/|r[*, missi i =1, 2, 3, ja etti

b) Laplacen-Rungen-Lenzin vektori A = p x L — kmr/|r| on liikevakio. Vinkki: Poissonin
sulut ja ‘back cab’—kaava.

Nyt ndahddadn, ettd H on invariantts sekd L:n ettd A:n generoimissa muunnoksissa. Namd
suureet generoiwat rajoitetun litkkeen (ympyrd, ellipsi) tapauksessa ryhmdan SO(4) ja rajoitta-
mattoman litkkeen (paraabeli, hyperbeli) tapauksessa ryhmdin SO (3,1) eli SO(4) on'?® rajoite-
tun Keplerin liikkeen symmetriaryhmé. Jos viitsit, niin voit laskeskella sulut [A*, A7) ja [A?, L7]

(ndistd saa skaalaamalla ryhmien Lien algebrojen rakennevakiot te;jp).

Huomautus 18. Olkoon M monisto, L : TM — R (sd&nnoéllinen) Lagrangen funktio ja X =

Xi(q)0/dq" vektorikentti, jonka generoima lokaali virtaus (tai symmetriamuunnos) saadaan

120Tai laajemmin O(4) mikili peilaukset otetaan mukaan.
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siis ratkaisemalla integraalikiyrit am, am(0) = m € M, yhtalostd &, = X o ay, eli yhtéloista

dgfn(u)/du = X' (gm(u)). Nyt dim(u) = (am(w), dm(u)), missé dum(u) = Q;(u)a/aqﬂam(u), ja [

dL(dm(u)) 0L oL i
—_— ' (u + — ' (u
du  Og amm)q ) oq' am(u)gm( )
OL . oL 0X’ .
= - Xl m i 7 .
I | 4wy (am(w)) + 9q" |4,y OF am(u)qm(U)

Harjoitustehtdvan 39 nojalla virtaus voidaan nostaa faasiavaruuteen 7'M * nostamalla X kanoni-
sesti vektorikentiksi X = X,. Tdmén innoittamana tarkastellaan suuretta x(q, p) := p;X*(q),
jonka Poissonin sulku Hamiltonin funktion H(q,p) =p - q(q,p) — L(q7 q(q, p)) kanssa on

OXtOH OH 0L __ oxt
= Pi Y= = XZ - = .XZ i - 'J,
I=» 0q7 Op; dqt  9Iq" T oq 1

x, H

koska 0H(q,p)/dp; = ¢’(a,p) ja OH(q,p)/0¢’ = —OL/0q"|(qa(qp))- Toisaalta p; = OL/0¢",

jotenka
dL(&m .
W) _ py H)(L o cma),
missi L : TM — TM* on Legendren kuvaus (kimppuisomorfismi). Taten L on invariantti X :n
generoimassa muunnoksessa eli dL(¢m)/dul,—o = 0 kaikilla m € M, joss [x, H] = 0. Ollaan

paadytty Noetherin lauseen Lagrangen mekaniikan muotoiluun:

Lause 7. Lagrangen funktio L : TM — R on invariantti vektorikentin X generoimassa muun-

noksessa, jos ja vain jos x : TM — R,

0L(q,q)

9 ——=X"(q) = pi(q,q) X" (q),

x(d,q) =
on litkevakio (L:n generoimissa litkkeissd, jotka toteuttavat siis Lagrangen yhtalét).

Esimerkki 48. Olkoon X vektorikentté. Jokaisen pisteen ympdristissd on olemassa kartta q
siten, etti (lokaalisti) X = 0/0¢".**' Nyt X'(q) = d} ja vastaava x on x = 0L/0¢" = py, joka
on liikevakio, joss L/0¢* = 0 eli L on selviistikin invariantti X m generoimissa muunnoksissa,
jotka ovat tunnetusti (lokaaleja) siirtoja ¢* — ¢* + u. Huomaa, ettii jos py on liikevakio, niin

my6s OH /0q* = 0, missi H on L:i# vastaava Hamiltonin funktio.

121Todistus perustuu Picardin-Lindeldfin lauseeseen, joka antaa integraalikéiyrien olemassaolon. Jos o on X:n
integraalikéyrd, niin kartta q voidaan konstruoida siten, ett# valitaan mikd tahansa k ja médritellisin g%

koordinaattikiyra integraalikdyriksi a.
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21.1 Kovariantit suureet

Olkoon sitten f ja g kaksi ajasta riippumatonta suuretta, joille [f, g] = 1. Téllsin df (v)/dv =

£, gH(SS(U)vBS(v)) =1 ja dgs(u)/du = [g’f”(gs(u),gs(u)) = —1, joten

S () = v+ f(als),p(s)),

Ls

g (u) = —u+g(a(s),p(s)).

Zs

Huomaa, ettd f:n yksikké on sama kuin g:hen liittyvin muunnoksen parametrin v yksikko.
Eli jos esim. g generoi nopeussyséykset, niin sekd f:n ettd v:n yksikké on m/s. Talléin f on

selvastikin jonkinlainen ‘nopeussuure.’

Maaritelma 14. f on kovariantti ta: muuntuu kovariantisti g:n generoimassa muunnoksessa,

jos [f, g] = £1. Télléin sanotaan, etti f ja g muodostavat kanonisen parin.'*?

Esimerkki 49 (Paikka ja liikeméird). Koska [¢°, p'] = 1, niin ¢' ja p' muodostavat kanonisen
parin. Erityisesti hiukkassysteemissa hiukkasen ¢ j:s paikkakoordinaatti xZ ja impulssikoordi-

naatti p; muodostavat kanonisen parin.

Esimerkki 50 (Kulma ja kiertoimpussi). Tarkastellaan esimerkin 45 muunnosta, missd f =
L := ¢’p" —¢*p/. Maéritelladn kulmasuureet 0, := arctan(q*/¢’) ja 0, := arctan(p”/p’). Voidaan

osoittaa, [!] ettd

[equL] = 1,
9, 1] = 1.

Esimerkiksi yhden hiukkasen systeemissi kierrot z'-akselin ympiri generoi kiertoimpulssin
komponentti L. Télloin L' ja arctan(z®/z*) muodostavat kanonisen parin. Vastaavat tulokset
saadaan muille komponenteille. Huomaa, ettd komponenttia L' vastaa (ainakin) kaksi kanoni-

sesti konjugoitua suuretta eli suuretta, jonka kanssa L° muodostaa kanonisen parin.

Esimerkki 51 (Aika ja energia). Olkoon H Hamiltonin funktio. Usein H on systeemin (koko-
nais)energia. Kellosuure on T' € F, 0T /ot = 0, jolle [H,T] = £1. Sitd voidaan kiyttda ajan

mittaamisen kuten seuraavat esimerkit osoittavat.

122Vastaavasti kvanttimekaniikassa tarkastellaan ns. kovarianssisysteemeiti (eli yleistettyji imprimitiivisys-
teemeitd): pyritddn loytaméadn kvanttisuure (normitettu positiivioperaattorimitta), joka muuntuu kovariantisti

(esim.) jonkun toisen suureen generoimassa symmetriamuunnoksessa.
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Tarkastellaan vapaan hiukkasen liikettéd kolmiulotteisessa avaruudessa. Koska liike on tasais-
ta ja suoraviivaista, niin valitaan koordinaatisto siten, ettd hiukkanen liikkuu x-akselia pitkin.
Olkoon v hiukkasen vauhti, p = mu liikkemééri ja H(z,p) = p?/(2m) Hamiltonin funktio. M-
ritelladn suure T'(x, p) :== ma/p = x/v. Nyt [T, H|] = 1, joten T on kellosuure. Toisaalta, koska
liike faasiavaruudessa on muotoa t — (z(t),p(t)) = (vt+xo, mv), missé xo on hiukkasen paikka
hetkelld ¢ = 0, niin ¢ — T'(z(t),p(t)) =t + zo/v. Eli todellakin kellon T" arvo hetkelld ¢ (hiuk-
kasen radalla) on (olennaisesti) aika ¢. Itse asiassa vapaan hiukkasen liikettd voidaan kiyttéa

ajan mddrittelyssd.

Harjoitustehtivi 49. a) Olkoon L = ¢’p* —q¢*p? ja 0 = a arctan(¢*/¢?)+(1—a) arctan(p* /p’),
missi a € R. Osoita, ettd [0, L] = 1.

b) Tarkastellaan lopuksi harmonista oskillaattoria, jonka Hamiltonin funktio on H(q,p) :=
p?/2 + ¢*/2. Madritelliin T(q,p) = arctan(p/q) (kulma faasiavaruudessa). Osoita, etti T on

kellosuure. Mikd on sen arvo hetkelld t H:n generoimassa liikkeessd?

21.2 Symmetriset metriikat ja Killingin vektorikentat

Olkoon (M, g) semi-Riemannin monisto ja

L(q,q) = Ty(q,q) := §g¢j(q)q ¢

eli

1

H(q,p) =T,(q,p) := 59“ (a)prpr,

missi pr = OL/0¢* = gri¢’. Sanotaan, etti X = X'0/0q* on g Killingin vektori(kenttd) mikili
T, on invariantti X:m generoimassa muunnoksessa. Noetherin lauseen mukaan X on Killingin
vektori, joss x = px X* = X;¢’ on liikevakio (T},:n generoimissa liikkeissi eli geodeesien suhteen).

Toisaalta tamé on yhtépitdvad sen kanssa, etta

oxk . 1 OgM oxk 1 0gM
0=[T,) = —gllp — X' = —Z—pppy = gl — XT-
X, Ty = pr Dg7 g 2 g Prpi ( By g 2 9¢ ) PrDi
oxk o oXxt . OgM oxk . 1 0g**
= Jl gk X gk XiZ 2
k<l (Wg "o ! 8qi>pkpl+zk:(3qjg 2 5qi>pk
eli (koska koodinaatit p; ovat riippumattomia)
oxk . oxt . Ogh
= gt T gk oyt I
S0t = X g =0 (25)
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Harjoitustehtéivi 50. a) Osoita, etti yhtilosti gnjg"' = O, seuraa —0;g" = " (0;gn;)g"".
Vinkki: derivoi yhtalé ja kaytd tulon derivointisddntod.

b) Osoita kdyttien yhtaldd (25) ja a)-kohtaa, etta X on g:n Killingin vektori, joss

-agab aXl an
X'— ——Gak = 0.
oq + o g + o Yak

c¢) Osoita, etti 0gu/0q" = 0 kaikilla a, b, jos ja vain jos X = 0/dq" on Killingin vektori.

Tdilloin g on invariantti tai symmetrinen (lokaalissa) siirrossa q' — q' + u.
Esimerkki 52. Tarkastellaan Schwarzschildin metriikkaa
— [+ 20(r)] dt @dt + [1+20(r)/c?] " dr @ dr + 2 [d0 @ df + sin® 6 dp © dg] .

Valittomasti 16ydetadn kaksi Killingin vektoria 0/0t ja 0/0¢p, joita vastaavat (vapaan hiukka-
sen) liikevakiot ovat p; ja p,. Koska neli-impulssin nollas komponetti p; generoi ajan siirrot, se
vastaa hiukkasen relativistista energiaa. Kayttdmalla karteesisten ja pallokoordinaattien vélista

kartanvaihtoa
x = rsinf cos g, y = rsinfsin g, z=rcosb,
néhdédn suoralla laskulla, etté kiertoimpulssi L = (L,, L,, L,) on [!]
Ly = yp.— zpy = —(sinp)ps — (cot 0)(cosp)p,,
L, = zp,—xp, = (cosp)pg — (cotf)(sin ¢)p,,
L. = apy —Ype = Dy
Selvistikin Schwarzschildin metriikka on muotoa!??
g=—fit,r)dt@dt + f,(t,r)dr @ dr +r* [d0 ® df + sin® 0 dp @ dy] ,
jolle aina L, = p, on triviaalisti vakio ja
H="T,=—fi(t,r)"'p}/2+ fr(t,;r)"'p}/2 +77%p5 /2 + (rsin ) *p}, /2,
jotenka

[Lfv? H] = (aGLx)(apeH) - (apeLx)(OOH) + (awLx)(apq:H) - (8P¢Lx)(a¢H)
= (sinf)*(cos p)p,r?pp — 2(sin @)r?(sinf) > (cos 0)p}, /2 +

+ [—(cos ¢)ps + (cot 0)(sin @)p,](rsin §) *p, = 0.

123Ttseasiassa voidaan osoittaa, ettéd neliulotteisen pallosymmetrisen Lorentzin moniston metriikka on aina
tat4 muotoa jossain kartassa. Kertomalla g vaikka jollain positiivisella funktiolla h(t), metriikka sdilyy edelleen

pallosymmetrisend (esim. Robertsonin-Walkerin metriikka kosmologiassa).
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Koska L, = [L.,L,] ndhddan, ettd kiertoimpulssi L on liikevakio. Téten voidaan mééri-
tella pallosymmetrinen tai isotrooppinen metritkka: g on pallosymmetrinen mikali silld on
kolme (paikanluonteista) Killingin vektoria X, X», X3, jotka toteuttavat (so(3):n relaatiot)
[Xi, Xj|- = €% X). Kuten néhtiin, Schwarzschildin metriikka on pallosymmetrinen.
Yleisemmin vektoreihin X; (joille [X;, X;]- = €;#X}) liittyvid suureita x; = ppXF,
i = 1, 2, 3, (ja niiden lineaarikombinaatioita) sanotaan kiertoimpulsseiksi ja niiden generoi-
mia muunnoksia kierroiksi.'?* Kiertojen suhteen kovariantteja suureita sanotaan kulmasuureik-
si. Esimerkiksi pg = —(sin )L, + (cos ¢) L, generoi kierrot 6 +— 6 4+ u xy-tasossa olevan akselin

R(—sin ¢, cos ) ympéri; kulma 6 voidaan nahdé nyt kierron parametrina tai kulmasuureena.

124Nyt voidaan myds sanoa, etté kiertoryhmi SO(3) operoi (silefisti) monistolla M eli M on SO(3)-avaruus.
Téami voidaan vilittomésti yleistdd. Ryhmd G operoi (vasemmalta) joukossa Y eli Y on G-avaruus, jos on
olemassa kuvaus G x Y 2 (g,y) — gy € Y, joka toteuttaa seuraavat ehdot: g(¢'y) = (g¢')y ja ey = y kaikilla
9,9 € Gjay€eY, missd e on G:n identiteettialkio.
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22 FYS: Newtonin gravitaation relativistinen korjaustermi

Olkoon « vapaan hiukkasen liike (geodeesi) Schwarzschildin metriikassa
g=—[+20(r)] dt @ dt + [1+20(r)/c] dre@dr+r? [d6 ® df + sin® 6 dp ® de|

tapahtumahorisontin ulkopuolella. Liikkeen parametri A valitaan affiiniksi parametriksi eli
esim. ominaisajaksi massallisen hiukkasen tapauksessa. Ilmaistaan liike kanonisessa kartassa
(a,p) = (t,7,0,0,p:,r,P0,D,) kéiyrénd (q,p). Edellisen luvun nojalla tiedetdén, ettd ener-
gia'® p (\) = —F on vakio ja myos kiertoimpulssi L radalla on vakio. Koska (2!, 2% 2%) - L =
€ijpx'a’p, = 0, niin lilke tapahtuu L:44 vastaan kohtisuorassa avaruuden tasossa. Kierretdan
avaruuden koordinaatistoa tarvittaessa siten, etta liike tapahtuu xy—tasossa. Téten voidaan
yleisyyttd loukkaamatta olettaa, ettd (\) = 7/2 ja B«p()\) = L € R. Kiertoimpulssi L voidaan
ymmértad seuraavasti: Ajatellaan, ettd hiukkanen on hyvin kaukana massasta M (eli hiuk-
kanen on likiméérin vapaa) ja lahestyy M:&4. Yleisyyttd loukkaamatta voidaan olettaa, etté
alussa hiukkanen on tason pisteessé (xg, o) ja sen liikeméadra on (p,0), missd xo < 0 ja p > 0.
Nyt L = 200 — yop = —yop eli L =0, jos yo = 0 eli hiukkanen liikkuu x—akselia pitkin suoraan
M:aan. Jos L > 0, niin yg < 0 (ollaan z—akselin alapuolella), hiukkanen kaartaa ylospéin eli
kiertdd M:n ympéri oikeakétisesti (¢ kasvaa, ¢ > 0). Jos L < 0, niin yo > 0 ja hiukkanen kier-
taé vasenkétisesti (kaartaa alaspdin). Nyt |L| on suuri mikéli p ja/tai |yo| on suuri: mité isompi
ldhestymisnopeus, sitd suurempi kiertoimpulssi tai mitd suurempi kohtisuora etdisyys M:sté,
sitd suurempi kiertoimpulssi. Seuraavaksi tarkastellaan tarkemmin radan muotoa.

Huomautuksen 10 nojalla
T = % {— [ +20(r)] i+ [1+ 2<I>(7’)/02}_1 7+ 72 [62 + sin? 9@2] }

mikali hiukkasen massa m > 0 (massametriikka mg). Jos hiukkasen massa on 0, niin geodee-
siyhtélo saadaan ylla olevasta T':sté sijoittamalla formaalisti m = 1 (metriikka g); vastaavasti
E sekid L voidaan tulkita massattoman hiukkasen relativistiseksi energiaksi ja kiertoimpulssiksi.

Lisdksi tiedetaén, etta

—2I(\) = —mgu (aV) =5~ =—m7'g" (q(N)pu(Npu(A) = mc’e,  (26)

missd € = 1 ajanluonteisille (massallisille) hiukkasille ja ¢ = 0 valonluonteisille (massattomille)
hiukkasille. Sijoitetaan p,(A) =0 ja

E=—p, ) = [mc* +2m(r()))] %

125Huomaa, etti p;/c = pg = —P? erityisessi suhteellisuusteoriassa.
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seké

L=p (\) = mr(\)?sin? 9(0) 2 = mr(\)? 22

»

yhtéloon (26): Saadaan [!]

—m*ce = g"(a)p} + g (@)p’ + 9" (@)p) + 97 (a)p

= — [02 + 2@([)} TRy [1 + 2@([)/02} m? [1 + 2@([)/02} -2 24+ r 22

eli jarjestelemalld termeja

l ) 1 2 1 —-1..-2712 27 E2
mr —|—2me [c +2<I>(f)} +2m r L [1-1—2‘1)@)/0]

2 ©2me?’
Maaritelladn efektiivinen potentiaalienergia
emc? L? L*®(r)  emc? mM  L? L?ry,
Vir) = o ) = — e - -
(r) 2 +em(r) + 2mr? + mc?r? 2 N + 2mr? 2mr3
missa
M A Thor
O(r)=-Gyn— =——"
(r) Ny 2 r

on Newtonin gravitaatiopotentiaali, ro, = 2GyM /c? tapahtumahorisontti ja 6 = 1. Téten on

johdettu radiaalikoordinaatin liikeyht&lo

1, E?
“mi - . 2
9" + V() 2mc? (27)

Massallisen hiukkasen (m > 0) tapauksessa ¢ = 1. Massaton hiukkanen (esim. valo) noudattaa

samaa yhtalod, kun siihen sijoitetaan formaalisti m = 1 ja laitetaan € = 0.

Harjoitustehtava 51. Osoita, ettd yhtals (27) redusoituu Newtonin gravitaation mukaiseksi,
kun litkutaan kaukana M:sti tai laitetaan parametri 6 = 0. Voit kdyttda hyvdksesi aiemmin
johdettua tulosta, jonka mukaan hitaasti kaukana liskkuvalle hiukkaselle ominaisaika T ~ t ja
E =~ mc* + %va, missi v on hiukkasen vauhti etidlli M:sti (eli se on likimddrin vapaa,).
Tarkastele sitten valon tapausta Newtonin gravitaatioteoriassa eli laita € = 0 = 0. Osoita, etti

saat suoran yhtdlon. Mikd on timdan tuloksen fysikaalinen tulkinta?

Johtopédétoksend voimme sanoa, ettd massallisen hiukkasen (tai pienen kappaleen
massakeskipisteen) liike pallosymmetrisen massan M tapahtumahorisontin ulko-
puolella noudattaa liikeyhtélod, jossa Newtonin potentiaaliin ®(r) pitdé lisata rela-

tivistinen korjaustermsi

L2 Thor N GNM L2 1
m22r3 2 m2rd

Do (1) = —

Té&ll6in hiukkasen potentiaalienergia etdisyydelld  on m®(r) + m®,(r).
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Téssé joitain lisshuomioita:
1. Potentiaalin @, lauseke on tarkka eikd mikéan ‘sarjakehitelmé.’
2. Sekd @ ja &, riippuvat aktiivisesta painovoimamassasta M. Ne havidvat, kun M = 0.

3. Potentiaali ®,¢ (muttei ®) riippuu kiertoimpulssista massayksikkod kohden eli suureesta
L/m. Jos ldhestytddn avaruuden suoraa pitkin kohti origoa (eli L = 0) relativistinen
potentiaali on 0. Samoin kiy etdantyvélle liikkeelle, jos liikkutaan origosta lahtevia suoraa
pitkin.

1

4. Potentiaalit ® ja ®,. ovat suoraan verrannollisia funktioihin 7~! ja =2 eli korjaustermin

vaikutus havaitaan kiytdnnosséa vain, kun r on ‘pieni.” Korjaustermi on kuitenkin riittédvan
suuri aiheuttamaan havaittavan Merkuriuksen perihelisiirtymin.2°

5. Putoamiskiihtyvyyksien suuruuksien suhde

IVO,a(r)]  L?3rher  Prpor 3 ( L )2

mr

Vo)  m2 2t T 22 2

on tosi pieni planeetoille. Esimerkiksi nopeimmin liikkuvan planeetan, Merkuriuksen, ra-

tanopeus v &~ L/mr ~ 50000 m/s, joten sille suhdeluku on luokkaa 107".

6. Potentiaali ®,¢ ei hévid massattomille hiukkasille, joten wvalo taipuu (havaittavasti) M:n
laheisyydesséd (koska ilman korjaustermid valo etenisi suoraviivaisesti; korjaustermi @,

aiheuttaa (keskeis)kiihtyvyyden —V®,q).

Tarkastellaan seuraavaksi efektiivistd potentiaalienergiaa V' tarkemmin. Tunnetusti sen vakio-
termi emc?/2 voidaan jattdid pois (koska potentiaali on vakiota vaille yksikésitteinen). Jaetaan
vield V massalla m ja mééritellién siis efektiivinen potentiaali U := m™(V — emc?/2) eli

2 2 2
C"Thor f g Thor
+ o6
r T r

2U(r) = —¢

missi £ := L/m. Nyt (27) redusoituu muotoon 7? /24U (r) = C, missii C' on vakio. TAmi on nép-
pard muotoilu, silla m on hévinnyt kaikkialta; se on imuroitu ¢:4an. Yhtalo péatee sellaisenaan
my6s massattomille hiukkasille. Massalliselle hiukkaselle ¢ on siis kiertoimpulssi massayksikkoa
kohden ja massattomille hiukkasille £ = L on kiertoimpulssi suoraan.

Pisteissd r = r(\'), missd U(r) = C on oltava 7(\') = 0 eli liikkkeen r—suunta mahdol-
lisesti kdantyy. Nain ollen liikettd voidaan tutkia tuttuun tapaan piirtdmalla U:n kuvaaja ja

leikkaamalla sitéd vaakasuorilla suorilla (joiden ‘korkeus’ on ). Jaetaan tarkastelu osiin:

126 Joka tosin lasketaan mydhemmin kiyttdmélld ns. harmonisia koordinaatteja.
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22.1 Ympyraradat

Ympyraradat r(A) = a (eli #(A) = 0) esiintyvét etéisyyksilld r = a, missd 2U saa minimi- tai
maksimiarvonsa. T&lloin 2U:n derivaatta on nolla eli etsitddn yhtélon

dU 2 2 Prig
_ WU _ o oy g5
T

0
dr r2

ra
eli yhtalon

€ rpoer? — 201 + 350210, = 0

ratkaisut. [!]

Massallinen hiukkanen

Jos € = 1 (massallinen hiukkanen) ratkaisut ovat

2+ \/€4 — 63c20%r2

C2Th0r

r=a4 =

bl

joten jos (6 = 1 ja) £? on riittdviin iso, ympyriratoja on kaksi, joista toinen (+) on stabiili ja

toinen (-) epéstabiili. Rajalla 2 — oo saadaan (kehittdmélla sarjaksi)

1+ /1 —3c202r2 e 1+ (1 — 3025*27"}2“/2) N 2/ (GyM) — 0,

a4 = €2 5 5
C*Thor C"Thor

3rhor/2 = 3GNM /2.

Kun parametria ¢ pienennetdén, diskriminantti £* — 3¢2¢?r2 = menee nollaksi arvolla
=3 = 12(GNM/C)2,

jolla ay = a_ = 6GyM/c? eli timi on pienin mahdollinen stabiilin ympyriradan side (pie-
nemmilld ¢%:n arvoilla ei ole ympyriratoja lainkaan). Kun 3Gy M/c? < r < 6GyM/c?, niin
epdstabiilit ympyriradat ovat mahdollisia vapaalle hiukkaselle (/2 — oo). Jos kappale ei ole
vapaa (esim. raketissa on moottorit paalld), niin se voi kiertdd pienemmillakin ympyraradoil-
la (eli vililld rhe, = 2GyM/? < r < 3Gy M/c?). Kuten ollaan nihty, tapahtumahorisontin

sisépuolella r < 7y, kaikki kappaleet aina ajautuvat singulariteettiin (r — 0).

Huomautus 19. Jos lisdksi 6 = 0 (Newtonin gravitaatio), niin tunnetusti

02 4 02 ?/(GyM) (fysikaalinen ratkaisu),
a+ = =

Crior e . )
0 (epéfysikaalinen ratkaisu)

eli stabiileja ympyraratoja on yksi. Muut radat ovat joko ellipsejé, paraabeleja tai hyperbeleja.
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Massaton hiukkanen

Jos € = 0 (massaton hiukkanen), niin ainoan ympyraradan séde on
r=a=03"h/2 = 03GN M/

Téaten Newtonin mekaniikassa (6 = 0) fotoni ei voi liikkkua ympyrérataa (liikke aina suoraa), mut-
ta relativistisessa tapauksessa (0 = 1) fotoni voi teoriassa kiertdd M:n ymparilla etaisyydella
3G yM/c?, mutta pienikin hiirid suistaa sen téhteen (r — ryo;) tai ddrettomyyteen (r — oo)

(silld ympyrérata on epéstabiili).

22.2 Muut radat

Helpointa on piirtdéd potentiaalin U(r) kuva tarkasteltaessa muita vapaan kappaleen ratoja ja
katsoa siitd. Piirtele vaakasuoria C—viivoja ja tsekkaa milloin suorat leikkaavat U(r):n. Néissa

pisteissé liikkeen suunta kddntyy. Huomaa, etté radan pisteessi r(A) on oltava
1
C =5tV +U(r() 2 U(r()

eli, kun U(r) ja C—viiva on piirretty, niin mahdollinen tai ‘sallittu’ liikke tapautuu r—akselin
pisteissé, missd U(r) < C' (siis U(r) on C—viivan alapuolella).

Potentiaalikuopan pienessé ympéristossa r vérdhtelee, joten litke on rajoitettua (sidottua)
ja stabiilia (esim. ellipsirata). Hiukkanen j&& kiertdméadn M:44. Kuoppien pohjalla ovat stabii-
lit ympyraradat. Sironnassa kappale saapuu kaukaa ja karkaa pois. Talloin vaakaviiva leikkaa
U(r):n kerran (sallitun liitkkeen alueessa). On myos mahdollista, ettd hiukkanen litkkuu poispéin
M:stéa, vaihtaa suuntaa ja ylittda tapahtumahorisontin. Hiukkanen saattaa jumittua kukkulan
kohdalle epastabiilille ympyréaradalle, mutta pienikin ‘tonéisy’ ajaa hiukkasen joko tapahtu-
mahorisonttiin tai darettomyyteen. Jos kiertoimpulssi ¢ pidetdén kiintedna ja muutetaan vain
energiaa C' ndhdéén, etta riittdvéin pienilla C':n arvoilla on joko sidottuja tai sirontaliikkeité tai
kumpiakin (ks. seuraavan kuvan ylin kiyrd). Mutta kun C' on riittédvén iso ja ylittda kukkulan,
hiukkanen painelee suoraan mustaan aukkoon (tai karkaa dérettomyyteen). Seuraavilla sivuil-
la on kuvat sekéd massallisen ettd massattoman hiukkasen kiyttaytymisesta tdhden tai mustan

aukon laheisyydessa.
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Massallinen hiukkanen
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Kuva 12: Vasemmassa kuvassa on piirretty massallisen hiukkasen potentiaali U(r) eri para-
metrin /2 arvoilla. Pienilld ¢2:n arvoilla maksimeita ja minimeiti ei ole, mutta isommilla arvoilla
ilmestyy maksimi- ja minimipisteet. Kun ¢?:sta kasvatetaan maksimi siirtyy kolmosta kohden
ja minimi siirtyy ddrettomyyteen. Huomaa, etti vaaka-akselin yksikko on Gy M /c? eli tapah-
tumahorisontti on kohdassa 2. Oikeassa kuvassa on piirretty yksi relativistinen potentiaali ja

Newtonin gravitaatiopotentiaali (siis ilman relativistista korjaustermi).
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Massaton hiukkanen
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Kuva 13: Vasemmassa kuvassa on piirretty massattoman hiukkasen relativistinen potentiaali
U(r) = 0%/(2r*) — (Pryo:/(2r?) eri parametrin (2 arvoilla. Milldén ¢?:n arvoilla ei ole minimeité,
mutta kaikilla arvoilla on maksimipisteet, jotka ovat selvésti epéstabiileita. Maksimit ovat aina
kolmosessa. Huomaa, etté vaaka-akselin yksikké on Gy M /c? eli tapahtumahorisontti on koh-
dassa 2. Oikeassa kuvassa on piirretty yksi relativistinen potentiaali ja ‘Newtonin’ efektiivinen

potentiaali £2/(2r?), jossa ei ole lainkaan maksimeita tai minimeita.
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23 FYS: Kanoniset muunnokset

Olkoon (S, ) 2n—ulotteinen symplektinen monisto ja £ = (q, p) sekd £ = (Q,P) sen kanoniset

kartat.!?” Titen (kanonisen kartan méiritelmin perusteella) lokaalisti
Q=) dp'Adg' =) dP'AdQ
i=1 i=1

ja Hamiltonin funktion H generoima liikke o : (Ao, A\;) — S toteuttaa Hamiltonin yht&lot

& = —Q Y(dH) o a, jotka niyttiviit kanonisissa kartoissa (q, p) ja (Q,P) saman muotoisilta:
OH OH
1(A) = —(a(A), p(A b(A) = ———(a(A), p(A
4 = 55 @), pW). - PO = 5 (a(X), p(Y)
tal
. 0OH : oOH
QW) = 55 QW) PMY). PO = —@(Q(A),E()\))-
Olkoon sitten A, tai lyhyesti A = (A%)77_,, A% = OE D€ ,» kartan vaihdon Jacobin

matriisi (pisteessid s € S, joka kuuluu kummankin kartan méérittelyalueeseen). Valittoméasti

nahdéaén, [!] ettd A toteuttaa yhtalon
A'TA =T,

missi AT on A:n transpoosi, eli A on reaalisen symplektisen ryhmdn Sp(2n,R) alkio; ryhmé
Sp(2n, R) koostuu 2n x 2n-reaalimatriiseista A, jotka toteuttavat ehdon ATT A = T".'?® (Vertaa
ortogonaalimatriisien ryhméén ja Lorentzin ryhméén, joissa I':n tilalla on 1 tai n vastaavasti).

Kanonisten karttojen vélistd koordinaattimuunnosta (Q(q, p),P(q, p)) sanotaan kanoni-
seksi muunnokseksi (tai karttoja kanonisesti yhteensopiviksi), silld tdssd muunnoksessa Hamil-
tonin kanoniset yhtdlot pysyvdt saman muotoisina (eli Hamiltonin yhtalét ovat muotoinvariant-
teja kanonisten muunnosten suhteen). Koordinaattimuunnos on siis kanoninen, jos sen Jacobin
matriisi A, on symplektinen karttojen alueiden leikkauksen kaikissa pisteissa s. Helposti nah-
dddn myos, ettd symplektinen monisto voidaan varustaa kartastolla, jossa kaikki kartat ovat
parittain keskendén kanonisesti yhteensopivia. Seuraava lause karakterisoi kanoniset muunnok-

set eri tavoin:

Lause 8. Olkoon &€ = (q, p) kanoninen kartta jo &€ = (Q,P) joku kartta. Seuraavat kohdat ovat

yhtdapitavid:

127 Joiden miérittelyalueitten leikkaus on epétyhja.
128Ryhmétulo on matriisien kertolasku, ykkdsalkio on identiteettimatriisi ja kiinteisalkio on kiinteismatriisi,

joka on olemassa, silli det(A) = 1.
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1. (Q,P) on kanoninen kartta (eli yhtdipitivisti (Q(q, p),P(q, p)) on kanoninen muunnos).
2. S AP AdQ = S dpf Adg = Q.
3. Muunnoksen (Q(q, p),P(q, p)) Jacobin matriisit A, ovat symplektisii (eli ATTA, =T).

4. Kaikilla H € F(S), jos litke a : (Mg, \1) — S toteuttaa Hamiltonin yhtdlot & =

—QYdH) o a, niin kartassa (Q,P) yhtdlét ovat kanonista muotoa
Q) = 0H /0P| g5 iy B = ~0H/0Q] g pn)

5. Kaikilla f, g € F(S) Poissonin sulku

N[ 0f 99 Of Og
ool =2 (8@' oP  Op; 8@) '

i=1

6. Kaikilla i, j = 1,2,...,n perussulut ovat | [Q°, P'] = 67 | ja|[Q", Q'] = 0 = [P, P7]|.

Todistus. Tapaukset (1) < (2) < (3) ja (2) = (4) todettiin aiemmin. Todistus (5) = (6) on
triviaali. Koska [€F,€!] = AR TY AL niin [€4,€] =TH & AT AT =T"1 < ATTA=T.
Téten (6) < (3). Oletetaan (2). Koska [f,g] = Q7'(df)g ja Q seki df ovat samanmuotoisia
kaikissa kanonisissa kartoissa,

_n of dg  Of Og _n afag_afag
fa=2 (aqi o apia_qi) -2 (8@@' oP ~ oP a@f)

=1

eli my6s Poissonin sulku on saman muotoinen. Téten (2) = (5). Lopuksi oletetaan, ettd (4)
pitee. Koska nyt f = [f, H], niin valitsemalla f:ksi ja H:ksi sopivia muuttujia Q' tai P’
nahdédén, etta (6) seuraa. O

Kun pitdi osoittaa, ettd muunnos on kanoninen, niin kohta (6) on kiitevin.'?® Eli riittda
laskea koordinaattifunktioitten Q% ..., Q", P!, ..., P" keskiniiset Poissonin sulut. Myshemmin
pyritdan 16ytdmaéan sellainen kanoninen muunnos, ettd mahdollisimman moni uusista koordi-
naateista on liikevakioita. Talloin liikeyhtéloitten ratkaiseminen on helpompaa (uusissa koor-

dinaateissa).

129 Joskus kanonista muunnosta sanotaan rajoitetusti kanoniseksi. Rajoittamattomasti kanonisessa muunnok-
sessa sallitaan, ettd perussulut siilyviit (samaa) vakiota C € R\ {0} vaille eli [Q, P/] = C¢% ja muut sulut
ovat nollia. Mutta tdmé on tarpeeton yleistys, silld jos C' > 0 voidaan mééritelld kartta Q' := C~/2Q ja
P’ := C~Y/?P, ja jos C < 0, méiiritellitin Q' := (—C)~'/?P ja P’ := (—C)~Y2Q. Nyt [Q"?, P"/] = 6" jne. eli
kartta (Q,P’) on (rajoitetusti) kanoninen.
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Esimerkki 53. Tapaus n = 1 on yksinkertainen, sillé riittdé tsekata ehto [Q, P] = 1. Huomaa
myos, ettd [Q, P](s) = det A, joten nyt ehto (3) on yhtépitivd ehdon det Ay = 1 kanssa.
Esimerkiksi muunnos Q(q, p) = p*cosq, P(q,p) = bp®sing, a, b € R on kanoninen, joss [@Q, P] =
—abp**t=1lelia=1/2jab=—

Esimerkki 54. Olkoon faasiavaruus S moniston M kotangenttikimppu TM* ja q sekid
Q M: karttoja. Faasiavaruuden kartaksi voidaan valita (m,Y ), p;dq|m) — (q(m),p) tai

(m,>2; PidQ’|m) = (Q(m), P). Koska P; = 3~ (0¢’ /0Q")p;, niin

jk=1 i=1 igok=1

ZdHAin Zzgg)lg%d Adg® + Z p]ananko/\sz de]/\dq
=1

=0 =0

eli muunnos (Q(q, p), P(q, p)) on kanoninen (tdmé tiedettiin kylld muutenkin Poincarén 2-
muodon méadritelméstd). Muunnosta sanotaan pistemuunnokseksi, koska siikeen koordinaatit
p ovat kytkeytyneet kantamoniston pisteen koordinaatteihin q. Toki voidaan kayttaa yleisem-

pidkin karttoja, missd néin ei ole.

Harjoitustehtava 52. Tarkastellaan neliulotteista faasiavaruutta eli n = 2. Ovatko seuraavat
muunnokset kanonisia?

a) Q' =p'/7, Q> =p*/T, P' = p* = T¢" ja P* =p' —T¢*.

b) Q' =p'p? —q', Q* =p'¢*, P =p' ja P? = ¢*p*.

¢) Q' =q¢ —¢* Q*=q" +¢° PP =p' —p*ja P*=p' +p*.

Jos muunnos ei ole kanoninen, saatko sen skaalattua kanoniseksi? Mikd on c¢)-kohdan
muunnoksen geometrinen tulkinta? Mitkd ovat ylld olevien kanonisten muunnosten kdadnteis-

muunnokset?

23.1 Generoivat funktiot

Olkoon (q, p) ja (Q,P) kanonisia karttoja (kumpikin mééritelty jonkun pisteen s € S ympéris-
tossd) ja Ay := >0 p'dg’ sekd Ay := " | P'dQ" 1-muotoja. 1-muodoista saadaan 2-muotoja
ulkoisen derivaatan d avulla: nyt dA; = >0 dp’ Adg’ = Q ja dAy = > | dP* A dQ" = Q.
Poincarén lemma 3 sanoo, etté jos 1-muodon ulkoinen derivaatta on 0, niin se on (lokaalisti pis-
teen s kutistuvassa ympéristossid) muotoa dF', missé F' on (kyseisessi ympéaristossia médritelty)

reaaliarvoinen funktio eli nollamuoto. Koska d(A; — Ay) = Q2 — ) = 0, saadaan siis

Ay — Ay =dF (28)
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eli esimerkiksi kartassa (q, p)

n 'j_n Z'n @ j oF a_F
;pqu ;Pjg(@qjdq ) Z( “’*apfdp])

Kaava vaikuttaa monimutkaiselta, mutta sitd voi yksinkertaistaa valitsemalla vapaat muuttujat
(edelld siis (q, p)) toisin. Tarkastellaan tétd seuraavassa.

Oletetaan, etta pisteen s ympéristossa

0Q'(q,p)\"
det (a—pj>i7j:1 7& 0.

Téstd seuraa (kddnteiskuvauslause), ettd riippumattomiksi muuttujiksi voidaan valita q ja

Q eli p voidaan esittdd niiden funktiona p(q, Q). Maéritellddn kanonisen muunnoksen

(Q(a,p),P(q,p)) generoiva funktio'*

Fi(q,Q) = F(q,p(q,Q)).

Yhtalo (28) on nyt muotoa

- 7 % 7 aF i OF %
;pdq ZPdQ—Z( Hd ande)

Vertailemalla kertoimia saadaan

oqt’
, 0F;
P = ——
Q"
Toisaalta, jos A
det (M> # 0,
I ij=1

niin p voidaan esittdd riippumattomien muuttujien (q,P) avulla ja voidaan maééritelld (Le-

gendren muunnoksen avulla) generoiva funktio

Fy(q,P) := Z P'Q(q,p(q,P)) + F(q,p(q, P)).

Yhtilo (28) on muotoa

ni i 1) aFQiaFQZniiii
;pdq ZPdQ Z( dg 8PldP) > (PAQ’ + Q'dPY).

=1

130y :n médrittelyalue on joukon R™ x R™ avoin (osa)joukko (ei siis S:n joukko).
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Vertailemalla kertoimia saadaan

p - aql7
. OF
= op

Edelleen, jos ‘
det (M) 40,
g’ ij=1

niin q voidaan esittad riippumattomien muuttujien (p, Q) avulla, ja maarittelemalld (Legendren

muunnoksen avulla) generoiva funktio

Zp (p,Q) + F(a(p,Q).p),

yhtalo (28) saadaan muotoon

=1

Vertailemalla kertoimia néihdéi'an, etta

; 0F3

¢ = ——5,

op

po— 95

Q'

Lopuksi, jos
pi "

o¢ i =1

niin q voidaan esittdd riippumattomien muuttujien (p,P) avulla. Tehdaén kaksi Legendren

muunnosta perakkéin funktiolle F':

P):=— Zpiq"(p, P) -+ Z P'Q'(a(p,P),p) + F(a(p,P),p).

Télloin yhtélo (28) on muotoa
" S " /OF, . OF,
‘dq' — P'dQ" = -dp’ -d P’
Yo -3ri = 3 (G e

i=1 =1

ja taten
i 9k
q - 8]?1 )

op
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Kerataan ylla olevat tulokset taulukoksi:

No Pieni Iso

1 p+ P-
2 p+  Q+
3 q— P—
4 — Q+

Taulukkoa luetaan siten, ettd No kertoo generoivan funktion numeron (k) ja Pieni (a+)

tai Iso (A=) pienen tai ison muuttujan nimen (a tai A) ja merkin (m,, ms = +£). Yhtalot ovat

muotoa
a = Meg—,
ob
: orF;
A = —
TASB

missi b° (tai B') on konjugoitu pieni (tai iso) muuttuja. Titen muuttujat b° ja B’ ovat riippu-
mattomia muuttujia (generoiva funktio Fy(b’, B%)).!3!

Edelld on osoitettu, ettd kanoniselle muunnokselle 16ytyy aina (lokaali) funktio F', jonka
avulla voidaan (mahdollisesti) maéritelld generoiva funktio Fy. Myos kdédnteinen tulos pétee
riittavien sdannollisyysehtojen vallitessa; tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi vain tapausta
Fi(q,Q): Olkoon Wy 3 q(s) ja Wq 3 Q(s) R™:mn avoimia (osa)joukkoja'®? ja Fy : WyxWq — R
(siled) funktio, jolle

PFi(q, Q)"
o (ﬁ)m 40 Y(a.Q) € Wy x W,

Talloin F, on jonkun kanonisen muunnoksen generoiva funktio.'? Tapauksille Fy, F3 ja Fj

saadaan vastaavat ehdot.

131Huomaa, ettii voidaan valita myos muita riippumattomia muuttujia. Esim. jos n = 2, niin muuttujiksi
voidaan valita mitki tahansa 4 muuttujaa (Q', ¢2,pt,p?), (¢t, Q% p%, P?), (¢*, Q% p', P!), jne. mikili vaan ne

ovat toisistaan ‘riippumattomia.’
132 Jotka, sisdltyvit karttojen q ja Q arvojoukkoihin.
133Todistus perustuu implisiittifunktiolauseeseen, jota kiyttimilld voidaan ratkaista yhtdls 0F;(q, Q)/dq" =

p' muuttujien Q suhteen eli funktio Q(q,p). Voidaan miéritelli P;(q,p) := —8F1/6Qi|(q Qlap)) 18 588-
daan 1, p'dg’ — 31 PUAQ' = Y ,(0F1/9¢")dq" + (0F;/0Q)dQ" = dF; sckii det (0Q'(q,p)/0p’) =
det (92F) (q,Q)/0q°0Q7) ™" £ 0,
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Esimerkki 55. Tarkastellaan faasiavaruutta R?. Mééritelldén funktio Fi(g, Q) := ¢Q. Koska

2
F
9q0Q)
niin F} generoi kanonisen muunnoksen, jolle
oOF,
p = 8_q =Q,
oQ

eli Q(q,p) = p ja P(q,p) = —q. Erityisesti dP A dQ = —dg Adp = dp A dq tai [Q,P] = 1
(tarkistuslasku).
Esimerkki 56. Tarkastellaan faasiavaruutta R?. Mairitelldin funktio Fi(q, Q) := ¢ + Q. Nyt

82F1 (q) Q)
0q0Q

Funktio F} ei generoi kanonista muunnosta, silla

= 0.

mutta p € R on vapaa muuttuja (ristiriita).

23.2 Ajasta riippuva tapaus

Tarkastellaan tila-avaruutta S = T x S ja sen karttoja (¢,q, p) seké (¢, Q,P), missi (q,p) on
S:n kanoninen kartta ja Q = Q(t,q,p), P = P(t,q, p). Kartanvaihdossa ei siis muuteta aikaa
t = ¢ = Q. Lisitain kanonisesti konjugoidut kotangenttikimpun 77 * ‘energiakoordinaatit’
p° ja P° karttoihin. Jokaiselle H € F(S) méaritelladan H' : TT* x S — R joka on kanonisessa
kartassa muotoa H'(t,q,p",p) := p’ + H(t,q, p). Muunnoksen Q = Q(t,q,p), P = P(t,q,p)
sanotaan olevan (ajasta riippuva) kanoninen muunnos mikili sen laajennus faasiavaruuteen
(TT*xS,Q) on kanoninen muunnos.'3* Kuten nihtiin, muunnos Q = Q(t,q,p), P = P(¢,q, p)
on kanoninen, joss silli on (joka pisteen ympiristossid) generoiva funktio F'(t,q,p", p). Le-
gendren muunnoksilla pééstéddn eri tyyppisiin generoiviin funktiohin F} kuten aiemmin. [!]

Tarkastellaan vaikka tapausta k = 2 (muut hoituu analogisesti). [!] Nyt

Fy(t,q, P’ P) =Pt +> P'Q'(t,.q,p(t.q.P)) + F'(t,q,p°(t,q, P, P), p(t,q, P)).

134Tuttuun tapaan médritellidn Q' := dp® Adg® +Q = Y"1, dp® A dg’.
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ja
0o _ _ aFQI / 0 _ 0
Q - t - apo — FQ(t,q,P,P) - Pt+F2(t7an)a
OF, OF, OF:
0 2 2 0 2
= = = P I
b 8 ot o
seké kaikilla ¢ = 1,2,
p - 8(]’7
= p

eli saatiin samat yhtélét kuin aiemmin (nyt vaan F} riippuu myds ajasta). Koska H' = p®+ H =
PY + 0F,/0t + H = P° + K, niin uusi (karttariippuva) Hamilton on K := H + 0F,/0t ja
Hamiltonin yhtélét voidaan kirjoittaa kanonisissa kartoissa muodoissa q = —0H/dp, p =
0H/0q tai Q= -90K JOP, P = 0K/0Q. Vastaavasti kiisitelldin muut generoivat funktiot Fj,
eli saadaan tésmaélleen samat kaavat kuin ajasta riippumattomassa tapauksessakin paitsi aina
uusi Hamilton K = H + 0F},/0t. Huom! Ajasta riippumattomassa tapauksessa 0F}/dt = 0 eli
K = H eli kaikki Hamiltonit ovat karttariippumattomia.

Jos f ja g eivit riipu koordinaatista p°, niin laajennettu sulku

af dg  Of g

[f, g = 3PP 00 9g [fyg] =119l

ja [f,t] = 0. Téten, jos muunnoksen Q = Q(t,q,p), P = P(t,q,p), Q°(t,q,p) = ¢* = ¢

perussulut ovat [Q?, P] = 6% ja [Q%, @] = 0 = [P*, P’], niin muunnos on kanoninen.!3®

Esimerkki 57. Ajasta riippuva muunnos (‘faasiavaruuden kierto’) @) = gcost + psint ja P =

—gsint + pcost on kanoninen, silld [@Q, P] = 1. [!] (Lokaalina) generoivana funktiona esim.

1
Fy(q, P, t) = §(q2 + P2) tant 4+ qP/ cost,
silla
OF:
8_(]2 = (gsint+ P)/cost = p,
OF, . . 9 .
P - (Psint + q)/cost = [q(1 — sin”t) + psintcost|/ cost = Q.

135Gill vastaavat perussulut laajennetun Poissonin sulun [f, g]’ suhteen ovat samat eli esim. [Q¢, P/] = §%
ja [Q°, P7) = 0 (i, j > 0). ‘Koordinaatti’ P méirdytyy nyt automaattisesti kirjoittamalla P°(¢q°, q,p°, p) =
p°+V (% q, p) (jotenka [Q°, P°] = 1) ja valitsemalla V siten, etti [Q?, P°]’ = 0 = [P?, P°]". T4méi on mahdollista
Poincarén lemman perusteella, silli suoralla laskulla nihdin, ettd dv = 0, missé v := (9;Q?0g P7 —0; P? 9oQ7)d¢?

eli on olemassa V' siten, ettd v = dV. Nyt 37 dP? AdQ’ = Y (dp’ Adg" = ' eli uusi kartta on kanoninen.
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Hamiltonia H vastaava uusi Hamiltonin funktio on

SO NN Y R
K=H+—==H+5(0+07)

Erityisesti Hamiltonia H = 0 vastaava K = K := (q2 +p2)/2 = (Q2 - PQ)/Q ja nyt
dP ANdQ — dKy A dt =
(—sintdq + costdp — g costdt — psintdt) A (costdq + sintdp — gsintdt + p costdt)
—(qdq + pdp) A dt = dp A dgq.

Huomaa, etté laajennetussa avaruudessa aina p® = P°+ K, missi K, on Hamiltonia H = 0 vas-

taava funktio. Mikd on tdmén esimerkin fysikaalinen tulkinta? Huomaa, ettd (@, P) havaitsija

vardhtelee harmonisesti (g, p):n suhteen eli g-akselilla.

23.3 Faasivirrat ja kanoniset muunnokset

Olkoon f € F(S) suure. Tarkastellaan sen generoimaa (lokaalia) faasiavaruuden muunnos-
ta (kanonisessa kartassa (q,p) hetkelld ¢): parametrin arvolla u pisteen s € S koordinaat-
tivektori (q(s), p(s)) = (gs’t(O),Es,t(O)) muuntuu vektoriksi (gs’t(u),gs’t(u)) eli piste siirtyy
fm integraalikdyraéd pitkin. Merkitédén tatd aktiivista muunnosta lyhyesti symbolilla &, ; eli
((a,p) © Puy)(s) = (gs7t(u),2&t(u)). Huomautuksen 16 nojalla voidaan mééritella (lokaali)

R*":n kdntyvd muunnos ¢, ; kaavalla

Guyr o (ad,p) = (a4, P) © Py

Toisaalta muunnos voidaan ndhda myos passiivisena eli kartan vaihtona: Madritelladn uusi

kartta kaavalla

(Qv P) = (Qu,t7 Pu,t) = QS;% © (q7 p) = gb—u,t o (qa p) = (qv p) o CI)—u,t

eli pisteen (t, s) koordinaatit ovat

(th(tv 8)7 Pu,t(tw S)) - ((_lsi(—u)aBs,t(—U))'

Jos f ei riipu ajasta t, niin jatetdan symboli ¢ pois.

136

Voidaan helposti osoittaa,”® ettd uusien koordinaattien perussulut sailyvét eli esimerkiksi

Q' P7] = [Q.,.Pl,] =6V

136Poissonin sulkuteoreemasta seuraa, etté esimerkiksi 0| Z,t,PZ’t]/au = [GUQZWPL] + | i’t,aupit] =

—[Of/ap"|q:Q7p:p,Pit] + [Q,.1,0f/0¢’|q=q.p=p] = 0 eli sulku on parametrin u suhteen vakio, joka taasen

on (@b, P3| = [¢',p7] = 69.
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Taten muunnos (Q(t,q, p), P(t,q, p)) on kanoninen kaikilla mahdollisilla parametrin u ar-
voilla. Erityisesti silld on generoiva funktio F' = F*. Esimerkiksi liike (jonka generoi H) voi-
daan tulkita kanonisena muunnoksena.'®” Titen ollaan nihty, etti faasiavaruuden (symmet-

ria)muunnokset syntyvdt aina generoivista funktioista!

Esimerkki 58. Tarkastellaan esimerkin 45 kanonista muunnosta

) = ¢ cosu+¢"sinu,

) = —¢sinu+ ¢*cosu,
) = p/cosu+ pFsinu,
)

= —p/sinu + pFcosu,

missi u ajatellaan (kiinteiiksi) vakioksi. Muunnoksen generoi esimerkiksi tyypin 2 generoiva

funktio [!]

F}(q,P,) = Z ¢'P + [qj cosu + ¢~ sin u} Pi 4 [ — ¢’ sinu + ¢" cos u} PF.
=1
itk

Vastaavasti saadaan Lorentzin muunnosten generoivat funktiot. [!]

Harjoitustehtava 53. Mddrad seuraavien generoivien funktioiden generoimat kanoniset
muunnokset (voit tsekata aluksi mddrdvitks ne ylipadtidn mitidn kanonista muunnosta):

a) Fi(q,Q) = ¢°Q°,

b) F5(t,q, P) = sin(qt) P +q,

c) F3(p',p*, Q" Q%) = p'p*Q' Q%

d) F4(t,p1,p2,P1,P2) — t(P'+P?) + %@1)2 + %(p2)2.

Mikd on b)-kohdan wusi Hamilton K, jos alkuperdinen Hamilton on H?

Harjoitustehtava 54. Etsi seuraavien kanonisten muunnosten generoiwat funktiot:

a) Muunnoksen Q) = qcosf—psinf, P = gsinO+pcos b tyypin Fy ja Fy generoivat funktiot.

b) Muunnoksen Q) =sing, P = (p — 1)/ cosq generoiva funktio Fy.

¢) Milld parametrien a ja b arvoilla muunnos Q = q® cos(bp), P = q*sin(bp) on kanoninen?
Etsi tdalloin Fs.

d) Muunnoksen Q = p, P = pt/m — q (ajasta riippuva) generoiwa funktio Fy. Mikd on
Hamiltonia H(q,p) = p*/(2m) + V(q) vastaava vusi Hamiton K(t,Q, P)?

137K oska liike on kanoninen muunnos, se siilyttdd symplektisen muodon  ja ns. faasiavaruuden tilavuusmuo-

don QAQA--- AQ (n kappaletta), joka on astetta 2n. Tamé on ns. Liouvillen teoreema.
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24 FYS: Taydellisesti integroituvat systeemit

Hamiltonin yhtéloiden ratkaiseminen on joskus (tai paremminkin usein) vaikeaa. Erés tapa rat-
kaista Hamiltonin yhtdlot on etsié sellainen kanoninen muunnos, ettd uusissa koordinaateissa
Hamiltonin yht&lot osataan ratkaista. Tamén jalkeen voidaan palata alkuperéisiin koordinaat-
teihin kddnteismuunnoksella. Talloin yhtéloitten ratkaisemisen vaikeus siirtyy sopivan muun-
noksen loytdmiseen. Yleisesti ottaen mitd enemmdn tunnetaan liikevakioita, sitd helpompaa
Hamiltonin yhtdloitten ratkaiseminen on, silla uusiksi koodinaateiksi voidaan valita tunnettu-
ja liikevakioita. Liikevakioita taasen 16ydetdén mm. Hamiltonin funktion symmetrioista seka

tarkastelemalla suureiden ja Hamiltonin vélisid Poissonin sulkuja.

Harjoitustehtiva 55. a) Hiukkanen liikkuu (q', ¢*)—tasossa ja sen Hamiltonin funktio on
H = (p")?/2 + (p*)?/2 + ¢*¢*. Tehdiin muunnos Q' = 2*1/2(611 — qz), Q? = 2*1/2(q1 + qz),
Pt =2712(p'—p?) ja P? = 27Y2(p' +p?). Miltd Hamiltonin yhtdlét néyttivit uudessa (Q, P)-
kartassa? Ratkaise ne ja ilmoita tulos kartassa (q,p).

b) Tarkastellaan harmonista oskillaattoria q—akselilla eli H = p?/2 + ¢*/2. Tee kanoninen
muunnos, jonka generoiva funktio on Fy(q,Q) = ag* cot Q. Kirjoita H uudessa kartassa (Q, P)

ja etsi sellainen parametri a, ettdi H ei rigpu Q:std lainkaan.

Esimerkki 59. Tarkastellaan Hamiltonin yhtéloitd q = 0H/0p, p = —0H/0q (kanonisessa)
kartassa (q, p). Jos 16ytyy kanoninen muunnos (Q(t, q,p), P(t,q, p)) siten, ettd uusi Hamilton
K riippuu vain osasta uusia koordinaatteja, niin Hamiltonin yhtalét (uusissa koordinaateissa)

saattaa olla helpompi ratkaista. Esimerkiksi, jos K riippuu vain koordinaateista P, niin Hamil-

tonin yhtélditten Q = K (P)/0P, P = —0K(P)/dQ = 0 ratkaisu on helppo:

Q)= Q| . PO =P,

missid Qg ja Py ovat vakiovektoreita (alkuehdot kartassa (Q,P)). Erityisesti ollaan saatu n
(toisistaan riippumatonta) litkevakiota eli suureet P’. Niiden viliset Poissonin sulut ovat 0. Jos

kanoninen muunnos on sellainen, etté joksikin muuttujaksi (vaikkapa) P™ voidaan valita K eli

K(t,Q,P) = P, niin kaikki uudet muuttujat ovat liikevakioita paitsi Q", jolle

Q") =Qr+t,  Qf€eR,

eli Q" on kellosuure. Tarkastellaan sitten vield kaikista yksinkertaisinta tapausta.
Oletaan, ettd 16ytyy kanoninen muunnos (Q(t, q,p), P(t,q, p)) siten, etta H:ta vastaava

K el riipu mistddn uusista koodinaateista (eli K on vakio). Télloin liikkkeen ratkaisu uusissa
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koordinaateissa on triviaali: Nimittdin Hamiltonin yht&lst ovat Q = 0 = P eli ratkaisu on

Q(t) = Qo ja P(t) = Py. Nyt ollaan saatu 2n kappaletta liikevakioita eli kaikki Q*:t ja P:t.

Edellisen esimerkin innoittamana voidaan méaéritella taydellisesti integroituva systeemi (eli tay-
dellisesti ‘ratkeava’), joka siséltdi n (toisistaan riippumatonta) liikevakioita P

Olkoon S 2n-ulotteinen faasiavaruus ja H ajasta riippumaton Hamiltonin funktio. Merki-
tédn seuraavassa maaritelméssia P™ := H, silld H on jo triviaalisti liikevakio (ajasta riippuma-

ton suure f on liikevakio, joss [f, H] = 0).

Maaritelma 15. Hamiltonin systeemi (S, H) on (tdydellisesti) integroituva, jos on olemas-
sa n — 1 kappaletta suureita P* : S — R, i € {1,...n — 1}, joille [P', P7] = 0 kaikilla
i, 7 € {1,...,n}. Lisiksi oletetaan, etti 1-muodot dP" ovat (pisteittiin) lineaarisesti riippu-

mattomia.'3®

Oletetaan seuraavassa, etté (S, H) on tédydellisesti integroituva. Olkoon ¢ = (¢!, ...,¢") € R®

sellainen, etté lehti
Se:={seSs } P'(s) = ¢ kaikilla i = 1,...,n} # 0.

Koska [P, H] = [P, P"] =0, i = 1, ...,n, niin suureet P* ovat litkevakioita ja invariantteja (siis
vakioita) toistensa generoimissa muunnoksissa. Valittomésti nahddén etté, jos a; @ (Ao, A1) —
S on Pin vektorikentéin X p: integraalikiyri, jolle o (A) € S, jollain A € (Ao, Ap), niin a;(\) € S
kaikilla A € (Ao, A1) eli integraalikiyré (erityisesti liikke o) pysyy lehdelld S.. Trivaalisti P':t
ovat vakioita S¢:114 ja niiden arvot ¢ ‘luetteloivat’ lehdet S, missa liikkeet sijaitsevat.

3 voidaan osoittaa, ettd S, on n-—

Koska muodot dP’ ovat lineaarisesti riippumattomia,®
ulotteinen monisto (S:n alimonisto). Liouville osoitti, etta liséksi on olemassa (lokaalit) suureet

Q' i =1,...,nsiten, ettd [Q), Q'] = 0ja [Q', P/] = ¢% ja siis S:n kanoninen kartta (Q, P) (jossa

138Eli (melkein) kaikilla s € S, 7" | a;dP/|s =0 = a1 = a2 = ... = a, = 0 (a; € R V). TAmé& on yhtépi-
tiviid sen kanssa, ettd funktioiden P! generoimat vektorikentiit X pi = —Q71(dP?) ovat pisteittiin lineaarisesti

riippumattomia, silli a; X pi|s = —Q 7Y s(a;dP|s) = 0 <= a;dP?|s = 0.
139Nyt lineaarisesti riippumattomat vektorikentét Xp, kommutoivat keskendén eli [Xp,, Xp]- = 0 (silld

[P;, P;] = 0), joten niiden integraalikiiyrét ovat téysin toisistaan riippumattomia ja integraalikéyrien paramet-
rien avulla voidaan médritelld kartat Q', jolla S.:t voidaan kartoittaa. Lisiiksi (lokaalisti) Xp, = 9/0Q" ja ne
virittdvét Se:n tangenttiavaruudet. Tdmé on olennaisesti ns. Frobeniuksen lause. Voidaan my6s hienosti sanoa,
ettd S on folioitu lehtiin S, jotka ovat (involutiivisen) distribuution { X p, }_ integraalimonistoja. Vertaa kaavaa

dP!(Xp,) = Xp, P" = [P?, P/] = 0 kaavaan (22), joten holonomiset side-ehdot mééraévit integraalimoniston.
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Q ei ole yksikisitteinen).!4? Muut (Q, P)-suureet paitsi Q" (jolle [Q", H] = [Q™, P"] = 1) ovat
liikevakioita; @™ on kellosuure, jonka aikakehitys on muotoa Q"(t) = Qg +t.

Kuten nihtiin, suureet P! miiriivit n—ulotteiset lehdet S., jossa vektorikentit Xpi =
0/0Q" siirteleviit (toisistaan riippumatta) lehden S, pisteiti kyseisen lehden ‘pinnalla’ inte-
graalikiiyrifinsé «; pitkin. Jokainen integraalikiyri «; muodostaa oman @Q*-ulottuvuuden (1-
ulotteisen moniston) vektorikentdn 9/0Q" suuntaan. On vain kaksi vaihtoehtoa: Q*kiyri on
avoin tai suljettu eli samaistettavissa joko R:n tai T:n kanssa (koska ne ovat ainoat 1-ulotteiset

yhteindiset monistot). Téten on paddytty (Liouvillen-)Arnoldin lauseeseen:

Lause 9. Taydellisesti integroituvan Hamiltonin systeemin jokainen (epdtyhjd yhtendinen) lehti
S. on samaistettavissa (eli diffeomorfinen) moniston T* x R kanssa (missi k = 0,1,...,n

ja esim. T x R :=T").

Jos litke on ‘rajoitettua’ (eli liikkeen sisdltdvéd yhtendinen lehti S. on kompakti), niin Ar-
noldin lauseen mukaan S, voidaan samaistaa n—ulotteisen toruksen T" kanssa; muistutetaan
mieliin, ettd T = {(cos#,sinf) € R? |0 € [0,27)}, joten T" ja téiten S. voidaan parametrisoida
n:n kulmamuuttujan 6* € [0,27), i = 1, ...,n, avulla. Huomaa, etti voidaan olettaa 0° € R sa-
maistamalla % arvot, jotka poikkeavat toisistaan 27 moninkerran verran. Kulmamuuttujiin

palataan seuraavassa luvussa.

Esimerkki 60. Tarkastellaan liikettd tasossa R? keskeiskentiissid V' (r). Faasiavaruuden S =

T*R? kanoninen kartta on (z,y, ps, py) ja kiertoinvariantti Hamilton (hiukkasen massa on 1)

(02 +1p) +V(Va2 +y?),

P?=H =

DN | —

joten kiertoimpulssi P! = L, = xp, — yp, on liikevakio ja titen [P!, P?] = 0."! Eli systeemi
(T*R?, H) on integroituva. Nyt (2-ulotteinen) lehti S(. 2y koostuu pisteisté, joiden koordinaa-
teille pitee ehdot zp, — yp, = ¢! ja H(z,y,ps,p,) = ¢*. Tarkastellaan sitten isotrooppista
harmonista oskillaattoria, jolle V(r) = r?/2 (jousivakio on 1). Nyt on oltava ¢* > 0 ja

308+ e ) =

0Koska Q(Xk,, Xk,) = [Kj,K;] = 0, joten symplektinen (2-)muoto © = dA héviéd lehdelld ja 1-muoto

A on Poincarén lemman mukaan (lokaalisti) muotoa Als, = df. lehdelld Se, missd f. on lehdelld (lokaalisti)
méiritelty funktio. Olkoon Q' lehden S, kartta, joten d@’*:t muodostavat T'S::mn kannan ja titen Alg, =
dfe = >, PIH(Q')dQ". Miéritellddn generoiva funktio F5(Q',P) := fe—p(Q'), jolle P(Q',P) := P/ n(Q') =

0F(Q,P)/0Q", ja Q1(Q/,P) := 0F»(Q’,P)/0P", joten muunnos (Q’',P’) — (Q, P) on kanoninen.
141 isiiksi (melkein kaikissa pisteissi) 0 = a;dP! + aad P? implikoi a; = 0 = ay. Kiytd napakoordinaatteja. [!]
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on V2c2-siteinen kolmiulotteinen pallonpinta neliulotteisessa avaruudessa T*R?. Se leikataan
kolmiulotteisella ‘pinnalla’ xp, — yp, = ¢! ja tuloksena on kaksiulotteinen lehti S(et ). Liike on
selvistikin rajoitettua, joten Arnoldin lauseen perusteella S 2y = T2.

Liike on tunnetusti muotoa

xz(t) = Azcos(t+t,) = Bycos(t) + Cysin(t),
y(t) = Aycos(t +t,) = Bycos(t) + Cysin(t),
p () = —Agsin(t+1t,) = —Bysin(l) + C; cos(t),
gy(t) = —Aysin(t +t,) = —Bysin(t) + C, cos(t),

missi 2¢° = A2 + A2 = B2 + C; + B} + C} ja ¢! = A Aysin(t, —t,) = B,Cy — B,C,.
Selvastikin litke on origokeskinen kiertynyt ellipsi seké (x,y)— ettd (p,, p,)-tasoissa. Kun L,m
generoima kulman ¢ kierto tehdédén ratkaisuun (ellipsiin), niin ellipsi kiertyy uudeksi ellipsiksi,
jonka pasakselit saadaan sijoittamalla B, — Bgcosp — Bysing, C — Cycosp — Cysin g,
B, — B,sinp + B, cosp ja C, — Cysing + C, cos p. [!] Selvistikin ¢! ja ¢? pysyvit samoina,
mutta esim. A2 = B2 + C? muuttuu.

Kulmamuuttujat ndhdédn heti: Nyt ensimméinen ympyrd T muodostuu (zx, p,)-tasoon ja
toinen (y,p,)-tasoon (silld esim. z(t)* +p (1) = A2). Kulmamuuttujina ovat vaikkapa §' =
— arctan(p,/x) ja 6% = —arctan(p,/y). Ne ovat myds kellosuureita. Oskillaattorin jaksollinen
liike tapahtuu siis neliulotteisen faasiavaruuden 2-ulotteisen donitsin T? pinnalla. Koska kierrot
eivit pidd tétd donitsia paikoillaan (sdteet A, ja A, muuttuvat), niin saatu T? ei ole S(et,e2)-
Se on varmaankin [!] jonkun toisen parin (P!, P?) lehti, missi P"* on (P?:sta ‘riippumaton’)

liikkevakio eli [P, P?] = [P, H] = 0. Kandidaatteja 16ytyy: p2 + z2, p.py, + Y, pzx — pyy jue...

24.1 Hamiltonin-Jacobin menetelma

Nyt kun ollaan néhty, ettd tdydellisesti integroituvat systeemit todellakin ratkeavat taydel-
lisesti, nousee esiin seuraava kysymys: Miten osoittaa, ettd Hamiltonin systeemi (S, H) on
taydellisesti integroituva? Pitéisi siis 10ytd4 n — 1 kappaletta (riippumattomia keskendén kom-
mutoivia) liikevakioita P?. Toki H:n symmetriat antavat joitain niistd, mutta ei varmaankaan
kaikkia. Poissonin sulkuehdonkin [f, H] = 0 ratkaiseminen vaikuttaa tyolééltd menetelmalta.
Seuraavassa esitelladn ndppéard menetelmé, ns. Hamiltonin—Jacobin menetelmd, liikevakioiden
Pi-16ytédmiseksi.

Oletetaan aluksi, ettd meilld on kanoninen muunnos (Q(Z, q, p), P(t,q, p)) siten, ettd (mah-
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dollisesti ajasta riippuvaa) H:ta vastaava K ei riipu mistdén uusista koodinaateista (eli K on
vakio ja voidaan valita nollaksi, silldi Hamiltoniin voidaan aina lisétd vakio). Koska muunnos
on kanoninen, silld on (lokaali) generoiva funktio F'. Oletetaan, ettd voidaan maéritelld tyy-
pin 2 generoiva funktio Fy(t,q,P) tekemélld Legendren muunnos funktioon F(t,q, p). Talléin
p = 0F,/0q ja Q = 0F»/0P ja H + 0F»/0t = K = 0. Siis saadaan ns. Hamiltonin-Jacobin
yhtdlo tai lyhyesti HJ-yhtdlo

=0.

n 6F2 8F2 8F2) 8F2

1 2
H<t7q gy qd aqla aqzw”a 8(]" at

Ajatellaan sitten kddnteistd tilannetta. Oletetaan, ettd H on annettu ja Fy on tuntema-
ton. Ratkaistaan Fy ylldolevasta HJ—yhtélosta: Koska HJ—yhtélo on ensimmaéisen kertaluvun
osittaisdifferentiaaliyhtild (jossa on m + 1 muuttujaa ¢',...,¢" ja t) ratkaisu voidaan ajatel-
la syntyvén niin, ettd integroidaan yhtalo muuttuja kerrallaan (jarjestykselld ei ole valid) pi-
tden muut muuttujat vakiona. Jokaisella integointikerralla syntyy uusi integroimisvakio. Kai-
kenkaikkiaan integoimisvakioita on n + 1 kappaletta; merkitddn niitd symboleilla ¢!, missi
i = 1,2,...,n + 1. Viimeisessi integroinnissa syntyvi vakio ¢"*! voidaan kuitenkin ‘unohtaa’,
silla HJ-yhtalon ratkaisuun F, voidaan aina lisdtd mielivaltainen vakio ja saada uusi ratkai-
su Fy + vakio. Téten ratkaisu on muotoa Fy(t,q, c), missd integrointivakiot on kerétty yhteen

vektoriksi ¢ = (c!, ..., ¢").1? Kuten aiemmin todettiin, jos

0?Fy(t,q,c)\"

ij=1

niin yhtalot
o aFQ (ta q, C)
= o0 ,

voidaan ratkaista (lokaalisti) e:n suhteen eli ¢ = P(¢, q, p), missd P on ‘piilossa ollut’ (eli impli-

! 1=1,...n

siittinen) funktio. Tdlloin Fy(t,q, c) méédrdd kanonisen muunnoksen (Q(t, q,p), P(t,q, p)) ja

, OF: ,
Ql(tucb p) = a_cf(t7q7 C<t7q7 p))7 L= ]-7 ey T

Merkitdin jatkossa P! = ¢! ja P = c.
Koska F, toteuttaa HJ-yhtdlon, ndhdaan vélittomaésti, ettd H:ta vastaava K = 0 ja Ha-

miltonin yht#loitten ratkaisu uusissa koordinaateissa on triviaali: Q(t) = Qo ja P(t) = Py.

Liikkeen t — (q(t), p(t)) alkuehdot (q(to), p(to)) = (do. Po) € R*™ méiirdévit vakiot Qo ja Pg

142 Integrointivakiot ¢! ovat siis uusia (lokaaleita) muuttugia, jotka osoittautuvat liikevakioiksi.



24 FYS: TAYDELLISESTI INTEGROITUVAT SYSTEEMIT 161

seuraavasti: Py = P(ty,qo, po) ja Qo = Q(to,qo, Po) = (0F,/0P)(qo, Po, to). Kyseiset alkueh-

dot toteuttava liike saadaan sitten kddnteiskuvauksen q(Q, P, t) avulla

q(t) = q(Qo,Po, 1),
p(t) = %—?(g(t),Po,t).

Tdten Hamiltonin yhtdloitten ratkaiseminen on palautunut HJ-yhtdlon ratkaisemiseksi.
Huomaa, ettd HJ—yhtalon ratkaiseminen tai liikkkeen palauttaminen alkuperiiseen karttaan
(q, p) ei ole aina yksinkertaista. On kuitenkin olemassa fysikaalisia ongelmia, joissa HJ—yht&lon
ratkaiseminen on helpompaa kuin Hamiltonin yhtélsitten ratkaiseminen (esim. satelliitti, joka
liikkuu tasossa kahden paikallaan pysyvin planeetan painovoimakentéssi). Tarkastellaan sitten
HJ-yhtéalon ratkaisemista tarkemmin.
Olkoon Hamiltonin funktio H annettu. Jos H ei riipu ajasta eli 0H/0t = 0, niin H on

liikevakio ja kannattaa kirjoittaa Fy(t, q, P) muotoon
FQ(tu q, P) = W(q7 P) - Etu

missd muuttujaa P" on merkitty symbolilla F. Téll6in HJ-yht&lo redusoituu ajasta riippumat-

tomaksi Hamiltonin-Jacobin yhtaloks

0w oW aw>:E‘

1 2
H<q 7q 7""q 78q17aq27"'7 aqn

Huomaa, ettd E = H(q,p), joten E on usein tulkittavissa energiakoordinaatiksi. Liikevakion
E arvo Ej radalla maaraytyy kyseisen liikkkeen alkuehdoista: Fy := H(qo, po). Vélittomésti
nihdédn, etta p = 0W/0q, Q' = OW/IP', i=1,...,n—1, ja Q" = OW/OFE —t.

Jos liséiksi H ei riipu muuttujista ¢*, 1 = 1,2, ...,k (< n) (eli 9H/dq" = 0), niin niitd vas-
taavat kanonisesti konjugoidut momentit p® ovat liikevakioita ja ne kannattaa valita koordinaa-
teiksi P' (= p%), i = 1,2, ...,k (koska uudet muuttujat P’ ovat myos vakioita). Nyt kannattaa
kirjoittaa Fy(t, q, P) muodossa

k
Fy(t,q,P)=—Et+ Y P'q'+W(¢""', ..¢"P).

=1

Talloin HJ-yhtalo redusoituu muotoon

ow ow
k+1 n pl k — ) =
H(q s ey g ,P 7...,P ,6qk+17...,8qn) —E7

mistd yritetddn ratkaista funktio W (ja téten saadaan F ratkaistua).
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Esimerkki 61. Ratkaistaan yksiulotteinen harmoninen oskillaattori Hamiltonin-Jacobin me-

netelmilli. Faasiavaruus on R?, Hamiltonin funktio H(q,p) = 27! (p*+¢?) ja ajasta riippumaton

HJ-yhtalo
a_W ’ 4 2
dq g

mista ratkaistaan W (q, E) ja Fy(t,q, E) = W(q, E) — Et. Koska

=F,

1
2

oW (q, E)

=) ——————= =4+2F — ¢?
(r =) 9 7
niin W(q, E) = £ [ \/2E — ¢>dq.**® Téten [!]
Q:%:Z—Z—t:i/@E—qQ)1/2dq—t::Fcosl(q/v2E)—t

ja saadaan ratkaisu ¢(Q, E,t) = V2E cos£(t + Q) = V2E cos(t + @), missé liikevakiot @ ja
E méérdytyvit alkuehdoista: Jos q(to) = qo ja p(to) = po, niin E(t) = Ey = 271 (p§ + ¢3) ja
Q(t) = Qo = Fcos H(qo/v2Ep) — o, joten liikkeen (lokaali) ratkaisu on

q(t) = /2Eycos(t+ Qo) = \/2Ecos (t —to F cos’l(qo/\/2E0)),
p(t) = £4/2Ey —q(t)*> = £/2E|sin (t — to F cos ' (q0/v/2E0)) |,

missa ensimmaisté ratkaisua kiytetadn silloin, kun pg > 0, ja jalkimmaista, kun py < 0.

Esimerkki 62. Hiukkanen (massa m = 1) liikkuu tasossa R? keskeiskentiissi. Kéytetiin na-

pakoordinaatteja (7, ¢). Keskeiskentén potentiaali on V(). Hamiltonin funktio

1

1
H(T7 vapmpgou t) = §pz + Wpi + V(T)7

missé p, (vastaavasti p,) on muuttujan r (vast. ¢) kanonisesti konjugoitu impulssi. Koska

0H /0t = 0 = 0H /0y, niin valitaan P, = p,, ja P, = E. Sijoitetaan
F2(ta r, 907]7507 E) = —Et + pSDgO + W(T7p<pa E)

HJ-yhtaloon. Saadaan
ow 1

1 2 )
L add 2 Vir) = E
2<ar) t ol T (r) ’

mista ratkaistaan W: [!]

W(r,py, E) = jI/ \/QE —2V(r) — p2r—2dr.

143 Huomaa, etté ratkaisuja W on kaksi. Lisiksi 02 Fy /(0q0F) = +(2E—¢*)~/? on médritelty vain, jos ¢> < 2F.

Erityisesti on oltava p # 0.
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Taten
F _
Q' = % = gpIFp¢/ (2B =2V (r) —pir?) l/zr’er,
e
E _
Q? = % = —tj:/(2E—2V(7°) —pir”) V24

Ylléolevista kaavoista voidaan periaatteessa ratkaista liike. Jos ollaan kiinnostuttu vain hiuk-
kasen radasta (eli liikkeen kuvasta), niin riittd4 ratkaista ensimméinen yhtélo: Kiinnitetddn

litkevakioiden @', E ja p, arvot. T&ll6in radan yhtdlo napakoordinaateissa on
©=¢(r) = :i:pw/ (2E —2V(r) — pir_Q)fl/Qr_er + Q.
Funktio ¢(r) voidaan laskea Keplerin liikkeen tapauksessa V (r) = —kr~!, missé k on vakio. [!]
Harjoitustehtava 56. a) Osoita, ettd funktio
L 2
Fy(t,q, P) = E(q + P%)cott — qPcsct

toteuttaa (ajasta riippuvan) HJ-yhtilon harmoniselle oskillaattorille H(q, p) = p*/2 + ¢*/2.
b) Hiukkanen liikkuu q—akselin vililli (—m/2,7/2) potentiaalikentissi V(q) = 1/cos®q.

Ratkaise liske Hamiltonin-Jacobin menetelmdlla. Vinkki: kaikkia integraaleja ei tarvitse laskea.
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25 FYS: Vaikutus- ja kulmamuuttujat

Olkoon (ajasta riippumaton) Hamiltonin systeemi (S, H) tédydellisesti integroituva. Nyt siis
on olemassa (toisistaan riippumattomat) liikevakiot P* : S — R, ¢ € {1,...,n — 1}, jotka
kommutoivat keskenéin eli [P’ P/| = 0 kaikilla i, 7 € {1,...,n}. Oletetaan, etti (epétyhja
yhtenéinen) lehti S. on kompakti eli Arnoldin lauseen mukaan samaistettavissa toruksen T"
kanssa. Vastaavien kulmamuuttujien ¢° laskeminen kiiy helpoiten siten, etti méiratiin ensin
ns. vaikutusmuuttuja ja etsitdan sitten téalle kanonisesti konjugoitu muuttuja, joka on myos
kulmamuuttuja. Aloitetaan kyseinen tarkastelu kuitenkin olettamalla, ettd kulmamuuttujat
tunnetaan.

Olkoon C! suljettu kiyré eli lenkki lehdelld S, joka saadaan muuttamalla parametria 6°

téyden kierroksen verran ja pitamélld muut parametrit vakioina.!** Madritellasn i:s vaikutus-

, 1
IZ(C) = %%C A,

missd A = >, pFdg* on kanoninen 1-muoto ilmaistuna kanonisessa kartassa (q, p). Yllioleva

muuttuja

integraali on ihan tavallinen kéyriintegraali ja helppo laskea: jos [ug, u1] 3 u — (q(u), p(u)) €

R, (q(uo), p(uo)) = (q(u1),p(u1)), on lenkki C7 ilmaistuna kartassa (q, p), niin

7{‘ A= Z/ p*(w) m du.
¢ k=1 7 u0

Téaten havaitaan, ettd kulmamuuttujia er tarvitse tdssda vaiheessa tuntea; riittad, ettéd 16ydetaan

n sopivaa (siis ‘toisistaan riippumatonta’) lenkkié C? (kartassa (q,p) ilmaistuna). Seuraavien
lukujen esimerkit valoittavat sitd, miten lenkit 16ydetaén.
Merkitdan I := (I',...,I"). Oletetaan, etti I(c) voidaan kiiéntid eli ¢ = ¢(I),'*° ja ettd
yhtéloisté
Pq,p)=c(), i=1,..,n
voidaan ratkaista p = p(q,I) (jossain pisteen q ympéristossd kiintedlld Iin arvolla).!46 Nyt
voidaan maéritella (lokaali) tyypin 2 generoiva funktio

(a,p(a,1)) n (a,p(a,1)) N 3
Fy(a,T) = /( A=Y [ e

d0,P(qo,1)) k=1 ¥ (a0,p(qo,1))

1

VR kiiyrd C? ilmaistuna parametrien (', ...,6™) avulla on muotoa 6°(u) = u ja 6’ (u) = vakio, kun j # i,

missa u € [0, 2m).
M5Témé on mahdollista pisteen ¢ ympiristossi, jos det(9I(¢)/9c?);_; # 0 (Kiiinteiskuvauslause).
MOTami seuraa implisiittifunktiolauseesta, jos det(dP*(qo, p)/dp’)} =, # 0. Koska dP*:t ovat pisteittiin

lineaarisesti riippumattomia, aina loydetdén kanoninen kartta (q, p), jolle kyseinen ehto pétee.
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misséd ylldoleva integraali on tavallinen kdyraintegraali, joka lasketaan pisteita (qo, p(qo, I)) ja
(q, p(q, I)) yhdistavaa kéyraa pitkin, joka on lehdelld S r); voidaan osoittaa, etté ko. integraali
ei riipu kdiyran valinnasta, kun kiyran paatepisteet ovat riittavéin lahellé toisiaan. Téaten voidaan

maéaaritella i:s kulmamuuttuja

‘(q,I) i= ————=.
#(a. 1) oI
Helposti ndhdaan, etta
‘(q,1) = ———=.
p'(a,1) o0

Sijoittamalla yhtdlot ¢ = P'(q, p) kulmamuuttujiin I(¢), voidaan ne ilmaista koordinaattien
(q,p) avulla: I(q, p) := I(P*(q,p), ..., P"(q, p)). Titen myds kulmamuuttujille 6(q,I) voidaan
maééritella 6(q, p) := B(q,I(q, p)) Koodinaattimuunnos (q, p) — (O(q, p), I(q, p)) on kano-
ninen (koska silld on generoiva funktio). Seuraava lasku osoittaa, ettd 6° on 27-jaksollinen ja
‘kulmamuuttuja’nimi on taten jarkeva:

. OF, 0 ) BYE |
W=¢ d22=2¢ amn="2¢ A=2r"" =210i.
f& 72 Sor T or fgim 27 o0 ]{/‘Zm o — %

c(I) c(I

Koska Hamiltonin funktio H = P™, niin se riippuu (uudessa kartassa) vain vaikutusmuut-
tujista eli H(I) = ¢*(I). Hamiltonin yht&lst I =0 ja @ = 9H(I)/I =: w(I) on helppo ratkaista.
Liike on muotoa I(t) = I, ja 8(t) = w(Ip)t + 0y € R™ tai € [0,27)" tekemélld sopiva samaistus;
w(I):n komponentit w(I)" = OH(I)/OI" ovat kulmanopeuksia tai -taajuuksia. Jos kulmanopeu-
det ovat toisistaan riippuvia, niin liike on jaksollista eli tietyn ajan (jaksonaika) paédsté systeemi
palaa takaisin alkupisteeseensé. [!] Muulloin liikke on kvasijaksollista eli rata ‘tayttda’ lehden

Sem (eli on tihed) palaamatta koskaan ldhtopisteeseensé.'4?

25.1 Liike yhdessa ulottuvuudessa

Hiukkanen (massa m = 1) liikkkuu g-akselilla potentiaalissa V(q). Faasiavaruus S = R? ja
Hamiltonin funktio H(q,p) = p*/2 + V(q). Hamiltonin systeemi (S, H) on integroituva.48
Oletetaan, ettd potentiaalilla V' (¢) on (lokaali) minimi pisteessd . Merkitaan ¢; = E. Olkoon
E > V(@) (mutta riittédvan ldhella V(g):ta). Talloin lehti S, = Sg koostuu pisteistd (q,p),
jotka toteuttavat yhtalon

1
H(q,p) = §p2 +V(g) =E.

147Liike on kvasijaksollista, joss Y., kiw;(I) = 0, k; € Z Vi = k1 = ko = ... = k;, = 0. Muulloin liike on

jaksollista (kulmanopeudet riippuvat toisistaan).
1481 jikevakioita tarvitaan vain yksi P! = H, koska faasiavaruus on 2-ulotteinen ja siis n = 1.
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Liike on selvistikin rajoitettua, joten Sk voidaan ‘samaistaa’ ympyran T kanssa; itseasiassa
hiukkanen oskilloi eli vérdhtelee lyhimmalla ¢:n sisaltavalla valilla [¢”, ¢¥], jonka padtepisteille

V(¢E) = E = V(q¢¥). Vilittomasti ndhddén, ettd lenkki CY, = Sp.

Viq.. 3@;/ T
1T | l//‘ | iN:
JE o E [/ o~ EHT o T
| [ I —— \ N P, ﬂ_
EENT > —— I\
b~ R N VLY
\/ARAHTRLYVA L] L VACAWTELY VAL
: ! H : i ~— :
_ EEERENEN =

Kuva 14: Newtonin efektiivinen gravitaatiopotentiaali vasemmassa kuvassa. Liike g—akselilla
on vardhtelyd, kun E on negatiivinen. Kun E > 0 saadaan sironta. Oikeassa kuvassa liike on

piirretty (g, p)—tasoon. Vérahtelevé litke muodostaa ellipsin, joka voidaan samaistaa T:n kanssa.

Koska p = ++/2[E — V(q)], niin vaikutusmuuttuja I(c') = I(E) on helppo laskea:

I(E) = %ﬁ pdq:%{/? 2[E—V(q)]dq—/z 2[E—V(q>]dq}

L

_ % . z/j V2E = V(g dg = %/j V2E = V(g)] dg.

Oletetaan, ettd kuvauksella F — I(E) on kiiéinteiskuvaus I — E(I).1° Generoiva funktio on

Fy(q, 1) = /qp(q, I)dq = /q V2[E(I) — V(q)]dq

tai kiyttamaélla muuttujana F:ta

Fy(q, E) == Fy(¢, I1(E)) = / " V2B = V()] da,

missé pisteeksi gy voidaan valita vaikka minimipiste ¢. Kulmamuuttuja on

- aFQ(Qal)

0(([7 I) _ — 2—1/28E(])

g o [0 - v

q0

tai kdyttaméalla muuttujana F:ta

0(¢,E) = 0(q, [(E)) = 27/ <8I(E))

o) [ 1B v

q0

149N4in on, jos OI(E)/OE # 0.
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Kulmanopeus

tai w(E) := w(I(E)) = (0I(E)/OE)".

Esimerkki 63. Harmonisen oskillaattorin tapauksessa, missi V(q) = w?q?/2, saadaan ¢ = 0,

E >0, ¢¢ = +V2F/w ja vaikutusmuuttuja [!]

1 \/ﬁ/w 2E 1
I(F)=— \/2E—w2q2dq:—/ V1—u?du=FE/w,
™ —V2E/w W J_1

missi u = qw/v2E. Taten E(I) = wl ja kulmamuuttuja [!]

q
0(q, 1) = 27" / [wI — w??/2]/2dq = sin ™! (q %)
0

Vaikutus- ja kulmamuuttujat koordinaateissa (¢, p) ovat néin ollen I(q,p) = p?/(2w) +wq?/2 ja

0(q,p) = sin~* (cuq/\/p2 —1—w2q2> = tan"!(wq/p), joille [0, I] = 1. Koska H(I) = wl, niin liike
on muotoa I(t) = Iy ja 0(t) = wt + 6, tai

q(t) = \/%sin(wt + 6o).

Esimerkki 64. Olkoon sitten potentiaali muotoa V(g) = tan?¢.!*° Potentiaalin minimi ¢ = 0

ja E > 0. Suoralla laskulla nédhdéén, ettd vaikutusmuuttuja [!]

I(E) = %/? \/2(E —tan2q)dg = /2(E + 1) — V2 > 0,

joten H(I) = E(I) = I(I 4 23/%)/2. Virihtelyn kulmanopeus w(I) = 0H(I)/0I = I + /2 tai
w(E) = /2(E + 1) eli se riippuu liikkkeen kokonaisenergiasta £. Kulmamuuttuja [!]

0 E

q(0, E) =sin™! <\/ El—?— ] sin@)

Liike, jonka kokonaisenergia on Ej, saadaan sitten helposti. Se on

Eo in (vV2(Eo + 1)t + )
VE, +1

150Faasiavaruus on nyt R?:n avoin osajoukko, missi q € (—7/2,7/2).

1 - E+1
0(q, F) = 2_1/2w(E)/ (E — tan®q) 12 dq = sin™* ( i sinq) :

joten

-1

q(t) = sin
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Harjoitustehtivi 57. Hiukkanen (massa m) litkkuu q-akselilla potentiaalissa V(q) = kq*,

k > 0. Ratkaise sen energia E vaikutusmuuttujan I funktiona ja osoita, ettd kulmanopeus

o(F) = 2 2

missi C = fol V1 —utdu =~ 0,87.

Tarkastellaan sitten liiketta jaksollisessa potentiaalissa.

Olkoon V/(q) jaksollinen potentiaali, jonka jakso on [.15! Téll6in voidaan samaistaa pisteet ¢
ja ¢ € R, joille ¢ — ¢’ = ki, missd k € Z, ja systeemin faasiavaruus on tason R? sijasta sylinteri
T x R.152 Nyt jaksollisia liikkeitd on kahdenlaista: virdhtelyi ja ‘pyorivii’ liikettd eli rotaatiota
(katso kuva 15). Vardhtelyd tapahtuu potentiaalin minimeitten eli ‘potentiaalikuoppien’ ldhei-
syydessd. Talloin litke on rajoitettu vilille [¢¥, ¢¥] ja vilin péitepisteissd impulssi p = 0 (ja
vaihtaa merkkiéén).

Jos liikkeen kokonaisenergia F on riittdvin suuri, litke tapahtuu koko valilla [—1/2,1/2]
(tai reaalisuoralla, kun suoran pisteitd ei samaisteta). Liikkeen impulssi on koko ajan joko
positiivinen tai negatiivinen riippuen siitd kumpaan suuntaan ympyrad T kierretdan.

Faasiavaruudessa liikkeet on helppo erottaa. Kumpikin liike muodostaa lenkin S. = Sg
sylinterin pinnalle. Varahdysliikkeen lenkki voidaan jatkuvalla muunnoksella kutistaa pisteeksi
(eli lenkki on kontraktoituva), kun taas pyorivén liikkeen tapauksessa lenkki kiertéé koko sylin-
terin pinnan ympéri. Olkoon V., on potentiaalin suurin arvo.'>? Jos liikkkeen energia E < Vi,
niin liike on varédhtelya ja, jos £ > Vj.x, niin kyseessa on pyoriva liike. Ratoja, joilla E' = Vi,
sanotaan separatriksiradoiksi, koska ne erottavat liiketyypit faasiavaruudessa. Vardhtelya tar-
kasteltiin jo aiemmin. Katsotaan seuraavaksi, miltda vaikutus- ja kulmamuuttujat nayttavat
pyorivan liikkeen tapauksessa.

Vaikutusmuuttuja on
1/2

fmziép@:% V2E V(@] dg,

2 ~1/2

ja generoiva funktio

Fy(q, 1) = /qp(q, Idq = /q V2[E(I) — V(q)] dq,

tai Fy(q, E) = Fy (q, I (E)), missé pisteeksi ¢y voidaan valita vaikka 0. Kulmamuuttuja on

o) = 257 =225 [1e) - Vi

q0

I51E]i kaikilla ¢ € R, V(g +1) = V(q).
152(Esim.) joukko [—1/2,1/2] x R, miss# g-avaruuden pisteitid —1/2 ja /2 ‘ajatellaan samoina pisteini.’
153Kl V(q) < Vinax kaikilla ¢ € [—1/2,1/2) ja on olemassa q siten, ettd V(§) = Vinax-
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tai 0(q, F) := Q(q, 1 (E)) Kulmanopeus saadaan samoin kuin aiemmin.

Esimerkki 65. Tarkastellaan tasoheiluria (varren pituus, massa ja putoamiskiihtyvyys on 1),
missa koordinaattina ¢ on heilurin varren ja pystysuoran suunnan muodostama kulma. Téaten
q € [—m, 7], missé pisteet —m ja m on samaistettu. Potentiaali on V(¢) = — cos ¢ ja sen maksimi
Vimax = 1. Nyt vaikutus- ja kulmamuuttujien méaritelmien integraalit ovat elliptisié integraaleja,
joten jitetddn ne laskematta. Sen sijaan todetaan, ettd pienilld energioilla (-1 < E < 1)
heiluri oskilloi edestakaisin (jos £ = —1, niin heiluri on levossa (eli p(t) = 0) ala-asennossa).
Kun energiaa kasvatetaan, suurenee heilahduskulma. Kun saavutetaan energia ¥ = 1 heiluri
nousee (ddrettomén) hitaasti pystyasentoon saavuttamatta sité koskaan (separatriksi). Ratoja
on t&lloin kolme: heiluri on levossa ylé-asennossa (epéstabiili rata) tai sitten heiluri nousee joko
vasemmalta tai oikealta pystyyn. Jos energia on suuri (£ > 1) heiluri péésee pystyasennon ohi

ja alkaa suorittaa kiertoliikettd joko myotéa- tai vastapéivaan.

DS oA 1‘;7\'\ - B¢ '\ E“"l - 4§41 o EET . EPAL T
ProRivAS=e %50 =1 | = PED | £ OASTE, BEE |
\‘“‘ =~ . 0,3% \'w._— “i:l\; 'ﬂ‘fi v YN L | rﬂ A p 5 & *\b !
NG . NSRRIy 3L '
) ENN Zc ‘ i N R Y, L@Ld ¥4
y =\ \ - o= T i 879 | PY p= £20 ‘ N
il N =2 T SRS AR I (ERY. |/ So st eies o
B gy Wl Sy Po ¢ ~ =T PYORVRA LITKETA
r:foli VAT, L1 [L#E_::__QL ) TVARSHTE[Y 3/ SEVARALTRIVNA '
PYO ey = CRES SN EEEE
fad i L ol A T g AkSELL RUCLALA. e L
! ; i ’ ( | ! | i
Kuva 15: Tasoheilurin potentiaali V' (¢) = — cos ¢ on jaksollinen, joten liikkeen (g, p)-taso voi-

daan samaistaa sylinterin pinnan T x R kanssa. Viardhteleva liike muodostaa ‘kutistuvan’ (pie-
nen) ympyran sylinterin pinnalle, kun taas pyorivan litkkeen ympyré kiertda sylinterin pinnan
ympari. Erityyppiset liikkeet on piirretty oikeanpuoleisiin kuviin: Heiluri voi olla levossa joko
stabiilissa ala-asennossa (E = —1) tai epéstabiilissa yldasennossa (F = 1). Separatriksiratoja

on kolme ja pyorivin liikkeen ratoja kaksi.

Esimerkki 66. Hiukkanen liikkuu jaksollisessa (jaksona | = 2) potentiaalissa

—q, kun -1 <¢<0
Vig) =
+q, kun 0<q < 1.

Potentiaalin maksimi on 1 ja minimi 0. Varahdysliikkeessd 0 < E < 1. Télloin [!]

23/2/ 25/2E3/2
A/ FE C] =
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ja
Fg.B) - 4 VI VETada= 55 (B - (B4 ), —E<q<0
29, -
V2JiVE=ada =37 (B = (E=qP?),  0<q<F.

Kulmamuuttuja on [!]

(—14/1+¢/E), —E<q<0
(1-+/1-q/E), 0<qg<EFE,

ja liikkeen kulmataajuus w(E) = 27327 E~1/2 0 < E < 1.

NI

0(q. E) = aFg% £ (ala(g))— _

S

Pyorimisliikkeessd £ > 1. Vaikutusmuuttuja [!]

9 1 23/2
6= [ =2
™ Jo 3T
ja
V2 [{VEFadg =5 (B — (E+9)?), —1<q<0

F2(q7E> =
V2JiVE=ada =55 (B2 — (B —qP),  0<q<1.

Kulmamuuttuja on [!]
~7(VE+VE-1)(WE-VE+q), —1<q¢<0
TWE+VE-1)(VE-VE—q), 0<q<]l,

0(q, ) =

ja liikkeen kulmataajuus w(E) = 2727 (VE++/E — 1), E > 1. Huomaa, etti limp_,1 4 w(E) =
2limpg_,;— w(F), mikd kuvaa liikkeen luonteen muuttumista véréhtelystd pyorimiseen (kulma-

nopeus kaksinkertaistuu, kun ei endé palata takaisin samaa reittia vaan jatketaan uusi kierros).

Harjoitustehtava 58. Tarkastellaan hiukkasen (massa m = 1) litkettd jaksollisessa potentiaa-
lissa V(q) = ¢*/2, —a < q¢ < a. Siis | = 2a > 0 on jakson pituus eli V(q + 2a) = V(q) kaikilla
q € R. Virdhtelevd litke onkin jo laskettu esimerkissi 63. Milld energian E arvoilla ‘pyorivid’
litkettd esiintyy? Laske vaikutus- ja kulmamuuttujat ‘pyorivan’ liskkeen tapauksessa. Laske myds

kulmanopeus w.

25.2 Useampiulotteinen liike

Olkoon Hamiltonin systeemi (S, H) integroituva. Olkoon muuttujat P*, ¢ = 1,...,.n—1, ja P" :=
H integroituvuusehdon liikevakiot. Oletetaan, etté Fg(q,P) on tyypin 2 generoiva funktio.

Titen p'(q, P) = 0F»(q,P)/9q¢', Q(q, P) := F(q, P)/OP! ja muunnos (Q(q, p), P(q,p)) on
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kanoninen. Esimerkiksi F} ja muuttujat P! voidaan 16ytéd ratkaisemalla (ajasta riippumaton)
Hamiltonin-Jacobin yhtalo.

Oletetaan, ettd F, on tiysin separoituva (kartassa (q,p)) eli muotoa
i=1

Talléin p'(q,P) = oW;(¢,P)/0q" =: fp(q").'>* Nyt liike palautuu liikkeisiin yhdessé ulot-
tuvuudessa: Kiinnitetééin litkevakioden P? arvot: P = ¢. Muuttuja p* = f.(¢°) riippuu vain
muuttujasta ¢', joten liikkeen projektio (kiyréd) (q', p')-tasossa ei riipu muista koordinaateista.
Oletetaan sitten, ettd liike on ‘rajoitettua’, joten voidaan siirtyd vaikutus- ja kulmamuuttujiin.

Peruslenkeiksi C? voidaan valita lenkit kaksiulotteisissa (¢°, p')-tasoissa.'®® Téten i:s vaiku-

tusmuuttuja on
‘ 1 - 1 o
Ii(c) = — kd E_ ‘da’
(c) 2%7{@;,;]) e A
ja vastaavasti voidaan laskea Fy(q,I) ja tdstd vaikutusmuuttujat.

Esimerkki 67. Tarkastellaan m massaisen kappaleen liiketta keskeiskentéssd. Koska liike on

tasossa, kiytetddn napakoordinaatteja (r,¢). Nyt Hamiltonin funktio on

L( o, P
H(r7(107pr>p<p) = % (pr + ﬁ + V(T’),
missa V' (r) keskeiskentén potentiaali. Kuten esimerkissi 62 havaittiin, riippumattomia liikeva-

kioita on kaksi (H ja p,) sekd tyypin 2 generoiva funktio on taydellisesti separoituva

Fy(r, 0,04, E) = ppp + W(r,py, E),

missé

W(r7 p(,&; E) = :l:/ \/2mE — QmV(T) — p?ofr-—Q d,r.
Muuttuja ¢' = ¢ € [0, 27), joten vastaava vaikutusmuuttuja
1 2 1 27
It E)=—— do = p.— do —
(be E) 27r/0 Pely p@QW/o Y =Py

(pyorivé litke). Oletetaan, ettd potentiaalilla V() on minimi eli ‘kuoppa’ jossain pistessi. Tél-

16in koordinaattia ¢?> = r vastaava vaikutusmuuttuja on

1 Tmax 1 Tmax
12(29% E) = o 2/ pr(1,py, E)dr = ;/ \/QmE —2mV (r) — pZr—2dr,

Tmin Tmin

154 Erityisesti, jos tiedetiéin, ettd ¢’ on syklinen muuttuja (p’ on liikevakio), niin valitaan W;(¢',P) = Pi¢’,
joten P! = p'.

15CL on muotoa [ug,u1] 3 u — (q(u),p(u)) € R*™, (q(uo),p(u)) = (q(u1), p(u1)), missé ¢’ (u) = qg ja
P (u) zp%, kun j # i.
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MiSSA T'yin j& Tmax Ovat funktion 2mE — 2mV (r) — pir‘2 perakkiiset nollakohdat, joiden valilla
tdma lauseke on positiivinen (vérahteleva liike).

Olkoon esimerkiksi
_GuMm

r r2’

Vir) =

misséd M on (aktiivinen) painovoimamassa ja Gy gravitaatiovakio. Tdten Newtonin gravitaa-
tiopotentiaaliin on lisitty ‘korjaustermi’ 472, missi 3 on vakio. Tiedetidin, etts ilman korjaus-
termii sidottu liikke (F < 0) muodostaa ellipsin (tai ympyrén). Vaikutusmuuttujan I? integraali

voidaan nyt laskea (esim. residylaskennalla ): [!]

P(pp, E) = —\/p% + 2mB + GyMm?*(—2E) 71/,

Ratkaistaan tistd E eli [!]

H(IT?) = — G Mem” .
’ 2[12 + \/(TV)? + 2mp]”
Kulmataajuudet ovat
Sy = OHUL ) G3 MPm?
’ or? (12 + (Il)2+2m6}3
ja
OH(I', 1?) It
w'(I', 1?) = —=— =w*(I', I?) —
ol (I')2 +2mfp

tai sijoittamalla I'(p,, E) = p, ja I*(p,, E) ylldoleviin yhtéloihin, saadaan

(—2E)3/?

0o B) = G M

ja

p
w' (P, E) = W (py, B)—=Z—— # w’(p,, E),

\/pa +2mp

kun 5 # 0. [!] Jos 8 # 0, niin sidotun liikkeen ellipsirata ei sulkeudu vaan ellipsi ‘kiertad’.
Jos &~ 0, niin rata nayttaa vield ellipsiltd, mutta ‘perisentri’ (eli radan lyhin etédisyys M:sté)
siirtyy (prekessoi) kulmanopeudella w? — w!. [!] Jos 8 = 0, niin w! = w? eli ellipsi ei kierry.
Lisdamalla ylla oleva korjaustermi Newtonin gravitaatioon, voidaan selittdad Merkuriuk-
sen perihelisiirtymé kiyttaméatta relativistista korjaustermié (joka on verrannollinen funktioon
—1/r?). Itseasiassa ilmaisemalla Schwarzchildin metriikka ns. harmonisissa koordinaateissa suu-
rin korjaustermi on muotoa (3/r?. Tité lihestymistapaa kiytti Fock aikoinaan sellittiessiin

Merkuriuksen perihelisiirtyméé ja valon taipumista suhteellisuusteoriassa (ks. viite [5]).
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26 FYS: Hyrra

Tarkastellaan (rotaatio)symmetrisen hyrrén liiketta uniformisessa painovoimakentéssi. Tarkoi-
tuksena on osoittaa, ettd hyrrd on taydellisesti integroituva ja karakterisoida sen liikkeeseen
liittyvét jaksolliset liikkeet. Vastaavat jaksolliset liikkeet esiintyvat myos monissa muissa pyo-
rivissé systeemeissi (esim. planeetta pyorii akselinsa ympéri).

Oletetaan, ettd hyrrdn ja pinnan kosketuspiste pysyy paikoillaan. Valitaan (x,y,2)-
laboratoriokoordinaatisto siten, ettd z-akseli on painovoimakentéin suuntainen ja origo on
hyrrdn ja xy-tason kosketuspisteessd. Hyrrdn aseman ilmaisemiseen riittdd tuntea hyrran
symmetria-akselin suuntavektori n € S? ja kiertokulma. Tdten hyrrin konfiguraatioavaruus
on SO(3).15¢ Parametrisoidaan SO(3) Eulerin kulmia (¢, 6,1) kéyttden siten, ettd kulmat ¢
ja 0 (akselin kallistuskulma) ilmaisevat hyrrén symmetria-akselin aseman ja 1 kiertokulman
kyseisen akselin ympéari.

Hyrrén litke on (siled) kuvaus
R: 7 —5S0(3), t—R(),

missid 7 C R on (aika)vili. Koska R(t)R(#)T = 1, niin

dR(1) 5

R RO

=0
- dt

eli [E(t)f_{(t)T}T = —R(t)R(t)T; matriisi R(¢)R()T on siis antisymmetrinen'® ja téten auto-

maattisesti [!] muotoa

0 —ws(t) wa(t)
RORM = | wy(t) 0  —wi(t) | =w(t)-£es0(3),
—wo(t)  wi(t) 0

missd w(t) = (wi(t), wa(t), ws(t)) on kiertoliikkeen R kulmanopeusvektori hetkelld ¢. Jos

w(t) # 0, niin voidaan mééritelli hetkellinen kiertoakselin suuntavektori n(t) := w(t)/w(t),
missd w(t) := |w(t)| on hetkellinen kulmanopeus tai -vauhti. Niin ollaan saatu kaikille a € R?
dR(t)a

= () ER(1a = w(t) x [R(1)a).

156Nythiin SO(3) on kolmiulotteinen monisto, jopa Lien ryhmi, jonka eriifin (lokaalin) kartan muodostavat

Eulerin kulmat.
157Vastaavasti nihddén heti, etti SO(n)m Lien algebra so(n) on antisymmetristen n x n-reaalimatriisien

muodostama n—ulotteinen vektoriavaruus varustettuna Lien tulolla, joka on matriisien kommutaattori. Lisdksi

kaikki SO(n):n alkiot ovat muotoa eM, missi M € so(n).
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Jos madritelladan (lokaali) kulmaparametri o(t ft (t')dt’, niin w(t) = de(t)/dt ja w(t) =
©(t)n(t) sekd saadaan Rodriguesin rotaatiokaavan tyyppinen yhtélo [!]

dR(p)a
dy

=n(p) x [R(yp)a],

missé siis akselin suunnan sallitaan muuttua. Tarkastellaan sitten liikettd R Eulerin kulmien
avulla.

Kuten aiemmin todettiin, jokainen SO(3):n matriisi voidaan esittdd Eulerin kulmien avulla
matriisina R (¢, 0,v). Téten matriisi R(t) on muotoa R(¢(t),0(t),1(t)), missi T > ¢ — &(t) =
(o(t),0(t),(t)) € R* on hyrréin litke Eulerin kulmien avulla ilmaistuna. Huomaa, etté hyrrén
(epéinertiaalisen) kappalekoordinaatiston kanta kiertyy hyrrdn mukana ja riippuu siis ajasta;
kyseinen kanta hetkelld ¢ on {i'(t), j'(¢), k'(t)}, missd esim. i'(t) := R(¢)i.

Ketjusaantos kiyttien nihdiin, ettd kaikilla a € R?

w(t)xa = R(t)R(t)'a
. OR
= H(t)=—

203 0

Koska R(, 0, v) = R(k, $)R(i, O)R(k, v) ja M(ax b) = (Ma) x (Ma), M € SO(3), a, b € R3,

oR B0 +w<>3R

-1

R_1 (t)a.

[!] saadaan

OR(¢,0,1)) dR(k, ¢) o

PRG0N — TR T kxa,
TV R6.0.0 = R o) TR0 R (K 6) 2
= R(k,9)(i x R(k,¢)'a) = (R(k,¢)i) x a,
OR(0,0,1)

90 R(¢.0,¢%)'a = (R(k,¢)R(i,0)k) x a

Téten kulmanopeus
w(t) = ¢tk +O(1)ir (1) + Y(t)K (1),
missé i, (t) := R(k, ¢(¢))i (‘noodiakselin’ suuntavektori).

Jaykin kappaleen mekaniikasta on tuttua, ettd hyrréan liike-energia (hetkelld t) on

1
= [Liw) (1) + Lwy(t)? + Luwi(t)?],

T(t) =3

missé /; on i:s hitausmomentti ja w}(t) on kulmanopeuden i:s komponentti padakselikoordinaa-

tistossa, jonka kanta on hetkelld ¢ on {i'(¢), j’(t), k'(¢)}; huomaa, ettd hyrrd on symmetrinen
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eli I; = I, = I. Lasketaan [!] seuraavaksi kulmanopeuden komponentit w;:
w = wii +whi +wik' = gk + 0i; + YK
= OR(k —)R(i, ~O)R(k, @)k + I R(K, —)i + VK
= é[singsinﬁi' + cos¢sin @ j' + cos O k']
+ Q[cosgi' —sin¢ j'] +ék’

= [ésinysianLﬁcosﬂi'—l— &bcosysinQ—Qsiny]j'—k [éCOSQ—i—@k’.

Sijoitetaan komponentit w] kineettisen energian lausekkeeseen. Saadaan [!]

T(1) = T + (e sin® 00)] + 3 15 [9(0) + (1) cos B(1)]

Hyrrén potentiaalienergia on V() = mgl cos #(t), misséd m on hyrrén massa, [ massakeskipisteen
etéisyys origosta ja ¢ putoamiskiihtyvyys. Téten hyrran Lagrangen funktio L : TSO(3) — R

on (lokaalisti)
L(¢, 0,1, b, 0, 1/1) = %I(QQ + ¢ sin? 9) + %1'3 (w + ¢ cos 9)2 — mgl cost

ja yleistetyt impulssit

Dy = Z—f; = Ig.bsin29+]3(@/}+(/50089) cos 6,
oL .
= — = 19,
P 26
oL .
= — = I3(¥+ ¢cosb).
Py 5 3(v + ¢ cost)

Koska ¢ ja 1 ovat syklisid koordinaatteja, niin py4 ja py ovat liikevakioita. Lisaksi L ei riipu

ajasta, joten Hamiltonin funktio (kokonaisenergia) H : T7*SO(3) — R on [!]

— py cos 0)? z ;
(Ps — Py >+@+p_¢+mglcose.

H(¢,9,¢,p¢,peapw) = 2] sin% 6 21 215

Helposti ndhdéén, [!] ettd [H,py] = 0 = [H, py], mutta py ei ole liikevakio: [H, pg| = 0H/00 =
(py — py c08 0)(py, — py cos ) /(I sin® §) —mgl sin §. Koska H, p, ja py ovat toisistaan riippumat-
tomia [!] litkkevakioita, jotka kommutoivat keskenéén, hyrrd on tdydellisesti integroituva.

Olkoon sitten t — &(t) sellainen hyrrén liikke (eli Hamiltonin yhtéloitten ratkaisu), etté
]2¢(t) = Ib, ]_)w(t) = la ja H(t) = F, missi a, b, E € R ovat sopivia vakioita. Merkitaan
u(t) == cosf(t), joten i = —(sin@)p,/I. Titen [!]

2(sin? ) 'E = (b — au)* + (sin’ Q)]_)Z/IQ + 2(sin® )1 " [a®1?/(213) + mglu],
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mista seuraa, etté energiayhtdlé on [!]

?=sin?0[217'E — a*I/I; —2mgll ' u] — (b —au)® = (1 — u*)(a — Bu) — (b — au)?,
4 = sin _[\ va /I3 —2mg u] — (b — au) E u”)(« gu) (b — au)

missi f(x) = (1 — 2?)(a — Bz) — (b — ax)? = Ba® + ... on kolmannen asteen polynomi, jolle
lim, 4o f(7) = fo0. Lisiksi f(£1) = —(b F a)? < 0. Téten, jos on olemassa piste y € [—1,1]

siten, ettd f(y) > 0, on olemassa véli [uy, us] C [—1,1] siten, ettd {z € [-1,1]]| f(z) > 0} =

[u1, us).
—_ | Lo ! i
MUTASTITA Jp RREVESSIATAL
I % ‘ L
'SHEN 5 L
% vl o +] S
! > i 1 ’ ‘ i
ﬁ‘( (Y /IA\ \</ \>///4/ 4
M / :__.< - N\ A NS i : 7.
Mv //' /;, g ] >\~, . 3,_,"
‘ t:lh!h]mi "ﬁ! L , L w
/ R LY ?mfw&
. R . PYeTreA L |
AT T (e
5, ‘ - | « } f 34 S‘QTA

Kuva 16: Funktio f(u) = (1—u?)(a—pu)—(b—au)? on piirretty kuvaan kolmella eri parametrien
arvoilla. Jotta liikettd esiintyisi, on funktion leikattava u—akseli vihint&én kerran valilla [—1, 1].
Jos funktio leikkaa vain kerran akselin, niin ei voi tapahtua nutaatiota, silla kallistuskulma 6 on
vakio. Jos ainoa leikkauspiste u = 1 eli § = 0, niin hyrré on pystyasennossa ja prekessiotakaan

ei esiinny.

Koska u(t) = cosf(t) € [—1,1] ja 4*(t) = f(u(t)) > 0 kaikilla ¢ € 7, niin on olemassa vili
[u1,us] C [—1,1] siten, ettd {u(t)|t € T} C [u1,ug]. Merkitsemilld 6; := cos ' u;, i = 1, 2,
néhdéddn, ettd kulma 6(t) kuuluu valiin [0s, 0;]. Jos liikkeen (tarkastelu)aikavili 7 on riittavin
suuri, niin on olemassa hetket ¢; ja t,, jolloin 6(t;) = 6;, i = 1, 2. Talléin —[sin O(¢;)]0(t;) =
w(t;) = /f(u;) = 0, joten jos 6; # 0, niin B(t;) = 0 eli lilkkeen suunta vaihtuu. Hyrrén
kiertoakseli oskilloi kulmien 6, ja 6 valilla; tata liiketta kutsutaan nutaatioksi. Hyrra suorittaa
my6s kahta muuta jaksollista liiketta. Tarkastellaan néita seuraavassa.

Koska py = 1 bsin?6 + Py cos 0, saadaan |!]

b= ab/ a—u

st 1_U2'
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Jos b/a > usy, niin Q(t) on positiivinen (tai negatiivinen) kaikilla ¢t € T, joten kulma ¢ kasvaa
(tai vihenee) ajan myotd (kuva 17a). Jos b/a = ug, niin ?(t) on nolla, kun u(t) = uy (kuva
17¢c). Jos b/a < ug, niin @(t) saa seké positiivisia ettd negatiivisia arvoja. Voidaan osoittaa,
[!] ettd silti kulma ¢ kasvaa (tai vihenee) keskimédrin (kuva 17b). Téatd laboratoriokoordi-
naatiston z—akselin ympari tapautuvaa jaksollista liikettd sanotaan prekessioksi. Huomaa, etta

prekessiokulman ¢ kanonisesti konjugoitu (kierto)impulssi p, on liikevakio.

% NN ~ ‘ B
‘> L~ \\ a L ,,“; el ’;’.\\\ . N
7o - Korradd ALy
,/Q_\g/ /B AKX T \ f AN N
\ A > \ . ’ |
- (U TR ’ b
M TN N
BN~ N T N
AL - o) | ‘ C) e
0y IR T T

[a¥)

Kuva 17: Hyrrdn akselin pdé liikkuu pallonpintaa (= S?) pitkin. Prekessoidessaan akselin
péa piirtdd kolmenlaisia kiyrid pallon pinnalle. Liike ¢) on liiketyyppien a) ja b) (epéstabiili)

‘rajatapaus’ ja siksi vaikeimmin todennettavissa kokeellisesti.

Kolmantena jaksollisena liikkeené on hyrrén rotaatio symmetria-akselin ympéri (eli kulman
¢ muuttuminen ajan myotd). Tamén litkkkeen kiertoimpulssi eli ns. spinkiertoimpulssi py on

my06s liikevakio. Johtopaatoksend saadaan:

Hyrrén konfiguraatiovaruus SO(3) on kolmiulotteinen (Lien ryhmé). Riippumatto-
mia liikevakioita on kolme: kokonaisenergia H, prekessiokiertoimpulssi pys ja spin-
kiertoimpulssi p,. Téten systeemi on integroituva. Koska SO(3) on ‘rajoitettu’ (eli
kompakti), niin liike on ‘rajoitettua’ ja rata kuuluu lehteen, joka voidaan samaistaa
T3:n kanssa. Nutaatiokulma 6 wvdrdhtelee valilla [0, 6] ja spinkulma ) seké pre-
kessiokulma ¢ suorittavat (nykivad) kiertoliikettd. Kuhunkin litkkeeseen liittyy oma

kulmanopeutensa. Hyrrén liike on (kvasi)jaksollista.

Huomautus 20. Ylldolevaa kvalitatiivista eli laadullista hyrran liikkeen analyysia tarvitaan,
koska liiketté on vaikea ratkaista Hamiltonin yhtéloista: Koska py ei ole liikevakio, sitd vastaa

Hamiltonin yhtalo

18(0) = 0) = 5 (eg0) = =L LRI 1.
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Tésté yhtélosté tai (energia)yhtélostd w(t)? = f(u(t)), missd u(t) = cos 0(t), voisi periaatteessa
ratkaista liikkeen ¢ — 6(t) (ja sitten muut kulmat), mutta yhtdlot ovat epélineaarisia kulman
0 suhteen ja ratkaiseminen on vaikeaa. Toki energiayhtalosta seuraa, etta
cos 0(t)
/ fu)™Y2du =t — t,
cos g

ja ainakin numeerista analyysia kiyttden likiméaarainen ratkaisu voidaan loytaa.

Huomautus 21. Kaksi kolmiulotteisen avaruuden havaitsijaa q ja Q ovat toisistaan (ajasta
riippuvan) euklidisen muunnoksen pééssé, joten hiukkasen liike kartassa q on muotoa q(t) € R3

ja kartassa Q muotoa

Q(t) =q,(t) +R(t)q(t) € R*,  R(t) €SO(3).

Vilittomasti saadaan tutut yhtalot

d d d
QO O )« ROaw)] + RO,
RE RE w
A0 TR Al Reyge) () wlt) x [ROIO]} +
+ 2w(t) x [R(t)da—m LR C%gt)

ja ‘néenndiskiihtyvyydet’ kuten Coriolis-kiihtyvyys. Galilein muunnoksen tapauksessa g, (t) =
Q@ € R? ja R(t) = R € SO(3), joten d*Q(t)/dt* = Rd?*q(t)/dt* ja néennaiskiihtyvyydet

havigvat.

Harjoitustehtava 59. Heitelliin jaykkdd kappaletta (jonka massa on m) tyhjiossa. Kiinni-
tetidn karteesinen (x,vy, z)—inertiaalikoordinaatisto (eli laboratoriokoordinaatisto R?). Olkoon
r(t) € R3 kappaleen massakeskipisteen ja s(t) € R® kappaleen jonkun toisen (kiintein) pisteen
P asema hetkelli t. Koska kappale on jaykka, niin vektorin u(t) := s(t) — r(t) pituus on vakio

ja tdten pisteen P litke on muotoa
s(t) = R(t)ug + r(t), R(t) € SO(3),

missd ug = u(0) ja R(0) = 1. Kuten tunnettua, kappaleeseen ei vaikuta vidntémomentteja
(massakeskipisteen suhteen) ja painovoima voidaan ‘keskittida’ massakeskipisteeseen eli kappa-
leeseen vaikuttaa vain voima —mgk, jonka voidaan ajatella kohdistuvan massakeskipisteeseen.

Laske pisteen P kiihtyvyys hetkelld t kayttaen hetkellistd R(t):n kulmanopeusvektoria w(t).
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ESSEETEHTAVA:

Tarkastele liikevakioita Hamiltonin (ja Lagrangen) mekaniikassa. Miksi ne ovat
tarkeitd? Miten niitd voi 10ytdd mm. Poissonin sulkuja kéyttdmalld, Hamiltonin-
Jacobin menetelmalld tai Hamiltonin (ja Lagrangen) funktioitten symmetrioista?
Tutki yhté tai useampaa symmetristé fysikaalista systeemié (esim. pallosymmetri-

nen metriikka, hyrra tai joku muu mieleisesi systeemi).
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27 FYS: Nestedynamiikkaa ja Navierin—Stokesin yhtalo

Tarkastellaan (epérelativistisen) nesteen virtausta euklidisessa avaruudessa E®. Kiinnitetdéin
origo O ja karteesinen kartta r : E® — R3. Oletetaan, ettd kaikki funktiot ovat jatkossa (pa-
loittain) sileitd.'?

Neste koostuu suuresta méaarasta hiukkasia (molekyylejé, atomeja, alkeishiukkasia), jotka
vuorovaikuttavat keskenédén ja ympariston kanssa. Lagrangen tapa tarkastella nesteen liiketta
on tutkia yksittaisten hiukkasten ratoja, jotka saadaan ratkaisemalla liikeyht&lot (esim. New-
tonin tai Lagrangen liikeyht&lot). Koska hiukkasia on paljon, tehtéva on vaikea.

Parempi tapa on tarkastella nestettd nopeuskentténd: kuhunkin avaruus-ajan pisteeseen
(t,r) liitetdéin nesteen (keskiméériinen) nopeus.'® Tissd Eulerin ldhestymistavassa ei olla kiin-
nostuttu yksittéisten (mikroskooppisten) hiukkasten radoista vaan ajatellaan nestetté kollektii-
visena jatkuvana (makroskooppisena) ilmioné. Eli kyseessi on (piste)mekaniikan sijasta kent-
tateoria. Téssd luvussa tarkastellaan nesteen virtausta Eulerin lahestymistapaa kayttéen.

Olkoon v(t,r) € R? nesteen nopeus ja p(t,r) € R nesteen tiheys avaruuden pisteessi r
hetkelld ¢ eli v : (¢,r) = v(t,r) on nopeuskentti. Olkoon V C R?® ‘rajoitettu alue’ ja S = 9V

160 sekd dV ‘tilavuusalkio’ ja ndS pinnan S ‘pinta(ala)-alkio,”*6! missi

sitd rajoittava pinta
n(r) on pinnan ulospéin osoittava (yksikké)normaalivektori pinnan pisteessd r. Téten pdV on

‘massa-alkio’ ja (nesteen) kokonaismassa alueessa V hetkelld ¢ on [[[, p(t,r)dV.

158Riippuen tilanteesta, voidaan rajoittautua E3m osajoukkoon, jolla on ‘reunapinta’ (esim. neste virtaa ka-
navassa tal putkessa). Toisaalta voidaan laittaa nesteen tiheys nollaksi pisteissi, joissa nestettd ei ole. Myos
epiajatkuvat (paloittain) siledt funktiot voidaan siloittaa sileiksi funktioiksi mittaustarkkuuden rajoissa. Usein
paadytadn tilanteeseen, missé nesteen virtaus ratkaistaan asettamalla joku reunaehto eli esim. nesteen nopeus

on nolla rajapinnalla (joen pohja, putken seindmé jne.).
159T5ss8 luvussa ‘neste’ tai ‘fluidi’ on hyvin yleinen kisite siséltden mm. ‘p6lyn,’ kaasumaiset aineet tai hitaasti

liikkkuvan eparelativistisen plasman. My®s kiinteille aineille td&mén luvun tarkastelu on monelta osin samankaltai-
nen (esim. jannitysmatriisi). Tuulimittari on hyvé esimerkki nopeuskentéin mittausvélineesté: tuulipussin suunta
kertoo nopeusvektorin suunnan ja vauhti voidaan mitata vaikka propellilla, joka pyorii sitd nopeammin mita

enemman tuulee.

1607/ on R3:n rajoitettu yhteniiinen 3-ulotteinen reunallinen alimonisto, jonka reunapintaa S merkitéifin usein

symbolilla 0V. Reunalliset alimonistot mééritelldén luvussa 31.
161qV = da! A da? A da® on (tilavuus) 3-muoto ja ndS 2-ulotteisen R3:n alimoniston S pinta-ala 2-muoto.

Esimerkiksi voidaan téssé luvussa olettaa, etté V on e-siteinen pallo V = {r € R? ‘ r—y| <€} jas =
{r € R3 f r—y| = e} on sen (pallon) pinta. Nyt kaikki pintaintegraalit ovat integraaleja yli pallon pinnan S.

Erityisesti Sn normaalivektori n(r) = (r — y)/e kaikillar € S.
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Kokonaismassan muuttumisnopeus (rajoitetussal) alueessa V' on

%///‘/p(zﬁ,r)d‘/:///‘/apggr)dv

ja massan virtaamisnopeus pinnan S lépi (hetkelld t) on

_//s p(t,r)[v(t,r) - n(r)]ds,

joka on positiivinen, jos massaa virtaa V:hen enemmaén kuin ulos V:sté.
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Kuva 18: Kun maééritellddn kohtisuora nopeus v, := v - n, ndhdian, ettd aikavélilla At neste
on edennyt pintaan ndhden kohtisuoran matkan A/l ~ v; At. Nyt ‘pinta-ala AS on edennyt’
saman matkan ja muodostaa ‘sylinterin,” jonka tilavuus on AV ~ ASA/. Massaa on téten
virrannut ulos AS:n kautta méara pAV eli massan muutos on Am ~ —pAV ~ —pv - nASAt.
Téten massan virtaamisnopeus ‘pinta-alkion” AS lapi on Am/At ~ —pv - nAS. ‘Liikemé#éria
on virrannut’ méaarda Amv ulos eli litkeméédran muuttumisnopeus johtuen nesteen virtaamisesta

AS:n lapi on (—pv - nAS)v = —pv[v - n]AS.

Massan sdilymislaista seuraa, etta

%///Vpdv:_//Spv.nds:—///vv-(pvw,

missé on kiytetty divergenssilausetta. [!] Koska V' on mielivaltainen, voidaan massan siilymis-

laki kirjoittaa muodossa

% +V-(pv) =0 (jatkuvuusyhtals). (29)

Jos p on vakio, niin jatkuvuusyhtdlo (tai kontinuiteettiyhtdlo) on V - v = 0 eli kenttd v on

lihteeton. 162

162Yleisemmin V - v = 0, jos ja vain jos dp/0t + (Vp) - v = 0 eli neste on kokoonpuristumatonta. T#lldin

Poincarén lemmasta seuraa, etti v =V x A jollekin A : R3 x R — R3.
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Nesteen kokonaisliikemdadrd alueessa V' hetkelld ¢ on

P = [ / DV € R?
ja sen muutosnopeus

% dt/// r)dV = // 875 r)v(t,r)]dV e R.

Kokonaisliikeméaédrin muuttumisnopeus johtuen nesteen virtaamisesta pinnan S = 0V lapi on

MEY () - // r)[v(t,r) - n(r)]dS € R?,

joten sen 7:s komponentti on

—//Sp(t,r)ui(t,r) v(t,r) - /// Zap W IR -y

missé on kiytetty taas divergenssilausetta. [!]

Nesteen hiukkasiin (voi) vaikuttaa ulkoisia pitkén kantaman voimia kuten esimerkiksi pai-
novoima tai, jos neste on varattua, ulkoinen sihkémagneettinen voima. Olkoon néiden voimien
kokonaisvoimatiheys (siis ‘kiihtyys’) g(v,t,r), johon sijoitetaan alla v = v(¢,r). T&ll6in nestee-

seen vaikuttava kokonaiskappalevoima (tilavuusvoima) alueessa V' hetkella ¢ on

#1000 = [[[ el jay e v

Neste vuorovaikuttaa myos itsensé kanssa eli nestemolekyylien vélilla vaikuttaa sahkémagneet-
tisia (lyhyen kantaman) voimia. Tarkastellaan néitd seuraavassa.

Olkoon r avaruuden piste, n = (n',n* n?®) yksikkovektori ja S,, pinta, joka kul-
kee pisteen r kautta, ja jonka normaalivektori pisteessd r on n. Olkoon X”V(n,t,r) =
(Z0¥(n, t,1), 25V (n, t,r), 35" (n, t, 1)) jinnitysvoima pinta-alayksikkod kohden pisteessé r het-
kelld ¢, jonka aiheuttaa neste, joka on pinnan Sy, silld puolella mihin n osoittaa ja joka koh-
distuu nesteeseen, joka on pinnan toisella puolella (siis mihin —n osoittaa). Voidaan osoittaa
(kéiyttamélld Newtonin lakeja), [!] ettéd 0 (n,t,r) = 37 0% (t,1)n’ kaikilla i = 1,2,3, mis-

ij
si oV (t,r) = (o (t,r))ij

2 on nesteen jannitysmatriisi (tai -tensori) pisteessi r hetkelld ¢,

=1
kun nesteen tiheys—nopeuskenttd on (p, v). Matriisin o”V diagonaalialkiot of;" ovat normaali-
jannityksia ja alkiot Uza , 1 # j, ovat tangenttijannityksié tai leikkausjannityksid. Téten koko-

naiskontaktivoima (pintavoima), jonka aiheuttaa neste pinnan S = 9V ulkopuolella nesteeseen

V:ssé, on (hetkelld ¢)
g ( //E”V ),t,r)dS € R?,
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joten sen 7:s komponentti on

//Za r)nd (r)dS = ///380“ DV e,

missé on jalleen kerran kiytetty divergenssilausetta. [!]

Newtonin toisesta laista seuraa, etta

APy (1)

U = M)+ F )+ G0 0)

eli kaikilla 2 = 1,2, 3,

8pvv3 ° 0ol
I s = [ |- 2 e+ 5

Koska V' on mielivaltainen, on oltava kaikilla i = 1,2, 3,

(90( + Z Ip(t, 5@3 t,r)v(t,r) — p(t’r)gi(v(t,r)’t, r) + Z aalﬂa—x(]t’r)

j=1

Kiyttamalld jatkuvuusyhtalod dp/ot 4+ 37, (pv?) /02’ = 0 saadaan lopulta litkeyhtilo

v 3 T 5. 9oV (t, T
p(t,r)aa— Z 81’3 ) = p(t,r)g; (V(t,r),t,r) + Z %, (30)

j=1

mista pyritédén ratkaisemaan p(t,r) ja v(t, r). Toisaalta jatkuvuusyhtdlo kytkee kentét p(t, r) ja
v(t,r) toisiinsa, joten ndma eivét ole toisistaan riippumattomia (usein p jopa tunnetaan; esim.
vakiotiheys). Valittomésti ndhddén, ettd padstiksemme eteenpéin, on tarkasteltava jannitys-
matriisin (p, v)-riippuvuutta tarkemmin.

Jaetaan aluksi jannitysmatriisi o”"V kahteen osaan:
v 1 v ~ v

eli oY (t,x) = 3[tr oV (t,1)]d;; + 67 (¢, 1), missi tr M := S22, Mj; on matriisin M jilki, 1 on
3 x 3-identiteettimatriisi ja &V = —%(tr o”V)1 4+ o”V, jolle titen tra”v = 0. Maaritelldan

(mekaaninen) paine pisteessi r hetkelld ¢:
1
PPY(t,r) := —gtr o’V(t,r),

joten o”V = —PPV1 + V. Termid —P"V1 sanotaan jannitysmatriisin isotrooppiseksi osaksi,

koska se ‘puristaa (jos P”V > 0) nestettd kasaan’ joka suunnasta samalla voimalla (ajattele
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pientd pallon pintaa nesteen sisalld; P”V:n aikaansaama voima on aina pinnan normaalin suun-
tainen). Levossa olevalle nesteelle (v = 0) médritelldéin staattinen paine'® p(t,r) := PPO(t,r).
Tallsin 6°9(¢,r) = 0, silld muutoin leikkausjinnitykset saisivat nesteen liikkkumaan (v ei oli-
si nolla). Liikkuvalle nesteelle voidaan myos maéaritelld staattinen paine, joka kuvaa ikdénkuin
‘hetkittéin levossa olevan’ nesteen painetta (tdmé voidaan mitata suoraan painemittarilla; ajat-
tele vaikka talon sisélla olevaa ilmapuntaria, joka mittaa keskiméaéréisen ilman paineen vaikka
ulkona tuuleekin). Liikkuvalle nesteelle useimmiten p?(¢,r) # PPYV(t,r), joten mééritelladn wvis-

kositeettijinnitysmatriisi v := ¥ — PPV1 + p”1, jolle saattaa olla tr 6”v # 0. Téaten

o’V =—p'1+ é'p""

ja, koska tre”V = tra”V — PPVtrl + pftrl = 3(—P?Y + pP), niin P»Y = p”, jos ja vain jos
tro”Y = 0.

Oletetaan sitten, etté sisdinen kitka (viskositeetti) riippuu vain nestemolekyylien suhteelli-
sesta liikkeesté toisiinsa ndhden. T&ll6in Y riippuu vain nopeuden v paikkaderivaatoista. Jos
nopeus muuttuu riittdvéan hitaasti siirryttiessi paikasta toiseen (ns. newtonilainen tai lineaari-

nen neste), voidaan tehdé lineaarinen approksimaatio:

3
R ovk(t,r)
()~ Yy Sty 1) — =
x
k=1
Huomaa, etté jos nestemolekyylit liikkkuvat keskiméaarin samalla nopeudella eli v on vakio, niin
o’V =0 ja tdten P”Y = pf. Lisdksi oY = —p”1 eli vain staattinen paine vaikuttaa.
Oletetaan, ettd jos nestettd pyoritetddn vakiokulmanopeudella jonkun kiintedn akselin
ympéri (kulmanopeus w € R3), niin sisdistd kitkaa ei ole. Téllsin v(t,r) = w x r eli
vF(t, 1) = uw”a! ja
ovk(t,r) N ovl(t,r)
oxt oxk

Z (Eknlwn + Elnkwn) =0

3
=1

n

seki OvF /0z* = 0, joten oletetaan, etti

E oxI oxt

i J 3 k
50 (x) = (4, ) (av (t,r) n v (t?r)) n Cp(tar)éz‘jz 01}8:(;5];1“).
k=1

~p,V

Y1l& oleva muoto ei ole yleisin mahdollinen, mutta se on symmetrinen (67;" = 6%;") ja muo-

toinvariantti kierroissa (néin pitéaé olla isotrooppiselle nesteelle). Kun mééritellddn uusi kerroin

163 Joka saattaa riippua termodynaamisista muuttujista kuten limpétilasta (kuten jotkut muutkin suureet).
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(P := ¢ 4 21 saadaan lopulta [!]

R ilt,r)  Ovi(t,r) 2. = OvF(L,T)
PV _ D —_ 5. -~ 7
U’L] (t7 r) n (t’ r) ( ax] + 8.:51 35Z.7 =t 8$k

= [pP(t,;x)—PPY (t,r)]di;

missi 1” ja (P ovat viskositeettikertoimet.!%* Erityisesti mekaaninen paine on

Pp’v<t7 I‘) = pp(t7 I‘) - Cp<t7 I')(V ) V) (t, I‘).

165

Usein viskositeettikertoimet ovat vakioita ® ja muuttuvat hitaasti tiheyden muuttuessa, jotenka

talloin likimaarin n?(t,r) = n, ¢*(t,r) = ja [!]

ia&g%,g_ 2L 920i(t, 1) (C 1) 0 < ouk(t,x)

‘ oz O(z79)? * 37) 9z Ox*
]:1 ]:1 k=1
—_———
V2yi Vv

Téten nesteen litkeyhtélo on redusoitunut Navierin-Stokesin (NS) yht#loksi [!]

0 1
p |:8—:—|—(V‘V)V:| = pg — Vp* +nV3v + (C—l— 577) V(V-v),

josta pyritddn ratkaisemaan (kdyttden myos jatkuvuusyhtdlod ja ehkdpé jotain lampotilasta
yms. termodynaamisista suureista riippuvia yhtéloitd) vaikkapa nopeuskenttd v ja staattinen
paine p” (riippuen tietenkin siitd mitd suureita tai suureitten vélisid keskinéisié riippuvuuksia
tunnetaan jo aluksi). NS yhtdlo on epélineaarinen ja vaikea ratkaista yleisessd tapauksessa.

Tarkastellaan seuraavassa muutamia erikoistapauksia.

Esimerkki 68. Jos v on vakio, niin saadaan staattinen tasapainoyhtdilo pg = Vp?. Téasta voi-
daan helposti johtaa Arkhimedeen laki. Olkoon nesteen pinta ja origo xy-tasossa seké tiheys
p vakio. Nesteeseen vaikuttaa z-akselin suuntainen (vakio) painovoima, jonka aikaansaama pu-
toamiskiihtyvyys on g = —gk. Téalléin voimatiheys g(v,t,r) = g ja Vp” = pg. Staattinen paine
p” syvyydelld h (z = —h) nesteen pinnasta on téten pgh-+pg eli staattinen paine todellakin riip-

puu nesteen tiheydesta p. Kappale on upotettuna nesteeseen ja sen syrjayttama alue nesteessé

164Nestettd, jonka viskositeettijannitysmatriisi 7V on téitd muotoa, sanotaan newtonilaiseksi. Esimerkiksi vesi

ja ilma ovat newtonilaisia ‘nesteitd,” kun taas sula metalli, ketsuppi tai sampoo eivét ole.
165Pajkan ja ajan suhteen, mutta voivat riippua esim. lampétilasta
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on V (V:n reuna on S). Paineen aiheuttama kokonaisvoima eli noste kappaleeseen on

gr - // PndS = — // vpﬂdv_—pg///dvz—Mg,

missé M on kappaleen syrjayttadmén nesteen massa.

Jos tiheys p on vakio (tai yleisemmin neste on kokoonpuristumatonta), niin V-v = 0 ja NS
yhtalon viimeinen termi haviaé sekd PV = pf. Télloin tarvitaan vain yksi viskositeettikerroin 7
(ja tdten (—kerroin liittyy nesteen kokoonpuristuvuuteen). Esimerkiksi (lampotilassa 20°C yh-
den ilmakehén paineessa) vedelle n = 0,001 kgm~'s™!, kun taas glyserolille n = 1,5 kgm~!s~!.
Jos nesteen sisdinen kitka on hyvin pieni (n ~ 0 =~ () paddytdén Eulerin yhtal66n
{8V

_ — _ P
8t+(v V)} pg — Vp’.

Jos neste on pyorteeton eli V x v = 0, niin Poincarén lemman perusteella v.= V¢, missa

¢(t,r) € R on nopeuspotentiaali. Jos lisiksi tiheys on vakio, pdddytdan Laplacen yhtal66n

V26 =0, silld V2=V -Vé =V -v.

Harjoitustehtava 60. Oletetaan, etti nesteen (i) tiheys p on vakio, (ii) n ~ 0, (iii) neste on
pyorteeton ja (iv) ulkoiset voimat ovat konservatiivisia eli g(v,t,r) = —VU(r).
a) Osoita, ettd Fulerin yhtdlé voidaan kirjoittaa muodossa

99

o T (V¢) +U+p"/p=f(1), (31)

missd f(t) on joku ajasta riippuva funktio.

b) Oletetaan lisiksi, ettd nesteen nopeuskentti v ei riipu ajasta eli tdlloin mydskin voidaan
valita ¢ ajasta riippumattomaksi. Oletetaan lisiksi, ettd nesteeseen vaikuttaa vain z-akselin
suuntainen painovoimakenttda eli U(z) = gz, missd g on putoamiskithtyvyys. Osoita, ettd saa-
daan Bernoullin laki

1
P’ + pgz + §pv2 = vakio,

missd v = |v|. Eli mitd suurempi vauhti v sitd pienempi paine p”.



28 FYS: KORTEWEGIN-DE VRIESIN YHTALO 187

28 FYS: Kortewegin—de Vriesin yhtalo

Tarkastellaan téassa luvussa veden pyorteetonta virtausta matalassa kanavassa ja veden pinnalla
lilkkkuvaa solitoniaaltoa. Voidaan olettaa, ettd veden tiheys on vakio, n =~ 0, virtaus on pyor-
teeton ja ulkoisena voimana on vain painovoima. Téten kiytetaan yhtdloa (31), jossa voidaan

valita f(t) = 0.1% Eli siis ratkaistavana on yht#lot

: 0 1
Vip=0 ja 3?+?V@2+U+pr:0
Valitaan karteesinen koordinaatisto siten, ettd x-akseli osoittaa kanavan suuntaan ja y-akseli
on nyt pystysuora akseli. Olkoon origo kanavan pohjassa ja, jos vesi virtaa tasaisesti, niin
veden korkeus on h (eli veden pinnalla y = h). Veteen vaikuttaa vain painovoima, joten
U(z,y,z) = gy. Ajatellaan, ettd kanava on riittédvin leved (poikittais- eli z-suunnassa), jo-

ten kanavan reunan reunaefekteji ei tarvitse ottaa huomioon. Oletetaan, ettd nopeuskentta

ei riipu lainkaan z-koordinaatista eiké vesi virtaa z-suunnassa, joten ongelma on kaksiulottei-

nen: v(t,r) = (v'(z,y,t), vi(z,y,1), 0) = (¢a(z,y,1), dy(x,y,t), 0), missi esim. ¢, := Ip/dy;

merkitiin jatkossakin osittaisderivaattoja alaindekseilld (esim. A,y := 0°A/(9s%0t)).167

Tutkitaan sitten veden pinnalla etenevaa hairiota (aaltoa). Hairié on muotoa
y =h+n(zt),

missé 7(z,t) on veden pinnan poikkeama ‘tasapainosta’ (y = h) pisteessd = hetkelld ¢. Ole-
tetaan, ettd lim, 4., n(x,t) = 0. Kaikille funktioille g(x,y,t), merkitdén ¢*(x,t):114 funktion

rajoittumaa veden pinnalle eli

g (x,t) == g(z, h+n(z,t),1).

Esimerkiksi (v'*(z,t), v**(z,t), 0) on veden nopeus pinnalla. Tarkastellaan veden pintaa pis-
teessé = ja hetkelld ¢. Olkoon 6(x,t) veden pinnan y = h + n(x,t) (tangentin) ja z-akselin

vélinen kulma eli kulmakerroin tan 0(x,t) = n,(x,t). Télloin
V(z,t) = —v™(x,t)sinf(x,t) + v**(z,t) cos O(z, t)
on veden pinnan vauhti pinnan normaalin suunnassa. Mutta toisaalta

V(z,t) = n(x,t) cosO(z,t),

166$i114 voidaan aina uudelleenmééritelld ¢ funktioksi ¢ + [ f(¢)dt. Nythén myds V(¢ + [ f(t)dt) =V¢p=v.
167Niihin ns. derivaattakoordinaatteihin palataan mydhemmin siikeisten monistojen yhdeydessé.
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joten

n = —v™* tan @ 4+ v** = Oy — Nuys (32)

missé esim. ¢} (z,t) = (0¢/dy) (z, h + n(z,1),1).

. CAl
i N

Kuva 19: Tistd kuvasta nihdiin vilittomaisti, ettd —v'* sinf +v* cosf = V = 0, cos .

Nesteen pinnalla paine voidaan valita nollaksi eli p”*(z,t) = 0. Taten yht4lo (31) redusoituu

pinnalla muotoon [!]
1
i + 51827 + (8] + 9(h+n) =0.

Derivoidaan yllaoleva yhtélé z:n suhteen. Saadaan

Gny + OOy + Oy Py + g1 = 0. (33)

Nopeuspotentiaali toteuttaa Laplacen yhtilon V2¢ = 0. Kehitetdin ¢ muuttujan y suhteen

Taylorin sarjaksi
Sla,y,t) = > " (x,t)y"
n=0

ja sijoitetaan Laplacen yhtéloon. Saadaan rekursiokaava [!]

Z O (z, t)y" + Z o™ (z,t)n(n —1)y" 2 =0
n=2

n=0

eli o8 (2,t) = —¢™+ (2, t)(n + 2)(n + 1) kaikilla n = 0,1,2, ... Jos oletetaan, ettd kanavan
pohja (y = 0) on kova, niin ¢,(z,0,t) = 0. Mutta ¢,(,0,t) = ¢V (x,t) ja titen ¢+ (z,¢) =0
kaikilla & = 0, 1, ... . Rekursiokaavasta seuraa, ettd ¢ = —¢§§32/2!, oW = ¢§Sc)m/4! jne. [!]
Oletetaan sitten, ettd héirio on (i) matala y-suunnassa ja (ii) pitkd x-suunnassa. Valitaan
sopivat (positiiviset) parametrit a ja [, joista a kuvaa aallon korkeutta eli |n(z,t)| < a seki [
kuvaa aallon pituutta (eli  on ‘keskittynyt’ aina vélille, jonka pituus on véhintdén [). Néin

ollen a € h < ljae:=a/h~0sekd § := h/l ~ 0. Mééaritellddn uudet muuttujat X = z/I,



28 FYS: KORTEWEGIN-DE VRIESIN YHTALO 189

Y = y/h ja T = t/gh/l seki uudet funktiot H = n/a ja ® := ¢v'h/(al,/g); kaikki funktiot
voidaan nyt ilmaista uusissa koordinaateissa (X,Y,T).

Yhtalot (32) ja (33) nédyttavit uusissa koordinaateissa seuraavilta: [!]
Hrp + eHx®% — 6203 =0, (34)
Oy + €@ D%y + 02D DYy + Hy = 0. (35)
Nopeuspotentiaalin sarjakehitelmé on
_ &0 _122(0) i44(0)
(XY, T) =2V (X,T) 25 Y20\ (X, T) + 245 YOO v (X, T) + ..

168

Yleisyyttéd loukkaamattal®® voidaan jatkossa olettaa, etti e = 6.

Pinnalla y = h + 7 eli Y = 1+ eH, joten jos merkitiéin F(X,T) := ()" (X, T), [
1
Oy = F - geFxx+0O(e),
1 1
O} = —e(l1+eH)Fx + =Fxxx +O(e®) = —eFx + ¢ (EFXXX - HFX) +O(€).

6
Sijoitetaan ylldolevat kaavat yhtaloihin (34) ja (35). Saadaan [!]
1
Hr+eHxF + (1 +eH)Fx — 6eFXXX + O(€%)
1
=Hr+ Fx +e¢ (HxF—i—HFx — EFXXX) +O<52> =0,
ja
1 2
FT_ QGFXXT‘FGFFX‘FHX"‘O(‘E )

1
:FT+HX+E(FFX_§FXXT) +O(€2) = 0.

Koska sekd F' ettd H ovat tuntemattomia funktioita, niin etsitdén ratkaisua saattamalla ylla-

olevat yhtélot samaan muotoon. Valittomasti ndhdaén, ettd kannattaa kirjoittaa
F=H+eA+ O(),

joka redusoi yhtéalét muotoon [!]

1
HT+HX+E(AX+HXH+HHX_EHXXX>+O(€2):O, (36)
1
HT+HX+E(AT+HHX_§HXXT)—|—0(€2):0. (37)
168Gil15 madrittelemilld € := max{e, 6%} ~ 0 nihdiin, etti € < ¢ ja 62 < €, ja voidaan uudelleenméiritells

e:=¢jad:=e.
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Vahentamalla yhtalot keskendén, saadaan
1 1
Ax +2HHyx — EHXXX =Ar+HHx — §HXXT + O(e).

Mutta toisaalta Hy = —Hx + O(e), joten oletetaan, ettd Ar = —Ax + O(e) ja sijoitetaan

kaavat ylldolevaan yht&loon: [!]
1 1
Ax +2HHyx — EHXXX =—-Ax+HHx + §HXXX + O(e).
Taten

1 1 1 1
AX:_§HHX+§HXXX+O(€) — A:_ZH2+§HXX+O<€>,

joka sijoitettuna yhtaloihin (36) ja (37) antaa kummallekin saman yhtalon [!]

3 1
HT+HX+€<§HXH+6HXXX> +O(62) = 0.

Siirrytédn sitten sellaisiin koordinaatteihin, ettd yllaolevan yhtéalon termit ovat samaa ker-
talukua. Koska yhtalo sisaltda termin Hr 4+ Hyx on jarkevaa hakea koordinaatteja muodossa

£ =X —T jat=erT, missd r on vakio. Talloin [!]
HT+HX = —H§+€THT+H£ :GT’HT.

Yhtéloksi tulee uusissa koordinaateissa [!]

3 1

eli ensimmaisessé kertaluvussa (e:in suhteen)
6T’HT + 9H§H + H&g = 0.

Kun valitaan r = 1/6 ja w := —2H, niin edellinen yhtéls on Kortewegin—de Vriesin (KdV)

yhtls

’wT — 6ww§ +w5§§ = 0‘

Télla yhtalolla on mm. yksisolitoniratkaisu [!]

C1
2cosh® [L\/e1(€ — a7 — )]’

missé ¢; > 0 ja co € R ovat vakioita. Téten veden pinnan poikkeama n(z, t) voi olla (likimé&érin)

w(&,7) =

muotoa
2a
= H = —
n=a 3 w
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mihin sijoittamalla £(z,t) ja 7(t) saadaan

" c
3 cosh? [%\/E(x — vt — xp)] ’

n(xvt> =

missd v on solitoniaallon etenemisvauhti, C' > 0 ja xy on héairién maksimipiste hetkella ¢ = 0.
Aallon 1 maksimikorkeus on C'h?/3, joten on valittava C' lidhelle nollaa (matala aalto). Talloin
aalto on vaistdmatta hyvin pitka.

Téllaisia veden pinnalla etenevid matalia solitoniaaltoja on helppo muodostaa kokeellisesti
sopivan mallisissa kanavissa, joissa vesi ei virtaa. Tsunamikin saattaa olla erddnlainen solito-
niaalto. Solitoneilla on monia mielenkiintoisia fysikaalisia sovelluksia ja matemaattisia ominai-

suuksia. [!] Siksi niitd tutkitaan aktiivisesti.
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29 FYS: Maxwellin yhtalot

Tarkastellaan klassista sihkomagneettista kenttdd (viliaineessa) euklidisessa avaruudessa E?
karteesisessa (eli affiinissa) inertiaalikoordinaatistossa'® r = (2!, 2% 23) = (x, vy, 2) hetkella .
Merkitéén x = (ct,r) = (2°, 2!, 2%, 2%) ja kaikille funktioille lyhyesti f(x) = f((ct,r)) = f(¢,r).
Olkoon (hetkelld ¢ pisteessé r)

e vektori E(x) = (E'(t,r), E*(t,r), E*(t,r)) € R? siihkékentén voimakkuus,

e vektori D(x) = (D'(t,r), D*(t,r), D3(t,r)) € R?® sihkovuon tiheys,

e vektori H(x) = (H'(t,r), H*(t,r), H3(t,r)) € R® magneettikentin voimakkuus,

e vektori B(x) = (B!(t,r), B*(t,r), B}(t,r)) € R® magneettivuon tiheys,

e skalaari p(x) = p(t,r) € R vapaitten varausten tiheys,

e vektori j(x) = (j'(¢,r),j%(t,r),5*(t,r)) € R® (sihkd)virran tiheys (tai virtatiheys),'™
k

e 3 X 3-reaalimatriisi e(x) = (e l(t,r))i ,_; (véilliaineen sdhkdinen) permittiivisyysmatriisi

tai -tensori,

e 3 x 3-reaalimatriisi pu(x) = (ukl(zf,r))3

L —; (villiaineen magneettinen) permeabiliteetti-

matriisi tai -tensori,

e 3 x 3-reaalimatriisi o(x) = (o (¢, I"))il:1 (valiaineen) johtavuusmatriisi tai -tensori.

Maxwellin (differentiaali)yht&lot:

1. Gaussin laki sdhkokentalle on

3
V-D =p tai pitemmin merkittynéa Z

=1

OD'(t,r)

o p(t,r) tai 0;D' = p.

2. Gaussin laki magneettikentélle on V-B = 0 eli magneettikentén oletetaan olevan ldhteeton

(‘magneettisia varauksia’ eli magneettisia monopoleja ei ole havaittu).

169V3liaine on levossa inertiaalikoordinaatistossa, mutta vapaat varaukset voivat liikkua.
170Usein j(t,r) = p(t,r)v(t,r), missd v(¢,r) on vapaitten varausten keskiméirdinen nopeus hetkell ¢ pisteessi

r. Yhden varatun hiukkasen liikkeessi r = r(t) formaalisti p(t,r) = q6(r—x(t)) ja j(t,r) = ¢&(r—r(t))dr(t)/dt,
missii ¢ on hiukkasen varaus ja 6 on ‘Diracin delta’ (distribuutio) eli [[[5, f(r)d(r)d®r = £(0,0,0).
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3. Faradayn laki (séhkomagneettinen induktio) on

0B
VXxE=——
. ot
4. Ampéren-Orstedin-Maxwellin laki on
oD
VxH=j+—,
BT

missd 0D /0t on (Maxwellin) kentdnmuutosvirta(tiheys).

Maxwellin (integraali)yhtilot:!™

Alla V' C R? on (riittévin sdédnnollinen) 3-ulotteinen rajoitettu alue, S = 9V sen suljettu
reunapinta ja n(r) pinnan ulospéinosoittava yksikkonormaalivektori pisteessid r € S. Samoin
S" C R3 on rajoitettu (muttei vilttadmittd suljettu) pinta ja C' = 05’ sen (oikeakitisesti kier-

tavé) suljettu reunakiyra.

1. Gaussin laki sdhkokentalle on

J[pnas= [[[ pav-a.

missd ensimmaéinen pintaintegraali on sdhkokentén vuo (eli sahkovuo) suljetun pinnan S

lapi ja @ on kokonaisvaraus alueessa V' (kumpikin voi riippua ajasta ¢, silld esimerkiksi

= [[[, p(t, z,y, z)dzdydz).

2. Gaussin laki magneettikentélle on f fSB -ndS = 0 eli magnettikentédn vuo (eli mag-
neettivuo) suljetun pinnan S ldpi on aina nolla (siksi B:n ‘kenttéviivat’ ovat suljettuja

lenkkejé).
3. Faradayn laki (sdhkémagneettinen induktio) on

foeir=—t [ Bonas

eli sahkomotorinen ‘voima fc E-dr lenkissd C' (esim. séhkojohto) aiheutuu magneettivuon

muutoksesta ja kidantaen.

4. Ampéren-Orstedin-Maxwellin laki on

d
}{H-dr:— D-ndS+//j-ndS
C dt S/ !

missé fc H - dr on magnetomotorinen ‘voima’ lenkissa C.

ITIN#m3 ovat kokeelliset yhtéldt ja patevit myds epéjatkuville kentille, silld integraalit ovat silloinkin mééri-

tellyt.
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29.1 Kenttien viliset yhteydet

Skalaarikentté p ja vektorikenttéd j kuvaavat vapaita varauksia, jotka voidaan yhtdaltd nahda
aktiivisina sihkomagneettisen kentén ‘ldhteind’ tai sitten toisaalta passiivisina varauksina, jotka

172

lilkkuvat sdhkomagneettisessa kentéssa. = Sahkomagneettisen kentédn kuvaamiseen tarvitaan

173 oletetaan, etté tyhjiossi

nelja vektorikenttad: E, D, H ja B. Lineaarisessa sihkodynamiikassa
tarvitaan vain kaksi kenttdd, joista toinen kuvaa sdhkokenttdd ja toinen magneettikenttéaa.

Nimittain ‘tyhjiossa’ (siis ei viliainetta, mutta mahdollisesti liikkuvia varauksia)
D= EoE, B = ILL()H,

missé €q on tyhjion permittiivisyys(vakio) ja o on tyhjion permeabiliteetti(vakio). Valon nopeus

tyhjiossé on ¢ = 1/,/Egfig, joka on kiinnitetty sekunnin ja metrin mééritelmien nojalla.

Harjoitustehtivi 61. Osoita, ettd tyhjidssi'™ Maxwellin yhtilét ovat muotoa
P 0B . 10E
V-E=— V-B=0 VXE=—— VxB= —_—
50, ) ot ) Mol + 2 ot

Oletetaan sitten, etti p = 0 ja j = 0. Sijoita yhtdiléon tasoaalto E(t,r) = Egcos(wt — k - 1),
missi w € R ja By, k € R? ovat vakioita (ja vastaava ratkaisu B:lle). Miti vakiot kuvaavat?

Minkd luonnonilmion (alkeismallin) saat kaivettua esille ratkaisusta?

Kun varattu hiukkanen liikkuu séhkomagneettisessa kentéssé, sithen vaikuttaa Lorentzin voima
F(t,r,v) =qE(t,1) + qv x B(t,1),

missd ¢ on hiukkasen varaus (sekd r ja v ovat hiukkasen paikka ja nopeus hetkelld t). Tésté
nidhdaan, ettd sihkokenttdd kannattaa kuvata sdhkokentan voimakkuuden E avulla ja mag-
neettikenttdd magneettivuon tiheyden avulla B. Itseasiassa E(t,r) voidaan (ainakin teoriassa)
mitata laittamalla levossa oleva testihiukkanen (¢ =~ 0) pisteeseen r hetkelld ¢ ja mittaamalla
sen kiihtyvyys. Kun E tunnetaan, niin B voidaan maarata tutkimalla liikkuvia testihiukkasia.
Selvéstikin kentédn voimakkuus on matemaattisesti erilainen suure kuin vuon tiheys. Esim. E

on olennaisesti voima (eli 1-muoto), mutta vuon tiheyttd B integroidaan pinnan yli (2-muoto).

172Vertaa Newtonin gravitaation tapauksessa aktiiviseen ja passiviiseen gravitaatiomassaan (jotka ovat lukuar-

voltaan samat kullekin kappaleelle, mutta niiden tulkinta on eri).
IT3Epalineaarisessa siahkodynamiikassa tarvitaan neljs kenttds myos tyhjiossa.
174]tseasiassa nami yhtilot pitevit myos viliaineessa, kun ajatellaan p:n ja j:n sisdltdvin my6s sidotut va-

raukset, jotka yleensé ‘sisdllytetdaan’ kenttiin D ja H.
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Kun viliaine ‘laitetaan’ sihkokenttéin E, se polarisoituu eli sidotut varaukset'™ siirtyvit
hieman pois paikoiltaan. Mitd suurempi kentta E sitd suurempi siirtyma. Tata siirtyméaa kuva-
taan (sdhko)polarisaatiovektori(kentén) P avulla, joka siis riippuu E:std ja mahdollisesti myos
B:sta. Nyt sahkovuon tiheys D = ¢gEE+P. Vastaavasti, jos véliaine laitetaan magneettikenttaan
B, niin se magnetisoituu. Jos M on kyseinen magnetisaatio (vektorikenttd), niin H = B/ug—M
eli B = puo(H + M). Monissa tapauksissa véliaine on lineaarista, jossa polarisaatiota ja mag-
netisaatiota voidaan kuvata (pisteittdisen) lineaarimuunnoksen eli matriisin avulla seuraavien
yksinkertaisten lineaarisen materian yhtélditten avulla.

Lineaarisen materian yhtalot:
D=cE, B=pH, j=oE+]

missd viimeinen yht#lé on Ohmin laki.'™ Se siséltdd johtavuusvirran oE, joka aiheutuu siité,
ettd sahkokenttd E siirtdd vapaita varauksia véliaineessa aiheuttaen sdhkovirran. Virtatiheys
j kuvaa muita (séhkokentéstéd riippumattomia) virtoja, jota voivat aiheutua esim. aineen 14m-
potilan tai varaustiheyden muutoksista. Erityisen yksinkertainen aine on seké lineaarinen etta
isotrooppinen. Talloin e(x) = e(x)1, p(x) = u(x)1 ja o(x) = o(x)1, missé (x) € R on vé-
liaineen permittiivisyys, u(x) € R on viliaineen permeabiliteetti ja o(x) € R on johtavuus
pisteessé r hetkelld ¢, kun x = (ct,r). Talléin D = ¢E, B = uH ja j = oE + j eli esim. D
ja polarisaatio P ovat samansuuntaisia E:n kanssa joka pisteessa kaikilla hetkilla. Jos viela li-
séksi €, u ja o ovat vakioita, niin aine on myos homogeenista. Esim. jos p > g, niin aine on
paramagneettista, ja jos u < pg, niin aine on diamagneettista. Toisaalta esim. ferromagneet-
tisten aineen teoriassa tarvitaankin sitten jo kvanttimekaniikkaa ja spinin késitettéd. Tarkastelu
on vahintaankin semiklassinen.

Lineaarisen materian yhtaloistd ndhdéédn, ettd kentdt D(¢,r) ja B(¢,r) riippuvat vain kent-
tien E(¢,r) ja H(t, r) arvoista samalla hetkelld t eiké niiden aikaisemmista arvoista. Yleisemmin
kenttien vélisilla yhteyksilla on muistiominaisuus eli D ja B kentét riippuvat myos kenttien E

ja H aikaisemmista arvoista: esim.

3 oo
DE(t,r) = eoE¥(t, 1) + Z/ eF (BNt —t)dt.
1=1 70

175Sidotut, varaukset eiviit pésise ‘vapaasti’ lilkkumaan aineessa. Esim. atomin alemmilla ‘elektronikuorilla’ ole-
vat varaukset saattavat olla sidottuja (pysyvét ytimen ldhistollda), mutta ylempien kuorien (johtavuus)elektronit
padsevit hyppiméén atomista toiseen eli ovat vapaita. Jos aineessa on vain sidottuja varauksia, niin se on eriste.

Jos siind on (my0s) vapaita varauksia, niin se on johde.
176Pitemmin kirjoitettuna esim. j%(t,r) = 330, 0% (t, ) E'(t,r) + j*(t,r) kaikilla k = 1,2, 3.
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Muita tuloksia

Vastaavasti kuin klassisessa mekaniikassa ja nestedynamiikassa oletetaan massan sdilymislaki,
niin sdhkodynamiikassa (myos) varaus sdilyy. Se voidaan kirjoittaa samalla tavalla: kokonais-

varauksen @Q(t) muutos alueessa V' aiheutuu varauksen siirtymisesté alueeseen tai pois siité

d@ :
& =[] i

Ip o
E—FV-J—O.

Myés kokonaisenergia sdilyy. Tahén palaamme myShemmin.

eli

tai jatkuvuusyhtalona

Lopuksi palautetaan mieleen, ettd magneettikentélla B on vektoripotentiaali A ja sahko-

kentélla E on skalaaripotentiaali ¢ eli
B=VxA, E=-V¢— —.

Néamakin tulokset johdetaan myShemmin.

29.2 Maxwellin ja NS yhtaloitten matemaattinen yhteys

Kuten ollaan néhty, nesteen Navierin-Stokesin (NS) yhtalo

0 1
p[a—z—F(V-V)V] =pg — Vp* +nViv + (C+§n) V(V-v)

redusoituu Eulerin yhtaloksi

ov
p{EJr(V-V)V} =pg—Vp

mikili nesteen sisdinen kitka on hyvin pieni (n &~ 0 = () ja tiheys p on vakio (josta seuraa
V - v = 0 ja voidaan merkitd p? = p). Néin on esim. vedelle. Oletetaan liséksi, ettd ulkoiset

voimat ovat konservatiivisia eli g = —VU (esim. painovoima).

Harjoitustehtava 62. a) Osoita, ettd ylla olevin oletuksin NS yhtalo voidaan kirjoittaa muo-
dossa
ov

5 = L-Ve, (38)

missi w =V X v kuvaa nesteen pyorteisyyttd, £ = w X v on ns. Lambin vektori(kenttd) ja

1
o= -vP+ 24U
2 p
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on ns. skalaaripotentiaali. Vinkki: v x (V x v) = V(|[v|?/2) — (v V)v.
b) Ota divergenssi V- yhtdlon (38) kummaltakin puolelta ja osoita, ettd ‘nestedynaaminen

varaustiheys’

£:=-Vo=V.L

Vinkki: V - v = 0.
¢) Ota roottori V x yhtdlon (38) kummaltakin puolelta ja osoita, ettd

Ow
VXl=——.
ot
d) Totea, etti V - w = 0.
Kun mééritelldén vield a := 1/|v|? ja ‘nestedynaaminen virtatiheys’

s:=|w*v— (VO)v —wx V(v[’)/2-®) —vx V(v -w)+2vx (w-V)v+wx|[(v-V)V],

niin NS yhtélo muuttuu muotoon

ow
-,e: E:__
\Y &, V x 5
V. w=0, wa:as%—a%,

ot
joka muistuttaa jossain méadrin Maxwellin yhtaloita (korvaa £ E:lla ja w B:114). Liséksi

w=V Xv, E:—Vcb—a—v
ot

eli vita vastaa A ja ®:td ¢.!"7 Nestedynamiikassa vektoripotentiaali v (ja paine p) pyritiin
ratkaisemaan NS yhtélostd, kun nesteen tiheys on vakio. Samoin tullaan osoittamaan, ettd A
ja ¢ ovat ensisijaiset kentéat, jotka pyritdan ratkaisemaan Maxwellin yhtaloista.

Vaikkakin NS yhtélo muistuttaa Maxwellin yht&loitd, niin yhteys on enimmékseen mate-
maattinen vailla sen kummempaa fysikaalista merkitystd (mutta NS ratkaisuja voidaan kiyttéa
ratkaistaessa sihkomagneettisia yhtéloité ja kiddntéen). Esimerkiksi turbulenssia ei esiinny séh-
kémagnetismissa ja toisaalta, jos vektoripotentiaali v ei riipu paikasta, niin seké ‘magneettikent-
td’ w ettd ‘sdhkokenttd’ £ hévidvit (néin ei kiy sdhkomagnetismissa). Toisaalta, jos Ov /0t = 0,
niin saadaan ‘séhkostaattinen’ tilanne £ = —V®. Huomaa vield, ettd veden virtauksessa on
vain yhdenlaisia liikkuvia hiukkasia (vesimolekyylit), kun taas sihkovirran tapauksessa varat-

tuja hiukkasia voi olla seké positiivisia etté negatiivisia (kulkevat vastakkaisiin suuntiin).

17TVastaavasti kuin sihkdmagnetismissa voidaan muodostaa nelipotentiaali (®/c, v)ja nelivirta (c,s). Myds

voidaan muodostaa kenttétensori F' ja Lagrangen tiheys kiyttden nelipotentiaalia.
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30 GEOM: Hodgen x—operaattori ja kodifferentiaali ¢

Kaikkialla téssé luvussa oletetaan, ettd M on n-ulotteinen monisto ja q : U — R™ sen (mieli-

valtainen) kartta.

30.1 Tensoritulo, kontraktio, alennus ja ylennys

Olkoon T ja S tyypin (k,l) ja (s, u) tensori(kentét) M:114 eli lokaalisti

a0 ) . ,
= 11505tk J J
o Z 1}1 ::::: jl 8q7,1 ® aqzk ! ® ®dql

1150 i

J1sesdl

ja
0 0

= Alyes@s 7 b1 by
S_a;zgs’” """ b g O e AT @@ dg

b1 seeesbu

Voidaan méaritella tensoreitten T' ja S tensoritulo T ® S tyypin (k + s,1 + u) tensorikenttana

(karttariippumattomalla) kaavalla [!]

015l QA1yeeeyOs 9 9 9 9 1 j b1 by
. Z 7}1 """" ]lkal ..... b, aqi1®'..®aqik®aqal . e aqas J ®'..®dqjl®dq ®...®dq .
I

Huomaa, etté yleensia T®S # S®T ja 0-muodolle (eli skalaarikentélle) f : M — R méaritellddn
fRT = fT, missa (fT)|m = f(M)T|m, meE M.
Tensorin 7" a:nnen yldindeksin ja b:nnen alaindeksin kontraktio on tyypin (k—1,[—1)-tensori

CyT, jonka komponentit ovat (mielivaltaisessa kartassa q) [!]

(CaT) sla—T1sat1seslk :z :Tu sla—1,Psla+1,m0k

e Jb— 1.7b+1 ,,,,, Ji Jb— lp]b+1 ----- Ji

Esimerkiksi, jos

Z

11,0 a 1
T= ZTl 28 11 ] ®dqj
niin
2 _ 11,0~
CT = ;;Tl 3q“

Miké on téllsin CiT? [!] Huomaa, ettd jos T on tyyppia (1,1) eli

T = Z]az®dq’

i,7=1
niin C}7T on skalaarikentta ZZ:1 T%? (matriisin jilki). Huomaa, etté kontraktio on méaéritelty ai-

na yhden yldindeksin ja yhden alaindeksin suhteen. Jos M:114 on méaéritelty (pseudo)metriikka



30 GEOM: HODGEN »-OPERAATTORI JA KODIFFERENTIAALI 199

g, niin kontraktio voidaan yleistdd myos kahden yla- (tai ala-)indeksin yli laskemalla (tai nos-
tamalla) ensin toista indeksid metriikan ¢ avulla. Tarkastellaan seuraavassa miten tensorin
indeksejé lasketaan tai nostetaan (alennus ja ylennys).

Tensorin 7" a:nnen yldindeksin lasku b:nneksi alaindeksiksi on tyypin (k — 1,1+ 1) tensori

¢T, jonka (karttariippumattomat) [!] komponentit ovat
(\L 117 lk—1 _ Z z ta—1:Pylay-tk—1
b die1 gﬂbvp 317 o3Jb—15Jb+ 15w sJ141

Vastaavasti a:nnen alaindeksin nosto b:nneksi yldindeksiksi on tyypin (k+ 1,1 — 1) tensori 127,

jolle
(Tb Zl’ ’Zk+1 § ’Lb,p Zl’ 7/Lb 17Zb+1’ »’Lk:+l
a J1yeeesdi—1 g .717 wJa—1:P:Jas-Jl—1 "

Esimerkiksi tensorille

0 0
T=T"" " ® —
J 6 11 ® quz

saadaan (kdyttden Einsteinin summaussdintod)

& dqj

\HT = gjhpfl—y]};’ilail ® dqjl ® dqj2v \L% g]hp Zl,pa ® dqjl ® dqj27
BT = 95,1010, @ dg” @ dg”, BT = 95,7570, © dg” @ dg”,
T%T = gi27pT;7:17i38i1 & aig & 8i33 TZI;T = gi37pTgl7i2a’i1 X a’iz X 823

(laske [!] vield ${T). Operaatioita voi myos yhdistdd mielivaltaisesti:
CGUT) = gjpTnde”,  CUAT) = gy Ty Pde”,  WNT = gj1mg™ T, 0 ® 05, @ dg”.

Huomaa, ettd useimmiten jdatetdan nuolet T ym. merkinndat merkitsemdttd tensoreitten kom-

ponenteihin. Esim ylld voidaan merkitd tensorin |#137T komponentteja lyhyesti T;I”Q =

. 12,pi1,m
Gjrmg" > PLo

30.2 Differentiaalimuotojen x-operaattori ja kodifferentiaali
Koska M on n-ulotteinen, niin mielivaltainen n-muoto w on aina lokaalisti muotoa

w=uwg. nd"q, d"q:= dq1 A dq2 A---ANdg" = ejm%,,,,jndqjl ®dg? @ - ®@dg’",

missé w2, : U — Ron (siled) funktio ja €, j, _; on Levin-Civitan (permutaatio)symboli.'™

Moniston M sanotaan olevan suunnistuva, suunnistettu tai orientoituva, jos on olemassa sen

I8Eli €15..., = 1 ja kahden indeksin vaihto muuttaa aina etumerkkii. Huom! Esim. Minkowskin avaruudessa

€o123 = 1 eli 0-indeksi on kaytdssa.
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n-muoto w, joka on nollasta eridvi joka pisteessd eli w|y, # 0 kaikilla m € M. Kyseinen ehto
ndyttaa kartassa q seuraavalta: wio  ,(m) # 0 kaikilla m € U. Kaksi pisteittdin nollasta
eriaviad, n-muotoa w ja v ovat ekvivalentit, jos on olemassa M:n positiivinen funktio f (eli
f(m) > 0 kaikilla m € M) siten, ettd v = fw. Néin saatua ekvivalenssiluokkaa [w] sanotaan
M:n orientaatioksi. Jatkossa oletetaan, ettd M on suunnistuva ja yhtenéinen (eli ei voida esittaa
erillisten avoimien joukkojen unionina). T&ll6in orientaatioita on vain kaksi [w] ja [—w], joista

jompi kumpi pitda valita esim. tilavuusmuotoa maéaariteltaessa.

Esimerkki 69. Affiini avaruus A" (esim. euklidinen avaruus tai Minkowskin avaruus) on suun-
nistuva. Olkoon x : A" — R™ affiini kartta. Nyt orientaatioita on kaksi [d"x] ja [—d"x]|, missé
siis d"x = dz! Ada? A --- Adz™. Kaikki 1-ulotteiset monistot ovat suunnistuvia, mutta on ole-
massa 2-ulotteinen monisto, joka ei ole suunnistuva (Moébiuksen nauha, jolla on vain yksi pinta

ja yksi reuna). [!]

Orientaatio [w] mé&rdd M:n ‘oikeakétisen’ kartaston Ay, joka koostuu (kaikista) kartoista
q, joissa ilmaistuna w:n komponenttifunktiot wy o ., ovat positiivisia. Kartoille q : U — R" ja
q: U—R", UNU # 0, voidaan mésritelli (kartan vaihdon) Jacobin matriisin determinant-

ti(funktio)'™

9g'/9q" --- 04" /0q"
0@, ..q") _ : . . B 0¢' 9¢*  oq"
oa'yea) | e R
9q"/9q" --- 0q"/9q"
joka on positiivinen funktio mikili q, q € Aj,). Huomaa, etta
oq' aq" . - , oG, ..., q"

o aqjl 8q]n : ~ 8<q1, e qn)

Jos M:1ld on (pseudo)metriikka g = g;;d¢" ® d¢’, niin merkitdén (kartassa q mééritellyn)
matriisin (g;;) determinantin itseisarvoa symbolilla |g|q eli saadaan kuvaus U 5 m — |g|q(m) =
| det (g;j(m))| > 0. Nyt voidaan mééritellé orientaatioon [w] ja (pseudo)metriikkaan g liittyvé

(pseudo )tilavuusmuoto n-muotona
vol = vol1 .= /|g|,d"q

kaikilla kartoilla q € Ap,."® Liséksi ndhdéén, ettd jos q, q € Ay, niin

og° _ oG

i = —— Gl —— kolmen matriisin tulo

179 Jonka arvo lasketaan pisteissd q = q(m), m € U N U, joissa siis osittaisderiaavat ovat mésritelty.
180J0s q € Al on (skaalattu) Riemannin normaalikoodinaatisto pisteesséd m, niin vol|m = d"q|m.
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ja titen (kdyttdmalla kaavaa det(MN - --) = det(M) det(N) - - -)

osoittaen, etta
qn)dnq — vol.

/ (G, ... /7
glad” |det(gkl>‘8(q : | det(gi) ‘ g, ... q")

Huomaa, etté jos q ¢ Ay, niin vol“ld = —/ lg]q d"q. Liséksi ndhddén, ettd vol = vol“M e [w]

eli [w] = [vol] ja voll ™9 = —yol®19 = —vyol.

Harjoitustehtava 63. Olkoon (M, g) kaksiulotteinen suunnistuva semi-Riemannin monisto ja
(', ¢*) = (u,v) sen joku kartta. Merkitiin tissi kartassa E := gi1, F = g9 ja G = gos.
Laske M :n tilavuusmuoto. Laske erikoistapauksena R-sdateisen pallon pinnan ‘tilavuusmuoto’
eli pinta-ala 2-muoto (kun pallon pinta perii R®:n euklidisen metriikan,).

Vinkki: pallokoordinaatit.

Moniston M k-muodot muodostavat lineaariavaruuden QF(M) ja ulkoinen derivaatta d :
QF (M) — QL (M) eli differentiaali on lineaarikuvaus.'8! Jos (M, g) on semi-Riemannin mo-

nisto, niin (psedo)metriikka g voidaan ‘laajentaa’ avaruuteen Q2%(M) bilineaariseksi kuvaukseksi
g: QF (M) x QF (M) — Q°(M)

kaavalla (mielivaltaisessa [!] kartassa q ilmaistuna)

2 : 1 o
. i1,J1 ., Zka E . R SR ¥
g a, V . k:' g O-Zh ﬂfk]/]l Ik k' 0-7'17"'711@” ’

yyyyy i 11,00k

missé, piie = gidte. gindky, o (ovat tensorin 1112 -+ % v komponentit). Erityisesti jos
k=1,niing: QY (M) x QY(M) — Q°(M) on gm kiinteistensori(kenttd) g~1, ja jos k = 0, niin
9(f,g) := fg, missi f ja g ovat O-muotoja eli funktioita M — R.!82

Jos [w] on semi-Riemannin moniston (M, g) orientaatio ja vol = vol®! tilavuusmuoto, niin

voidaan midritelld lineaarinen Hodgen %-operaattori x : QF(M) — Q" (M) kaavalla [!]

1 7 7 S S
*xV = \/|g|qk‘(n— Z (Z i 7k611, 3k sS1 50,8 )dql/\/\dq n—k

S1y--Sn—k  \l,..50k

181 Huomaa, ettd QF(M) = {0}, jos k > n.
182]tseasiassa 0¥ (M) on (funktio)algebran Q°(M) moduli ja g on eriifinlainen sisitulo eli tavanomaisen piste-

tulon yleistys.
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kaikilla q € Apoy. Hodgen « riippuu siis orientaatiosta [vol]. Toinen orientaatio [—vol| an-
taa vastakkaismerkkisen xv:n. Hodgen x-operaattori voitaisiin my6s méaritella siten, ettd xv
toteuttaa yhtalon

oA (xv) =7(o,v)vol kaikilla o € QF(M),

silld (kartassa q € A[Vol])

V |g| 7 7 1 a a s s
o N (*V) = /{;!(n——q]{j)!yl """ kEilgmy’ik,Slw-,SnfkHo-al ..... akdq LA A dq kA dq A A dq n—k

1 o 1 [ _
- Eaal ,,,,, ak V“ ..... ka Eil,...,ik,sl,...,Sn,kEal ..... ak,sl,...,sn,kj |g|q dnq = 9(07 V) VOl‘

TV
= (n—k)! (67} 0 F =672 57k +..)

Erityisesti k-muodolle v saadaan x(xv) = sgn(g)(—1)*"=*y ja lisiksi 0-muodolle f : M — R,
xf = fvol sekil *(fvol) = sgn(g)f, missd sgn(g) = %1 on matriisin (g;;(m)) determinantin
etumerkki (joka on sama kaikissa kartoissa q : U — R™ ja kaikissa pisteissa m € U, silla M
oletetaan olevan yhtendinen). [!] Esimerkiksi euklidiselle avaruuden E™ metriikalle sgn(g) = 1,
mutta Minkowskin avaruuden M" metriikalle sgn(g) = —1.

Hodgen x:n avulla voidaan mééritella viela (lineaarinen) kodifferentiaali

Ak b1 o \mkindl B —*d *, n on parillinen,
d: QY (M) — Q" (M), §:=sgn(g)(—1) *d* = sgn(g)

(—=1)*xd %, n on pariton.
Lisiksi O-muodolle f : M — R mééritelliin 6f := 0. Helposti nihdiin, etti 62 = 0. Jos
orientaatiota vaihdetaan [vol]:sta [—vol]:ksi, niin * muuttuu —x:ksi, mutta ¢ ei muutu eli ¢ ei

riipu orientaatiosta.

Esimerkki 70. Olkoon x affiinin avaruuden A" affiini kartta ja [d"x] sen orientaatio. Varus-
tetaan A" pseudometriikalla g, jonka matriisialkiot (kartassa x) ovat (vakioita) g;; = =£d;;.

Suoralla laskulla nahdadn, [!] ettd télloin

1 a . . — Zv.jk .
missa VJl ,,,,, Jk—1 g V]l

.....

Harjoitustehtivi 64. a) Osoita, etti §(0v) = 0 eli lyhyesti §* = 0.
b) Olkoon (x,y,z) euklidisen avaruuden E? affiini kartta, [dz A dy A dz] sen orientaatio, g =
dr @ dor + dy @ dy + dz ® dz euklidinen metriikka ja f, f; : E> — R, i = 1,2,3 funktioita.
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Merkitain £ = (f1, fo, f3). Osoita, ettd

*f = fdx Ady Adz, *(fidx + fody + f3dz) = fidy Adz + fodz Ada + f3dz A dy,
w(frdy Adz + fodz Adz + fodz Ady) = fidz + fody + fodz,  *(fdzAdyAdz) = f,
S =0,  8(fide+ fody + fodz) = —V - = —0f,/0x — fs/dy — 8fs)0z,
S(fidy Adz + fodz Adx + fadz Ady) = (V x £)1de + (V x £)ody + (V x £)3dz
= (0f3/0y — 0f2/0z)dx + (0f1/0z — 0f3/0x)dy + (Of2/0x — O f1/0y)dz,
(fdeAdyAndz) = —=(Vfhidy Adz — (V[f)dz Ada — (Vf)sda A dy
— —(8f/0x)dy A dz — (Of JOy)dz A dz — (9F/92)da A dy.

c¢) Magdritelliin Laplacen-deRhamin operaattori A := (§ + d)? = dd + dd. Osoita, ettd Af =
—V2f (siis E?:ssa).

Harjoitustehtiva 65. Olkoon x = (2°, 2%, 22, 23) Minkowskin avaruuden M* affiini kartta,
[d*x] sen orientaatio ja g =n = —da® ® d2® 4+ da! @ da' + d2? @ dz? + da® ® da® Minkowskin
metriikka (jolle siis sgn(n) = —1). Osoita, ettd

*xda? = —da! A dz? A da?, xdz! = —da® A da® A da?,
*(dz® A dzt) = —dz? A da3, *(dz® A da®) = dz® A da',
*(dz® A dz? A dx?) = —dx?, *(da! Adz? Ada?) = —da”

ja, jos F' = %F,wdx“ A dz” on 2-muoto, niin
OF = xdxF = (31F01 + (92[702 -+ 83F03)d$0 -+
+ (80F1O + 0 1% + 63F13)d$1 + (aono + 03 Fy° + 61F21)d$2 + (60F30 + O F3' + 82F32)d$3
= (81F01 -+ 82F02 -+ 83F03)dl’0 +

+ (0o Fo1 + 0o F19 + asFls)dxl + (0o Foa + O3 Fs3 + (91F21)dﬂl32 + (0o Fo3 + 01 Fs51 + 82F32)d:c3,

missd 0, = 0/0xH.
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31 GEOM: Integrointiteoriaa

Téassé luvussa oletetaan, ettd M on n-ulotteinen monisto. Olkoon 0 < k£ < n. Moniston M
k-ulotteinen (sddnndllinen) alimonisto N on joukko (topologinen aliavaruus) N C M, joka
toteuttaa seuraavan ehdon: jokaiselle m’" € N on olemassa M:n kartta q : U — R", jolle m’ € U
ja

a(NNU) eqU)n{(a",...,a"0,....,00 eR"|d/ €R, 1 < j <k}

eli siis kaikilla m € NN U, g(m) = (¢*(m),...,¢*(m),0,...,0). Selkedsti [!]
qyv: NNU = R¥ m— qu(m) := (ql(m), . ,qk(m))

on N:n kartta, joten N on k-ulotteinen monisto. Nyt N:n tangenttivektori (pisteessi m € NNU)
on muotoa 25:1 v710/0¢’ | m ja siis myds M:n tangenttivektori. Tdten vektoriavaruuden T'Np,:m
virittavit vektorit 0/9¢7|m, 1 < j < k, ja T My virittavit vektorit 0/9¢|m, 1 < j < n eli siis

TNy, on TM,,:n k-ulotteinen vektorialiavaruus.

Esimerkki 71. Esimerkiksi R-siteinen pallon pinta S% on R3:n 2-ulotteinen alimonisto. Yhte-
ni karttana voisi olla vaikka R3:n pallokoordinaateista (7,6, o) saatu kartta sz, = (0, ), joka
voidaan visiti vaikka R3:n kartasta q = (0, p, 7 — R). (Sopivassa) pisteessi a € S% (eli a € R?
ja r(a) = |a] = R) sijaitsevan tangenttiavaruuden TR?|, kanta on {0/0r|a, 3/00|a,d/0p|a} ja
tangenttitason T'S?|, kanta on {9/00]a,0/0p|a}-

Esimerkki 72. Moniston M avoin osajoukko V' on M:n n-ulotteinen alimonisto eli avoin ali-
monisto. Jos M on suunnistuva, niin V' perii M:n orientaation (rajoita M:n orientaation antava
n-muoto avoimeen joukkoon V). Triviaalisti monisto M on itsensé alimonisto. Joskus sanotaan,
ettéd (n — 1)-ulotteinen alimonisto N on (M:n) hyperpinta. Airellinen (tai numeroituvasti -

reton) joukko {m;}{_, M:n pisteitd méaritelld&n olevan M:n O-ulotteinen alimonisto.

Moniston M osajoukko N on k-ulotteinen reunallinen alimonisto, mikéili on olemassa M:n
k-ulotteinen alimonisto IV, siten, ettd N C N, ja N voidaan kirjoittaa muodossa N = NyUON,
NoNON = (), missi sisiosa Ny # () on N, :n avoin joukko'®? (siis k-ulotteinen avoin alimonisto)
ja reuna ON on N,:n (k — 1)-ulotteinen alimonisto (eli N,:n hyperpinta). Liséksi oletetaan,
ettd jokaisella m € ON on olemassa N,.m kartta q, : V — R*¥ m € V, jonka ensimmiiselle

koodinaatille ¢ (m) = 0 kaikille m € V NN ja ¢} (m) <0, kun m € V.1 N,.'8

183E]i N, :n avoimet joukot ovat aina muotoa Ny N U, missia U on M:n avoin joukko.
184 Aina oletetaan myds, ettd ON on Ny:n topologinen reuna N, :ssa eli jokainen N, avoin joukko V, joka

sisaltdd ON:n pisteen, sisaltidd myos pisteen Ny:sta ja jonkun pisteen komplemetista N \ N (mikéli epatyhja).
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Esimerkki 73. Voidaan maéaéritelld, ettd alimonisto on reunallinen alimonisto, jonka reuna on
tyhja joukko: olkoon N M:n alimonisto ja valitse 9N = () (tyhja joukko on ‘mitd tahansa’),
Ny = N ja erityisesti Ny = N ylld. Huomaa, ettd N:n reuna ON on reunaton eli 9(ON) = 0.
Vastaavasti kuin aiemmin sanotaan, ettd (n — 1)—ulotteinen reunallinen alimonisto N on (M:n)

reunallinen hyperpinta.

Reunallinen alimonisto N on suunnistuva, jos /N, voidaan valita siten, ettd se on suunnis-

tuva. T&lldin Ng:n orientaatio [w™°] saadaan rajoittamalla N:n orientaatio [w™+] avoimeen
alimonistoonsa Ny. Heti nihdédn, ettd ylla oleva kartta qy : V — RF voidaan valita siten,
ettd wh+ = wy " N dqJr -+ A dg¥, missd wf]*k(m) >0, me V, eliqy € A[WN+]. Nyt myo6s
[w]

ON on suunnistuva ja sen (indusoitu) orientaatio valitaan aina sellaiseksi, ettd ON:n

(k — 1)-muoto

waN|m—w§g (m)dqi\m/\dqﬂm/\'--/\dqﬂm, wQ{{ k(m) >0, meVnNoN.

Vaikka M olisi suunnistuva, siité ei seuraa, etté sen (reunallisella) alimonistolla N olisi orientaa-
tio (esim. Mobiuksen nauha R?:n alimonistona). Nyt kuitenkin jatkossa aina oletetaan, etti jo-
kainen M:n reunallinen alimonisto N on suunnistuva. Jos /N on suunnistetun M:n n-ulotteinen
reunallinen alimonisto (ON # (), niin Ny perii M:n orientaation, joka indusoi ON:lle orientaa-
tion. Eli nyt N, = M ja M:n (seki Np:n) orientaation antava n-muoto w voidaan kirjoittaa
muodossa w = oJL_,,,ndq}r A -+ Adgll, missd wy ., on positiivinen funktio. Sisdosassa Ny q}r—
koordinaatti on negatiivinen ja (n — 1)-ulotteisella reunalla ON se on 0. Reunan oritentaation

ON = WON dgZ A---Adgt, missid w§™ | on positiivinen funktio (esim. vakiofunktio

antaa joku w
1). Nyt sanotaan, ettd reunan tangettivektori ijl Uja/aq+|m, m € VNON, osoittaa ulospdin,

jos vt > 0, ja sisddnpdin mikili v! < 0.

Esimerkki 74. Olkoon Ry > R; > 0. Nyt IB%R1 Ry = {a € ]R?"Rl < la] < RQ} on R3:n

3-ulotteinen reunallinen alimonisto, jonka sisdosa on (tapauksessa R; # 0) avoin alimonisto
B}, r, = {a € R’| Ry < |a] < Ry}

ja reuna OBj, = S% US%,. Nyt monistoksi N ylld voidaan valita vaikkapa R? ja (sopivan)
pisteen m € S?b riittédvén pienen ympériston kartaksi q4 = (r — Ra, 0, ¢) (silld ¢} =7 — Ry on
negatiivinen sisdosassa jossa r < Ry). Vastaavasti pisteen m € S%h ymparistossa kartaksi q.

valitaan (R — r, ¢, 0) (silld sisdosassa r > Ry).
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Jos R? varustetaan orientaatiolla [dz Ady Adz], niin sisdosa B}, . perii saman orientaation.

Koska (lokaalisti)
dr AdyAdz =r*sinf@dr Add Adp = r*sin@d(r — Ry) AdOAde = r?sinfd(R; —r) Adp Ad6,

niin §%,:n (indusoidun) orientaation antaa df A dy seki 0/9(r — Ry) = 9/0r ulospéin osoitta-
va ja myds tangenttitason TS%, | (ja pinnan S%,) ‘(yksikkd)normaalivektori’ (téssé tarvitaan
kohtisuoruuden késitetti, jonka antaa nyt R*:n euklidinen metriikka). Tdhén orientaatioon yh-
teensopiva S%:n ‘tilavuusmuoto’ on nyt pallon pinnan pinta-ala 2-muoto (R?)?sin 6 df A dp.

Vastaavasti S m orientaation generoi dp A df = —df A dy ja 9/0(Ry —r) = —9/0r
osoittaa ulospéin. (Hyper)pinnan S%ﬁ ‘tilavuusmuoto’ on nyt pallon pinnan pinta-ala 2-muoto
(RY)?sinfdp Adf = —(R')?sin0dO A de.

Jos R? varustetaan orientaatiolla [—dz A dy A dz|, niin sisdosan ja pintojen orientaatiot
vaihtavat myos merkkejéaén. [!] Pintojen ulospéin osoittavat vektorit kuitenkin pysyvét samoina.

Helposti nahdéaén, etté isoympyra {(x, y,0) € R? { 2?4y = RQ} on S%:n hyperpinta ja myos
R3:n 1-ulotteinen alimonisto. Nyt sen orientaation dy mé#rii kyseisen ympyrin parametrisointi
xr = Rcosp, y = Rsingp, tai ‘kiertosuunta’ (eli kun radan parametri ¢ kasvaa niin kierretdén

ympyréd pitkin oikeakétisesti z-akselin ympéri). [!]

Harjoitustehtiava 66. Olkoon Ry > Ry > 0 ja maddritelliin R?:n reunallinen alimonisto
m = {(z,y) € R*| R, < VaZ 4y < Ry}. Miki on sen sisiosa B, g, ja reuna Gm
(kiyti napakoodinaatteja (r, ) ja wvalitse sopivat q-kartat)? Varustetaan R* orientaatiolla
[dx A dy|. Mitkd ovat sisdosan ja reunan orientaatiot? Entd reunan ‘tilavuusmuodot’ (eli pituus
1-muodot) ja ulospdin osoittavat vektorit?

Vinkku: tehtdvd on samanlainen mutta helpompi kuin edellinen esimerkka.

31.1 Yleistetty Stokesin lause

Olkoon M:n orientaatio [w] ja f : M — R (kompaktitukinen'®®) funktio. Huomaa, ett mielival-
tainen n-muoto v voidaan kirjoittaa muodossa v = fw (missé f on siled; v on kompaktitukinen,

jos f on kompaktitukinen).

18 Funktion f tukisupp f on joukon {m € M| f(m) # 0} sulkeuma (eli pienin suljettu joukko, joka siséltéis ko.
joukon). Eli nyt oletetaan, ettd supp f on kompakti eli (suljettu ja) ‘rajoitettu.” Tarkemmin: kompaktin joukon
C jokaisella avoimella peitteelld {U;}icz, UiezU; = C, on #érellinen osapeite {U; } ,, K € N, UE_ | U;, =
C'. Ttseasiassa funktion f ei tarvitse olla téssd tarkastelussa jatkuva saatika siled. Riittdéd, etté se on (Borel)

mitallinen eli ‘hyvin yleistd muotoa’ (tdmé seuraa Rieszin esityslauseesta, jonka mukaan w m#iridd mitan).
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Jos f on nolla kartan q € Ay, méérittelyalueen U ulkopuolella,'®® niin voidaan mééaritelld

/fw —/f D, (@)dg'dg? - - dg”

(joka on tavanomainen Riemannin (tai yleisemmin Lebesguen) integraali, joka on olemassa, silla

integraali

[ on kompaktitukinen). Jos q € Ay, on toinen kartta (ja f hévidd myos sen méérittelyalueen

U ulkopuolella), niin lokaalisti

N L oG, ....q")
d'gq=w pd"q =01
(g, ..., q")

187

W= w d"q,

geeey

missd Jacobin matriisin determinantti on positiivinen. Téten

/f (@)dg" - dg" /f (q)dg" - - dg"

eli [ yy fw el riipu kartan q valinnasta kunhan vaan q € Ay,. Jos q € A, niin selkeésti
integraalin etumerkki ‘muuttuu vastakkaiseksi.’

Olkoon sitten {qs : Us — R} (indeksoitu) joukko karttoja, jotka peittavit koko M:m (eli
UsUs = M), ja {ps : M — R} joukko (ei-negatiivisia) funktioita, jotka toteuttavat seuraavat
ehdot: funktio p, tuki sisdltyy joukkoon Uj ja kaikilla m € M, fs(m) # 0 vain &érelliselld
médrilla indeksejd s sekd (taten ddrellinen summa) Y ps(z) = 1.'%® Heti ndhdédén, [!] etté

voidaan olettaa karttojen q, kuuluvan kartastoon Ap,. Mééritelldén (kartta- ja p,-riippumaton)

| 0= [ foe

Jos N = NgUON C N, C M on M:n k-ulotteinen reunallinen alimonisto ja [w”] sen orientaatio,

integraali [!]

niin voidaan maéritelld kaikille (kompaktitukisille) funktioille f : N, — R integraali

/N fu = /N e

missé - N. — 40,1} on joukon karakteristinen funktio eli m) =1, kun m € N, ja
Xy o N+ = {0, ] Xy , ) ]

Xy(m) =0, kun m € Ny \ N. Erityisen néppérd on seuraava yleistetty Stokesin lause:

Lause 10. Olkoon v N, :n kompaktitukinen (k — 1)-muoto. Tdlldin

/My_/dy

Seurauksia: Jos ON =0 (eli Ny = N ), niin [, dv = 0. Jos dv =0, niin [, v =

186 Tarkemmin: supp f C U.

~1 ~1 ~n
187ntegraalimuuttujanvaihtolauseen nojalla, silli |g§glj:::’gn; = ggglj:::’gn;.

188T4m4 on mahdollista, kun M on parakompakti. Kaytinnossa aina fysiikassa kiytetyt monistot ovat para-

kompakteja, joten jatkossa kaikki monistot ovat parakompakteja.
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Esimerkki 75. Olkoon M = R? ja N = V sen 3-ulotteinen reunallinen alimonisto (eli suljettu
3-ulotteinen ‘alue’). Nyt ON = 9V on joko tyhji tai sitten reunaton 2-ulotteinen alimonisto (eli
reunaton pinta). Varustetaan R? ja titen V orientaatiolla [dz A dy A dz]. Olkoon B; : R® — R,
i =1,2,3, (sileitd kompaktitukisia) funktiota, B = (B, By, Bs) ja

v = Bydy Adz 4+ Badz A do + Bzdz A dy

R*:n 2-muoto, jolle siis |!]

dv = (V-B)dz Ady Adz.

Yleistetysta Stokesin lauseesta seuraa heti divergenssilause

/ Bldy/\dz—l—Bgdz/\dx—l—Bgdx/\dy:/
oV

(V-B)dz Ady Adz = /(V - B) dzdydz.
1%

1%
Jos q4 on R*m kartta, jolle ¢} < 0 siséosassa V; ja ¢} = 0 reunalla OV seké W = dg? Adg?
antaa OV:n orientaation,'®® niin 2?21 v109/d¢’. on ulospiin osoittava vektori(kentt), jos v'
on positiivinen (funktio). Pinnan pisteet voidaan parametrisoida (lokaalisti) kiyttéen jotain
funktiota r(¢2,¢%) = (f(¢%,4%), 9(d%,4%), h(d%,q%))) € R3; palauta mieleen esimerkki 19.

Kun rajoitetaan v pinnalle 0V saadaan (lokaalisti) [!]
v = Bidy Adz + Bydz Adz + Bydx Ady = (B-N)dg: Adg,

missd N(¢3,¢3) = 0r(¢3,¢2)/0¢% x Or(q¢3,¢})/0¢} on pinnan normaalivektori pinnan pis-
teessd r(q2, ¢%). Ulospdin osoittava vektori(kenttd) 9/9¢} = (0x/0q¢})0/0x + (8y/dqL)0/dy +
(02/0q¢}.)0/0z voidaan esittéd vektori(kenttéind) M := (9z/dq}, dy/dq}, 0z/0q)) ja M - N
on (Jacobin matriisin determinanttina) positiivinen. Téten N osoittaa pinnasta ulospdin. Nyt
voidaan madritelld pinnan ulospdin osoittava yksikkonormaalivektori(kentti) n = N/|N| ja

pinta-ala 2-muoto dS := |N|dg¢2 A dg? (lokaalisti), jotenka
v = Bidy ANdz + Bydz Adx + Bsdz Ady = (B -n)dS
eli ollaan saatu tuttu (epétédsmaéllinen) kaava: [(B-ndS = [, V-BdV, missd S = 9V.

Esimerkki 76. Olkoon sitten f ja g 0-muotoja eli (sileitd) funktioital® R3 — R. Miéritelldin
I-muoto g df — f dg. Suoralla laskulla ndhdéén, [!] ettd 6(gdf— fdg) = gAf — fAg, missd A =

189E]i lokaalisti dz A dy A dz = wia3dgl A dgi A dg}, missé wiag on positiivinen funktio.
190 Joille fXV ja gx,, ovat kompaktitukisia.
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dd + dd on Laplacen-deRhamin operaattori. Koska R3:ssa «x = 1, %1 = vol ja v = (—1)*xdxv,

missa v on k-muoto, niin

* — = * — =— | %0 — = — Af — fAg)vol.
/W (gdf — £ dg) /Vd(gdf £ dg) /V (gdf — fdg) /V<g f — fAg)vol

T&amé4 on ns. Greenin toinen identiteetti, joka néyttaé karteesisissa koordinaateissa seuraavalta:

/ (gVf—fVg) -ndS = /(gV2f — fV?g)dazdydz.
v 1%

Jatketaan sitten esimerkkia 74.

Olkoon V =B}, p jag(r) =1/r, kun r # 0. Koska xdr = r2sin #df A dep, niin
*(gdf — fdg) = fr2xdr +r %df = fro3xdr +r 710, fxdr + ... = (f +70,f)sin0dd A dp + ...
ja Ag = ddg = —d(r—2dr) = xdx(r—2dr) = xd(r—2r*sin 6df A dp) = 0, jotenka!®!

_/ 1Afvo1:—/gAfvolz/V*(gdf—fdg):/Bg(f—i—?"arf)sin@de/\dw

3
B} &, 1% 0 OB% p,

:/ (f+R28Tf)(R2797§0)SiH0d0/\d§0—/ (f + R10.f)(Ry,0,¢)sinfdp A d
S%Q

Sl
Ry

2m ™ s 2m
= / / (f + R20,f)(R2,0,¢) sin 0dody — / / (f + R10-f)(R1,0, ) sin 0dedd.
o Jo o Jo

192

Jos nyt f hévidd jonkun (mielivaltaisen suuren) pallon ulkopuolella,'” niin yll& oleva ensim-

mainen termi menee nollaksi rajalla Ry — oco. Jos my6s Ry — 0, niin

Rl —0

2
:f@/o /0 sin fdedd = 47 f (0)

eli ollaan saatu tuttu kaava

s 2
lim / / (f + R10-f)(R1,0,p)sinfdpdd = hm / / f(Ry,0,¢)sinOdpdd
o Jo

/ r A fvol = — VTQfdaUdydz =Arf (6) (39)
R3

R3

Esimerkki 77. Olkoon M = R? ja N = S sen suunnistuva 2-ulotteinen reunallinen alimonisto
(eli suljettu 2-ulotteinen pinta). Nyt 95 koostuu ‘suljetuista’ reunattomista kiyristd (tai on
tyhjé) ja S indusoi niihin orientaation. Vastaavasti kuin edellisessé esimerkissd mielivaltainen
(kompaktitukinen) 1-muoto

v = Bydx + Bydy 4 Bsdz

191 Pintaintegraaleissa yli pallon pintojen, riittid kiyttid vain yhtd karttaa (6, ¢) silli kyseisen kartan méirit-

telyalueen komplementti on kiyré ja tdten sen pinta-ala on 0 eli kiyrd on O-mitallinen pinta-alamitan suhteen.

192Taj yleisemmin f on ns. nopeasti vihenevi radiaalisuunnassa r — oo (eli menee nopeammin nollaksi kuin

miki#dn r:n polynomi; esim. muotoa e~").



31 GEOM: INTEGROINTITEORIAA 210

voidaan esittdd (kompaktitukisena) vektori(kentténd) B = (B, Bs, Bs) ja
dv = (V xB)idy Adz + (V x B)adz Adz + (V x B)sdz A dy.
Téten saadaan (klassinen) Stokesin lause
/as Bidz + Body + Bsdz = /S(V x B)idy Adz + (V x B)adz Adz + (V x B)sdz A dy

tal muinaisin merkinnoin

/ B-dr:/(VxB)-ndS.
as S

Harjoitustehtivi 67. a) Osoita, etti tasossa R? yleisesti Stokesin lauseesta seuraa Greenin
lause (eli nyt R%:n orientaatio on [dx A dy], v on I-muoto ja N 2-ulotteinen alue, jota rajaa
kayrd(t) ON ).

b) Jatka edellisti harjoitustehtivia, jossa N = m. Valitaan varkkapa v = r°*dp, s € R
(napakoodinaatit). Laske [, v ja [\ dv (pitdisivit olla sama luku).
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32 FYS: Maxwellin yhtalot Minkowskin avaruudessa

Olkoon E, D, H ja B sdhkomagneettiseen kenttddn liittyvit kentét, jotka ovat siis kuvauksia
R x R? — R? inertiaalikoodinaatistossa r. Ajatellaan aikaa parametrina (eli ei ole koordinaatti).
Koska E3:n metriikka on eulidinen eli
3
dr@dr+dy@dy+dz@de =Y dude* @ da,
k=1

niin esim. E = (E', B2, E3) voidaan esittid joko vektorikenttina 37 | E'9/da! tai differenti-
aalimuotona 22:1 Eidz*, missd E), = Y ret OBt = EF eli komponentit ovat samat inertiaa-
likoordinaatistossa ja E = (Fy, Ey, F3). Samoin merkitidn inertiaalikoodinaatistossa Dy, = Dk,
Hy, = H* ja B, = B* olipa kenttien geometrinen tulkinta miki tahansa (ks. alla). Vastaavasti
voidaan merkitd permittiivisyysmatriisille 5, = ¥ = &%, jne.

Madritelladn seuraavat differentiaalimuodot E2:ssa.

e Sahkokentdn voimakkuus on 1-muoto
3
£ =Y Edx' = Exda + Eydy + Esdz,

=1

koska sen aiheuttama voima (1-muoto) varauksen g omaavaan hiukkaseen on F' = ¢€&.

e Koska tyhjiossi D = ¢oE nidhdaén, ettd (yleisestikin) sidhkovuon tiheys D médrad 1-
muodon D' = 7| D;da’ (eli tyhjisssi D = £o€). Téten voidaan miiritelld siihkévuon

tiheys 2-muotona

3
D=xD' = Y Dijda’ @ da* = Didy A dz + Dydz A da + Dadz Ady,
i,5,k=1

joka siis riippuu x-operaattorin valinnasta eli E*:n orientaatiosta.!%

e Magneettivuon tiheys on 2-muoto
3
B= ) Biejda! ® da* = Bidy Adz + Badz A dz + Bsda A dy,
i k=1
silld B:n aiheuttama voima on F(¢,r, v) = g v x B(¢,r): Jos havaitsija kiiyttda karttaa r ja
havaitsee kentén B(¢,r), niin karttaa ¥ = —r (v = —v) kiyttavélle havaitsijalle Lorentzin
voima (I-muoto) on ¢v x B(t,t) = F(t,#,v) = —F(t,r,v) = —qv x B(t,r), jotenka

B(t,) = B(t,r) ja Ble;jpdi’ @ diF = Blejd(—27) ® d(—a*) = Blejpda’ @ dak = B.

193Eli jos orientaatiota [d3r] kiiyttivin havaitsijan mielestd sdhkévuon tiheys on 2-muoto D = (+x)D’, niin toi-
sen orientaatiota [—d3r] kiiyttivin havaitsijan mielestd se on —D = (—*)D’. Joskus D:ti sanotaan parittomaksi

2-muodoksi tai 1-virraksi. Vastaavasti H on pariton l-muoto tai 2-virta.
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e Koska tyhjiossd B = poH nihdédén, ettd 2-muoto H' = H'e;j.da? ® dz® midrdd magneet-
tikentén voimakkuuden 1-muotona

3
H=xH =) Hda' = Hidz + Hydy + Hydz,

i=1

joka riippuu E®mn orientaatiosta.

e Virtatiheys on (orientaatiosta riippuva) 2-muoto

3
J=xJ = Z jiEijkdxj ® dz® = jidy A dz + jodz A dz + jsdz A dy,

1,5,k=1

C 3. .
missd J' = )7, jidz’ on l-muoto.

Kun tulkitaan £ 1-muotona ja B 2-muotona, ndhd&an heti seuraavat sahko- ja magneetti-
vuon ominaisuudet: Jos ensimmiinen havaitsija kiyttdi orientaatiota [d3r] ja toinen havaitsija
orientaatiota [—d3r], niin jos ensimméisen havaitsijan havaitsemat vuon tiheydet ovat D ja B,

niin toisen ovat —D ja B. Téaten sahkovuon tiheys suunnistetun pinnan S ldpi on

o]

missd —S on sama pinta S varustettuna vastakkaisella orientaatiolla. Eli sdhkdvuo ei riipu
orientaatiosta, mikd on luonnollista, silld sdhkokentén ‘voimaviivat’ alkavat aina positiivisesta
varauksesta ja piittyvit negatiiviseen (eli niilli on selke#i suunta riippumatta havaitsijasta).'%4

Toisaalta, jos ensimmaéisen havaitsijan havaitsema magneettivuo on |, ¢ BB, niin toisen havaitsema

[o=- )

eli vastakkaismerkkinen. Tamé johtuu siitd, ettd magneettisilla ‘voimaviivoilla’ ei ole havaitsi-

on

jasta riippumatonta suuntaa (kumpi pdd sauvamagneetista on pohjoisnapa?). Jos havaitsijan

orientaatio muuttuu, niin magneetin pohjois- ja eteldnavat vaihtavat paikkaa.

Harjoitustehtiava 68. Olkoon vol = dx A dy A dz ja merkitiin (esim.)

. 0B OB 0B 0B : . .
B=— = a—tldy/\dz—l—a—;dzAdx+a—t?’da:/\dy:Bldy/\dz—i—Bgdz/\dx—i—Bgdw/\dy.
Y Huomaa myds, etti Q = [, pd®’r = — [ |, p(d®r) = [ |, p(—d®r), missii V on 3-ulotteinen reunallinen

alimonisto. Eli kokonaisvaraus @ alueessa V' (esim. 1 elektroni pallon sisélld) ei tietenkdén vaihda merkkidén

vaikka orientaatio vaihtuu.
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Osoita, ettd Mazwellin (differentiaali)yhtilot voidaan kirjoittaa muodossa

tai integraalimuodossa

.

Jos & = — fsB (Faradayn laki),
Joy B=0 (Gaussin laki magneettikentdille),

Joy D = [, pvol (Gaussin laki sihkdkentille),

(dS - -B (Faradayn laki),

dB =0 (Gaussin laki magneettikentdille),
dD =pvol <<= D' =—p (Gaussin laki sihkokentille),

\d'H = J+D <— H =J+7D (Ampéren-Orstedin-Mazwellin laki)

\fasH = [(T + D) (Amperen-Orstedin-Mazwellin laki),

213

missi V. on R3:n 3-ulotteinen reunallinen alimonisto ja S on suunnistuva 2-ulotteinen reunal-

linen alimonisto.

Harjoitustehtava 69. Olkoon & = Eidx + FEody + Esdz ja B = Bidy A dz + Bydz Adx +

Bsdz A dy. Kirjoita £, B ja Faradayn laki d€ = —B sylinterikoordinaatistossa (ei ole sallittua

kayttad roottorin VX esitysta sylinterikoordinaatistossa).

Tarkastellaan sitten sihkomagneettista kenttdd Minkowskin avaruuden M* affiinissa kartassa

x = (ct,r), missd nyt 2 = ¢t on koordinaatti eikii parametri kuten aiemmin. Kuten aiemmin,

Minkowskin avaruus varustetaan pseudometriikalla 7 = —dz® ® da® + 327 dz’ @ da.

Maaritelladn sahkomagneettinen kenttditensor: 2-muotona

=1

3
Fi=ENdt+B=Y Ec'da' Ada®+ Bida® Ada® + Byda® Ada'! + Byda' A da?,

jonka matriisi on siis

0 —El/C —EQ/C —Eg/C

3 EI/C 0 Bg —BQ
(FNV)[,I,7V:0 =
EQ/C —B3 0 Bl
EB/C By —B; 0

Vastaavasti voitaisiin maaritelld 2-muoto

3
G:=HANdt—D= Z Hiye'da! A da® — Dyda® A da® — Dyda® A dzt — Dada! A da?

i=1
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jonka matriisi on

0 —Hl/C —HQ/C —Hg/C

~ 3 Hl/C 0 —D3 D2
(GH«V)MJ/:O = ’
HQ/C D3 0 —D1
Hg/C —Dg Dl 0

mutta selkedsti se riippuu orientaatiosta (koska #H ja D riippuvat). Parempi on mééritella

(orientaatioriippumaton) viritystensori

3
G = Hyc tda? A da® + Hoe 'da® A dat + Hye tdat A da? — Z D;dz° A dzt,
i=1

jolle G = G (huom! M*m orientaatio [d*x]). [!] Nyt G:n matriisi on

0 =D —Ds, —Ds
D, 0 Hs/c —Hy/c
Dy —Hs/c 0 Hy/c
D; Hy/e —H/c 0

(GNV)?L,I/ZO =

Viritystensori G kuvaa materian ‘virittdytymistd’ (polarisaatio ja magnetisaatio) sidhkomag-

neettisessa kentéassa F'. Tyhjiossd D = ¢gE ja B = uoH eli

F=/%¢
€0

silla ¢ = 1/w/50u0 ja taten FOi = —El/C = _Eiw/EONO = \//,60/80 . (_SOEri) = \/[LQ/E()(—DZ') =
V 1o/€0Goi sekéd By = poH; = /o /eoH;/Eofto = /o /eoH;/c.

Harjoitustehtéava 70. a) Osoita, ettd
0G = —(V-D)edt+c ' (=D+V xH)dz' + ¢ (=D +V x H)ydz? + ¢ (=D +V x H)3da?,
OF = —(V-E)dt + (—c¢ ?E+V x B)da' + (=¢ ?E+V x B)yda? + (—¢ ?E+ V x B)gda?.
Vinkki: harjoitustehtivd 65.
b) Osoita, ettac Mazwellin yhtilot V-B = 0 ja V x E = —B woidaan kirjoittaa lyhyesti

muodossa dF = 0.

Varaukselle p ja virralle j = (5, 72, 5%) = (j1, jo, j3) mééritelliéin sihkomagneettisen kentéin

lahde 1-muoto j = Zi:o Jpda? = —cp dxo—l—Zi:l jrda®, jota vastaa virtanelivektori tai nelivirta

L0 0 0
j == ijaxu =5t Z]k%
v=0
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Huomaa, ettd j° = —jo = cp.

Edellisen harjoitustehtévin nojalla saadaan Maxwellin yhtdilo

6G = ¢y,

joka vastaa tuttuja yhtélsita V- D = p ja V x H = j + D. [!] Tyhjiossi Maxwellin yhtlo
redusoituu yhtaloksi 6F = g7 eli yhtéloiksi V- E = p/eg ja V x B = poj + ¢ 2E.
Vastaavasti yhtéloita V- B =0 ja V x E = —B vastaa [!]

mutta se ei oikeastaan ole kenttdyhtdlo lainkaan vaan geometrinen yhtalo, joka kertoo, etté

2-muoto F' on suljettu. Poincarén lemman nojalla dF' = 0 on yhtéapitava yhtalon
F=dA

kanssa (Minkowskin avaruudessa'®®), missi A = Ei:o A, dz#* on potentiaali (1-muoto). Sen
ylennystd A* = 37 i ArQ/02° sanotaan potentiaalinelivektoriksi tai nelipotentiaaliksi. Huomaa,
ettd A; = A ja Ay = —A°.

Potentiaali A ei ole yksikasitteinen, silla jos F' = dA, niin myos F' = dA’, missd A =
A+df ja f on mielivaltainen 0-muoto. Muunnosta A +— A+ df sanotaan mittamuunnokseksi.

Selvéstikin komponenttiin A, lisdtdén 0, f = J0f/Ox* mittamuunnoksessa.

Harjoitustehtava 71. Osoita, ettd F' = dA voidaan kirjoittaa seuraavissa muodoissa:
a) F,, = 0A,/0z" — DA, /0x",
b)) B=V x A E=—-V¢—0A/0t, missi ¢ = cA® ja A = (A, A%, A3) ovat skalaari- ja

vektoripotentiaalit.

Vilittomésti ndhdain, ettd Maxwellin yhtilo 6G = ¢'j on ‘Minkowskin avaruudesta riip-
pumaton’ yhtalo ja voidaan maéaritella milla tahansa sopivalla monistolla M. Erityisesti mie-
lenkiintoinen on Lorentzin moniston tapaus. Yleinen Lorentzin monisto on n-ulotteinen semi-
Riemannin monisto (M, g), missé (jokaisen pisteen ympéristossid) on olemassa g:n Riemannin
normaalikoordinaatit x, jossa g matriisi (kyseisessi pisteessd) on diag(—1,1,1,...,1). Nyt
2% = ct tulkitaan aikakoordinaatiksi.

Kun maaritellddn ‘sihkomagneettisen kentén kenttédtensori’ suljettuna 2-muotona F', niin

sahkokenttédd E vastaa komponentit Fy; = —FE;/c, i =1,2,...,(n— 1) jne. Vastaavasti voidaan

195 Joka on affiinina avaruutena kutistuva. Jos avaruus ei ole kutistuva, niin A on olemassa vain lokaalisti joka

pisteen ympéristossa eli ‘yhden’ koko monistolla méaritellyn A:n sijasta niitd on monta.
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yleistaé viritystensori GG, ldahde 1-muoto j, potentiaali A ja kaikki muutkin suureet. Liséksi

voidaan kirjoittaa ‘Maxwellin yhtils’ 6G = ¢ 1j.

Esimerkki 78. Ajatellaan tilannetta, missd avaruutena on suljettu lenkki (esim. hyvin ohut
johdesilmukka, joka on eristetty ympéristostddn). Olkoon [ lenkin pituus, joten ‘avaruus’ voi-
daan parametrisoida paikkakoordinaatilla x!, joka on l-jaksollinen eli pisteet ! ja 2+ voidaan
samaistaa. Téten oikeastaan z! € [0,1) ja avaruus on monistona ympyra T. Jos aikakoordinaat-
ti on z° = ¢t € R, niin avaruusaika on sylinteri R x T parametrisointinaan (z°; z'). Metriikka
on (lokaalisti) muotoa n = —dz® ® da® + dz! ® da'.

Nyt sihkomagneettisen kentén kenttéitensori on F' = FEjdz' A dt, missi F; : R x [0,]
on (siled) funktio, joka on jaksollinen eli F;(t,1) = F;(t,0). Nyt siis magneettikenttéé ei ole
lainkaan! Koska F' = dA, A = Agdz® + Aydx!, niin Ey = cdAy/0x' — A, /0t. [!] Viritystensori
on G = Dydz' Adz? ja lihde 1-muoto on j = —cpdz®+jidx!, joten Maxwellin yhtilo 6G = ¢ 1j

redusoituu yhtéloiksi [!]
0D, 0D,

o T T
Erityisesti, jos oletetaan, ettd Dy = F;, missa € on vakio, ja ettd vapaita varauksia ei ole eli
p =0 = 71, niin D, sekd F; ovat myos vakioita (eli testivaraus kiihtyy vakiokentéssa ‘tasaisesti,’

muttei voi ylittdéd valon nopeutta kuten myohemmin nahdéén). Télloin A on aina muotoa [!]
A= (0f/ot)dt + (—Eyt + of Jox")da?,

missé f : R x [0,] on siled funktio, jonka kaikki osittaisderivaatat ovat jaksollisia, mutta voi
olla, ettd f(t,1) # f(t,0). Esimerkiksi funktio f(¢,z') = az', a € R, kily mainiosti.
Vastaavasti voidaan késitelld vaikka sdhkomagneettista kenttdd pallon pinnalla (lisdttyna

eulidisella ajalla t) tai sitten voidaan olettaa, ettd myos aika on jaksollinen (ympyra). [!]
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33 FYS: Varauksen liike sahkomagneettisessa kentassa

Tarkastellaan (testi)hiukkasen (lepomassa m > 0 ja varaus ¢) liikettd Minkowskin ava-
ruudessa M* sihkomagneettisessa kentiissi F = dA ja kilytetddin Poincarén karttaa x :
M* — R* tapahtumien kuvaamiseen. Hiukkasen ominaisajalla 7 parametrisoitu maailman-
viiva « @ (19,71) — M* ilmaistaan kartassa x funktiona x := xo a : (79,71) — R*. Olkoon

(x,u), u = x, tangenttikimpun TM* kartta, jossa pisteen (m,a) = (m,a"d,|m) koordinaatit

ovat (z°(m),...,2%(m),a’ ..., a®) eli u*(a) = @*(a) = a*. Erityisesti ¢(7)m koordinaatit ovat
(x(7),u(r)), misséd
dx(7)
u(r) = dr

antaa hiukkasen nelinopeuden &(7) = (7)o € TM*|a(r) (ja siis (1) = (a(7),a(T)) €

TM*). Kuten aiemmin on osoitettu, (kiiyrin T-parametrisoinnin méirii ehto)

Naer) (6(7),é(7)) = u(7) - nu(r) = —c*,

ja hiukkasen y-tekijé méadraytyy yhtalosta y(7) = u’(7)/c seki tavanomaisen (3-ulotteisen)

nopeuden v'(7)d;|a(r) komponentit ovat
vi(r) =q(r) (), i=1,23.

Varatun hiukkasen litke « tai 7 — x(7) saadaan relativistisen liikeyhtalon mda = K o & eli

yhtalon

ratkaisuna, missd Minkowskin voiman (K tai) K komponentit ovat!?

K*(x,u) = qF*",(x)u”

ja F*, on tensorin 11 F komponentti. Jos i = 1,2, 3, niin

K'(x,u) = qFp(x)u’ + q¢F;;(x)v’ = qc ' Ei(x)u’ + geijru’ Bi(x),

Kx,u) = —qFy(x)w = qc ' Ej(x)w.

Kun merkitidin F := (K, K2, K3), niin

F(x,u) = q%E(x) + q(ut, u? u?) x B(x)

Bl voidaan méfritelli (karttariippumaton horisontaalinen) l1-muoto Kl|mq) = Ku(m,a)dzt|m. =

qF(m)a”daz?|(mq) = —qa” F, (m)dat |(mq) = —qF|m(a) (katso luku 16.1). [!]
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ja taten radalla o saadaan
F(x,u) = 7[¢E(x) + qv x B(x)]

seki yhtilo (6) eli'®”
K°(x,u) =y '¢E(x) - v =F(x,u) - v .

Relativistinen liikeyht&alo on nyt muotoa

dy(r
e = K x(7),0(0)) = 27 gB(x(r)) - x(7),
dvy(r)v(T
m% = F(X(T),H(T)) =(7) [QE(X(T)) +qv(r) ¥ B(X(T))}

% [mc2 + %mv(zﬁ)2 ~qE(t,r(t) - v(t),
m0 < B(1.x() + qv(t) x B(t.x(1)

eli saatiin Newtonin toinen laki, missa voimana on Lorentzin voima. Lisdksi liike-energian muu-

tosnopeus on sdhkoisen voiman ¢gE teho hiukkasen radalla.

Olkoon x’ = Ax + o toinen Poincarén kartta eli 2/# = A¥,z” + o tail kddntden z¥ =
A o™ — Aot (koska AL“AF, = 67). Nyt
0 ox'™ or¥ 0 0
lp oo 2 vo__ I B _ A " v 18
hb=F Y Ot ®dr Oxh F Y 0x'B O’ ®dz L “F,_/VAE ox'™ ®dz

::F’aﬁ
ja u'® = AP u’, jotenka
KX, W) i= qF"s(x)u"® = A, F*,(x) A" AP yu” = g\  F*,(x)u” = A°, K" (x, )

eli K'(x',u’) = AK(x,u). Téten relativistinen liikeyht&l6 on muotoa

dQXI(T) R P /
m 2 = K (g (7),u (T)),

ja voidaan todeta, ettd sahkomagnetismi on Poincaré-relativistinen teoria.

Harjoitustehtava 72. Olkoon x ja x' = Ax + o kaksi Poincarén karttaa ja
1 1
F =S Fuda® Ade” = SFda’ A dz”’ = dA
sahkomagneettinen kenttd.
a) Osoita, etti Flz(x') = AoHAg" Fl (x) ja Fl(x) = A AP F! (X)),
b) Etsi myos potentiaalin A = A,dz* = AL dx'* komponenttien vilinen muunnoskaava.

Osoita, ettd siitd ja kaavasta F' = dA saat myds a)-kohdan muunoskaavan F :n komponenteille.

197 Joka piitee nyt mielivaltaiselle kiiyriille a, jonka ei tarvitse toteuttaa relativistista liikeyht#loa!
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Harjoitustehtdvi 73. Jatketaan edellisti harjoitustehtivii ja oletetaan, etti o = 0 seki A
antaa Lorentzin muunnoksen x'° = 2° cosh ¢ — 2! sinh ¢, 2* = —2%sinh ¢ + 2! cosh ¢, 2% = 22,
2 = 2% elit = y(t —ve2at) ja 2™ = y(x' —ot), missiy = 1/4/1 — B2, B = tanh ¢ ja v = Sc.
Jos x'-havaitsija mittaa kentit E' ja B' eli F = & N dt’ + B/, missi esim. & = E!dz", niin

osoita, ettd x-havaitsija mittaa kentdt E ja B, joiden komponentit ovat

E1 = Ei, E2 = ’Y(Eé + UBé), E3 = ’Y(Eé — UBQ),

B = By, By = (B — Eyv/c?), By = (B} + Eyv/c?).

Vinkki: F = E'Ndt'+ B' = EANdt+ B, missi esim. £ = E;da?, tai edellisen tehtivin a)-kohdan

jalkimmdinen muunnoskaava.

Edellista harjoitustehtévaa vastaavat kaavat saadaan tietenkin myds viritystensorin G kentille
D ja H, koska G maéritelladn samaan tapaan kuin F. Huomaa, ettd mielivaltaiseen suuntaan
tehty nopeussysiys voidaan aina nihdi jonkun kartan z'-akselin suuntaan tehtyni kiertdmalli
koordinaatistoa sopivasti.

Mielenkiintoinen huomio on, etté vaikka x’-havaitsija mittaisi vain pelkan sihkokentéan, niin
‘paikallaan pysyva’ x havaitsee myos magneettikentan. Esimerkiksi jos sihkomagneettisen ken-
tian lihteeni oleva varaus ( liikkkuu tasaisella nopeudella v havaitsijan x x'-akselia pitkin, niin
varaukseen sidotussa kartassa x’ havaitaan vain (Coulombin lain mukainen) séhkokenttd E’
ja B’ = 0. Mutta x-havaitsija mittaa seké sihkokentin E = (Ey, B, Ey) = (Ey,vE}, vEY)
ettd (nollasta erifivin) magneettivuon tiheyden B = (Bj, By, B3) = (0, —yEjv/c?, vEyv/c?).
Viimeistaan tdméa havainto vakuuttanee meidat siitd, ettd sihko- ja magneettikentit ovat ‘sa-
massa roolissa’ sihkOmagnetismissa, ja ettd séhkomagnetismi (séhké+magneetti) on aito yhte-
naiskenttéteoria. Tarkastellaan lopuksi viela varatun hiukkasen Lagrangen funktiota.

Vapaan hiukkasen Lagrangen funktioksi voidaan valita esimerkiksi kuvaus
T™* > (m,a) — %mm(a, a) = %nlwa“a” e R,

missd m on hiukkasen massa. Selvastikin tdméa on ‘massametriikan’ mn antama yleistetty ‘liike-
energia’. Kun hiukkanen liikkuu séhkémagneettisessa kentéssd F' = d A, niin vapaan hiukkasen
Lagrangen funktioon pitéé lisété joku hiukkasen varauksesta g, liikkeestd ¢(7) = (ou(7), &u(7))
ja kentéstd A riippuva termi. Yksikertaisin termi lienee ¢A|m(a), joten madaritellddn varatun

hiukkasen Lagrangen funktio

L:T™M* — R, (m, a) = %Mm(aa a) + qA|m<a) = %nuuaual/ + qAU(m)a”,
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joten

(Lod)(r) = Tt (T (7) + Ag(a(r)) (7).

‘virta’

Kartan (x,u) = (x,%) avulla ilmaistuna

L(x,u) = %nﬂyu“u” + gA, (x)u’.

Harjoitustehtava 74. Osoita, ettid L:n Eulerin-Lagrangen liikeyhtdlot
d oL 0L

dr dur — dan
antavat relativistisen liikeyhtalon, jossa Minkowskin voimana on K*(x,u) = ¢F*",(x)u”. Mdad-

rad myos (kanonisesti konjugoitu) impulssi, Hamiltonin funktio ja Hamiltonin litkeyhtdlét.

Heti ndhdéén (korvaamalla 7 ¢:114), ettd L voidaan yleistdd mielivaltaiselle semi-Riemannin
monistolle (M, g) ja M:n 1-muodolle A. Selvistikin m ja g ovat térkeitd vakioita: hitausmassa
m antaa hiukkasen ‘hitauden’ (massiivinen hiukkanen vastustelee liiketilansa muutosta) ja va-
raus ¢ antaa vuorovaikutuksen ‘kytkennédn’ voimakkuuden eli voimakkuuden, milld hiukkanen
kytkeytyy kenttddn A (jos ¢ = 0, niin hiukkanen on vapaa ja litkkuu g:n geodeesia pitkin).
Huomaa, ettd jos hiukkasen massa ja/tai varaus on suuri, niin se vaikuttaa metriikkaan g ja
kenttdan A eli hiukkanen ‘kaareuttaa’ itsekin avaruusaikaa ja luo ympérilleen séhkomagneetti-
sen kentén. Siksi L kuvaa oikeastaan vain riittévéin pienen (passiivisen)'®® testihiukkasen liiketta

metriikassa ¢ ja kentéssa A.

Huomautus 22. Kuten tunnettua, lineaarisen isotrooppisen véliaineen tapauksessa meilla on
materian yhtéalot D = ¢E, B = yH ja Ohmin laki j = 0E (kun oletetaan, etta j = 6) Tarkas-
tellaan nyt tilannetta, misséa kyseinen valiaine liikkuu vakionopeudella v Poincarén kartassa x
eli viliaineen nelinopeus on u = (¢, v!,v? v3), missi v = 1/4/1 — ([v|/c)%

198 Jos hiukkasta (varaus @) ajatellaan aktiivisena sihkémagneettisen kentéin lihteend, niin siihen liittyvin

nelivirran (lihde 1-muoto) komponentit ovat (formaalisti) muotoa j*(x) = ¢Q [ §(x — x(7))u*(7)dr eli, koska
ut(r) = dz#(7)/dr, saadaan j°(t,r) = cQd(r — r(t)) = po(t,r)u’(t) ja samoin j*(t,r) = v*(t)Q(r — r(t)) =
po(t,r)uk(t), missi po(t,r) := y(t) "' p(t,r) ja p(t,r) :== Q5 (r—r(t)) on varaustiheys. Hiukkasen ‘lepokoordinaa-
tistossa’ x’ eli (hetkelld ¢) hiukkasen mukana tasaisesti liikkkuvan inertiaalisen havaitsijan kartassa varaustiheys

on po, silld harjoitustehtévistd 73 ndhddén, ettd [!]

pdz! Adz® Ada® = py(t) e Ada”? Ada 4. = poda’ Ada? Ada 4.
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Nyt materian yhtalo on

1 X ’
Ga = g +_uugFa’a_uo¢quO' )
8= otes ucg( 8 )
missa
€
X::—u—l.
oMo

Materian yhtélo voidaan esittdd yhtapitaviassa muodossa [!]
D+c?vxH=¢E+vxB), B-c*xE=puH-vxD)

eli tapauksessa v = 0 saadaan tutut yhtilst. Yleisesti Gop # \/€/1 Fop, mutta tyhjiossa (e
véliainetta) xy = 0 ja yhtalo pétee.
Jos johde liikkuu nopeudella v ja sen lepokoordinaatistossa varaustiheys on nolla, niin Oh-

min laki on kartassa x muotoa j, = aFa/guﬁ tal
j=ovE+vxB), p=c?vj

eli varaustiheys p ei nyt olekaan nolla (mikéli v-j # 0)! Tamé& on puhtaasti relativistinen efekti.
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34 FYS: Sailymislait

Kun operoidaan Maxwellin yhtéloon G = ¢~!j kodifferentiaalilla §, saadaan §(6G) = 0 = ¢ 145
eli jatkuvuusyhtdlo (tai kontinuiteettiyhtdlo)

joka voidaan kirjoittaa myos muodossa

%dxAdyAdz:—dj
tai
aQ d
S pdendynds = —
T dt/vp xr ANdy A dz avj’

missi V' on R?:n 3-ulotteinen reunallinen alimonisto ja Q(¢) on kokonaisvaraus alueessa V' (het-
kelld t), eli ollaan saatu varauksen sdilymislaki: Varauksen () muutosnopeus (mielivaltaisessa)
alueessa V' johtuu (vain ja ainoastaan) varauksen virtaamisesta eli sahkovirrasta J reunapinnan
0V lapi. Myos kokonaisenergia séilyy, kuten seuraavaksi ndhdaén.

Sahkdmagneettisen kentén energiatiheys on
W= 1E D+ 1H B
T2 2

ja Poyntingin vektori(kenttd)
S = (81,32,83) =E x H.

Tyhjidssd esim. W = 1eo|E[* + 145" |BJ?. Médritellién séhkomagneettisen kentén energiatiheys

uudelleen R*:n 3-muotona (aika on nyt parametri)
1 1
W =W = 55/\1?—1—57-[/\8,

missd ensimmaéinen termi on sdhkokentén energiatiheys ja toinen termi on magneettikentéan

energiatiheys. Vastaavasti maaritelliin R3:n Poyntingin 2-muoto
S =ENH = 5Sdy ANdz + Sedz A do + Szdx A dy.

Kéyttamalla Maxwellin yhtalsita d€ = —B ja dH = J + D saadaan seuraava tulos R?:ssa (eli

ns. Poyntingin lause):

AS=dEANH —ENAH = —(HAB+EAD)—ENJ.
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Ajasta riippumattoman lineaarisen aineen tapauksessa

ok, 0 ouk,

D=cE B=pH —
gL, QL ot ;

joten D = eE ja B = pH seki titen
HAB+EAD=W.
Tassé tapauksessa Poyntingin lause redusoituu yhtéloksi
W=—-dS—ENT (40)

eli vektorimuodossa W = —V-S—E-j, tai integroimalla R?:n reunallisen 3-ulotteisen alimoniston

dE / /
—_— = S— [ ENT,
dt ov v

missa F = fv W on siahkomagneettisen kentén energia alueessa V. Téaten ollaan saatu (varaus-

V' yli, yhtéloksi

ten ja kentédn muodostaman systeemin) energian sdilymislaki: Energian E muutosnopeus (mie-
livaltaisessa) alueessa V' johtuu energiavirrasta (esim. sihkomagneettisesta siteilystd) | ov S
reunapinnan 0V lapi (Poyntingin vektorikentdn vuo pinnan yli) sekéd sdhkovirrasta J (varaus-
ten liikkeestd) riippuvasta termisté fv EN T, joka kuvaa kentén ja hiukkasten vuorovaikutus-
ta, hiukkasten mekaanisen energian muutoksia ja mm. lammdoksi muuttuvaa energiaa (aineen

resistiivisyys).

34.1 Sahkomagneettisen kentan energia-impulssitensori tyhjiossa

Tarkastellaan sitten sihkomagneettisen kentén energiaa ja impulssia tyhjiossa. Méaaritellaan

l-muoto f = —F(j*), jonka komponentit

fa = _jBFBa = aﬁjﬁ

muodostavat Lorentzin voimatiheyden £ = (f*, f% f3) = (fi1, f2, f3), silli suoralla laskulla
nihdiin, ettd fo = —f° = Fpji® = —(Ev/c)i* = —E-j/cja fir = Ewp + €umj' Bm eli
f = pE + j x B.'% Erityisesti, jos*® j = pv (missi v on sidhkovirran keskiméérdinen no-

peuskenttd), niin
1 1
f=p(E+vxB), f'="pE-v=-f-v
c c

199Viliaineessa (makroskooppiseen) voimatiheyteen f pitdd lisitd mm. villiaineen polarisaatiosta ja magneti-

saatiosta riippuvia lisdtermeja!
200Huom! Jos jokaisessa tilavuuselementissé on likim#drin yhtd paljon vapaita positiivisia ja negatiivisia va-

rauksia, niin p = 0, mutta silti voi olla, etté j # 0.
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eli f = —(f-v)dt + f - dr, missd on merkitty enemmén tai vihemmin?"! formaalisti dr =

(dx, dy, dz). Maxwellin yhtélosta 0G = ¢ eli jz = ¢0,G37 seuraa, etti
fo = Fapj? = cFop0,G".

Toisaalta, jos méadritellidn ns. (tyhjiin) energia-impulssitensori T = T50/0x" @ dr® kaavalla?®?

Tg = —CFQUGO—B - EFHVG#V557

niin suoralla laskulla nidhd&én, ettd koska tyhjiossd F' = /po/c0 G,

1978
c 0xP

—~

1
03 F s )GP + Fop03G7P + Zaﬁ(FWGWysg

1 1 1
= SO )G+ S(05Fa) G + Fuss G + {0 F )G

1
- 5 [(auFaV>GW + (aVFaM)GW + (8aFuV)GW] + FaaaﬁGa/B

1 1
= 5[?HFVQ+8VFQM+aaFMZ}GuV+FaﬁagGBG = Efa

=0, Silli dF=0 [
eli
oTe?
= — fo, 41
- o
Harjoitustehtava 75. Osoita, ettd
_ 1 1
U(F>G) = §F;WGMV = _(BH—ED),
C
W C_1<E X H)l C_1<E X H)2 C_1<E X H>3
(T“’B)S C(D xB)y W—FE D —HB —EDy — Hi By —FDy — H{ B3
a,f=0 — )
c¢(D x B)y —E>yDy — Hy By W — EsDy — HyBo —E>Ds — HyBs
C(D X B)g —FEsDy — H3 By —F3Dy — H3 By W — E3Ds; — H3 B3

jalki 23 TS =0, T = TP ja, etti laittamalla o = 0 kaavaan (41), saat energian sdilymis-

a=0 "«

lain (40). Vinkki: tyhjiossi D = eoE jne.

Edellisen harjoitustehtivin nojalla nihdéin, ettd matriisin (7%) nollannella vaaka (ja

pystyrivilld) on vektorin S/c = (E x H)/c = ¢(D x B) komponentit. Lisdksi kaava (41)

201Ttseasiassa dr = idx + jdy + kdz on ‘vektoriarvoinen’ 1-muoto.
202E]i T := ¢ CL(F® 1312 G) + 27 '7(F, G)1, missi 7 on metriikan 7 laajennus 2-muodoille ja I on identiteet-

titensori.
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antaa energian sailymislain. Seuraavaksi ihmetellddn kaavan (41) muita komponentteja (eli
a=Fke{l,23}):

3

Iy 198t §nort
= oxf 2 ot ozt

= f*=pE* + (j x B)*

eli maarittelemalla Mazwellin jinnitystensori 22,1:1 oMo, ® 0y,
akl = _Tkl — Ele + Hk:Bl o 5klI/I/,

saadaan

108k < 9o
k —_— ———_— [
/"= 2 Ot +lz:; oxl (42)

Koko loppuluvun ajan kiinnitetdéin hetki ¢ ja R3:n reunallinen 3-ulotteinen alimonisto V. Vi-

littomaésti ndhdéén, ettd (ajasta riippuva) vektori

/fdx/\dy/\dz
v

on alueessa V' oleviin/liikkkuviin varauksiin vaikuttava (Lorentzin) kokonaisvoima.

Esimerkki 79. Tarkastellaan tilannetta missd magneettikentti H = 0, jotenka S = 0 ja
ot = EFD! — §F1E - D. Télloin yhtéls (42) redusoituu kaavaksi
3

kl
=1

oxt’
josta integroimalla saadaan alueessa V' oleviin varauksiin vaikuttavan kokonaisvoiman k:s kom-

ponentti [!]
/ ffdz Andy Adz = / d(o*'dy Adz + 0™dz Adz + 0¥ da A dy) (43)
v v
= / ot dy A dz + o%dz A dx + o™3da A dy,
ov

joka siis on (pelkéstéd sdhkokentésta E riippuvan) Maxwellin jannitystensorin generoiman ‘pin-
tavoiman’ k:s komponentti.

Tutkitaan sitten levykondensaattorin kenttda: Olkoon xy-tasossa positiivisesti varauttu levy,
jonka varaus on () > 0, ja levyn yldpuolella korkeudella zy > 0 samanlainen levy (siis myos
ry-tason suuntaisessa tasossa), jonka varaus on —@). Levyjen voidaan ajatella olevan tyhjiossa.
Jos levyn pinta-ala on A, niin tunnetusti (myos kokeellisesti) sihkokenttd E levyjen viilissd?%?
(kaukana reunoista) on

Q

E(t, I') = EO_A(O? 0, 1)

203],eyyjen muodostaman systeemin ulkopuolella E = 0.
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ja ylemmaén levyn alempaan levyyn kohdistama kokonais voima on

E_¢ cod

F=(FFF) = Q= = —~—
FLEL ) =05 = 5.3 2

(0,0,1) = ‘E’2(070>1)'

Toisaalta D = ¢yE, joten ainoa nollasta eriivd matriisialkio o' on

€
o (t,r) = 50|E]2 (levyjen ulkopuolella tdmékin on 0).
Jos alue V' kiertdé vain alemman levyn ympéri ja on vaakatasossa levyjen vilissd, niin
€
/ o*ldy Adz + o*2dz Adx 4 o**da A dy = 67 / 5O|E|2dx ANdy = F*.
oV A

Jos levykondensaattori on sédédettdva siten, ettd levyjen pinta-alaa A voidaan muuttaa, niin
voidaan osoittaa, ettd muutkin matriisialkiot o* ovat nollasta eriéivii (eli saadaan leikkausjin-
nityksiékin) ja kaava (43) patee. Téysin vastaavasti voidaan késitella tapaus E = 0 ja paddytidan
samaan lopputulokseen, jota voidaan testata sopivan ‘katkaistun’ renkaan mallisen kestomag-

neetin raon magneettikentéssa.

Oletetaan sitten, ettd (42) pétee ja V' on niin suuri, ettd varauksia ei pddse virtaamaan
sen ulkopuolelle (edelleen ollaan tyhjitssd). Newtonin toisen lain perusteella kokonaisvoima
fv fdz A dy A dz on kaikkien V:ssé olevien varattujen hiukkasten liikkeméédrien summan (eli

kokonaislitkemaaran) Py aikaderivaatta. Téten integroimalla kaava (42) saadaan

d('Pv + Sv)

dt = MV7 (44)

missd Maxwellin jénnitystensorin generoiman ‘pintavoiman’ My n k:s komponentti on
/ ot dy A dz + o*%dz A dx + o™3da A dy
oV
ja
1
Sy:= [ 5SdzAdyAndz

v C
tulkitaan sihkomagneettisen kentin liikemdidrdiksi alucessa V. Téten S/c* = D x B on ken-
tan liikemééritiheys, Py + Sy on kokonaislitkemaéra (varaukset-+kenttéd) ja (44) (tai (42)) on
litkemdidiriin sdilymislaki. Erityisesti, jos V = R3 (ja fysikaaliset kentit tietenkin hévidvit ‘di-
rettomyydessd’), niin Mpgs = 0 ja kokonaisliikemiérs Pgs + Sgs on vakio. Toisaalta, jos ei ole
varattuja hiukkasia (vaan pelkké kenttd) alueessa V', niin Sy =My ja (yleisemminkin) My,
voidaan tulkita lilkema#dran muuttumisnopeutena johtuen ‘lilkeméaéran virtaamisesta’ pinnan
OV lapi. Sahkomagneettisella kentdlld (samoin kuin materiallakin) on siis liikkem&éra ja janni-

tystensori.
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Johtopaéatoksena voidaan sanoa, ettd energia-impulssitensori antaa sekd energian ettd lii-
kemddran (impulssin) sdilymislait kaavan (41) muodossa. T&mé on energia-impulssitensorin
perusominaisuus olipa kentét ja/tai materia mitd tahansa.

Huomaa, ettd yhtélo (44) kuvaa vain sdéhkomagneettista tilannetta. Jos aineeseen vaikut-
taa ulkoisia voimia (esim. gravitaatio) tai varauksen kuljettajien vililld on pintavoimia (vis-
kositeetti), niin kaavaan (44) pitad lisitd termejé (esim. ulkoisten voimien tiheys tai materian

jannitystensoritermi). Palautetaan seuraavaksi nestedynamiikan tilanne mieleen.

Huomautus 23. Tarkastellaan nestetti (tiheyskentté p ja nopeuskentti v) 3-ulotteisessa eukli-

disessa avaruudessa. Aiemmmin ollaan osoitettu, etta

e nesteen kokonaisliikeméara on

Py = / pvdx A dy A dz,
1%

e kokonaisliikeméaran muuttumisnopeus johtuen nesteen virtaamisesta pinnan 9V 1api on

MY = — / pv(vidy A dz +v3dz A do + v3de A dy),
v

e nesteeseen vaikuttava kokonaiskappalevoima (tilavuusvoima) on
Fo¥ = / pgdx A dy A dz,
v

missi g = (91,92,93) = (g9',¢% ¢%) on (ulkoisten voimien) kenténvoimakkuus (voi-

ma/massayksikko eli kiihtyvyys),

e kokonaiskontaktivoima (pintavoima), jonka aiheuttaa neste pinnan 0V ulkopuolella nes-

teeseen Vissd, on Gf, jonka k:s komponentti on

/W% dy/\dz—|—0p’vdz/\dx+a”’vdx/\dy—/VZ a’fl dz A dy Adz,

missi o = Zi 1=, 01 Op ® O; on nesteen jannitystensori (jonka diagonaalialkiot o, ovat
normaaluanmtyksm ja alkiot op)Y, k # [, ovat leikkausjénnityksid). Merkitdén jatkossa

lyhyesti o := o3,

e Newtonin toisesta laista seuraa, etta

APy
dt

=My + Gy + FUY
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eli saadaan nesteen liikeyhtdlo (ja téasta sitten NS yhtélo)

opv*  dpvFe i Aokt — pvFol) A

T Bl Py (4)

I=1
Jos g = 0, niin Py = ML + G2V ja (verrattaessa yhtdlosn (44)), niin Maxwellin

jénnitystensori ‘vastaa’ oikeastaan tensoria (o*! — pv*v!)d, ® ;.

Valittomaésti nousee esille kysymys: Mikd on nesteen (relativistinen) energia-impulssitensori?
Meilld on siis jatkuvuusyhtélo p+ V - (pv) = 0 ja (45), jotka voidaan kirjoittaa muodossa

dpce N dpcvt
0xY Ox!

dpvFe N I(pvFt — ok
Ox0 O P

—0, (46)
kl)

I[lmaistaan neste Minkowskin avaruuden Poincarén kartassa x = (ct, r) ja mééritelldin 8% (x) :=
ok(t,r) /e, y(x) == (1 — S |Bk(x)|2)_l/2 ja nesteen nelinopeus(kenttd) v = u®9d/0x®, missi
u’(x) == y(x)c ja uF(x) := y(x)v*(¢, 1), joten ndhdadn, ettd n(u,u) = —(u®)*+ Y, (uF)?* = -2

Jaetaan nesteen jannitystensori o osiin kuten aiemmin: ¢ = —p Zizl Or ® O + 0, missé
p = p” on staattinen paine ja ¢ on ‘viskositeettijannitystensori.” Ajatellaan, ettéd ulkoiset voimat
‘siséltyvét’ johonkin nelivoimavektorikenttdén f = f“0, (jonka komponentit f®(x,u) voivat
riippua my6s nopeuskoodinaateista u = (u®)) ja jannitystensori ¢ johonkin Minkowskin ava-
ruuden tensoriin 7 = 799, ®03 (jonka komponentit voivat riippua myds u:sta).2* Jaetaan myos
T osiin: 7 = —pn~147 eli 7% = —pnP 4798, Jos |v(t, 1) < ¢, niin u’(x) = ¢ jauk(x) = v*(t, ).
Oletetaan, ettd myds talloin f*(x, u(x)) ~ p(x)g* (¢, r, v(t, 1)) ja 77 (x, u(x)) = 6% (t,r, v(t,r)).

Madritellaan (relativistisen) nesteen energia-impulssitensori

T = (p+pc ) uuPdy ® 05 +pn~* — 7,

jonka matriisi pisteessé x (sijoituksen u = u(x) jilkeen) on

/)02 pCU1 pcvl pcvl
N s B G A

pvic  puPvt =6 P’ +p—6%  po*d — 6%

podc  poto' =& ot — 6% ot 4 p — 6

kun |v(¢,r)| < ¢ (tdssd on myds oletettu, ettd matriisin nollansilla vaaka- seké pystyriveilla
tekijit pcv® hallisevat). Vilittomésti nihdéin, ettd yhtilo

o1
oxP

204E)i itseasiassa f ja T ovat (ylennettyjd) horisontaalisia T*(TM*):n tensorikenttii.

= fo




34 FYS: SAILYMISLAIT 229

antaa likiméérin yhtdlot (46) pienilld nesteen nopeuksilla. Lisiksi 7% = v2pc? + (7% — 1)p — 7%

on nesteen energiatiheys (koska ‘E = mc? + ..."). Jokaiselle pistetapahtumalle m € M* on
olemassa (nesteen mukana liitkkuva) Poincarén kartta x siten, ettd siind ilmaistuna nesteen
nelinopeus u|m = ¢y|m €li x on nesteen lepokoordinaatisto (pisteessd m). Jos siséisté kitkaa ei

ole eli 7 = 0, niin téssé kartassa (T (m)) = diag(p(m)c?, p(m), p(m), p(m)). [!]

Huomautus 24. Jos jollain Minkowskin avaruuden kentdlla on energia-impulssitensori 7', niin
voidaan médritelld kentin kiertoimpulssitiheystensori(kentti) L tapahtuman m € M* suhteen
kaavalla?%®

Lo (x) := 2T (x) — 2" T (x),

missé x on Poincarén kartta, jolle x(m) = 0. Selkeiisti kaava pysyy samannakoisena Lorentzin

muunnoksissa eli myods Poincarén kartassa x’ = Ax. Nyt

OL"7(x) _ ok aTv? (x) v aTH (x)

0x° o0x° 0x°

mikidli 7' on symmetrinen eli T# = T"#. Jos lisiksi ‘ulkoisia voimia’ f (tai kentdn ldhteita
j) ei ole, niin 95T = 0 ja tiiten 9,L**° = 0 eli integroimalla R*m reunallisen 3-ulotteisen

alimoniston yli saadaan kentdn energian, impulssin ja kiertoimpulssin sdilymislait

d
— / Tzt Ada? Ade® = —c¢ / T dz? A da® + T2da3 A dat + T%dat A da?,

dt Jy oV
d , ,

— / Tzt Ad2? Ada® = —c¢ / T dz? A da® + THdz? A dat + TFdat A da?,
dt Jy oV

d

" LMzt Ada? Ada? = —c¢ / LMY a? A da® + L#2dad A dat + L#3dat A da?.

|4 oV

Jos V. — R3? ja kahden ylimmin kaavan oikeat puolet liheneviit nollaa, niin voi olla, etté

alimman yhtélon oikea puoli ei lahene nollaa (johtuen z#:114 kertomisesta jne.)

20555hkomagneettiselle kentille S/c? on liikemidritiheys, joten LFO(x)/c = z¥S)(x)/c?* — z!S(x)/c? ja

(L?30(x), L319(x), L'?°(x)) /e = r x S(x)/c?.
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35 GEOM: Konnektio, kaarevuus ja Einsteinin tensori

Olkoon F(M) funktioiden f : M — R ja TM moniston M vektorikenttien v : M — TM

muodostamat lineaariavaruudet. Moniston M konnektio on kuvaus

D:TMxTM —TM, (v,w)— D,w,
joka toteuttaa seuraavat ehdot:
(D1) Dfyuy+fovsw = frDyw + foDy,w kaikilla fi, fo € F(M) ja vy, ve, w € TM,
(D2) D,(ai1w; + aswsy) = a1 Dywy + asDyws kaikilla ay, as € R ja v, wy, we € TM,
(D3) D,(fw) = (vf)w+ fD,w kaikilla f € F(M) jav, w e TM.

Vektorikenttdd D,w sanotaan vektorikentin w kovariantiksi derivaataksi vektorikentian?’® v
suhteen (tai suuntaan). Jos M:ll4 on mééaritely (pseudo)metriikka g, niin M:n konnektiota D
sanotaan Levin-Civitan (Christoffelin tai Riemannin) konnektioksi, mikali se toteuttaa seuraa-

vat lisdehdot:

(D4) [v,w] =vw —wv = D,w — Dy kaikilla v, w € TM,

(D5) u(g(v,w)) = g(Dyv,w) + g(v, Dyw) kaikilla u, v, w € TM.

Suoralla laskulla ndhdéén, ettd Levin-Civitan konnektio toteuttaa Koszulin kaavan [!]
29(Dyw, u) = v(g(w,u)) +w(g(u,v)) —u(g(v,w)) — g(v, [w,u]) + g(w, [u,v]) + g(u, [v,w])

kaikilla u, v, w € T M, joten Levin-Civitan konnektio on yksikésitteinen!

Olkoon q joku M:n kartta. Merkitadn lyhyesti Dy := Dy,9qr. Helposti voidaan osoittaa, etté
D;(0/04") = > _T5,0/04",
missé (lokaalit) funktiot I'}; ovat tuttuja Christoffelin symboleja?7 eli [!]
s 1 si (095  Ogri  Ogji
jk—§;9 (8qk+aqj ag )

206Ehdosta (D1) nihdéén, ettid Dyw voidaan myds méiritelld jonkun pisteessid m olevan vektorin v suhteen eli

v:n el tarvitse olla vektorikenttd méadritelmissd. Myoskadn vektorikentdn w (tai yleisemmin tensorikentén 77) ei

tarvitse olla koko M:11a médritelty; riittda, ettd se on mééritelty jossain M:n avoimessa joukossa.
207 Jotka siis hiividvit pisteessd m pisteen m normaalikoordinaateissa laskettuna.
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Liséksi nahdéén, etté [!]

Di(ijaj) = Z <%Z;]j + Zfi-“jwj> Ok
J k J

eli D; on osittaisderivaatta 0; hoystettyna lisdtermilla.

Harjoitustehtava 76. Olkoon (M, g) kaksiulotteinen semi-Riemannin monisto ja q = (u,v)
sen kartta. Oletetaan, ettd g = 0. Merkitidn totutusti E = g11 ja G := goo sekd lyhyesti
0y = 0/0u jne. Osoita, etti

wE hE 0.6 9,G
Dy, 0, = ﬁgu — %am Dy, 0, = —ﬁau + ﬁav
seka
O, F 0,G
Dauav - Davau - ﬁ@u + ﬁaﬂ

Tarkastele erikoistapauksena tason M = R? napakoordinaatteja uw = r ja v = ¢ (varustetaan

taso siis tavanomaisella euklidisella metriikalla). Piirrd kuvaan vektorit 0., 0,, Dy,0, jne.

Olkoon v mielivaltainen vektorikentté. Levin-Civitan konnektion D méa&ramé kovariantti
derivaatta D, : TM — TM voidaan laajentaa ‘lineaarikuvauksiksi’ D, : T*M — TFM

(mielivaltaiset tensorit) seuraavien kaavojen avulla:

(D6) D,f =vf kaikilla f € F(M),

(D7) D,(T'®S)=(D,T)®S+T® (D,S) kaikilla T € T*M ja S € T M,
(D8) D,(CiT) = C¢D,T) kaikilla T € TFM,1<a<kjal<b<l.

Tensorikenttd T' on yhdensuuntainen (paralleeli) mikali D, T = 0 kaikilla v € T M. Esimerkiksi
¢ on yhdensuuntainen. [!]

Vilittomésti ndhdédén, ettd D, f = 0;f ja 1-muodolle w
Dy(ww) = Dy(wjw’) = Dy (Ci(w @ w)) = Ci((Dyw) @ w + w @ (Dyw)),
joten valitsemalla v = 0; saadaan

Di(ijj) = ai(ijj) = (Giwj)wj + wjaiwj = C%((DILUJ) QW+ w& (DZU)))

= (Diw)jw’ + wp(Dyw)* = (Diw);w’ + wy, (90" + Ffjwj)
ja valitsemalla sitten w = 0,

Dyw = (Dw)dq* = (&wa — kafa) dq“.
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Vastaavat kaavat voidaan johtaa mielivaltaisen tensorin D;T" komponenteille.?’® Esimerkiksi

tensorille T' = Ty d¢* ® dq' (kiyttdmilld tulon derivointisdéntoid (D7) kahdesti)?®?

DT = Di(Tydd" ®dq") = (D;Ty)dq"* @ dq' + T(Didd") ® d¢' + Tidg" ® (Didq")
= (0Tw)d¢" ® d¢' — TuT'},d¢" © d¢' — Tyl d¢" © dg°

= (0T, — TysI'}, — Toll,)dg" ® dg’.

35.1 Yhdensuuntaissiirtyma

Olkoon « kdyrd monistolla M ja A sen parametri. Oletetaan, ettd &(\) # 0 joka pisteessd A
ja merkitdén ¢'(A) = (¢* o @)()). Asteen (k,[) tensorikenttéd T' kéyralld a on (siled) kokoelma
tensoreita T'|o(n) € T Moy eli ‘jokaisella kiyrén pisteelld on tensori.” Koska d(X) # 0 (eli «
on M:n l-ulotteinen alimonisto), niin 7" laajenee (lokaaliksi) tensorikentéksi. Maaritelldan 7":n

kovariantti derivaatta kdyrad o pitkin kidyran pisteessd «(A) tensorina

DT dg'(A)
Y . (DayT) oy = 22 = (P lacx-

i

Jos jossain kiyrén pisteessd a(\g) on annettu tensori T, niin se voidaan ‘laajentaa’ tensoriken-

taksi T' koko kéyrélle a (ja sen ympéristoon) ratkaisemalla yhdensuuntaissiirtymdyhtdlo

D1
dA

Il
e

a(A)

Néin saatua kenttdd T kayralla o sanotaan tensorin Ty yhdensuuntaissiirtymdksi kiyrda o

DT’

D ey = 0 kaikille kayrille « eli se

pitkin.?!? Jos tensorikenttd 7" on yhdensuuntainen, niin
antaa kaikkien tensoreittensa 7", yhdenssuuntaissiirtymét mielivaltaisia kdyrid pitkin.
Esimerkiksi jos T' on vektorikentta w kiyralla o (laajennettuna kiyran ympéristoon), niin
Dw
dA

dat(\ dwk (a(\ dei () |
a0y Z gdi )(Diw”a(A) B> [% - Z; gd(A )Ff}‘ (@A) w’ (a(N) | Oklaey

k
eli vektorin wy € T'My () yhdensuuntaissiirtymé A — w(X\) = w|a(n) kiyréé o pitkin toteuttaa

yhtalot w(Ag) = wlang) = wo ja

dwk(\) dgiO‘) k JOVY —
T + TFU (a()\))w ()\) =0

i?j

208Ttseasiassa voidaan médritelldi, ettél tyypin (k,l)-tensorikentts 7' kuvautuu tyypin (k,[ + 1)-tensorikentiksi

DT, jonka komponentit ovat (DT);llz’l“] = (DjT);l1 _____

2097455 kaavassa T' voi olla metriikka g, jolle saadaan D;g = 0 (laske Riemannin normaalikoordinaateissa).
210E]i siis yleisesti ‘kaarevissa’ avaruuksissa yhdensuuntaissiirtymsi riippuu reitisti!
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(josta siis ratkaistaan funktiot w*(\) ja titen saadaan w(A) = w*(X)|aen))- 2 Jos kiiyrd o on

sellainen, ettéd se yhdensuuntaissiirtdé oman ‘nopeusvektorinsa’ eli Dév/dafqn) = 0 tai

d2g* (A dgt(\ da? (\
dg/\(g ) + Z Qd; >Ff] (a(N)) gdi\ ) =0 (geodeesiyhtild),
,J

niin v on geodeesi (ja kddntéen).

35.2 Kaarevuustensori

Olkoon D metriikan g generoima Levin-Civitan konnektio. Kuvaus (itseasiassa tyypin (1,3)

tensorikenttd) R: TM x TM x TM — TM,
(v,w,u) = Rypu := [Dy, Dy|t — Dy = Dy (Dytt) — Doy (Dytt) — Doyt

on Riemannin kaarevuustensori.?'? Joskus voidaan merkitd R = R]g], jos halutaan korostaa
sitd, ettd R méaritelladn metriikan g avulla. Jos R = 0, niin moniston (M, ¢g) sanotaan olevan
litted eli ‘epiakaareva.” Huomaa, ettd R kuvaa M:n ‘sisdistd’ kaarevuutta, joka on eri asia kuin
‘ulkoinen’ kaarevuus (eli se miltd M néyttad, kun se on upotettu suurempidimensioiseen monis-
toon). Esimerkiksi kiiyré (siis 1-ulotteinen monisto) on aina siséisesti litted, mutta se voidaan
upottaa tasoon adrettomén monella eri tapaa. Jos se upotetaan suoraksi, niin se on ulkoisesti
litted, mutta jos se upotetaan esim. paraabeliksi, niin sitten se on ulkoisesti kaareva. Yleen-
sé fysiikassa avaruusaikaa ei upoteta mihinkéén, jotenka avaruusajalle relevantti kaarevuus on

sisdinen kaarevuus, jonka antaa R.

Harjoitustehtava 77. a) Osoita, etti R:n komponentit (eli Ry 0,0; = >, R}},0;) ovat

ikl = 9 oq +%:ka I~ ;Flm k-

b) Laske Riemannin kaarevuustensori R (eli sen komponentit) tason R* euklisen metriikan
tapauksessa napakoordinaateille. Onko taso litted?

c¢) Osoita, ettd mielivaltainen 1-ulotteinen monisto on litted.

Jos moniston (M, g) (jokaisen pisteen ympéristossé) on olemassa kartta q siten, etté (siind

lasketut) metriikan g komponentit g;; ovat vakioita (eli dg;; = 0), niin myds 'y, = 0 seki

2l1Ratkaisu on olemassa ja yksikisitteinen Picardin (olemassaolo)lauseen perusteella.
212 Joskus mééritellddin, ettd Riemannin kaarevuustensori on —R. Ole tarkkana R:n etumerkin kanssa kirjalli-

suutta selaillessasi!
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R;‘kl =0eli R =0 eli M on litted. Voidaan osoittaa, ettd tama tulos patee myos kadntéen.
Koska symmetrinen (vakio)matriisi voidaan aina diagonalisoida, niin litteéit monistot ovat aina
sellaisia, ettd niiden metriikat ovat lokaalisti muotoa Y, +d¢’ ® d¢' jonkun kartan g suhteen
(ei siis kaikissa kartoissa; ajattele tason euklidista metriikkaa napakoordinaateissa). Huom!
Ylla oleva kartta q littedlle monistolle on siis jokaisen q:n méaarittelyalueen pisteen Riemannin
normaalikoordinaatisto.

Laskettaessa R:n komponentteja kannattaa ensin laskea tensorin | R komponentit R;jx =

giv Riy, ja ottaa huomioon seuraavat identitectit (péteviit kaikissa kartoissa):2'% [!]
* Riju = —Riju ja Rijr = —Rjin
o Rijr = Ry

® Rijn + Rigk + Rigg; = 0.

Niisté ehdoista saadaan, etté n-ulotteisen moniston (M, g) Riemannin tensorilla on ;5n%(n*—1)
toisistaan risppumatonta komponenttia. [!] Esimerkiksi tapauksessa n = 4 on 20 riippumatonta
komponenttia.

Riemannin kaarevuustensorin R = R]g| avulla voidaan mééritelld Riccin (kaarevuus)tensori
Ric = Ric[g] := CJR, jonka komponentit ovat siis Ric;; = > quaj'zm Jos moniston (M, g) Riccin
kaarevuustensori Ric = 0, niin sanotaan, ettd M on Ricci-litted. Tasta ei seuraa, ettd M olisi
litted eli R = 0 (kuten myohemmin niéhdé&én). Toki litted monisto on Ricci-litted. Riccin
tensorin avulla madritelldsn skalaarikaarevuus S = S[g] := C}(11Ric), joka on funktio M — R.
Lokaalisti

S = Zginicij = Zginfaj.
irj ij,a

Maaritelladn lopuksi vield Finsteinin tensori

G = G[g] := Ric[g] — %S[g]g

eli mielivaltaisessa kartassa q kirjoitettuna

Gij = RiCij — §

9 9ij

Huomaa, ettd Gi; = Gj; ja >, [Dr(13113 G)¥ = 0.215

213 Jotka voidaan helposti todistaa kiyttimaills pisteen m Riemannin normaalikoordinaatistoa, jossa ilmaistuna

2Rij1 = Or0jgi — Or0igi; — 010;9ik + 010;g; (siis pisteessd m).
214 Joskus Riccin tensori méadritelldén tensorina CIR = —CiR.
215TEmién tulos seuraa pitkilli mutta suoraviivaisella laskulla. [!] Kéytd Riemannin normaalikoordinaatteja!
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Valitettavasti symboli G on vakiintunut kirjallisuuteen tarkoittamaan seké viritystensoria
ettd Einsteinin tensoria. Téasté ldhtien G tarkoittaa vain Einsteinin tensoria, silld tutkimme

endd sihkomagneettisia kenttid tyhjiossé, joten kenttédtensori F' riittda kentdn kuvaamiseen.

Harjoitustehtava 78. Tuarkastellaan s—sdteisen pallon pintaa varustettuna tutulla metriikalla

g = s2df @ df + s%sin? Ody ® dp. Laske Christoffelin symbolit, R, Ric, S ja G.
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36 FYS: Einsteinin yhtalo ja varattu musta aukko

Kerrataan aluksi hieman aiemmin késiteltyja asioita. Yleisessa suhteellisuusteoriassa avaruusai-
kaa mallinnetaan neli-ulotteisella Lorentzin monistolla (M, g), joka siis on lokaalisti likim&arin
Minkowskin avaruus (M*, n). Vapaa kappale kulkee M:n geodeesia pitkin. Geodeesit a saadaan
esimerkiksi g:n generoiman Levin-Civitan konnektion D méaardaméan yhdensuuntaissiirtymaéyh-
télon (kdyrdn nelinopeusvektoreille ¢(7)) ratkaisuna. Erityisesti Newtonin gravitaatioteoria (ja
hiukkasen liitke Newtonin gravitaatiokentéssi) saadaan pallosymmetrisen kappaleen ulkopuo-
lella vallitsevasta Schwarzschildin metriikasta. Vahvan ekvivalenssiperiaatteen nojalla fysiikan
lait (sihkémagnetismi, nestedynamiikka yms.) redusoituvat lokaalisti (¢:n Riemannin normaa-
likoodinaatistoissa) erityisen suhteellisuusteorian mukaisiksi.

‘Jatkuvan’ aineen (neste, poly yms.) energian ja liikemé&érén jakaumaa erityisessd suh-
teellisuusteoriassa kuvataan energia-impulssitensorin avulla. Vastaava energia-impulssitensori
liittyy myos sidhkomagneettisen kenttddn (esim. séteilyyn) F tyhjiossid ja yleisemminkin
valiaineessa. Eli siis koko avaruuden aineen ja sateilyn jakaumaa voidaan kuvata jonkun
energia-impulssitensorin T = T%%9, ® 0z avulla (siihen sisillytetiifin siis kaikki energia-
impulssijakaumat, mm. siéhkomagneettisessa kentéssd liikkuvat varaukset). Télloin erityises-
sé suhteellisuusteoriassa 7T':n on toteutettava energian ja impulssin siilymislait eli yhtélo
OsT? = 0. Miltd tamé yhtild niyttdi yleisessi suhteellisuusteoriassa eli monistolla (M, g)?

Yleisen kovarianttisuusperiaatteen?'® mukaisesti yht#ls 9577 = 0 korvataan yhtilolla?!”

(DsT)* =0, (47)

joka redusoituu yhtiléksi 957" = 0 jokaisen pisteen Riemannin normaalikoordinaatistossa (ko.
pisteessi). Huomaa, etté Einsteinin tensori 1113 G toteuttaa myds tdmin yhtalon. Miten sitten
T saadaan?

Esimerkiksi séteilyn tapauksessa Maxwellin yhtéalot ndyttéviat Lorentzin monistolla (M, g)
samalta kuin Minkowskinkin avaruudessa eli esim. tyhjiossd (myos j = 0) dFF = 0 ja
0F = poj = 0, mistd yritetddn ratkaista F' (joka riippuu yleisesti ottaen metriikasta g).
Nyt F:n avulla muodostettu sihkomagneettisen kentén energia-impulssitensorikin 7%% =
—cg® FyyG?® — (c/4)g*P F,,,G" riippuu g¢:std (tyhjiossi G = \/eo/po F*). Vastaavasti

nesteen (ei ulkoisia voimia) energia-impulssitensori on 7% = (p + pc=2)u®uf + pg®?# — 78 218

216y htilsiden pitid olla tensoriyht#loiti; 85T0‘5 = 0 ei ole tensoriyhtéld eli ei ‘muunnu’ kuin tensori.
217Taj tdysin karttariippumattomasti merkittyni C(DT) = 0.
218Kummankin T:n pitdi toteuttaa yhtilo (47), joka on yleisen energia-impulssitensorin ‘perusominaisuus.’
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Yleisesti energia-impulssitensori 7' = T'[¢] riippuu siis metriikasta g. Miten sitten metriikka g
saadaan?

Lahtokohtaisesti avaruusaikaa kuvataan neliulotteisena monistona M eli joukkona, joka voi-
daan kartoittaa lokaalisti neljan koordinaatin avulla. Tamaé ei tietenkdén vield riitd vaan tar-
vitaan (vield téssé vaiheessa tuntematon) metriikka, joka antaa mm. avaruusajan jaon kolmiu-
lotteiseen avaruuteen ja aikaan (kunkin havaitsijan suhteen), ajankulun nopeuden, avaruuden
tilavuusmuodon (kappaleitten tilavuudet), kappaleitten vélisen etiisyyden (geodeeseja pitkin)
ym. fysikaalisesti relevantteja ja mitattavia suureita. Einsteinin keskeisend ideana oli, etta ava-
ruuden energia-ainejakauma (eli energia-impulssitensori) 7'[g] mééraéa avaruuden kaarevuuden
(metriikan ¢ ja tédten Riemannin karevuustensorin R[g] sekéd Einsteinin tensorin Glg]). Kos-
ka Einsteinin tensori, energia-impulssitensori ja ¢~' toteuttavat saman ‘sdilymislakiyhtilon’
(47), hidn pédtyi ns. Einsteinin (kenttd)yhtiloon 1113 Glg] + g7 'A = 8mc™*GNT|g], missd A
on ns. kosmologinen vakio ja Gy on Newtonin gravitaatiovakio. Kyseisestd yhtélosta pyritdan

siis ratkaisemaan metriikka ¢g (tai jos g tunnetaan, niin voidaan laskea T', joka aiheuttaa ko.

avaruusajan kiyristymisen). Einsteinin yht#lé on komponenttimuodossa?! (kartassa x)
&G N
Gaﬁ + gagA = C—4Taﬂ7 (48)

misséd Gog = Ricap — 9apS/2 = R, 5 — gapg™ Rli /2, RS, = 015, — 0,17, + 015, —T7.I%,

kv v
ja 2y, = 9°¢ (0u9cv + Ouguc — Ocguy), josta siis pitéisi ratkaista (lokaalit) komponenttifunk-
tiot g, (2%, 2!, 22, 2*), kun vield T:kin riippuu niistd! Pahalta ndyttd4, mutta onneksi sentéddn
joitain fysikaalisesti térkeitd ratkaisuja (kuten tdhdet, mustat aukot ja kosmologiset mallit) saa-
daan ratkaistua analyyttisesti. Einsteinin yht&lo voidaan toki monesti ratkaista numeerisesti.
Seuraavaksi tarkastellaan joitain ratkaisuja.
Maaritelladn tensorikentta
At

T =Tg] := —
9= —grans

tai (indeksien laskun jéilkeen) komponenttimuodossa

Act

T =~ —ga

Selvéstikin Einsteinin yhtélo (48) voidaan kirjoittaa muodossa

. 87TGN
= o

Gaﬁ (Taﬁ + Tojz\b’)v

29Tndeksien laskun jélkeen.
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joten T™ on jonkinlainen energia-impulssitensori. Tyhjitssd T = 0, joten T tulkitaan joskus
tyhjion energiaimpulssitensoriksi. Vertaamalla [!] sitd nesteen energia-impulssitensoriin, voi-
daan todeta, ettd tyhjion energiatiheys p* = Ac*/(87Gy).

Kerrotaan sitten (48) funktiolla ¢g®° ja summataan a:m ja 8:n yli:

N N 8tGn
g /BGaB"i_g BgaﬁA: 4Ng BTa,B —
——— ——
=4 =: tr[T]
Oéﬂ . Oéﬂ 87TGN
9*"Ricas — §*gapS/2 + 4N = S —4S/2 + 4N = —S + 4N = ——tr [T].
c

Téten (48) redusoituu muotoon

) 8 8¢
Ricos = Gag + gapS/2 = %Taﬁ = Jap\ + Gap (2/\ — 764 Mtr (7] /2)

eli saadaan Finsteinin yhtalon variantti:

. 87TGN 1
Ricas = i (Tag — étr [T ga[g) + Agog. (49)

Tyhjiossé T,s = 0 ja saadaan tyhjion Einsteinin yhtdlo

Riclg] = Ag.

220

Sen ratkaisuja (M, g) sanotaan joskus Einsteinin monistoiksi. Useimmiten®® oletetaan, ettd A

on hyvin pieni eli A ~ 0. Talloin tyhjicssa T, = 0 ja
Ric[g] =0

eli tyhjié on Ricci-litted. Selvistikin Minkowskin avaruus (M*, n) on Ricci-litted eli kuvaa tyh-
jiotd. Mutta on tietenkin (silla Ricci-litted ei ole vélttamétta litted) muitakin ratkaisuja kuten
kohta nahd&aéan.

Tarkastellaan Einsteinin yhtaloitda, kun avaruusajassa on pelkistddn sidhkdmagneettinen

kenttd F (ja siis viritystensori on tyhjiossi G' = /eo/uoF’). Nyt energia-impulssitensori on

/ 1 1
Taﬁ _ _Cgaa Fa’o’GUﬁ . (6/4)ga,3Fuyle - = (FaUFO',B + ZgaﬁFMVF,LLu)
Ho

eli ratkaistavana on Einsteinin(-Mazwellin) yhtdlo(t)

8’/TGN 1
Ga ap\ = ——— | Fao F 3+ —Gap L F*
’6+g B C4IU() ( B_’_ 49 Bt u )
tai (koska tr [T'] = 0)
. 87TGN 1
Ricas = — FooF%5+ =Gap b F* ap\.
I1Ca3 C4,U0 ( /B+4g/3M >+gﬁ

Lisaksi pitaa tietenkin ratkaista Maxwellin yhtalot dF' = 0 ja 6F = 0 (huomaa, ettd d riippuu

metriikasta ¢). Tarkastellaan sitten pallosymmetristd tapausta.

220Qlettamusta A # 0 kilytet#ifin lihinnd kosmologiassa, jossa tyhjion energialla on merkitysti.
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36.1 Reissnerin-Nordstromin metriikka

Kuten aiemmin ollaan mainittu, pallosymmetrinen metriikka g voidaan aina kirjoittaa lokaalisti

muodossa
g=—[fit,r)dt @ dt + f.({,r)dr @ dr +r*[df ® df + sin® 0 dp ® dy]

jossain kartassa q = (¢°, ¢', ¢%,¢®) = (t,7,0, p). Huomaa, etti nyt ¢° = t = ct, ja ettd on oltava
fi(t,7) # 0ja f,(t,r) # 0 kaikissa pisteissi (£, r). Selkedisti??! on kaksi vaihtoehtoa (jotta matrii-
sin determinantti olisi joka pisteessi negatiivinen): a) f; > 0 ja f, > 0seki b) f; < 0ja f. <0.
Schwarzschildin metriikan tapauksessa b)-tapaus vastaa tilannetta mustan aukon tapahtuma-
horisontin sisélld, missd nyt esim. ¢ onkin paikanluonteinen koordinaatti. Koska a)-vaihtoehto
on selkedsti fysikaalisesti perustellumpi (eli ¢ on ajanluonteinen ja r on yksinkertaisesti vain
‘ndenndinen suora etdisyys origosta’ eli radiaalikoordinaatti), oletetaan jatkossa, etté a) pétee.

T&llsin voidaan mééritelld funktiot a(f,r) := %ln fi(t,r) ja b(t,r) = %ln f,(t,7), jotenka
g= —e2EN A @ df + e dr @ dr + 1 [d@ ®df +sin?0dp @ dgp] ,
jonka Riccin tensorin laskeminen jatetaan harjoitustehtavaksi:

Harjoitustehtava 79. Yiii olevan metriikan tapauksessa osoita, ettd (laske ainakin pari kom-

ponenttia joka ryhmdstd; alla on kaikki relevantit nollasta eroavat komponentit)

IS, = doa, Y, = dia, Y = e2=99b,
I, = e 99q, T, = dob, Il = o,

2, =1/r, Iy, =—re?, 3, =1/r

Ik, = —re ?sin?0, I3, = —sin® cosb, I3, = cosf/sin,

R(l)OI = 62(b_a) [80(6()(7) + (aob)Q — (@oa) (8017)} + [(61(1)((911)) — 81 (ala) — (81a)2],

0 ~2b 0 —2b i 2

Ryyy = —re”"0,a, R3ys = —re” " sin” 0 0y a,
0 __ —2a 0 __ —2a ;. 2
12 1 2b 2

Ry =re” 701, Ry5 =re " sin” 0 01,

Rip = (1— 6_2b) sin’ 0,

221Miksli kartan q méadrittelyalue on yhtendinen avoin joukko.
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RiCOO = 80(806) -+ (80())2 — (80a) (806) -+ 62(a_b) [81 (81a) + (81a)2 — (81(1) (8117) -+ 2’/“_181(1,},
RiCH = —81(816L) — (816L)2 + (ala) (alb) + 27"_181[) + 62(b_a) [80(80b) + (aob)Q — (80a) (806)},
RiCOl = 27’_180(), RiC22 = 6_2b [T(alb - c%a) - 1} + 1, RiC33 = Ric22 Sil’l2 0.

Tarkastellaan sitten metriikkaa tyhjiossd (eli 7' = 0 ja A = 0) eli ratkastavana on yht&lot

Ricag = 0. Jaetaan ratkaisu seuraaviin osiin:

Ricgr = 2 10yb =0

S
—
3

~
N—

Il

S
3
—~

=

N~— SN~—

80Ric22 = 6_2b7“(—8180a) =0

t
g=—c*e?mdt @ dt + e*rdr @ dr +r*[---] = —e*rdt @ dt' + ..., t'(t) == / e ®)dt,
t
eli voidaan yleisyyttd loukkaamatta olettaa, ettd t' = £ ja a,(f) = 0, joten dpa = 0. Nyt

RiCog = 62(a_b) [81 (81a) + (81a)2 — (81a) (811)) + 27”_181&} = 07
RiCH = —81(81a) — (810,)2 -+ (81a)(8lb) + 27“7181[) =0 —

>~ Ricyo + Ricyy = 2r Y (Ora + 01b) =2r'01(a, +b,) =0 <= a.(r) +b,(r) =C ER,
elig = —e 2reXdi@di+e?rdredr+... = —e 2 dt" @dt" +e?’rdr@dr+. . ., missi t”(t) = et

eli voidaan olettaa, ettd vakio C' =0 eli b, = —a, (ja t” =t). Yhtdlo Ricss = 0 on nyt muotoa

0 = e ?[r(@b—0a)—1] +1=e"[r(—201a,) — 1] +1 =
1 = & (r2oa, +1) = 9 (re*) = ¥ =r+B <=

e’ = 1+ B/r = e, B eR,

ja r on maaritelty, kun 1+ B/r > 0 eli r > —B (ja lisdksi r > 0). Ollaan saatu Birkhoffin lause:
Pallonsymmetrinen metriikka g toteuttaa tyhjion (‘fysikaalisen’ eli ¢ on ajanluonteinen) Eins-
teinin yhtélon Ric[g] = 0 (eli (M, g) on Ricci-litted), jos ja vain jos (joka pisteen ympéristossé)

on olemassa kartta (t,r,0, ) ja vakio B € R siten, ettd (lokaalisti)

B B\
g=— (1+7) cdt @ dt + (1—|—?> dr ® dr + r*[df @ df + sin® 6 dp @ dy].

Erityisesti, kun B = —2GyM /%, ®(r) = —GyM/r, saadaan Schwarzschildin metriikka
g=—[?+20(r)]dt @ dt + [1 +20(r)/?] redr+0? [df @ df + sin® § dp @ dy].
Lisdtéén sitten (Schwarzschildin) metriikkaan lisétermi eli tarkastellaan metriikkaa

g =—e2di @ df + e 2" dr ® dr 4 2 [df @ d6 + sin® 6 dp @ dy], (50)



36 FYS: EINSTEININ YHTALO JA VARATTU MUSTA AUKKO 241

missd t = ct = ¢° ja
B C

e2a(7") =1 + + _27
T r

B, C eR,
jotenka 24" — 1, r — oo, eli g lihestyy Minkowskin metriikkaa (on asymptoottisesti littes).

Huomautus 25. Huomaa, ettd on oltava C's? + Bs+ 1 > 0 (missd s := ') eli ratkaistaan
kyseisen toisen asteen polynomin nollakohdat: ne ovat s = sy := ( — B & vB? —4C)/(20).

Jos nyt C' > 0 (ylospéin aukeava paraabeli), niin saadaan seuraavat tapaukset:
1. Jos diskriminantti D := B? — 4C' < 0, niin kaikki arvot (s > 0 tai siis) 7 > 0 kéy.

2. Jos D = 0, niin C = B%*/4 ja s = —B/(2C) = —2/B, joten tapauksessa B < 0 arvot
r>0,r# —B/2, kiy.

3. Jos D > 0 eli B2 > 4C, niin tapauksessa B < 0 kaikki arvot 0 < r < r_ tai r > r, kiy,

missé ry = 1/s; = (— B+ VB> —4C)/2.

Harjoitustehtédva 80. Laske ylli olevan metriitkan (50) Riccin tensori. Osoita siis, ettd ten-

sorin Ric nollasta eridvdt komponentit ovat

RiCoQ = BQG(T)C/T4, RiC11 = _€—2a(r)0/r4’

Ric22 = C/TQ, RiC33 = (sin2 0)0/7"2

Osoita, ettd skalaarikaarevuus S = 0.
Vinkki: Edellinen harjoitustehtivi. Laske ensiksi Ricy;. Huomaa, ettd 01> = 2e**01a = . . .,

mistd voit ratkaista Oya:n.

Tapauksessa C' = 0 saadaan siis Schwarzschildin metriikka, joka toteuttaa tyhjion Einsteinin
yhtdlon, mutta jos C' # 0, metriikka ei voi kuvata tyhjiotd, vaan avaruusajassa pitaéd olla
materiaa/séteilya eli energia-impulssitensorin 7' pitaé olla nollasta eridva (joka pisteessd).

Laitetaan sitten origoon r = 0 staattinen ‘pistevaraus’ Q eli sihkokenttina??? on Coulombin

lain mukainen kentta [!]

&= L er eli F:=&ndt = L er/\df,

dreg r? deger?

Q -2

joten ainoat nollasta eriavit komponentit ovat Fig = —Fy = Treo”

222Magneettikenttd on tietenkin nolla.
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Harjoitustehtava 81. a) Osoita, ettd dF = 0 (voit etsid myds jonkun A:n, jolle F = dA).
b) Osoita, ettd 0F = 0 (kun r > 0 eli pistevarauksen Mazwellin yhtdld tyhjiossd). Vinkki:
OF = —xdx F (itseasiassa jo d(xF) = 0).
¢) Osoita, etti F:n energia-impulssitensorin T = TP0/0q® @ dg® komponentit
1

1
TP = —— ( Foo 7P + —0°F,, F*
Ho 4

ovat
(Fip)? Q* 1

—TOI—T1:T2:T3: _ .
0 ! 2 3 2140 32m2eqy rt

(ja muut nollia). Erityisesti tr [T| = 0. Huom! Kun nostetaan F:n indeksejd, metriikkana on

siis kaavan (50) metritkka g.

Edellisten harjoitustehtévien nojalla nihd#én, ettd —Ric) = —Ric; = Ric; = Ricy = C/r*
(ja muut komponentit nollia), joten metriikka g toteuttaa pistevarauksen Einsteinin-Maxwellin
yhtélon Ric? = 8rc¢*GyTP, kun

. 87TGN Q2 . GNQ2 .

¢ A 3212, dwegct = Q).

Huomaa, ettd nyt energian ja impulssin sdilymislaki patee automaattisesti:
(DsT)* = (DgG)*? /(8mc*Gx) = 0.

Jos lisiksi valitaan B = —2G Ny M /c?, niin ollaan paiadytty Schwarzschildin metriikan (Q = 0)

yleistykseen eli Reissnerin-Nordstromin metriikkaan

g = —[@+20(r)+CQ)/r*]dt @ dt + [1 +2®(r)/c® + C(Q)/Tﬂ_ld?" ®dr

+ r*[df @ df + sin® § dp @ dy].

Koska pallomaisen varatun kappaleen aiheuttama staattinen Coulombin kenttd on pallon ul-
kopuolella sama kuin (saman varauksisen) pistevarauksen kentté, ndhddén, ettd Reissnerin-
Nordstromin metriikka kuvaa varatun (varaus Q) pallosymmetrisen M-massaisen kappaleen
aiheuttamaa metriikkaa eli ‘avaruusajan kiyristymaéad.” Erityisesti se kuvaa siis varattua téahtea
tai varattua mustaa aukkoa.

Huomautuksen 25 nojalla ndhdaan, etta varatulla mustalla aukolla saattaa olla 0, 1 tai 2

koordinaattisingulariteettia (ja yksi todellinen singulariteetti origossa r = 0):

1. Jos |Q| > M /4meoGy (suuri varaus), niin kartta (¢,7,0, ¢) kiy kaikilla arvoilla r > 0, ¢

on ajanluonteinen, ja koordinaattisingulariteettia (tapahtumahorisonttia) ei ole lainkaan.
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Nyt siis voidaan matkustaa origon ldheisyyteen ja palata takaisin. Singulariteettia r =
0 sanotaan alastomaksi, silld sitd ei ‘peitd’ tapahtumahorisontti. (Monet uskovat, etta

tallainen musta aukko on epéfysikaalinen.)

2. Jos |Q| = M \/AreoGy (kriittinen varaus), niin koordinaattisingulariteetteja on yksi
pisteessi r = Gy M /c?. Tami piste ei ole tapahtumahorisontti, koska sen ympéristossi ¢
on aina ajanluonteinen. Koska téssé mallissa varauksen ja massan pitaé olla taydellisessé
‘balanssissa,” voidaan mallia pitdd jokseenkin epéfysikaalisena. Se on kuitenkin térked

teoreettinen tyokalu ja ansaitsee oman nimenkin ‘4drimmaéinen musta aukko.’

3. Jos |Q| < M +/4meoGy (pieni varaus), niin saadaan kaksi koordinaattisingulariteettia (ja

tapahtumahorisonttia) pisteissé

_ .. _Gn o @
r=ry = 2 (M:l:\//\/l 47r50GN>’

jotka voidaan peittaé paremmilla kartoilla. Kun havaitsija putoaa aukkoon (ulkopuolelta

r > r, ), niin hénen lahettdménsa signaalit punasiirtyvit kuten aiemminkin eli paikallaan
oleva havaitsija ei koskaan néde hénen ylittdvin tapahtumahorisonttia! Ylitettydan rajan
r = r, koordinaatti ¢ muuttuu paikanluonteiseksi ja r ajanluonteiseksi. Edelleen r piene-
nee kunnes ylitetddn raja r = r_ ja t muuttuu takaisin ajanluonteiseksi (ja r paikanluon-
teiseksi). Alueessa r < r_ koordinaatin 7 ei endé tarvitse pienentyé, joten valttdméatta ei
paadyta pisteeseen r = 0. Voidaan siis liikkua singulariteetin r = 0 ymparistossa r < r_

(samoin kuin alueessa r > r).

Huomaa, ettd on olemassa vield kolmaskin musta-aukkotyyppi, ns. Kerrin musta aukko
(ja tietenkin néitten kolmen tyypin kombinaatiot). Kerrin musta aukko (tai Kerrin metriikka)

kuvaa pyorivad mustaa aukkoa.

Esimerkki 80. Kosmologiassa homogeenista ja isotrooppista avaruusaikaa kuvataan (pallo-

symmetrisend) Lorentzin monistona varustettuna Robertsonin- Walkerin metriikalla

g=—cdt @ dt + a(t)?

T kr2dr®dr+r2(d9®d¢9+sm29dgp®dgp) ,

missé skaalatekijd a(t) kuvaa avaruuden ‘kokoa’ hetkelld ¢ ja vakio k kuvaa avaruuden geomet-
rista ‘luonnetta’ (jos k& = 0, niin avaruus on euklidinen, mutta tapauksissa £ > 0 tai k < 0
avaruus on joko ‘suljettu’ tai ‘avoin’). Tyypillisesti avaruusajan aine-energiajakaumaa mallin-

netaan relativistisena ideaalinesteend: Relativistisen ideaalinesteen energia-impulssitensori on
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muotoa

T = (p+ pe)uu” + pg™’
(siis 7% = 0 eli viskositeetti on hyvin pieni). Lisiiksi oletetaan, etti neste on keskiméirin levossa
kartassa x = (ct,r,0,¢) eli u = cd/0z° ja [!] tdten®*
(Tﬁa)z,ﬁzo = dlag( - 10027 p, D, p) .

Sijoittamalla 7" metriikan g méérddméadan Einsteinin yht&loon (49) paadytéan lopulta ns. Fried-
mannin yhtdloihin, joista voidaan yrittaé ratkaista skaalaustekija a(t) tai madrata joitain sen

ominaisuuksia. [!] Tétd mallia kiytetaan mm. alkurdjihdysteoriassa. [!]

22Gijoittamalla T yht#dloon (47) (missd D on gm Levin-Civitan konnektio) ja olettamalla, ettd tiheys p ja
paine p toteuttavat ns. tilanyhtilon p = wpc?, missi w € R, saadaan, ettd p = poa 31T, [!] Esim. séteilyn

dominoimassa maailmakaikkeudessa w = 1/3, kun taas aineen (‘p6lyn’) dominoimassa w = 0 eli p = 0.
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37 FYS: Aaltoyhtalon ratkaisuja

Tarkastellaan aluksi sihkomagneettista kenttda F' tyhjidssa Lorentzin monistolla (M, g) (esim.
Minkowskin avaruus (M?,7)). Nyt siis F toteuttaa yhtélot F' = dA (eli dF = 0) ja 6F = uoj
(missé potentiaali 1-muoto A on mittamuunnosta A+d f vaille yksikésitteinen). Kuten aiemmin,
midritelliin Laplacen-deRhamin operaattori A = (§ + d)? = dd + dd. Tehdéiéin olettamus,
ettd (riittévan saannollisilla sileilld) funktioilla f, f : M — R yhtdls Af = f pystytisn
ratkaisemaan (eli jos f' on annettu, niin on olemassa f siten, ettd yhtalo pétee).

Maxwellin yhtiloistd seuraa, ettd AA = 0(dA) + d(dA) = 0F + d(0A) = poj + d(0A).
Olettamuksen mukaan yhtélo Af = —dA pystytddn ratkaisemaan ja voidaan tédten méaritella
A= A+ df, jolle 0A" = §A+ odf = 0A+ Af =0 (silld 0-muodolle 6 f = 0). Koska myos A’
toteuttaa Maxwellin yhtdlot F' = dA’ = dA ja 6 F = ugj, saadaan AA’ = ugj. Kdédntéen, jos on
olemassa 1-muoto siten, ettd A = 0 ja AA = poj, niin F' = dA toteuttaa Maxwellin yhtdlon
OF = poj (ja triviaalisti yhtélon dF = d(dA) = 0). Ehtoa dA = 0 sanotaan (A:n) Lorenzin***
mittaehdoksi. Tarkastellaan seuraavaksi yksinkertaisuuden vuoksi vain Minkowskin avaruutta
(M*, 1) (ja laskuja sen Poincarén kartassa x = (z%)2_,).

Minkowskin avaruudessa 64 = —9A%/0z®, 6F = (0F5*/0xz*)da” ja Fpo = 0sAa — 0aAg,
joten AA = 6F + d(6A) = (0, F5* — 050,A%)dz” = (OAg)dz”, missé [!]

g o & o & 10 & & & _1& o
o202 o(zh)2 0(x?)2 O(x3)2 2012 O0x2 Oy 022 2Ot

on d’Alambert’n operaattori. Toisaalta (0-muodolle f) saadaan Af = §(df) = Of eli jos osataan
ratkaista aaltoyhtdilo

‘yleisessd’ tapauksessa, niin voidaan etsida Maxwellin yhtdlon 0F = pugj ratkaisua F' = dA

ratkaisemalla yhtalot 04 = 0 ja AA = ppj eli yhtalot [!]
3
> 0,A% =0,  OA%=pej®, B=0,1,23
a=0

missa nelja viimeistd yhtaloa ovat aaltoyhtaloitda. Etsitaan siis aaltoyhtalon ratkaisuja.
Olkoot fi aaltoyhtédlon OJfy = f kaksi ratkaisua (missa siis f maarad kyseisen yhtalon,
jonka ratkaisuja haetaan), jotenka O(fy — f_) = 0 eli fy = f. — f_ toteuttaa (lineaarisen)

homogeenisen aaltoyhtilon (1fy = 0. Taten aaltoyhtédlon CIf = f kaikki ratkaisut ovat muotoa

224T,udvig Lorenz on eri kaveri kuin Hendrik Lorentz (muunnos).
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f = fs + fo, missd fs; on aaltoyhtalon yksittédisratkaisu (Of, = f) ja fo on homogeenisen

aaltoyht#lon mielivaltainen ratkaisu.??

Harjoitustehtévi 82. Olkoon f ja f kaksi (sileid) funktiota R* — R. Kartassa x = (z)

ilmaistuna aaltoyhtild on siis muotoa f = Of = 9%f/(x°)? — V2f. Kiinnitetidin vektori

a = (a',a?a®) € R® ja mddritelliin etdisyys r := \/(x! —a')? + (22 — a)? + (23 — @?)?,
‘aika” y° == 20 + 1 ja funktiot fi(y°,xt, a2 2%) = f(y° —r,at 22, 2?) sekd fr(y°,xt, a2, 2?) =

f° —r ', 22, 23). Osoita, etti aaltoyhtild voidaan kirjoittaa muodossa

=20 (50) < 1)

missd siis koordinaatit (y°,x', 2% %) ovat rigppumattomia. Huomaa, etti voidaan middritel-

la (toisistaan m’ippumattomat) ‘pallokoordinaatit’ (y°,r,0, @) littyen siirrettyihin karteesisiin

koordinaatteibin 7' := x'—a', 1 = 1,2, 3 (kartan origo on nyt pisteessi (z*, 2%, 23) = (a',a?,a?)).

Jaetaan yht#lo (51) r:114 ja integroidaan kummatkin puolet R?:n yli. Erityisesti télléin toinen

termi menee nollaksi,

///Rs'r’Qﬁr( aﬁ)% - / / {/0 (gfé)dr} sin #dfde
A

mikilli (f; ja) 0f1/0y° ovat nopeasti vihenevii??® rajalla r — oo (kaikilla kiinteilld y°n ar-

} sin #dfédy = 0,

voilla). Oletetaan timé ehto jatkossa ja lisiksi, ettd jokaisella kiintealld y%:lla fi(y°, @) on

kompaktitukinen R3:ssa. Télléin myds toisen puolen integraali (missi nyt r = (2!, 22, 2%))

[/ A& +d', x+“‘”+“hmﬂ2m:—// fy'ﬂr ) 1l da?d®
RS RS Ir — a

227

on olemassa. Koska kaavasta (39) seuraa, etté

V2

R3 T

dz'dz?dz® = 4an fy (yo, at,a?, a3) =A4nf(y°, a',a? a*),

niin ollaan saatu aaltoyhtalon retardoitu (eli ‘viivistynyt’) ratkaisu

[/ fy-ﬂa—ﬂ r) o
7 r?
T A RS la —r|

225Ratkaisut muodostavat siis affiinin avaruuden.

226Huomaa, ettd jos r — oo, niin 2° = y® — r — —oo eli f:n on hivittéivi ‘menneisyydessi.’

227E]j oikealla puolella (7', #2,23) = 0 eli (z!,22,2%) = (a',a?,a%) jar = 0.
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joka kuvaa fysikaalisia tilanteita, joissa ‘ldhteen’ (esim. varaustiheys) f pisteisté r lihtee valon
nopeudella kulkevia signaaleja hetkilld (y° — |@ — r|)/c, jotka saapuvat havaitsijan avaruuden
pisteeseen a hetkelld y°/c. Havaitsija havaitsee ‘kentéin arvon’ f(y°, a), jonka lihteend on f .
Jos f = 0, niin retardoitu ratkaisu f ylli on O-funktio, joten homogeeniselle aaltoyhtélslle
Clfy = 0 on etsittdva muita ratkaisuja. Huomaa vield, ettd retardoitu ratkaisu f toteuttaa
yhtalon Of = f, joten jos f(x) = 0, x € U, missi U C R* (avoin) joukko, niin (CIf)(x) = 0
kaikilla x € U.

Harjoitustehtava 83. a) Osoita, ettd tasoaalto fo(x) = cos (Zz:o kaz®), ko € R, toteuttaa
homogeenisen aaltoyhtdlon Ofy = 0, kun ko on valittu sopivasti. Voiko kosinin korvata sinilla?
b) Osoita, etti palloaalto fo(z° 1) = h(z® + |r|)/|r| (missi h : R — R on mielivaltainen)
toteuttaa homogeenisen aaltoyhtdlon. Vinkki: kaava (51).
c¢) Osoita, etti palloaalto fo(z°, 1) = h(z® — |r])/|r| on myds ratkaisu. Mikéi on nditten (+)

palloaaltoratkaisuiden fysikaalinen merkitys?

Koska homogeeninen aaltoyhtdlo on lineaarinen, yleinen ratkaisu voidaan kirjoittaa tasoaalto-

jen/palloaaltojena summana (tai sarjana tai jopa Fourier'n muunnoksena).

37.1 Dipolimomentti

Palataan lopuksi vield retardoituun ratkaisuun

// f(y* —la—rfr) 4
f&°, a) d3r
T 4r R3 la —r|

Oletetaan, ettd kaikilla tarkasteltavilla ajan 2° = ¢t arvoilla ‘lihde’ f hividd jonkun R-siteisen

pallon ulkopuolella eli f(z°,r) = 0, kun |r| > R. Tarkastellaan sitten lihdetts kaukaa eli

a := |la] > R. Ylla olevassa integraalissa voidaan olettaa téten, ettd r := |r| < R, jotenka

r/a ~ 0. Titen (koska (1+z)/2=1+1z+..) [

la—r| = (a—r1)-(a—1)=Va2—2a-r+r2=a\/1—2a-r/a®+ (r/a)?
1 .
= a{1—|—§ —2a-r/a*+ (r/a)’] + ...}za—aar,
- 1 1 1 .
|a_r|—1 — (a2—2a~r+r2) 1/2:5{1_5[_201_1./@2_’_(7“/@)2}_f_.”}%a_}_%

a (kiyttamaélla Taylorin sarjaa)

a-r df(z°r)

a 00

.

f(y0—|a—r\,r) %f(yo—a—i—crr/a,r) %f(yo—a,r)—i-

20=y0—aqa
g

= Bof(yo 7‘171‘)
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saadaan lopulta (merkitsemélld a := a/|a| = a/a) [!]

ﬁ///ﬂ@3 [F(y° —a,r) + (@ r)df(y° — a,r)] E+£}d3r

L[f(i)(yo,a) a- fuor(y’,a) a- <ii>(y0,a)]

Q

@y’ a)

a * a * a?

4
f(i)(yo,a) = ///]Rd f(yo — a,r)dgr € R,
foy (¥’ a) = ///}R3 rdof(y° — a,r)d’r € R?,
f(ii)(yo,a) = ///]RS r f(y° —a,r)d’r € R®.

Ensimmaéistd termid f4) voidaan kutsua ‘jakauman’ f ‘kokonaismassaksi’ tai "kokonaisvarauk-

seksi’ ja termié f(ﬁ) “jakauman’ f dipolimomentiksi (origon r = 0 suhteen). Huomaa, etté f(i)/ =

Qf(ii)(yo, a)/dy°, joten merkitiin jatkossa f(i)/ = fu jasiis (47m) f = ﬂi)/a+d‘}(ii)/a+d‘f(ii)/a2.
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38 FYS: Sateily

Tarkastallaan varaustiheyttd p(x) = p(t,r) ja virtatiheyttd j(x) = j(¢,r) (eli ldhde 1-muotoa
j = judaz” = —cpda® + jrpda®) tyhjiossi Minkowskin avaruudessa. Fysikaalisesti jirkeviii on
olettaa, etta kaikilla tarkasteltavilla hetkilla ¢ tiheys p ja virta j havidvit jonkun (mielivaltai-
sen suuren ajasta riippumattoman) R3:n pallon ulkopuolella. Olkoon (ct,a) € R* tarkastelu-
piste (pistetapahtuma), missé sahkomagneettista kenttdd mitataan. Nyt Maxwellin yhtaloiden

OAP = p5°, B =0,1,2,3, retardoidut ratkaisut ovat

B0 — la —
Aﬁ(yoya):@/// I —la—rlr)
47 RS la —r|

eli kilyttamilld kaavoja y° = ct, (4°) = (¢/c, A), (j°) = (cp,j) ja 1/e0 = poc?,

b(t.a) = 47350 ///R p(t—‘ls_—;\/c,ﬂ dr.
Alt,a) — ///R t_|2::|’/c ) oy,

Harjoitustehtéivi 84. Osoita, etti ylli oleva retardoitu ratkaisu AP(y°,al,a?, a®) toteuttaa

myads Lorenzin mittaehdon 0A = 0 eli ehdon

DA~ Ak
Y =1 ¢
Vinkki: vathda integrointimuuttuja muuttujakst T :=r — a ja kdaytd jatkuvuusyhtdlod 65 = 0.

Tarkastellaan sitten sihkomagneettista kenttda kaukana ldhteestd 7. Ollaan aiemmin 0soi-

tettu, etté [!]

Q &~d(t—a/c)+d-d(t—a/c)

a ca a?
Q = pult a)= ///]RS p(t—a/e,r)d’r (kokonaisvaraus, joka on vakio),
dit —a/c) = pu(t,a)= ///R3 rp(t —a/e,r)d®r (p:n dipolimomentti),
A(t,a) =~ @1///]R j(t—a/e,r)d’r = Ed(t —a/c),

silli V- (2F§) = (Vab) - j + 2%V - j ja tiiten kiiyttimilld divergenssilausetta (integroiden yli
valtavan R*m pallon) 0 = [ [os 7¥ dr + [[[os ¥V - jdPr eli (jatkuvuusyhtélosté)

[l = e 0= [l v

¢(t,a) =~

9
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Nyt likimddrdiset kentit E ja B voidaan laskea esimerkiksi kaavoista E = —V¢é — A seki
B = V x A. Siirrytdén pallokoordinaatteihin (a, 6, ) (silld paikkavektorina on nyt a ja radi-

aalikoordinaattina a).??® Nyt A riippuu vaan radiaalikoordinaatista a, joten

B(t,a) = a x d,A(t,a) = —4;‘;& x d(t —ac) 4;“;261 x d(t — a/c) = Br(t,a) + Bi(t, a).

N J/

-~

=: B?;(t,a) =:By(t,a)

Harjoitustehtéva 85. a) Osoita, ettd

- o o .
AregV = —Q%+ad-w+;a-w+d-v%+d~v%
1 . a
~a d)+2 d).
+Caa,><(V>< )+a2><(V>< )

Vinkki: V(v-w) = (w-V)v+w X (VXxV)+ (v-V)W+v x(Vxw) seki Vf(a) =ad,f(a)
ja 'V xv(a) =a x d,v(a).
b) Osoita, etti E(t,a) = Eg(t,a) + E[(t,a) + Eg(t,a) + (47eo) ' Qa/a?, missd

En(t,a) — 47;)02& lafa-d(t —a/e)] — d(t —a/o)}.
Ei(t,a) — WLQQ [34a - d(t —a/e)] —d(t —a/o)},
Eg(t,a) — 4;0&3 [3a[a - d(t —a/c)] —d(t /o) }.

Valittomasti nahdaan seuraavat asiat:

e Jos varausjakauma ei muutu ajan myoté eli p(t,r) = po(r), niin dipolimomentti d on
my6s vakio ja talloin B = 0 sekd sihkokenttd on ajan suhteen vakio. Téassa tapauksessa

saadaan E(a) = Eg(a) + (47e0) " 'Qa/a®.

e Termi (47ey) 'Qa/a® on (staattisen) varausjakauman tavanomainen Coulombinen sih-
kokentté ja termid Eg(t, a) kutsutaan (myos) staattiseksi sihkokentiksi, silla se riippuu
(yleisestikin) vain varausten sijainneista (jotka voivat yleensé vaihdella ajan myota) eika
niiden ‘liikkkeistd’ (eli nopeuksista tai kiihtyvyyksistd). Coulombinen kenttd on paikkavek-

torin a suuntainen eli ns. pitkittdinen kenttd.

e Siahkomagneettista kenttad (E;(t,a), Bj(t,a)) kutsutaan ‘vélikentdksi’ tai induktioken-
taksi, silld se on staattisen kentén ja seuraavaksi esiteltdvin séteilykentan ‘vilissd’ (se

riippuu etiisyydesti kertoimella 1/a? kuten Coulombin kenttéikin).

228Giis o' = asinfcosp, a? = asinfsiny ja a' = acosd.
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e Kun etdisyys a kentén ldhteisiin on hyvin suuri (ja varaukset kiihtyvét riittavésti), niin
sahkomagneettinen kentta (Eg(t, a), Br(t, @)) dominoi. Sitd sanotaan (dipoli-) sdteilyken-
tiksi. Kyseinen kentté riippuu varausten kiihtyvyyksisté (eli d:sté ja téten 02p/0t2:sta).
Séteilykenttéd on poikittainen eli kohtisuorassa paikkavektoria vastaan, silla a - Eg(t,a) =
0 = a - Bg(t,a). Lisiksi sahko- ja magneettikentdt ovat toisaan vastaan kohtisuoras-
sa: Ex(t,a) = —ca x Bg(t,a).?® Siteilykentiin energiatiheys ja Poyntingin vektori ovat

muotoa [!]

1 1 P
Wr(t,a) = §EO|ER(t7G')|2+2M01|BR<t a)l* = m| axd(t—a/c)l,

SR(t, a) = ER(t7 a) X BR(t, Cl,)/,uo = C,U/EICL|BR(757 a)| = CWR(t7 a,)d
Séteilykenttd (Eg(t,a), Bg(t,a)) riippuu etéisyydesta tekijalla 1/a kuten palloaaltokin.

Tarkastellaan sitten tarkemmin tilannetta, missa séateilykenttd dominoi.
Jos meilld on etéisyydelld a detektori pisteessé a, jonka aktiivisen alueen (hyvin pieni) pinta-
ala on A, ja joka on paikkavektorin a suuntainen (eli pinta-ala on a:ta vastaan ‘kohtisuorassa’),

niin detektoriin virtaava siéhkomagneettinen energia on aikavalilla [0, T likimé&érin (A ~ 0)

A/T [SR<t, a,) . d] dt = AC /T WR(t, a)dt

eli siis detektoriin virtaavan energian intensiteetti on cWx(t,a) ~ 1/a* hetkella ¢, missi ¢
on siteilyn nopeus ja Wg(t,a) sen energiatiheys. Lasketaan sitten paljonko energiaa virtaa
a-sateisen pallonpinnan lapi aikayksikossé.

Kiinnitetdén a ja ¢ sekil valitaan koodinaatisto siten, ettéi d(t—a/c) on a-akselin suuntainen
eli @ x d(t — a/c) = |d(t — a/c)|sinf. Téten pallonpinnan lépi virtaavan séteilyenergian teho

hetkella ¢ on
2
P(t) = / / cWr(t,aa)a® sin §dfdp = / / 167r202a2 a x d(t — a/c)|*a®sin dfdy

27
Mo i, ) . _ Mo )
= |d(t —a/c)| /0 dgo/o sin” 0d6 67rc’d(t a/c)l”.

1672¢

Jos jakauma p koostuu vain yhdesti hiukkasesta, jonka varaus on @ ja liike r(t), niin?** sen

dipolimomentti on d(t — a/c) = Qr(t — a/c) ja vastaava séteilyteho P(t) = £2Q|i(t — a/c)|?
eli olennaisesti hiukkasen kiihtyvyys hetkelld t — a/c < t, jolloin séteily ldhtee hiukkasesta
kuin ‘palloaaltona’ (edeten valonnopeudella etdisyydelle a > 0 hetkelld ¢); mitd suurempi va-

raus ja kiihtyvyys, sitd suurempi séteilyteho. Jos hiukkaseen ei ‘pumpata’ lisdd (mekaanista)

229Geuraa heti ‘back cab’-kaavasta A x (B x C) = B(A-C) — C(A - B).
230Sillé enemmén tai vihemmén formaalisti p(t,r) = Q5 (r — r(t)).
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energiaa, sen on menetettéava liike-energiaansa séateillessaén. Téstéa syysta ‘klassinen atomi’ ei
pysy kasassa: elektronit menettévit energiaansa (siteilynd) litkkuessaan ‘ympyréradoilla’ yti-
men ymparilld ja ratojen sidteet pienenevit hyvin nopeasti. Atomi luhistuu siis kasaan. Onneksi

kvanttimekaniikka selittda atomien ja aineen pysyvyyden.

38.1 Homodyynidetektori

Jos varauksia ei ole (j = 0), niin oletetaan, etté nelipotentiaali toteuttaa Lorenzin mittachdon
0o A% = 0 eli 9A° = —V - A ja myds Maxwellin yhtilot (JA° = 0y(9pAP) — V2AP = 0.
Jos A = 0, niin myds V- A = 0. Jos A # 0, niin tehd#in mittamuunnos A’ = A + df,
missi f(x) = f(2% 1) = fyﬁo A%u,r)du + h(r), ° € R ja h : R® — R on joku funktio. Nyt
AP =AY —9yf =0 ja

20

(V-A)(x) = (V-A)x)+ Vf(x)=(V-A)x)+ / (V2A?) (u,r)du + V?h(r)

0

20

= (V-A)(x) —I—/ [60(80140)} (u,r)du + V?h(r)

0

= (V- A)(x) + (30A%)(x) = (A°)(yo,x) + V*N(r) = 0,

mikiili A valitaan Poissonin yhtilon V2h(r) = (9yA°)(yo, ) ratkaisuksi: Kaavan (39) nojalla

(ainakin kun 9yA° on ‘riittévin’ nopeasti vihenevi)

/// (O A° yo,r—l—a,)d

(tdhén ratkaisuun voidaan tietenkin vield lisitd Laplacen yhtilon V2hy = 0 ratkaisu hg). Téiten

A’ toteuttaa Lorenzin mittachdon ja (siksi) Maxwellin yht#lst [(JA’® = 0. Eli jos lihde j = 0,
niin voidaan aina etsié ratkaisuja A, A° = 0, jotka toteuttavat Coulombin (sdteily)mittaehdon
V- A = 0 ja tietenkin aaltoyhtdlst OA% = 0, k = 1,2,3, tai lyhyesti JA = 0. Erityisen
kiyttokelpoinen ratkaisu on tasoaalto, jota kiytetddn fysikaalisessa optiikassa (ja jopa laservalon
alkeismallina kvanttioptiikassa).

Tarkastellaan sihkomagneettista kenttad ddrellisen kokoisessa tyhjiossé (‘kaviteetissa’) V' C
R3 (esim. sylinteri). Olkoon tyhjion V tilavuus V < co. Yksinkertaisin tapa kuvata ‘yksiviristi’

(monokromaattista yhden moodin) kenttééd on kiyttéa tasoaaltoa

2F
A(t,r) = Vi cos(k - r —wt + ¢) u, (52)

missi k € R? on aaltovektori (eli aallon etenemissuunta), w = c|k| on kulmanopeus (eli valon

‘viri’), u € R?, [u| = 1, u Lk, on polarisaatiovektori, E on (yhden syklin yli) keskimééraistetty

aallon energia(mddrd) (tilavuudessa V) ja ¢ on (absoluuttinen) vaihe.
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Harjoitustehtéava 86. a) Osoita, etti tasoaalto (52) toteuttaa aaltoyhtilon
1 02A
VA= Gor
ja Coulombin mittaehdon V - A = 0.
b) Koska u Lk, valitaan kartta v = (x,y,2) = x4+ yj+ zk siten, etti k = (w/c)k ja
u = 2. Laske sihkomagneettinen kenttd eli E = —0A /0t ja B =V X A sekd kenttditensori F.
¢) Laske energia-impulssitensori T. Mitkd ovat energian ja impulssin sdilymislait nyt? Eri-

tyisestt osoita, ettda tasoaallon energiatiheys

2K
Wi(t,r) = > sin® ((w/c)z — wt + )
ja Poyntingin vektori S(t,x) = ¢ W (t,r) k.
d) Osoita, ettd

W 27 Jw
/ — W(t,r)dt| dedydz = E.
v |27 Jo

Laitetaan fotodetektori origoon siten, ettd sen aktiivinen alue on kohtisuorassa z-akselia

vastaan. Nyt detektoriin virtaavan valon intensiteetti hetkella ¢ on

S 2cE
cW(t,0) = CT sin? (—wt + ¢) .

Yleisesti valon intensiteettid mitattaessa mittausaika on paljon pitempi kuin yhden oskillaation

aika 27 /w eli (optimaalisesti) mitattu intensiteetti on aikakeskiarvo

w 27w cE

T:=— t.0)dt = —.
2 J, cWi(t.0) vV

Koska detektorit ovat epatédydellisid, niin mitattu intensiteetti on (tosiasiallisesti) aZ, missa
a € [0,1] on detektorin tehokkuus (eli vain a x 100% valosta/fotoneista havaitaan). Mitattu
energia (‘fotonien lukumééra’) aikavalilla [0, 7] on

sin(2p — 2wT') — sin(2¢p)
2w

T
a.A/ cW(t,0)dt = a.AT {T+ } ~ aATT
0

kun mittausaika 7' > 27 /w ja A on detektorin aktiivisen alueen pinta-ala. Vilittomésti saadaan
A(t,r) = Re (VI fu(20)) 2

misséa

2 ; )
(2, 1) = 6z(w/c)z—zwt.
fo(z,1) p—
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Tasoaaltoa voidaan siis kuvata seuraavien kokeellisesti mitattavien parametrien avulla: kulma-
nopeus (‘viiri’) w, polarisaatio u = 2, intensiteetti Z ja vaihe ¢.?*! Yhdelld fotodetektorilla voi
siis mitata suureen aZ, mutta ei vaihetta ¢. Sen mittaamiseksi tarvitaan lisda fotodetektoreja
ja joku ennalta annettu referenssikentté (ns. lokaalioskillaattori), jonka vaiheeseen ¢:té voidaan
verrata.

Homodyynidetektiossa kaksi (samanvéristi (w; = wy = w) sekd samoinpolaroitua) ‘taso-
aaltoa’ yhdistetaan (50:50) siteenjakajalla (joka ei muuta polarisaatiota). Aaltojen intensiteet-
tien Z; ja Z, (tai vaiheiden ¢; ja o) eivit tarvitse kuitenkaan olla yhtd suuria. Jos ensim-
mainen resultanttiaalto etenee z-akselia pitkin eli on superpositioperiaatten mukaisesti muotoa
Re [(27Y2V/T; €' + 2712i\/T, €'%2) f,(2,1)] © ja mitataan fotodetektorilla (jonka tehokkuus on

«) saadaan kyseisen resultanttiaallon (mitattu) intensiteetti aZs, missé

) 2 T
T, = ‘2_1/2\/56%01 +2_1/2i\/1_'26w)2 2

7 .
=5 + — + VI Iy sin(p1 — p2).
Vastaavasti toisen resultanttiaallon (mitattu) intensiteetti on aZ, (toisella detektorilla on sama

2

tehokkuus), missé
. 2
A N S R e

Balansoidussa homodyynimittauksessa intensiteettien aZz ja aZ, erotus rekisteréidaan. Néain

Ty I,

=S +5 - VI I sin(py — @3).

saadaan mitattua signaalikenttien vaihe-eron ¢; — @9 sini eli
. ( ) OéIg - OéI4

sin — = —
71 72 2\/ OéIlOéZQ

Jos vaihetta ¢, siirretdédn vaihesiirtdjilla (neljainnesaallonpituuslevy) ennen aaltojen yhdisté-

mistd, niin saadaan mitattua myos kosini, silla

sin(py + 7/2 — ) = cos(¢1 — Ya)-

Jos yhdistetddn ndma mittaukset kahdeksan portin homodyynidetektorilla, voidaan mitata seka
sini etta kosini eli koko vaihe-ero 1 —¢s. Seuraavassa kuvassa on esitetty tdma mittausjérjestely.
Siinéd kdytetadn neljad samanlaista fotodetektoria D3, Dy, D5 ja Dg, jotka mittaavat intesiteetit
T3, Iy, I5 ja Zg (kerrottuna tehokkuudella ). Néin saadaan

051_4 — 051_3

COS(@z - 901) = m7
0616 — 041'5

SiH(SOQ — gpl) = m

231yleisemmin voidaan ottaa eri tasoaaltojen superpositioita. Esimerkiksi, jos yhdistetdan kaksi eri suuntaan

polaroitunutta aaltoa, joiden vaiheet eivit ole samat (ja pidetddn muut suureet samoina), saadaan esim. ympy-

réapolaroitua valoa.
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Vacuum [D ]
]
1
1
420 A6
:
] " D
Input 2 > \ > 7 4 l 5)
A 5
382 BS5 A
A
v e e RN
shifter
BS3 BS1 A
3 /’
D3 < - \ < Input 1
C I / )
]
4 A
' i0
]

W Vacuum

Kuva 20: Kahdeksan portin homodyynidetektori. ‘Tasoaallot’ (esim. lasersiteet) 1 ja 2 sy6-
tetdan ‘Input’-portteihin. ‘Vacuum’-portteihin ei sy6tetd mitddn kenttid. BS tarkoittaa ‘beam

splitterid’ eli (50:50) séteenjakajaa. Vaihesiirtdja on neljannesaallopituuslevy eli ‘A/4-shifter’.

38.2 Gravitaatiosateily

Tarkastellaan tilannetta kaukana massiivisista kohteista (jotka ‘kaareuttavat’ avaruusaikaa).
Havaittu metriikka g on asymptoottisesti litted eli melkein Minkowskin metriikka 7. Voidaan
siis kirjoittaa g, (x) = My + by (x), missé hy,, (x) ~ 0 (ja liséksi oletetaan, ettd J,h, (x) = 0).
Nyt kiidinteismetriikan matriisialkiot g"(x) &~ n** — h*(x), missd h*(x) := ntn"Phap(x).232

Kun lasketaan tai nostetaan indeksejd, voidaan kiyttda (likiméérin) n-metriikkaa. Cristoffelin

symbolit ovat
2Ffw = gp)\ (8uguz\ + aug)\u - a/\g;w) ~ 77p/\ (auhuA + &/h,\u - a)\h,uu)
ja Riemannin tensorin (alennetut) komponentit [!]
1
Rypo = 0n0pL0y — 000515, & 3 (0,00 + 050uhyy — 050, hyp — 0,0,hue ).
Lasketaan [!] vield Riccin tensorin komponentit, skalaarikaarevuus ja Einsteinin tensori:
1
Ric,, = Rﬁ/\y ~ 5(8(,8”}1; + 0,0,h7 — 0,0,tr [h] + Ohy,),
S = g¢"Ric,, ~ 0,0, + Otr [h],

B2SIE 9" 9o = (M"Y — W) Muo + huo) = 1" Mo + 0 hue — B Nye — B hye ~ 61
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1 1
G, = Ric,, — §gWS R E(agé?yhz + 0,0,h — 0,0,tr [h] + Ohyy — 1,,0,0,h" — 1, Otr [A] )7

missé tr [h] = " h,,. Tésté sitten saadaan likimé4rdinen Einsteinin yhtalo kehittdméalla myos
energia-impulssitensori 7" sarjaksi ‘hariditten’ h,, suhteen ja ottamalla mukaan vain ensimmaéi-
sen kertaluvun termit. Sdhkddynamiikan innoittamana kokeillaanpa sitten sattuisiko graviaa-
tiotasoaalto toteuttamaan likiméérdisen Einsteinin yhtélon (tyhjiossé; T~ 0).

Oletetaan, ettd h,,(x) = b, cos(k,z?) = by, cos(k - r — wt), missé (b,,) on symmetrinen
reaalinen matriisi, b,, ~ 0, (k,) = (—w/c, k) ja w = c|k| (jotenka n,sk.ks = 0). Ajatellaan,
ettd ‘gravitaatiohdirio’ h ei juurikaan vaikuta aikaan (eli by, = 0), ja ettd aalto litkkuu z-akselia
pitkin eli k = kk. Jos vield aalto on poikittain z-akselia vastaan, niin voidaan olettaa, etta

ainoat nollasta eriavat komponentit ovat by = b, by = by = b’ ja byy = b”. Téten

00 00
0 b Vv 0
(hu(x)) = cos(kz — wt),
0 v 0
00 0 0

jolle 9,0,hg, + 0,0,h7 = 0 ja Oh,, = 0 (koska w? = 2k*). Nyt Ric,, ~ —%@@,tr [h] ja
(tr[h])(x) = (b+b") cos(kz—wt), joten jos valitaan b” = —b, niin g = n+ h toteuttaa likim&éarin
tyhjion Einsteinin yhtdlon Ric = 0. Esimerkiksi tilanteessa b = —b # 0 ja b/ = 0 saadaan

(nollasta eriavit symbolit)

F(l)l:F%O:F%:Fg?:r?l:ﬂflzf,

len = Fi3 = Fg2 = Fgo = ng - ng =T,

missi ['(x) := 270k sin(kz — wt). Nami aiheuttavat ‘ndennisvoimia,’ silli geodeesiyhtild voi-
daan kirjoittaa muodossa

o T apaw
¥ = =17 a"",

missé oikean puolen (nollasta eriévd) termi voidaan ajatella voimaksi massayksikk6éd kohden.
Huomaa, ettéd yleensé gravitaatiositeilyn vaikutus (esim. mittalaitteeseen) lasketaan kéyt-
tamaélla ns. geodeesideviaatioyhtélod, joka antaa kahden ‘1dhekkéiisen’ geodeesin vilisen ‘(vuoro-
vesi)voiman.’ Itseasiassa x—kartta on vain hairiéttéméan n—metriikan Riemannin normaalikoor-
dinaatisto muttei ‘mitatun’ metriikan g = 1 + h! Téaten kartan x fysikaalinen tulkinta saattaa

olla problemaattinen.
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39 GEOM: Suihkumonistot

Sdikeinen monisto on kolmikko (E, 7, M) (tai lyhyesti vain 7), missd F ja M ovat monistoja
jam: E — M on surjektio.??® Yleensi kiiytetdsin seuraavia termeji: £ on totaalimonisto,
projektio, M kantamonisto ja En, := W‘l({m}) C E on sdie (tai kuitu) pisteen m € M ylla.
Olkoon n > 0 M:n dimensio ja p > 0 sdikeitten dimensio eli £:n dimensio on n + p. Jokaisen
E:n pisteen jossain (avoimessa) ympaéristossd V' C E on olemassa sdiekartta (q,u) : V — R"*P,
joka toteuttaa seuraavan ehdon: jos e, e € V ja m(e) = w(e) = m € M, niin q(e) = q(¢') =:
q(m) € R™. Téten E:n pisteen g-koordinaatit kertovat sen, missi siikeessd Ep, piste lepii;?*

u-koordinaatit taasen kuvaavat pisteen sijaintia kyseisessa séikeessa.

Esimerkki 81. Jos N on monisto, niin voidaan mééaritelld pr; : M x N — M, (m,n) — m,
ja saadaan triviaali sdikeinen monisto (M x N,pr;, M). Nyt sédiekartta (q,u) voidaan koostaa
kantamoniston M kartasta q ja sdikeen /N kartasta u. Vastaavasti saadaan toinenkin triviaali
séiikeinen monisto (M x N, pr,, N). Esimerkiksi taso R? on triviaali siikeinen monisto (ainakin)
kahdella tapaa, missé pry(x,y) = x tai pry(z,y) = y. Vastaavasti R? voidaan varustaa monilla

0

projektioilla, esim. (2%, 2!, 22, 23) — (2%, 2?) tai (2%, 2!, 22, 2%) — x'. (Mitki ovat nyt vastaavien

triviaalien séikeisten monistojen siikeiden ja kantamonistojen dimensiot?) [!]

Esimerkki 82. Tensorikimppuja?*® T} M voidaan ajatella siikeisini monistoina (T}*M, m, M),
missd m(m, T) = m kaikillam € M jaT € T} M,,. Nyt siiekartta voidaan rakentaa M:n kartasta
q kuvauksena (m,T) — (g(m),u(m,T)), missé u(m,T) koostuu (pisteen m péélla lepéilevéin)
tensorin 1" = T;;;fa“ lm ® -+ ® dg’'|,m komponenteista T;llfl’“ € R peridkkiin kirjoitettuna.

(Miké on séikeen dimensio?) [!]

Esimerkki 83. Muistutetaan mieleen, ettd Newtonin (tai Aristoteleen) avaruus-aika on tri-
viaali siiikeinen monisto (E* x E! pry,E'). Jos oletetaan, etti avaruus ei ole absoluuttinen
mutta aika on, niin paidytiin Galilein avaruus-aikaan, joka on siikeinen monisto (A%, 7, E!)
varustettuna aikajarjestykselld ja samanaikaisten pisteiden euklidisella etdisyydella. Erityisen
suhteellisuusteorian avaruusaika eli Minkowskin avaruus M* ei ole siikeinen monisto, sillé yh-

téd fysikaalisesti perusteltua projektiota ei helposti 16ydy. Samoin yleisen suhteellisuusteorian

233Ja ns. submersio, misté seuraa, ettd siikeet Ey, ovat E:n alimonistoja, joiden dimensiot ovat dim E,, =

dim E — dim M. Oletetaan seuraavassa lisiksi, ettd dim E > dim M eli dim E,, # 0.
234Kartan q voidaan ajatella olevan myds M:n kartta.
235Yleisemmin voidaan madritelld sdiekimppu eli siikeinen monisto, jonka siikeet voidaan ‘niputtaa yhteen’

luonnollisella tavalla. Erikoistapauksina téstd ovat vektorikimput ja padsdiekimput, joilla on kiyttod mm.

(Yangin-Millsin) mittakenttéateoriassa (esim. sdéhkomagnetismi).
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avaruusaika eli neliulotteinen Lorentzin monisto (M, g) ei ole (luonnollisella tavalla) siikeinen.
Néissé avaruusajoissa 16ytyy projektiot ‘aika-akseleille’ vain (lokaalisti) kunkin havaitsijan x

suhteen (eli lokaalisti x — zY).

Séikeisen moniston (E,m, M) lokaali sektio (viipale) on kuvaus s : U — E, missa U C M
on avoin joukko, joka totettaa seuraavan ehdon: W(s(m)) = m kaikilla m € U. Jos U = M, niin
lokaalia sektiota sanotaan (globaaliksi) sektioksi. Sektio siis liitt44 kantamoniston pisteeseen m
yksikésitteisen sdikeen F,, pisteen s(m) (siledlld tavalla). Esimerkiksi tensorikentté on tensori-
kimpun sektio. [!] Toisaalta triviaalin sdikeisen moniston (M x N, pry, M) sektio voidaan nahda
kuvauksena s : M — N ja kiddntden. [!| Jos nyt M = R edell4, niin kdyrd monistolla N on (lo-
kaali) sektio. Yleisesti kenttéteoriassa fysikaaliset kentdt ovat sdikeisten monistojen (lokaaleja)
sektioita. Merkitaan sdikeisen moniston 7 sektioiden joukkoa notaatiolla I'(7). Jokaiselle m:lle
I’ (m) tarkoittaa lokaaleitten sektioitten s : U — E, m € U, muodostamaa joukkoa.

Jos (g, u) on siiekartta ja s : U — E (lokaali) sektio, niin kirjoittamalla s* ;== u®osoq!

voidaan s esittéié (hieman epétisméllisesti) ‘koordinaattimuodossa’ u® = s%(q', ..., "), missi
a=1,...,p. Néin voidaan mééritelld esim. osittaisderivaattafunktiot 9;,0;, - - - 0;, s* kaavalla
9*s(q)
03,05y - - 03, 8%(q) 1= ————, e q(U).
»"(a) Oq™ ... g a€aly)

Esim. kiyrélle ‘lahtopuolella’ on vain yksi koordinaatti eli g = A ja sektio on nyt u® = s*(\)
kuten kiyrille pitddkin. Télloin merkitdén s = ds®/dA, 5 = d%s*/d\?, jne.

Vastaavasti kuin aikoinamme méérittelimme vektorin (toisiaan sivuavien) kédyrien ekviva-
lenssiluokkina, voimme nyt maéritella ekvivalentit sektiot: Olkoon m € M sekd s : U — F
ja § : U — E kaksi lokaalia sektiota, joille m € U ja m € U. Sanotaan, ettd s ja § ovat

236

k-ekvivalentit pisteessd m, jos s(m) = 5(m) seké jossain®*® (pisteen s(m) ympéristossd méadri-

tellyssi) sdiekartassa (q,u) toteutuu ehdot

's"(a) 0'5"(q)
m a=q(m) - m q=q(m)
kaikilla a = 1,2,...,p, 1l =1,2,... k jaiy,ia,...,5 € {1,2,...,n}. Merkitdan k-ekvivalenttien
lokaaleitten sektioitten s (pisteessd m) muodostamaa ekvivalenssiluokkaa (ns. s:n k-suihkua

pisteessii m) symbolilla j* s. Kiinnitetiin k € {1,2,...} ja madritelliin k:s suibkumonisto

= {jrs ‘ me M, s eTy(m)}.

236 Ja titen missd tahansa siiekartassa, kuten on helppo niihdi kiyttaiméilld ketjusddntod. [!]
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Nyt m:n siiiekartta (q,u) : V — R™*P indusoi moniston J*m kartan (q, u, U) (jonka méirittely-
alue on V¥ = {jks|s(m) € V'}), missé q(j¥s) := q(m), u(jks) :== u(s(m)) ja U(j%s) koostuu’
deriwaattakoordinaateista

_ 9's*(q)
© Ogir ... 0q a=a(m)

01462, (Jm )

missi a = 1,2,...,p, 1 = 1,2,... k ja iy, i, ...,5 € {1,2,...,n}. Esimerkiksi J'7:n koordi-

naatteina (eli £k = 1) ovat

2 p. 1 1 1,22 2 p D P
,...,u,yl,uz,...,un,ul,uZ,...,un,...,ul,uz,...,un),

-~

(q,u,U) = (¢",¢%...,¢"; u',u

missé,

ds*(q)
gt

uf (Jms) = 0is"(a(m)) =

q=q(m)

Koordinaatteja on nyt n + p + np kappaletta ja se on myds moniston J'7 dimensio. Monistossa
J?m on ‘samat’ koordinaatit kuin edelld, mutta indusoituihin karttoihin pitéé lisité vield toisen

asteen koordinaatit
_ 9*s%(q)
 0¢i 0

ug;(jms) = 0;0;5%(q(m))

q=q(m)

Huomaa, ettd u; = uj;, joten (riippumattomia) toisen asteen koordinaatteja on [n+ (n®*—n)/2lp
kappaletta. Titen J2m:n dimensio on n+p+np+[n+(n?—n)/2]p. Jos koordinaattifunktioita ¢*

merkitdén joillain symboleilla, niin ne laitetaan usein alaindekseiksi; esim. jos R?%:ssa q = (x,y),

a
Tx)

.. a__ ,a .,a __ ..a a __ a _ ,,a a _ ,,a _ ,a __ 0 3
niin merkitddn uf = u?, u§ = Uy, ULy = Ugyy Upg = Ugyy, Ujgy = Uprg = Uy = Ugy,, JNE.

Harjoitustehtava 87. a) Poistetaan kolmiulotteisesta avaruudesta origo eli mddritellidn
monisto E = R3\ {0}. Olkoon M = S? pallon pinta (side on 1). Maidritelliin kuvaus
m: E— M, rwr/|r|. Miksi (E,m, M) on sdikeinen monisto? Osoita, etti pallokoordinaatit
(0, p;r) muodostavat sdiekartan.

b) Tarkastellaan jotain sdikeistd monistoa (E, 7, M), missi M = R? on taso. Kiytetiin
tasolle joko karteesisia koodinaatteja q = (x,y) tai napakoordinaatteja q = (r,¢) eli meilld
on kaksi sdickarttaa (z,y;n) ja (r,@;u). Nimd kumpikin kartta indusoi J*m:lle kaksi kart-
). Mitkd ovat ndiden karttojen

. a. a a a a a > . a. a a a a a
taa (o, y; u®sug, uy, ug,, ug,, ug, ) ja (1,03 utsud, ud, ut, ug, u,

valiset koordinaattimuunnokset? Vinkki: ketjusddanta.

Suihkumonisto J*7 on myds siikeinen monisto (J*7, 7, M), missd nyt (lihde)projektio

me(j%s) ;= m € M.?7 Jokainen mm (lokaali) sektio s : U — E, U C M, voidaan ‘pidentii’

237Vastaavasti voidaan médritelld (kohde)projektio j*s — s(m) € E.
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siiikeisen moniston (J*m, 1y, M) (lokaaliksi) sektioksi j*s : U — J*r (ns. s:n k:s prolongaatio)
kaavalla j%s(m) := j%s, m € U. Seuraavaksi annetaan mahdollisimman yleinen (ja geometrinen)

méadritelmé (osittais)differentiaaliyhtalolle.

39.1 Osittaisdifferentiaaliyhtalot

Olkoon (FE,m, M) siikeinen monisto. (Osittais)differentiaaliyhtilc D on (jonkun) sdikeisen
moniston (J*,m, M) alimonisto. Differentiaaliyhtilén D ratkaisu on mm (lokaali) sektio

s: U — E mikili j%s(m) € D kaikilla m € U.

Esimerkki 84. Tarkastellaan vaikkapa siikeistd monistoa (R? pr;,R). Nyt siiekarttana on
(x,y) (eli esim. q(z) = @ tai lyhyesti q = x), ja se indusoi suihkumoniston J'pr; kartan (z,y, y.)
eli (jos merkitaéin z = y,) J'pr; voidaan samaistaa R*:n kanssa. Nyt D := {(x, Y, Y ‘ Yo = ym}
(tai lyhyesti y, = yz) on selkeésti J'pri:n alimonisto (sehin on vain (‘satula’)pinta z = yx

avaruudessa R3; piirrd kuvaaja). [!] Yhtélon D ratkaisut ovat sektioita (eli kiyrid)
s: R—R2% zm s(x) = (x,Ce"/?), C e R,

silla

o(jls) = «,
y(jts) = y(s(x)) = s'(z) = Ce* /2,
ba(ts) = O ooy yigu(ils) = (ge)(s)

Toisin sanoen, kaikilla = € R,
jls(z) = (m,C’ezQﬂ,CexZ)/Qx) eD

eli j's on pinnalla z = yx kulkeva kiyrd (piirrd kuva). Jokaista pistettd (a,b) € R? kohden
loytyy yksikisitteinen kiyrd s(z) = (z,Ce®/?), joka kulkee sen kautta; valitse C' = be~*"/2,
joten s(a) = (a,b).

Vastaavasti voidaan (télla tavalla luonnollisesti tai geometrisesti) tulkita kaikki osittaisdif-
ferentiaaliyhtalot. Esimerkiksi KdV-yhtalon u; — 6uu, + u.., = 0 tulkitsemiseksi tarvitaan
kaksiulotteinen kantamonisto M, jonka karttana on (¢, x), ja yksiulotteinen séie, jonka karttana
on u. Saikeinen monisto 7 on siis kolmiulotteinen. Nyt u,; jne. ovat derivaattakoordinaatteja.
Koska yhtéalossé esiintyy kolmannen kertaluvun derivaattakoordinaatti w,,,, niin KdV-yhtalo

on (12-ulotteisen) moniston J37 (11-ulotteinen) alimonisto (eli hyperpinta).
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Usein fysiikassa differentiaaliyhtélon (esim. ominaisarvoyhtdlo) méérdd joku differentiaa-
lioperaattori. Olkoon (E, 7, M) ja (E’, 7', M) séikeisid monistoja (sama kantamonisto M) ja
F: Jkr — E' (siled) funktio, jolle 7/ o F' = F o eli F pitid kantamoniston M pisteet paikal-
laan ja operoi vain siikeissd. Differentiaalioperaattori Dr kuvaa (lokaalin) sektion s : U — F

lokaaliksi sektioksi Dps: U — E’, missa
(Des)(m) = F(hs) = (Fo*s)(m),  meU.

Differentiaalioperaattorin Dy ja (lokaalin) sektion 5 : U — E’ méiraamé differentiaaliyhtilo

on J*m:m alimonisto

Drpjs = {jks|F(jks) = 3(m), me U},
ja sen ratkaisu s toteuttaa siis yhtalon Dps = s.

Esimerkki 85. Edellisen esimerkin tapauksessa maédritelliin F : J'pr; — R? kaavalla

Fs) = (2,u(ts) = y(s@))x) Ja 5@.y) = (2,0). Nyt (Dps)(a) = (o, (g — ye) o jis)
ja Dps = {jis| (y» — yx) 0 jls = 0} = D, kun samaistetaan J'pr;:n alkiot jis niiden ‘koor-
dinaattien’ kanssa. Vastaavasti voidaan tulkita [!] muutkin edelld esitetyt differentiaaliyhtdlot
tai differentiaalioperaattorit (esim. d, 0, A,...).

Esimerkiksi 1-muodot w € Q'(M) ovat tensorikimpun TPM sektioita (w(m,T) = m). Jos
q on M:n kartta, niin voidaan muodostaa 7% M:n siiekartta (q,u)(m,T) = (q(m);T},...T,),
missa T =Y T,dq%|m, eli u*(m,T) = T,. Ensimméinen suihkumonisto koostuu (lokaaleiden)
I-muotojen w : U — T*M ekvivalenssiluokista jlw ja indusoidut koodinaatit ovat q(jlw) =
qa(m), u(jlw) = wa(m) sekd u¢(jlw) = Ojw.(q(m)). Ulkoinen derivaatta d kuvaa (lokaalin) 1-
muodon w (lokaaliksi) 2-muodoksi dw (lokaalilla) kaavalla dw = 37, | diwadg' Adg®. Médritelldéin

kuvaus F : J'm — TY M kaavalla
Fjnw) 1= (m,deolm) = (m1(j0), D 1 (75)dd"m A d”lm )

jotenka (Dpw)(m) = (m,dw|y,) eli d on differentiaalioperaattori.
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40 FYS: Lagrangen kenttateoriaa

Olkoon (E,m, M) sdikeinen monisto. Funktio L : J*m — R on kmnnen kertaluvun Lagrangen
tiheys. Oletetaan, ettd M on n-ulotteinen (suunnistuva) semi-Riemannin monisto ja vol sen
tilavuusmuoto, ja sanotaan, etti Lvol on Lagrangen muoto.?® Olkoon N M:n (kompakti)

reunallinen n-ulotteinen alimonisto. Maéaritelladn vaikutusfunktionaali tai vaikutusintegraali
I:T(r) =R, s I[s]:= / (L o j*s) vol.
N

Etsitddn I dariarvosektiot s (minimit/maksimit) seuraavin rajuin oletuksin: Tarkastellaan vain
tapausta k = 1. Oletetaan, ettd sidikeet E,,, m € M, ovat vektoriavaruuksia, joten voidaan

madritella sektioitten s; ja s lineaarikombinaatio kaavalla
(€181 4 c282)(m) := ¢151(m) + cas2(m), me M,

missi ¢, ¢ € R. Oletetaan, ettd on olemassa sdiekartta (q,u), missid q : U — M on sellainen
M:n kartta, ettd N ‘mahtuu’ sen méérittelyalueeseen (N C U), ja ettd kartta on lineaarinen

239

eli u(cie; + ce2) = cru(er) + cou(er) kaikilla ¢1, co € R, m € U, ey, 3 € E,.*"” llmaistaan

(ensimmaéisen kertaluvun) Lagrangen tiheys L téssd kartassa:

_ 1 n,, 1 p., 1 1 p p
L(q,u,U)=L(qg,....,q"%u,...;uP5uy,...;uy, ... uf oo ub),

n? n

joten
Ly(q) == (Loj's)(q) = L(q;s'(q),...,s"(Q); 015" (q),...,0ns'(q), ..., 0:15°(q),...,0ns"(q)),

Ils) = /N (Lo jis)vol = /N Lo(@)y/lgla(@d"q.

Kiinnitetdén sitten joku sektio s; € TI'(w) ja maééritellidn pienempi sektioitten joukko
Ly on(m) == {s € T(r)|s(m) = so(m), m € ON}, joka siis koostuu sektioista s, jotka saavat
samat arvot reunalla ON. Jos s, s’ € Iy, on (), niin erotus A := s — s’ € I'(7) hévidé reunalla
eli A(m) =0 € E,, kaikilla m € ON. Kiinnitetdén sitten mielivaltainen A € I'(7), joka hévida

reunalla ON. Jos s on vaikutusintegraalin (rajoittuman) I : I'(m)s, an — R, s+ I[s], dériarvo

238Giis lokaalisti sdiekartassa L vol on muotoa L(q,u, U)+/|g|q(a)d™q (eli Lvol on ns. horisontaalinen suihku-

moniston J*7 n-muoto).
239 kartta (g, u) trivialisoi Emn eli lokaalisti (E, 7, M) ‘on’ muotoa (q(U) x R?, pry,q(U)), missé q(U) C R™

on avoin joukko. Lisiksi q(V) C q(U).
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(ekstremaali), niin d[(e)/de‘ezO =0, missd I(¢) := I[s + €A], € € R. Lasketaan sitten
d

aLs+eA(q)
] = - 7 dn
el Ol /N T 9la(@)d"q
p n
oL oL OA®
= [ o], S X g =
N oz 9% ljis(a) i—1 Y% ljis(q) q
P - OL+\/
S oj Foc S et s . VIR [ TN e
N U ) 6 lgla(a) 94" Oui' 1y
S aL\/ |g|q
: A%q)| d"q.
" [sz—;az—; aql [ au jls(q) <q> d

Viimeinen termi on muotoa |, dw, missé w on moniston M lokaali (n — 1)-muoto [!]

o ZZ [aLa\iﬁ

Yleistetysté Stokesin lauseesta seuraa, ettéd [, dw = fan =0, silld A(m) =0, kun m € ON,

A%(q)

jts(a)

dg P AdgTEA - Adg" Adgt AP A - AdgTE

tai kartan avulla ilmaistuna A%(q) = 0 kaikilla q € q(9N). Koska A on ‘mielivaltainen’,

ekstremaalisektion s on toteutettava Eulerin-Lagrangen yhtaldt
oL

oL
Z W aq[ 9la(a )%“(q)] o

Huomaa, ett# kyseiset yhtilot voidaan tulkita geometrisesti moniston J?7 alimonistona, jonka

a=1,2,...,p. (53)

J S(Q)

méaarad (lokaalit) yhtalot

1 oL oL
2/ =12,...
‘g‘q |: |g|q3u] aua7 a y < ap7
missé
4 _0 00 00
dqi o @qz‘ 2(9 ”8 b

on ns. totaaliderivaatta. Yht#lon ratkaisu jls siis sisdltyy kyselseen alimonistoon yhtélon (53)

mukaisesti.

Harjoitustehtiva 88. Madritellidin vektorikentin w = w'0/dq" kovariantti divergenssi

n

divw := Z(Diw)i Z

i=1 =

] (lyhyt merkintétapa).
7=1

a) Osoita, ettd littedssd avaruudessa on olemassa kartta q siten, ettd Eulerin-Lagrangen yhtdldt

ovat muotoa

0 0L
Z,Z aqi%

i

jts(a)
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Mikd on divw tdssd kartassa?

b) Osoita, etti

0 0
\a/(lﬁlq _ 1\/qu K gkl_\/TqZka

. 9v/]glqu’
divw = —— .
Vv ’9 a ; oq'
Vinkki: Jos det(g;;) < 0, niin |glq = —det(gi;). Kdyti Jacobin kaavaa d[det M(t)]/dt =

[det M(¢)] tr [M(¢t) " dM(t)/dt] matriisiarvoiselle funktiolle M(t).
¢) Edellisen kohdan nojalla Eulerin-Lagrangen yhtilot voidaan kirjoittaa (kovariantissa)

‘divergenssimuodossa’

0L
8u“

, a=1,2,...,p.
s(q)

ZD

Esimerkki 86. Olkoon (M, ¢g) semi-Riemannin monisto, (M x R, pr;, M) séikeinen monisto

l j S
jaq: U — R™ M:n kartta seki (q,u) : U x R — R""! siiiekartta. Nyt sektio s : M —
M x R on muotoa s(m) = (m,¢(m)), missd ¢ : M — R on (siled) funktio eli lokaalisti u =
#(q) ja u; = 0p(q)/dq". Madritelladin erdénlainen ‘liike-energia’ %gil(dqﬁ, do) = %gij 00,0 ja
‘potentiaalienergia’ 3m?¢?+1A¢*, missd m > 0 on kentéin ‘massa’ ja A € R ‘itseiskytkentévakio.’

Jos Lagrangen tiheys on L(q;u;u',...u") == $g(q)7uu; — 3mu® — $ u?, niin

Li(@) = (Loj's)(a) = L(g;¢(a); drp(a),. .., dp(a)
= SeU@a0@d0la) — Fro(a) - rola)

2
(eli muotoa ‘liike-energia’ miinus ‘potentiaalienergia’). Téten saadaan IL/0u; = g¢Yu; ja
OL/Ou = —m?*u — M3, joten Eulerin-Lagrangen yhtild on

o e Vil @ %] = o) - rotar

Esimerkiksi Minkowskin avaruudessa (M*,7) yhtils redusoituu ollen

3
= Y 1P0a0s0 = M’ + A",

a,B=0
40.1 Sahkomagneettisen kentan Lagrangen tiheys tyhjiossa

Tarkastellaan sihkomagneettista kenttdd F € Q*(M) (tyhjiossd) Lorentzin monistolla (M, g).
Maaritelldén ‘liike-energia’ %g(F, F) = izaﬁ FoaFoP = 1ga°‘ 9% Fp Fop. Koska F = dA,
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niin F,p = 0,Ag — 03A,. Jos j on ldhde 1-muoto, niin g(A,j) = >, A% = G A .
Olkoon sitten (q,u) tensorikimpun (T'M* = QY(M), 7, M) siiekartta, missd u®(m,w) = w,.
Miéiritelliin sihkdmagneettisen kentin Lagrangen tiheys L : J'm — R (lokaalisti) kaavalla

!

1 ’ ’ ’ ’ /.
L w; U) = 29 (@)g™ (@) (ugy — u) (g — uf) — pog™ (a)u ja(a),
jotenka Ly = Lo j'A = 1g(dA,dA) — pog(A, 7). [!]

Harjoitustehtéva 89. a) Osoita, ettd

oL

ouy,

1 oo UV rvoa o (6%
= 5(979" + g"97") (uq — uf),
b) Osoita, ettd Eulerin-Lagrangen yhtdlot ovat

3
> Do P = poj”, v=0,1,23.
o=0

¢) Osoita kaavan (53) avulla, ettd Eulerin-Lagrangen yhtalot ovat Mazwellin yhtilo 0F = pgj.
Vinkki: 2-muodolle F pitee §F = sgn(g)(—1)""t xdx F. Lisiksi »x = %1, joten ota x kummal-

takin puolen yhtdloi OF = po) saadaksesi sen kanssa ekvivalentin yhtdalon.

Harjoitustehtévi 90. Tarkastellaan Minkowskin avaruudessa M* = R* etenevdd gravitaa-
tioaaltoa hy,(x) ~ 0, missi x € R*. Koska hy,(x) = h,,(x), niin kenttind on oikeastaan
h := (hoo, hot, hoz, hos, Pi1, Rio, hus, hoo, hoz, haz), joka on kuvaus R :sta RY:een. (Miki mah-
taa olla sdikeinen monisto nyt?) Merkitiin lyhyesti *(j'h(x)) = z?, v (j'h(x)) = h,,(x)
ja ub¥ (5'h(x)) = Ophyu(x) (eli siis siikeen koordinaatit on indeksoitu kahdella kirjaimella:

u® = ut ). Mddritelliin Lagrangen tiheys L kaavalla

1 1 1
Ly="Loj'h= 2 (0uh*") 0yt [h] — (0,h°7)Dphty + §nuu(auhpa>avhpﬂ N 577#1/(8#“ [1])0,tr [h]
(huomaa, ettd indekseji nostetaan n-metriikalla ja tr [h] = n*h,, = h%). Mitkd ovat Eulerin-

Lagrangen yhtdlot nyt? Saatko kenties (likimddrdisen) tyhjion Finsteinin yhtdlon?

Huomautus 26. Gravitaatiokentdn Lagrangen tiheys on toista kertalukua, joten siihen ei pé-
de ylla esitetyt Fulerin-Lagrangen yht&lot. Tyhjion Einsteinin yhtdlot G[g] = 0 tai Ric[g] = 0
voidaan kuitenkin johtaa myds suoraan. Olkoon M (orientaationa [w]) monisto ja G(M) sen

(pseudo)metriikoiden g joukko. Valitaan mielivaltainen avoin ja ‘rajoitettu’ joukko?® U C M.

240E]i U:n sulkeuma on kompakti
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Jos A € TPM on (mielivaltainen) symmetrinen tensorikentté, niin g + €A on myds (pseu-
do)metriikka?"! rajoitettuna alueeseen U mikili ¢ ~ 0. [!|] Mééritellidn Hilbertin vaiku-
tus(funktionaali)

I:GM)—R, gw—lIlg]:= /US[g]Vol[“}’g.

Jos g on sen ekstremaalimetriikka, niin on oltava [!]

d
0= —1 A
P [g + €A

= / Gg]u A*vol 19 (54)
€ U

eli g toteuttaa tyhjion Einsteinin yhtdlon G[g] = 0 (silld U ja A ovat ‘mielivaltaisia’). Téten
gravitaatiokentdn Lagrangen tiheys ‘on’ skalaarikaarevuus S. Jos halutaan yleinen Einsteinin
yhtélo, niin jonkinlainen energia-impulssitensoria vastaava termi pitaa lisdtd Lagrangen tihey-

teen S. Tama onkin sitten yleensd vahvasti epétriviaali juttu.

ESSEETEHTAVA:

Tarkastele jotain mieleistési kenttéateoriaa. Esimerkiksi voit késitella sihkomagneet-
tista kenttdd ‘kaarevassa’ avaruusajassa. Miké aiheuttaa kaarevuuden? Mitké ovat
kenttien liikeyhtalot? Enté niiden Lagrangen tiheydet? Miten (testi)hiukkaset liik-
kuvat kyseisissa kentissa? Voit tarkastella jotain fysikaalisesti perusteltua esimerkkia
(esim. varattu musta-aukko). [Bonustehtévi: Osoita, ettd tyhjion gravitaatiokentén
Lagrangen tiheys on skalaarikaarevuus eli johda ylla oleva yhtélo (54).] Jos viela
intoa riittda, niin voit etsia tietoa siitd, miten sdhkomagnetismi ja gravitaatio voi-
daan yhdistad yhdeksi kenttéteoriaksi viisiulotteisella monistolla (Kaluzan-Kleinin

tai Nordstromin mallit).

241E]i kiisntyvé (ja mahdollisesti positiivisemidefiniitti, jos sitéi vaaditaan).
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41 Kirjallisuutta

Taman kirjan lukemisen jalkeen voi helposti laajentaa opintojaan tutustumalla viitteissa oleviin
fysiikan kirjoihin, jotka kiyttdvét samanlaista geometrista lahestymistapaa. En osaa suositella
mitéan erityisté differentiaaligeometrian perusteiden kirjaa, sillé niitd on kirjoitettu niin monia.

Sen sijaan muutamia mainioita fysiikan kirjoja voin suositella:

Yleiskirjat

Yleiskirjoissa kisitelladan esimerkkejd monilta eri fysiikan aloilta. Nakaharan kurssikirja [11]
on klassikko ja samaa tyylisuuntaa edustanee Frankelin kirja [6]. Namé kirjat ovat helposti
lahestyttavia ja voin suositella niitd aluksi luettaviksi. Thirringin helposti luettava kirjasarja
sisdltdd monia kirjoja ja ainakin kaksi ensimmaéista [13] sopivat hyvin kisilla olevan kirjan
teemoihin. Jos kaipaa hieman tuhdimpaa luettavaa ja paljon esimerkkeja, Choquet-Bruhat'n ja

DeWitt-Moretten kahden kirjan kokonaisuus [4] sammuttanee pahimman tiedonjanon.

Mekaniikka

Mekaniikkaan keskittyy Arnoldin klassikko [2]. Siind on mm. Arnoldin lauseen todistus ja muuta
kivaa. Abrahamin ja Marsdenin mekaniikan kirja [1] on jyty teos, jota voi selailla vaikka Arnol-
din jdlkeen. Mangiarotti ja Sardanashvily [9] ovat ottaneet varsin mielenkiintoisen ja modernin
lahestymistavan mekaniikkaan, mutta kirja on vaikeahko enké suosittele sitd ihan ensimmaiseksi

mekaniikan kirjaksi.

Suhteellisuusteoria

Suhteellisuusteoriasta on kirjoitettu lukemattomia hyvia kirjoja. Itse olen ihastunut O’Neillin
teokseen [12], silla siiné esitellddn myos suhteellisuusteoriassa tarvittava matematiikka perus-
teellisesti. Tietenkin Misnerin, Thornen ja Wheelerin [10] ‘musta tiiliskivi’ ansaitsee erikoismai-
ninnan. Sité ei suotta kdyteta kurssikirjana monilla kursseilla. Muuten Fockin klassikkokirja [5]

on varsin mielenkiintoinen. Miten se Merkuriuksen perihelisiirtymé pitikdéan laskea?
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Elektrodynamiikka ja mittakenttateoria

Pelkéstaan elektrodynamiikkaan keskittyvia geometriseen sédvyyn kirjoitettuja kurssikirjoja on
vaikea 10ytdd. Mutta onneksi on mainio Ingardenin ja Jamiolkowskin kirjoittama kirja [8]. Jos
ei pelkkd elektrodynamiikka riitd ja yleisempi mittakenttiateoria kiinnostaa, niin suosittelen
lampimaésti Bleeckerin ‘taskukirjaa’ [3]. Siind on muuten myos luku Kaluzan-Kleinin teoriaa ja

Higgsin hiukkanenkin esiintyy kirjan lopussa.

Lagrangen ja Hamiltonin kenttateoria

Sokerina pohjalla on Giachettan, Mangiarottin ja Sardanashvilyn kirja [7]. Kirja ei todellakaan

ole helpoimmasta péadsta, mutta tosi hyvin kirjoitettu.
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