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Tutkielman aiheena on diskreettiaikaiset haarautumisprosessit, jotka lukeutu-
vat Markovin prosesseihin. Haarautumisprosessit ovat erittdin laaja ja paljon
tutkittu aihe ja ne ovat hyvin monikéyttoisia useilla eri aloilla. Aihe on siten aina
ajankohtainen ja mielenkiintoinen.

Tyossd on késitelty aihetta yleisesti tavoitteena luoda lukijalle kohtuullisen
kattava ja helppolukuinen kokonaiskuva aiheesta. Tyon ensimmaisessa luvussa on
kasitelty Markovin prosesseja ja niiden keskeista teoriaa. Toisessa luvussa esitellaan
yhden tyypin diskreettiaikainen haarautumisprosessi, jota usein kutsutaan Galton-
Watson- prosessiksi. Se on tunnetuin ja kiytetyin haarautumisprosessien tyyppi ja
siitd on esitelty téarkein teoria, jota on havainnollistettu yksinkertaisilla esimerkeilla.
Tutkielman viimeinen luku seuraa paapiirteittdin toisen luvun rakennetta, mutta
siind on késitelty usean tyypin prosessia, joka on hieman monimutkaisempi kuin
yhden tyypin prosessi ja mahdollistaa kiytannossd huomattavasti monimutkaisem-
pien ilmididen mallintamisen.

Haarautumisprosessien laajasta tutkimuksesta johtuen aiheeseen liittyvad kir-
jallisuutta on olemassa runsaasti. Tama tyo perustuukin useisiin eri ldhteisiin.

Asiasanat: haarautumisprosessit, Galton- Watson- prosessi
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1 Johdanto

Téaman tutkielman aiheena olevat diskreettiaikaiset haarautumisprosessit ovat
stokastisia prosesseja, jotka mallintavat jonkin populaation evoluutiota. Nii-
den tutkiminen juontaa juurensa jo 1800- luvulta, jolloin J. Bienayme, F.
Galton ja H.-W. Watson kiinnostuivat sukunimien periytymisesta. Alkupe-
raisessa mallissa oletettiin sen ajan hengessd, ettd sukunimi periytyy isalta
pojalle ja tarkasteltiin sellaista prosessia, jossa kukin tietyn sukunimen haltija
saa jonkin todennékoisyysjakauman mukaan jalkeldisid, jotka ovat joko mie-
hia tai naisia. Keskeinen tutkimuskysymys oli siis, milld todennakoisyydella
yksikddn sukunimen haltija ei saa enédéd miespuolista jalkeldista ja sukulinja
katkeaa. Vield nykyaédnkin kdytetyin matemaattinen malli tunnetaan nimella
Galton- Watson- Prosessi tai joskus Bienayme- Galton- Watson-prosessi ja
sithen perustuukin suurin osa tdmén tutkielman sisallosta.

Sittemmin haarautumisprosessit ovat olleet melko suosittu tutkimusaihe ja
niihin liittyvistd matemaattisista malleista on tullut yha monimutkaisempia
ja realistisempia. Galtonin ja Watsonin alkuperéisesséd mallissa populaatio
koostui vain yhden tyyppisistd yksiloistd eli miehisté, silla sukunimi periy-
tyi vain isaltd pojalle. Mallissa voitiin siis yksikertaisesti jattaé naiset koko-
naan huomioitta. Téllaisia malleja toki kiytetdan edelleen, mutta perinteisen
Galton- Watson- mallin rinnalla paljon tutkittuja ovat muun muuassa pro-
sessit, joissa on otettu huomioon

Sukupolvien paillekkaisyys

e Riippuvaisuus joko tilasta tai populaatiosta itsestdan

Muuttoliike eli migraatio

Ympériston vaihtelu

Biseksuaalinen eli pariutumisen vaativa lisdantyminen

e Usean eri tyypin olemassaolo.

On myo6s hyvin tavallista, ettd tarkastellaan esimerkiksi usean tyypin pro-
sessia, jossa otetaan huomioon muuttoliike. Populaatio voidaan usean tyypin
prosesseissa jakaa eri kategorioithin mm. idn, koon tai kehitysvaiheen perus-
teella. Paljon tutkittu aihe on Galton- Watson- prosessin laajennus, bisek-
suaalinen prosessi, jonka esitteli alunperin vuonna 1968 D.J. Daley. Viime
vuosina asiaan on perehtynyt mm. Manuel Molina. Haarautumisprosessien
sovelluksia on lukemattomia ja erityisen kayttokelpoisia ne ovat biologian,
ldaketieteen, fysiikan, sosiologian ja tietotekniikan aloilla.



Téama tutkielma on jaettu kolmeen péadlukuun, joista ensimméinen koskee
Markovin ketjuja. Luvussa kidydadn lapi joitakin tdrkeimpid madritelmia ja
tuloksia useimmiten ilman todistuksia, mutta odotetaan, etté lukijalla on
hallussa todennéakéisyyslaskennan perusteet. Markovin ketjujen késittely on
tutkielman kannalta tarkeaa, silla haarautumisprosessit lukeutuvat Marko-
vin ketjuihin. Vaikka tutkielmassa késitellddn ainoastaan diskreettiaikaisia
haarautumisprosesseja, on Markovin ketjuista esitelty péapiirteittdin myos
jatkuva-aikaiset prosessit. Toisessa luvussa késitellaédn yhden tyypin Galton-
Watson-prosessia ja siihen liittyvia tarkeimpia maéaritelmia ja tuloksia. Kol-
mannessa luvussa tarkastellaan kahden tai useamman tyypin haarautumis-
prosesseja, mutta niihin liittyva teoria on hyvin samankaltainen yhden tyy-
pin prosessien kanssa, joten kasittely jatetdan tarkoituksella hieman suppeak-
si ja suurimmaksi osaksi vain esitetdén tuloksia. Kolmannen luvun lopussa
tarkastellaan vield erikseen biseksuaalista Galton- Watson- prosessia. Seka
toisessa, ettd kolmannessa luvussa suurin huomio kiinnittyy Galtoninkin al-
kuperédiseen kysymykseen, eli sukupuuton todennakoisyyteen.

Tutkielman tavoitteena on esittdé diskreettiaikaisten haarautumisprosessien
teoria selkedsti ja yksinkertaisesti ja havainnollistaa teoriaa useilla esimerkeil-
l1a. Tarkoituksena on muodostaa helppolukuinen kokonaisuus, josta lukijalle
jaa hyva kokonaiskuva aiheesta. Haarautumisprosessien kirjo on niin laaja,
ettd tutkielmassa on tarkasteltu ldhinné yksinkertaisimpia ja yleisimpia pro-
sesseja.



2 Markovin ketjut

Oletetaan tunnetuiksi stokastiikan peruskésitteet. Tiettyyn satunnaisuutta
sisaltavdan ilmioon tai systeemiin liittyvad todennékoisyysmallia sanotaan
stokastiseksi (=satunnaiseksi) prosessiksi. Téllainen prosessi voidaan esittéa
satunnaismuuttujien {X,,n > 0} tai {X(¢),¢ > 0} kokoelmana riippuen
siitd, kehittyyko systeemi "askeleittain", eli siirtyy tilasta toiseen aina yhden
aikayksikon vélein vai satunnaisin aikavélein. [1, s. 3]

2.1 Diskreettiaikaiset Markovin ketjut

Olkoon {X,} sellainen stokastinen prosessi, joka kehittyy vaiheittain (t.s.
askeleittain). Olkoon liséksi X, systeemin tila hetkelld n, n > 0, sekd S kaik-
kien mahdollisten tilojen joukko eli tila-avaruus.

Maaritelma 2.1. Jos prosessi toteuttaa Markovin ominaisuuden
P(Xoi1 =71 Xn=0,Xpn1=tn1,., X0 =19) = P(Xpy1 = j|X,, =)

kaikilla n > 0 ja kaikilla g, ...,%,_1,1, J, se on diskreettiaikainen Markovin
ketju.

Markovin ketjussa systeemin tila X, ,; riippuu siis ainoastaan tilasta X,,.
Seuraava tila on siis riippuvainen ainoastaan nykytilasta, eiké lainkaan men-
neisyyden tiloista X,,_1, ..., Xo. [1] Jos todennédkdisyys P(X,11 =j | X, = 1)
el riipu muuttujan n arvosta, sanotaan, ettd Markovin ketjulla on statio-
naariset siirtyméatodennékoisyydet (t.s. Markovin ketju on stationaarinen),
ja voidaan merkita

Pij = P(Xnp1=j | Xn=1).
Néma siirtyméatodennakoisyydet voidaan esittéda siirtymamatriisina

Po,o Poa1 Po2
Pio P11 P12 ..
L P20 P21 P22 .- ’

jossa matriisin rivi ¢ on tilan X,, 1 todennakoisyysjakauma ehdolla X,, = i.
Selvésti todenndkoisyyksille p; ; péatee seuraavat ehdot:

Dij > O, Z)] = Oa 1727 )



S pg=1 i=0,1,2,... [25.45—46
7=0

Maaritelladn vield n:n askeleen siirtyméatodennakdsyys:
pi,j(n) = P(Xm+n =J | Xm = Z)

Stationaarisuudesta seuraa, ettd p;;(n) = P(X, = j | Xo = ). Matriisi
P(n) = {p;;(n)} on nmn askeleen siirtymétodennakoisyysmatriisi. Selvésti
P(1) = P. Markovin ketjulle pétee

P(Xner :j | Xn = iaanl = Z'nfh "-7X0 = ZO) = P(Xner :j | Xn = 2)7
m < 1.

Maéaritelladn tilatodennakoisyys hetkella n:
pi(n) = P(X,, =1).

Olkoon liséksi tilatodennékoisyysvektori p(n) = (po(n), p1(n), ...). Tilatoden-
nékoisyydet p;(n) toteuttavat Chapmanin- Kolmogorovin yhtdlon

pi(n) = ZP(Xn =J | Xna =) P(Xpy = 0).

Siis p(n) = p(n—1) P, josta seuraa, ettd p(n) = p(0)P",n = 1,2, ... [1, s. 14]

2.1.1 Yksinkertainen satunnaiskulku

Ajatellaan tilannetta, jossa hiukkanen liikkuu satunnaisesti kokonaislukujen
joukossa. Hetkellda n = 0 hiukkanen on origossa ja hetkelld n = 1 se liikkuu
joko yhden askeleen eteenpain tai yhden askeleen taaksepéin todennakoisyyk-
silld p ja ¢ = 1 — p. Oletetaan téssi, ettd p = 0.5 ja ettd satunnaisuus tuo-
tetaan heittamalld tasapainotettua kolikkoa siten, ettd heitettdessd kruuna
liikutaan eteenpéin ja vastaavasti heitettdessa klaava liikutaan taaksepéain.
Selvasti p; ;41 = 0.5, p;i—1 = 0.5 ja p;; = 0 muulloin. Olkoon S tila-avaruus,
eli kokonaislukujen joukko Z. Hetkelld n hiukkanen liikkuu siis sen nykyisesta
tilasta S,,_1 yhden yksikon verran eteenpéin tai taaksepéin riippuen kolikon-
heiton tuloksesta. Olkoon X, = hiukkasen siirtymaé askeleella n sen edellisesta
tilasta S, _1. Nyt siis P(X,, = +1) = pja P(X,, = —1) = 1 — p = ¢ kaikille
n > 1. Tilaprosessi {S,} saadaan kaavasta

Sn :X1—|—X2—|——|—Xn, SOZO



Maaritelma 2.2. Stokastista prosessia {S, : n = 0,1,2,...} kutsutaan yk-
sinkertaiseksi satunnaiskuluksi. Prosessi ST = S, +x,n =0,1,2, ... on yksin-
kertainen satunnaiskulku alkaen tilasta x.

N.s. pelikassan koko- prosessi on yksinkertainen esimerkki tietystd kohdasta
x alkavasta satunnaiskulusta. Kyseessad on hyvin samanlainen prosessi, kuin
edelld esitetty hiukkasen siirtyma. Jokaisella askeleella siirrytéaén tassiakin yk-
si yksikko eteenpéin tai taaksepéin. Oletetaan, ettd jokainen pelikierros on
stokastisesti riippumaton. Olkoon nyt X,, pelaajan voitto (negatiivinen voit-
to= hévio/tappio) n:nnessi pelissi. Silloin S§ = x on pelaajan alkuperédinen
pelikassa ja S¥ pelikassan suuruus (positiivinen tai negatiivinen) hetkelld n.
Tallaisen prosessin tapauksessa voidaan helposti laskea muuttujan S? jakau-
ma eli tapausten S = y todenndkoisyydet: Olkoon v voittojen, eli tapausten
X; = +1, 0 < 7 < n, lukuméaraa hetkien 0 ja n valilla. Selvésti tappioiden
lukumééra on n — v, josta seuraa, ettd v — (n —v) =y — x tal v = ’H%
Téastéd seuraa ehdot, ettd sekd lukujen n ja y — x pariteetin on oltava sama
ja lisdksi |y — x| < n. Néaiden ehtojen ollessa voimassa saadaan jakaumaksi

X n n —X n— x
P(Sn = y) = <n+y_x)p( +y )/2q( y+ )/2 [3]
2

2.1.2 Tilojen luokat ja ominaisuudet

Tilan j sanotaan olevan saavutettavissa tilasta 4, jos jollekin n > 0, p;;(n) >
0, eli on olemassa positiivinen todennakoisyys, etta dérellisellda maaralla siir-
tymié/askeleita saavutaan tilasta i tilaan j. Jos sek tila j on saavutettavissa
tilasta ¢ ja tila ¢ saavutettavissa tilasta j, sanotaan, etti tilat ¢ ja j kommu-
nikoivat ja merkitddn ¢ <> 7. Jos tilat ¢ ja j eivat kommunikoi, niin silloin
joko

pij(n) =0 kaikillan >0
tai

p;i(n) =0 kaikilla n >0
tai molemmat relaatiot ovat tosia.

Kommunikoivat tilat kuuluvat samaan luokkaan. Markovin ketjun sanotaan
olevan redusoimaton, jos luokkia on vain yksi, eli kaikki tilat kommunikoivat
toistensa kanssa. Jos p;; = 1, eli tilaan ¢ jouduttaessa ei sieltd enédéd padstéd



pois, sanotaan, etté tila ¢ on absorboiva.

Tilan ¢ jakso, merk. d(7), on kaikkien sellaisten kokonaislukujen n > 1, joille
pii(n) > 0, suurin yhteinen tekijé (s.y.t) (Jos p;;(n) =0 V n > 1, méi-
ritellddn d(i) = 0). Jos ¢ <> j, niin d(i) = d(j). Jos ketju on redusoimaton,
niin kaikilla tiloilla on sama jakso. Jos taas ketjun jakso on 1, sanotaan, etta
ketju on jaksoton. Merkitaan

fi = todennékoisyys, etta tilaan ¢ palataan joskus jos tilasta i lahdetaén.

Jos f; = 1, sanotaan, ettd tila ¢ on toistuva. Jos f; < 1, tila on tilapai-
nen.

Markovin ketjun tila ¢ in toistuva silloin ja vain silloin, kun

Z pii(n) = oo.
n=1

Tila ¢ on tilapéinen silloin ja vain silloin, kun

Z pii(n) < oo.
n=1

Redusoimattoman ketjun kaikki tilat ovat joko toistuvia tai tilapiisid. Aé-
rellistilaisen, redusoimattoman ketjun kaikki tilat ovat toistuvia. [2], [1]

2.1.3 Rajajakauma

Tarkastellaan kuvitteellista tilannetta, jossa tutkitaan asiakkaiden ostokiyt-
taytymistéd, kun markkinoilla on kolme eri automerkkia. Asiakas joko ostaa
uudelleen samaa merkkié ¢, kuin hanelld jo ennestdidn on todennékoisyydel-
1a p;;, tai sitten vaihtaa toiseen merkkiin todenndkoisyydelld p;; = #,
i # j. Olkoon parametrit p;; = 0.6, pop = 0.4 ja p33 = 0.2. Oletetaan,
ettd kaikilla automerkeilld on sama kéyttoaika, jonka jéalkeen vaihdetaan uu-
teen. Asiakkaan automerkkid n:nnen ostohetken jélkeen voidaan mallintaa

Markovin ketjulla Xg, Xi, ....., jonka siirtyméamatriisi on

0.6 0.2 0.2
P=1| 03 04 0.3
04 04 0.2



Lasketaan matriisin P potensseja:

0.50 0.28 0.22
P?=1| 042 034 0.24
0.44 0.32 0.24

Y

0.4644 0.3056 0.2300
P*=| 04584 0.3100 0.2316
0.4600 0.3088 0.2312

0.4615 0.3077 0.2308
P2 =1 04615 0.3077 0.2308
0.4615 0.3077 0.2308

Huomataan, ettd mitd enemmaén aikaa kuluu, sitd vihemmaén alkutilalla on
merkitystéa, silli matriisin rivit ovat lihes samat jo 12 siirtymén jalkeen ja
nédyttavit lahestyvin tiettya raja-arvoa.. Matriisin alkioiden arvot siis stabi-
loituvat kohti rajajakaumaa

7 = (m, 72, m3) = (0.4615,0.3077,0.2308). [4]

Maéritelméi 2.3. Jos raja-arvot 7; = lim,_,o, P(X,, = j),7 = 0,1, ..., ovat
olemassa ja ) m; = 1, niin vaakavektori w = (7, 7o, ...) on diskreettiaikai-

=0
sen Markovin ketjun rajajakauma.

Jos rajajakauma on olemassa, niin seuraavat yhtalot (ns. tasapainoyht&lot)
ovat voimassa:

Zﬂ-ipij:ﬂ-ﬁ j:O717"'7
1=0

io:ﬂ'i =1
1=0

eli

P =mw

w1l =1



Jos Markovin ketju on aarellistilainen, redusoimaton ja jaksoton, on sen ra-
jajakauma yksikésitteinen. |1, s. 17-18|

Kaikilla Markovin ketjuilla ei ole olemassa rajajakaumaa. Tarkastellaan esi-
merkiksi sellaista satunnaiskulkua kokonaislukujen {0, 1,2, 3,4} joukossa, jol-
la on kaksi absorboivaa tilaa. Olkoon ketjun siirtymématriisi

1 0 0 0 O
05 0 05 0 O
P = 0 05 0 05 0
0 0 05 0 05
o 0 0 0 1

Laskemalla voidaan todeta, etté

1 000 0

0.75 0 0 0 0.25

lim P"=| 05 0 0 0 05

e 025 0 0 0 0.75
0 000 1

Selvasti tallaisella ketjulla ei voi olla rajajakaumaa, silléd lim,,_, p; ;(n) riip-
puu alkuperéisesté tilasta. [6]

2.2 Jatkuva-aikaiset Markovin ketjut

Diskreettiaikaisissa Markovin ketjuissa kussakin tilassa vietetadn yksi aikayk-
sikko. Jatkuva-aikaisessa Markovin ketjussa vietetddn kussakin tilassa satun-
nainen aika, mutta kuitenkin siten, ettd Markovin ominaisuus on voimassa.

Olkoon tila-avaruus S = Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} tai jokin S:n osajouk-
ko. Olkoon systeemin saapuessa tilaan ¢ € S tilassa vietettava vierailuaika
T; > 0. Kun vierailuaika paattyy, systeemi siirtyy tilaan j siirtyméatodenna-
koisyydelld p; ;. Merkitédén X (t)= systeemin tila hetkelld ¢. Markovin ominai-
suuden mukaisesti siis tulevaisuus { X (s+t) : ¢ > 0} riippuu vain nykytilasta
X (s), eikd menneisyydestd { X (u) : 0 < u < s}.

Maaritelméa 2.4. Stokastinen prosessi {X(¢) : ¢ > 0}, jolla on diskreetti

tila-avaruus S, on jatkuva-aikainen Markovin ketju, jos kaikille ¢ > 0, s > 0,

1€85,5€8,

PX(s+t)=7]|X(s)=0,{X(uw):0<u<s})=PX(s+t)=7]X(s) =1)
= pi;(t)



Siis p; j(t) on todennikoisyys, ettd t:n aikayksikon padsté siirrytddn nykyi-
sestd tilasta ¢ tilaan j. Kaikille £ > 0 on olemassa siirtymamatriisi

P(t) = (pi; (1)),

ja P(0) = I. Erityisesti,
pij(t) = P(X(t) = j | X(0) = 9).

Néytetadn, ettd muistittomuus-ominaisuuden vuoksi vierailuaikojen on nou-
datettava eksponenttijakaumaa. Olkoon X (t) = i. Ajanhetki ¢ sijoittuu nyt
jonnekin tilassa ¢ vietettavan vierailuajan 7} keskelle. Tulevaisuus hetken ¢
jalkeen kertoo erityisesti jaljella olevan vierailuajan pituuden tilassa i. Vas-
taavasti menneisyys, eli aika ennen hetked t kertoo vierailuajan senhetkisen
keston tilassa ¢. Jotta tulevaisuus olisi nyt riippumaton menneisyydesté, niin
selvésti jaljelld oleva vierailuaika voi olla riippuvainen vain tilasta i, eiké
siitd, kuinka kauan tilassa on jo oltu. Koska eksponenttijakauma on taysin
rate-parametrinsa eli nopeutensa madrddmé seuraa, ettd kaikille i € S on
olemassa vakio ¢; > 0 siten, ettd kun ketju saapuu tilaan i, se viettaa siella
menneisyydestd riippumatta ajan T; ~ Exp(g;) [5].

2.2.1 Jatkuva-aikaisen Markovin ketjun siirtymanopeusmatriisi Q
(Generaattori)

Jatkuva-aikaisen Markovin prosessin maarittelee taydellisesti sen siirtyméano-
peusmatriisi eli generaattori. Systeemi siirtyy tilasta ¢ tilaan j jonkin tapauk-
sen sattumisen seurauksena. Téllaista tapausta sanotaan siirtyméan i — j
laukaisevaksi tapaukseksi. Olkoon T; ; aika, jonka systeemi viettdd tilassa ¢,
jos se sitten siirtyy tilaan j. Siis jos siis systeemi saapuu tilaan i hetkella ¢,
niin siirtymén ¢ — j laukaisevan tapauksen sattuessa systeemi siirtyy tilaan
J hetkelld ¢ + T;;. Oletetaan, etté

T ~ EXP(%,J’)

ja ettd satunnaismuuttujat 7;; ovat riippumattomat sekd toisistaan, etta
menneisyyden tiloista ja vierailuajoista ennen saapumista tilaan 7. Tama on
jatkuva-aikainen Markovin ketju, jossa

Qi
4 = E ik, DPij = —]
oy qi

Normaalisti jatkuva-aikaisella Markovin ketjulla p;; = 0 kaikilla ¢, mutta jos
¢; = 0, niin p; ; ei ole madritelty. Tila ¢ on absorboiva, kun ¢, = 0, joten
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maééritellddn p;; = 1 ja p;; = 0, kun j # 7. Namé parametrit voidaan koo-
ta matriisiksi, kun maéritellaan vield parametrit g;,. Tassé perustelematta
(perustelu 16ytyy esim [5, s. 3]) todetaan, ettd on osoittautunut hyviksi maa-

ritelld ¢;; = — Zk# Qi k-

Masritelmé 2.5. Matriisi Q = {¢;;} on jatkuva-aikaisen Markovin ket-
jun generaattori.

Generaattorin avulla saadaan maaratyksi vierailuajat, siirtymétodennékoi-
syydet seké rajajakauma. [1]

Esimerkki 2.1. Molekyyli siirtyy tilojen 0 ja 1 vélilld parametrien gy ; = 2
ja qi,0 = 4 mukaisesti. Taman Markovin ketjun generaattorimatriisi on

a- (7 2)

2.2.2 Upotettu Markovin ketju

Jatkuva-aikaiseen Markov-prosessiin X; voidaan liittda diskreettiaikainen Mar-
kovin ketju, ns upotettu (embedded) Markovin ketju {X,(f)}. Jos Xym siirty-
mét tilasta toiseen tapahtuvat hetkilla ty,q, ..., méaritellaan

XY= X, arvo heti hetkelldi t,, tapahtuneen tilasiirtymén jilkeen (hetki 7).
Siis X7 = X+ [7]

2.2.3 Tilojen luokat ja ominaisuudet

Jatkuva-aikaisen Markovin ketjun tilan j sanotaan olevan saavutettavissa
tilasta ¢, jos

P(X(s)=j| X(0)=14) = pi;(s) > 0 jollekin s > 0

Kuten diskreettiaikaisillakin ketjuilla, tilojen ¢ ja j sanotaan kommunikoi-
van, jos tila ¢ on saavutettavissa tilasta j, ja lisdksi tila j on saavutettavissa
tilasta i (merk. i <> j)

Tilat @ ja 7 kommunikoiat jatkuva-aikaisessa Markovin ketjussa jos ja vain
jos ne kommunikoivat myos upotetussa diskreettiaikaisessa ketjussa {Xff)}.

Tilat voidaan jakaa ekvivalenssiluokkiin C'(i) = {j € S : j <> i}. Jos luokkia
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on vain yksi (C(1)), ketju on redusoimaton.

Jatkuva-aitkainen Markovin ketju on redusoimaton jos ja vain jos sen upo-
tettu ketju on redusoimaton

Olkoon H;; jéljella oleva aika, kunnes ketju saapuu uudestaan tilaan ¢. Maa-
ritelldan lisaksi, etta H;; = oo, jos ketju ei enadéd palaa tilaan 7. Tila ¢ on
toistuva, jos ketju palaa varmasti tilaan 7, eli P(T;; < oo) = 1. Jos tila ei ole
toistuva, se on tilapdinen.

Jatkuva-aikaisen Markovin ketjun tila i on toistuva/tilapdinen jos ja vain
jos se on toistuva/tilapdinen myds upotetussa diskreettiaikaisessa ketjussa.

Jatkuva-aikainen Markovin ketju on positiivisesti toistuva, jos se on redusoi-
maton ja kaikki tilat ovat toistuvia. [5]

2.2.4 Rajajakauma

Masritelmé 2.6 Jos raja-arvot m; = limy o p;;(¢),7 = 0,1,..., ovat ole-
[e.@]

massa ja »_ m; = 1, niin vaakavektori @ = (7,7, ...) on jatkuva-aikaisen
j=0

Markovin ketjun rajajakauma.

Jos rajajakauma on olemassa, niin seuraavat yhtalot (ns. tasapainoyhtilot)
ovat voimassa:

Z?qu]"i, j :O,l,...,

1#]
Sno
i=0
eli
wQ =0

wl=1

Jos Markovin ketju on positiivisesti toistuva, on sen rajajakauma yksikasit-
teinen. [1, s. 24-25|
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2.2.5 Esimerkkeja jatkuva-aikaisista Markovin ketjuista

Maaritelladn aluksi Poisson- prosessi, joka on yksi tarkeimmistd Markov- pro-
sesseista. Olkoon N (t) hetkeen ¢ mennessd sattuvien tapauksien lukumééra
ja N(0) = 0. Prosessi {N(t),t > 0} on laskuriprosessi.

Maéritelma 2.7 Laskuriprosessi {N(t),t¢ > 0} on Poisson-prosessi no-
peudella A, jos prosessilla on riippumattomat ja stationaariset lisdykset ja
N(t) ~ Po(At)

Esimerkki 2.2. Olkoon {N(t) : ¢ > 0} Poisson- prosessi nopeudella A.
Silloin {N(¢)} on jatkuva-aikainen Markovin ketju, jonka tila-avaruus on
S ={0,1,2,...} ja jolle p;;y1=1, ¢ = A, @ > 0. Jos N(t) = i, niin silloin
muistittomuusominaisuuden nojalla seuraava lisdys ¢ + 1 tapahtuu mennei-
syydesta riippumatta eksponentiaalisesti jakautuneen ajan kuluttua nopeu-
della A. Vierailuaika tilassa ¢ on selvasti lisdysaikojen ¢, ja t; erotus ;11 —t;.
Olettaen, ettd N(0) = 0 huomataan, ettd X,, = N(¢}) = n,n > 0, eli upotet-
tu Markovin ketju on deterministinen. Téma on erityinen esimerkki jatkuva-
aikaisista Markovin ketjuista, silla sen liséksi, etta kaikilla vierailuajoilla T;
on sama nopeus ¢; = A, on N(t) on kasvava prosessi. Siis kun ¢ — oo, niin
N(t) — oo. 5]

Esimerkki 2.3. FIFO- jono (First in- first out) Asiakkaita saapuu palve-
lupisteelle Poisson- prosessin mukaisesti nopeudella A. Asiakkailla on toisis-
taan riippumattomat palveluajat {S,}, S, ~ Exp(u) ja heitd palvellaan saa-
pumisjérjestyksessé eli FIFO- periaatteen mukaisesti. Olkoon X (t) asiakkai-
den lukumééré systeemissi hetkelld ¢. (Systeemilla tarkoitetaan téssd seké
palvelupistetté, etté sille olevaa jonoa). Esimerkiksi X (¢)=5 tarkoittaa, ettd
palvelupisteelld on yksi asiakas ja jonossa nelja asiakasta. Selvisti siirtymi-
nen tilasta toiseen voi tapahtua vain, kun systeemiin saapuu uusi asiakas,
tai sieltd poistuu jo palveltu asiakas. Jos X (¢)=0, niin seuraava tapahtuma
on (vélttaméattéd) asiakkaan saapuminen systeemiin eli vierailuaika tilassa on
To ~ Exp(\); siis aika, joka kuluu, kunnes systeemiin saapuu uusi asiakas.
(go = X = saapumisnopeus). Jos X (t) = 4,7 > 1, niin silloin vierailuaika tilas-
sa i on T; = min{S,, X }, missd S, on palvelutiskilla olevan asiakkaan jaljella
oleva aika systeemissé, ja X on aika, joka kuluu, kunnes systeemiin saapuu
seuraava asiakas. Muistittomuusominaisuudesta (koskee seké palveluaikoja,
ettd saapumisten vilisid aikoja) seuraa, ettd menneisyydestd riippumatta
S, ~ Exp(p) ja X ~ Exp()). Palveluajat ovat riippumattomia my6s Poisson-
prosessista, jonka mukaisesti asiakkaita saapuu. Siten T; ~ Exp(A+p),i > 1.
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Siirtyméatodennakdisyydet p; ; upotetulla diskreettiaikaiselle ketjulle voidaan
johtaa seuraavasti: Merkitdan X,,= asiakkaiden lukumaééré systeemissa siirty-
méahetken n jilkeen. Siirtyma4 tilasta toiseen voi siis tapahtua vain asiakkaan
poistuessa tai uuden asiakkaan saapuessa. Jos X,, = 0 on systeemi tyhji ja
odotetaan vain asiakkaan saapumista;

PX,1=1]X,=0)=1.
Mutta jos X,, = 1,7 > 1, niin silloin

Xp1 =i+ Lkun P(X < S,) =M (A+p)ja

Xpy1 =1—Lkun P(S, < X) = /(A + p).

Siis po1 =1 ja piiy1 =p=A/(A+p), pii-i=1—p=p/(A+p), kun i > 1.
Téllainen upotettu Markovin ketju on myos yksinkertainen satunnaiskulku.
FIFO- jonojen muodostamista Markovin prosesseista on olemassa useita eri
versioita, joissa yleensé palvelupisteiden méara vaihtelee. Niita ei kuitenkaan
késitella téssd enempéd. [5]

2.2.6 Syntyma- kuolema- prosessit

Edella esitetyt Poisson-prosessi, sekid FIFO- jono ovat yksinkertaisia esimerk-
kejé jatkuva-aikaisista Markovin ketjuista, mutta erityisesti ne ovat myos n.k.
syntymd- kuolema- prosesseja. Syntyma- kuolema- prosessiksi kutsutaan sel-
laista Markov- prosessia, jonka tila-avaruus on diskreetti ja jossa tilasiirtymia
voi tapahtua vain naapuritilojen vélilla; ¢ — ¢ 4+ 1 tai ¢ — ¢ — 1 siten, etté
Dii+1 + Piic1 = 1,0 € S. Jos esimerkiksi pa4 > 0, ei kyseesséd ole syntyma-
kuolema- prosessi. Aina, kun ¢ — ¢ + 1 sanotaan, ettd tapahtuu syntymaé ja
aina, kun ¢ — ¢ — 1 sanotaan, ettd tapahtuu kuolema.

Tarkastellaan hyvin yksinkertaista tilannetta, jossa S = {0,1,2,...} ja X(¢)
on tietyn populaation koko hetkelld ¢. Olkoon \;= syntymisnopeus tilassa
¢ > 0 ja ;= kuolemisnopeus tilassa ¢ > 0. Oletetaan, ettd pg = 0, silla
kun populaation koko on 0, ei voi tapahtua kuolemaa. Aina, kun X (¢) = 1,
niin menneisyydesta riippumatta seuraavaan syntymaén kuluva aika on X ~
Exp()\;) ja edelleen syntymésté riippumatta seuraavaan kuolemaan kuluva
aika on Y ~ Exp(py;). Vierailuajat noudattavat nyt nopeutta ¢; = A\; + p,
silld T; = min{ X, Y} ~ Exp(\; + ).
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Nyt aina, kun X (¢) = ¢ > 1, on seuraava tapahtuma syntymé todenné-
koisyydelléd

Piit1 = P(X <Y) = XN/(Ni + 1)
ja kuolema todennékéisyydelld
Pii1 = PY < X) = /(N + i)
Kun p; = 0,7 > 0 ja \; > 0,7 > 0 sanotaan, ettd prosessi on puhdas synty-

mdaprosessi. Téallaisessa prosessissa siis populaation koko voi siirtyméahetkella
ainoastaan kasvaa yhdella. [5]
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3 Galton- Watson- prosessi

Olkoon {X,} Markovin ketju, jonka tila-avaruus on Z; = {0,1,2,...} ja jo-
ka mallintaa sellaisen populaation kokoa, jossa jokainen sukupolven n yksilo
tuottaa elinkaarensa lopussa (yksiléiden elinajat oletetaan téssd mallissa sa-
moiksi) jilkeldisid muista yksiloistd ja niiden jilkeldisten lukuméérasté riip-
pumatta satunnaisen méaran k noudattaen lisdantymisjakaumaa

PY =k)=pp, k=0,1,2,.., (1)

missé pr > 0 ja > pp = 1. Jdlkeldiset muodostavat sukupolven n + 1. Jos
k=0
sukupolvessa X,, on r > 1 yksil64, niin silloin populaation koko sukupolven

n + 1 kohdalla voidaan kirjoittaa riippumattomien ja jakaumaa (1) noudat-
tavien satunnaismuuttujien Y7, Y5, ... summana

Xppp=Y1+Yo+ ...+ Y.
Siirtymatodennakdisyys tilasta ¢ > 1 tilaan j > 0 on siten
pij=PMi+.. +Y. =) (2)

Prosessin oletetaan alkavan aina tilasta Xy = 1, silld jos Xy = k,k > 1, on
tuloksena prosessi, joka koostuu k kappaleesta itsenéisia, toisistaan riippu-
mattomia Galton- Watson- prosesseja, joissa kussakin populaation koko on
alussa yksi. Prosessi jatkuu joko ddrettomaésti, tai kunnes se saapuu tilaan 0.
Jos jossakin sukupolvessa ei synny yhtédn uutta yksilod, on myos seuraava
sukupolvi luonnollisesti tyhja ja populaatio kuolee sukupuuttoon. Tila 0 on
siis absorboiva ja

) 1, kun j=0,
Poj = 0, muulloin.

2] [4]

3.1 Todennikoisyydet generoiva funktio

Siirtymétodenndkdisyyksien laskeminen kaavan (2) avulla voi olla erittdin
hankalaa ja epakaytannollistd. Kaikki siirtymématriisin alkiot voidaankin
huomattavasti helpommin maérittad todennékoisyydet generoivan funktion
avulla. Yleisesti, kun X on diskreetti satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
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on f(x), niin todennékéisyydet generoiva funktio G(s) mééritellddn seuraa-
vasti:

G(s) = B(s¥) = Z Fla;)s™.

Selvésti G(1) = 1. Todennékoisyydet generoiva funktio on aina mééritelty
kaikilla s € [—1,1], mutta myos sellaisilla muuttujan s arvoilla, joilla sarja
suppenee. Derivoimalla termeittdin saadaan

G'(s) = Z xi f (1)L

Jos G(s) on olemassa jollakin valilld [-s—1,s+1],s > 0, niin G'(1) = E(X).
Yleisesti on voimassa

G =EBX")=EX(X—-1)--- (X —r+1)]. [8,s5.101]

Galton-Watson prosessin kohdalla oletetaan edelleen, ettd alkuperéisen po-
pulaation koko on 1, eli Xy, = 1. Selvésti nyt jokaiselle n= 0, 1, 2, ...

Xps1=> Y

i=1

misséd satunnaismuuttujat Y,.,r > 1 ovat riippumattomia ja samoin jakautu-
neita ja noudattavat todennéakoisyysjakaumaa

P(Y,=k)=ps, k=012, > p=1
k=0
Madritelladn todennékoisyydet generoiva funktio
3(s) =Y ps"
k=0
ja
$n(s) =Y _P(X, =k)s", n=012, .. (3)

Lisdksi ¢1(s) = &(s).
Tasta edelleen saadaan
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P(X, =5)) P(Yi+ .. +Y;=k)s".

k=0

Summalla Y; 4 ... +Y; on todennikoisyydet generoiva funktio (¢(s))?, sil-
l& satunnaismuuttujat Y, ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita. Siten

Pni1(s) = Z P(X, = j)(¢(s)).

7=0
Kaavasta (3) nahddén nyt, ettd summa Y. P(X,, = j)(¢(s))’ on generoiva
j=0
funktio ¢, (s) laskettuna pisteessé ¢(s). Saadaan
Pnt1(s) = on(@(s)).  [2,5.394 — 395] (4)

3.2 Populaation koon odotusarvo

Olkoon edelleen sukupolven n koko edellisen sukupolven jilkeldisten koko-

X,—1
naisméidrd X,, = > Y, ja riippumattomuusoletukset voimassa. Olkoon li-
r=1
o0
saksi p = > kpy lisdéntymisjakauman keskiarvo. Kun halutaan selvittda
k=0

populaation koko sukupolven n kohdalla, saadaan kokonaistodennékoisyy-
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den kaavasta

BE(X,) = i E(Xy | Xpo1 = k)P(Xp1 = k)
- i E(XZ Vi | Xpo1 = k)P(Xp1 = k)
- i E(Xk:m | X1 = k)P(X, 1 = k)
=0 @
- 2 E(Zk1 Y)P(X, 1 = k)
- i kpP (X1 = k)
B )

(Yhtéalon neljés rivi seuraa suoraan riippumattomuudesta). Tété tulosta ite-
roimalla saadaan

(tulos seuraa siis siitd, ettd X, = 1) Pitkilla aikavélilld populaation koon
odotusarvolle on siis voimassa

0, kunp <1,
lim E(X,) = lim " =4 1, kunpu =1,
n—oo n—oo

oo, kun p > 1.

(9, s. 160-161]

Esimerkki 3.1. Tarkastellaan sellaista bakteeripopulaatiota, jossa bakteerit
lisddntyvat jakautumalla kahdeksi. Yhden aikayksikon kuluessa yksittdinen
bakteeri joko kuolee todennékéisyydelld 0.2, pysyy samanlaisena todenné-
koisyydellé 0.3 tai jakautuu kahdeksi todennékoisyydella 0.5. Oletetaan, etta
Xo = 250. Lisddntymisjakauman generoiva funktio on

¢(s) = 0.2+ 0.3s + 0.55°.

Koska ¢'(1) = E(X), saadaan generoivan funktion avulla helposti laskettua
bakteeripopulaation koon odotusarvo hetkelld n = 1. Jokaisen yksittdisen
bakteerin jalkeldisten odotusarvo on ¢/(1) =0.34+2-0.5-1 = 1.3, joten koko
alkuperéisen populaation sukupolven n = 1 koon odotusarvo on 250 - 1.3 =
325.
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3.3 Sukupuuton todennakoisyys

Populaation sanotaan kuolevan sukupuuttoon, kun X, = 0 jollakin n, silla
selvasti, kun X,, = 0 seuraa, ettd X, = 0 kaikille £ > n. Jos yksilon toden-
nakoisyys saada 0 jalkelaistda on 0, eli pg = 0, ei sukupuuttoa voi tapahtua,
joten oletetaan, ettd 0 < pg < 1. Olkoon sukupuuton todennékoisyys hetkeen
7N mennessa

n = P(Xy = 0) = ¢n(0).
Kaavasta (4) seuraa, etté

Gn+1 = ¢n+1(0> - ¢(¢n(0)> - ¢(QH> (5>

Derivoimalla funktiota ¢ saadaan

¢ (s) =Y kpps*™' >0,
k=1

o

@' (s) = Z k(k —1)pps™2 >0, kun s < 1.
k=2

Néhdéén, ettd ¢ on kasvava ja konveksi. Lisdksi ¢ = ¢1(0) = po > 0 ja
@2 = ¢(q1) > ¢(0) = ¢q;. Oletetaan nyt, ettd g, > ¢,_1. Silloin
gn+1 = ¢(Qn) > ¢(Qn71) = (Qn-

Téastd nahdéaan, etta jono q, qo, ..., qn, ... on kasvava ja lisdksi ylhaaltéa rajoi-
tettu (yldrajana 1). Siten on olemassa raja-arvo

m=limgqg, O0<m<l1

n—o0

Koska ¢(s) on jatkuva (0 < s < 1), niin kun n — oo seuraa, ettéi

™ = ¢(m). (6)

Kun ¢, méariteltiin sukupuuton todennéakéisyydeksi tietylla hetkelld, on 7
todennékoisyys, ettd sukupuutto tapahtuu ennen pitkdd. Kaavasta (6) néh-
ddédn, ettd m on yhtalon ¢(s) = s juuri.

Néytetadn lisdksi, ettd m on myos pienin positiivinen juuri. Olkoon sy nyt
jokin positiivinen juuri. Silloin ¢; = ¢(0) < ¢(s9) = so. Olkoon ¢, < s¢. Sil-
loin kaavan (5) perusteella gny1 = ¢(gn) < é(s0) = So. Induktiolla voidaan
paatelld, ettd ¢, < sg on voimassa kaikilla n. Seuraa, etta

= lim ¢, < sq,
n—oo
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joten 7 on yhtélén ¢(s) = s pienin positiivinen juuri. |2, s. 396-397]
Esimerkki 3.2. Tarkastellaan sellaista haarautumisprosessia, jonka lisdan-
tymisjakauma on p = (0.2,0.5,0.3). Keskimééréinen jalkeldisten méadra on
pw=0-024+1-05+2-03=1.1.
Generoiva funktio on nyt
$(s) =02-5"+0.5-5" +0.3-5>=0.240.55 + 0.35%
Ratkaisemalla yhtalo
s=¢(s) =0.2+0.5s +0.35°

sukupuuton todennéikoéisyyden selvittdmiseksi saadaan juuriksi s; = 1 ja
s9 = 0.666.... Pienempi néistd on ennen pitkda tapahtuvan sukupuuton to-
dennékoisyys, m = 0.666.... [9]

Esimerkki 3.3. Olkoon
pe=p"(1—p),k=0,1,2,...

Lisddntymisjakauma on siten Geom(1 — p), ja

he P
1—p
Selvisti jos p < 0.5, m = 1. Oletetaan kuitenkin téssé, ettd p > 0.5. Toden-
nékoisyydet generoiva funktio on

N _1-p
d(s) = ;S’“p’“(l—p) =10

Nyt yhtélolld ¢(s) = s on kaksi ratkaisua, s; = 1 ja sy = %. Koska p > 0.5,
on S naistd pienempi, joten sukupuuton todennékoisyydeksi saadaan

1—
r=—2L [10]
p

Sukupuuton todennékdisyys riippuu merkittavasti jalkeldisten lukuméadran
keskiarvosta p. Sen perusteella prosessi voidaan jakaa kolmeen tapaukseen:

e Kun 4 <1 — 7 =1 eli sukupuutto on varmaa. (Alikriittinen
prosessi.)
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e Kun =1 — 7 =1 paitsi silloin, kun yksilon jalkeldisten méaéra
on yksi eli p; = 1. (Kriittinen prosessi.)

e Kun u > 1 — 7 < 1. Sukupuutto on kuitenkin téllaisessakin
tapauksessa mahdollinen. (Ylikriittinen prosessi.)

Naméa tulokset seuraavat suoraan populaation koon estimaateista pitkalla
aikavélilla. Intuitiivisestikin on selvéad, etté jos jokainen yksilo saa keskimé&a-
rin yhden tai vihemmén kuin yhden jalkeldisen, on sukupuutto ennen pitkaa
vaistamaton. Jos taas yksilo saa aina tasan yhden jalkeldisen, eli p; = 1,
tilanne on téysin triviaali. Ylikriittinen prosessi on hieman mielenkiintoisem-
pi, silla vaikka populaation koon odotusarvo kasvaakin darettomén suureksi,
on sukupuutto silti mahdollinen. Prosessi ei silti voi koskaan saavuttaa min-
kdanlaista tasapainotilaa, jossa populaation koko stabiloituisi tietylle tasolle.
Galton- Watson- prosessin kaikki tilat 1,2, .. ovat siis tilapaisia ja lisdksi, jos
p>1,
lim P(X,, =0)=mja lim P(X,=c0)=1—-7, O0<7m<l1

n—oo n—o0

Todistetaan taméa tulos:

Oletetaan jalleen, etté prosessi alkaa tilasta Xy = 1. Olkoon m ensimmaéinen
sellainen kerta, ettd X,, = k,k # 1. Jos sellaista hetked m ei ole olemassa,
niin tila k& on selvasti tilapadinen. Jos taas sellainen hetki m on olemassa, niin
maédritellddn silloin ensimméinen palaaminen tilaan k,k # 1 sukupolven n
kohdalla seuraavasti:

) P(Xpn =k, Xpsj £k, j=1,2,.on— 1] X, = k),

missé ¢\2 = 0. Midiritellién lisiksi

Ouk =Y by
n=0

Tila % on siis tilapéinen, jos ¢xr < 1.

Olkoon nyt pyo todennékoisyys, ettd prosessi siirtyy yhdessé sukupolvessa
tilasta k tilaan 0, eli

pk,O = P(Xm—i-l = 0 | Xm = k’)
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Selvésti X,, = 0 kaikille n > m + 1, silla tila 0 on absorboiva, eikd sinne
saavuttaessa ole endéd mahdollista siirtyd muihin tiloihin. Siksi taytyy olla
olemassa positiivinen todennakdéisyys py., etta prosessi ei koskaan enda palaa
tilaan k ja siten

Ok <1 —pro <1

Jokainen tila k € {1,2, ...} on siis tilapainen. Tilapéiselle tilalle & ja jokaiselle
tilalle j lim, oo prj = 0, eli

lim P(X, = k) =0.

n—oo

Koska X, ei voi konvergoida (kun n — oo) kohti mitdén déarellistd tilaa k,
niin silloin se konvergoi joko kohti tilaa 0 tai kasvaa déarettoméan suureksi. [14]

Galton- Watson prosessille on voimassa, ettd ylikriittinen prosessi, p > 1,
joka on ehdollistettu paattyméaan sukupuuttoon, muuttuu alikriittiseksi pro-
sessiksi. Olkoon siis {py} ylikriittisen prosessin lisddntymisjakauma, eli

Zk?pk > 1.
k>0

Olkoon edelleen ¢ todennikoisyydet generoiva funktio ja 7w sukupuuton to-
dennékéisyys eli yhtdlon ¢(m) = 7 ratkaisu, 7 € [0, 1]. Voidaan osoittaa (ks.
[16, s. 259-260]), etté jos prosessi ehdollistetaan péédttyméadn sukupuuttoon,
niin silloin sen lisddntymisjakauma on

pz = pkﬂ-kila k 2 0.

Tarkistetaan ensin, ettéd kyseessa todella on todennékoisyysjakauma. Koska
m=)_ pT =7 P
k>0 k>0
niin Y p; = 1. Merkitdén nyt jakauman {p}} generoivaa funktiota ¢*. Voi-
k>0
daan helposti todeta, ettd ¢*(s) = 7~ '¢(ns) ja siten ¢*'(s) = ¢/(ws). Tasti
seuraa, etta

Y kpi=0"(1) = ¢ (r) <1,

k>0

joten kyseessé on alikriittinen prosessi.
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Esimerkki 3.4. Olkoon yksilon jélkeldisten médrd Poisson- jakautunut ja
jalkeldisten lukuméadrén keskiarvo p = A > 1. Edelld olevan perusteella, jos
prosessi ehdollistetaan paattyméadn sukupuuttoon, niin silloin

Py = 67’\)\—k7rk’1 = le”\ ()m)k.

k! T k!

Jakaumaan py, liittyvd sukupuuton todennékoisyys on yhtélon m = ¢(m) rat-
kaisu, eli

_ - —)\)‘k k
’/T—Ze H’/T.

k=0

Tisté saadaan m = eM™ 1) joka voidaan kirjoittaa muodossa
1
_ef)\ —e AT
s

Siten

k

* __—AT ()\77')

joka vastaa Poisson-jakaumaa keskiarvolla 1 = Ax. [16]

3.4 Sukupuuttoon kuluva aika

Aiemmin on tarkasteltu ainoastaan hetkeen n mennessid tapahtuvan suku-
puuton todennakéisyytta. Olkoon nyt 1" sukupuuton tarkka tapahtumahetki
eli T = n, kun n on ensimméinen sellainen sukupolvi, jolle X,, = 0. Siis
tarkalleen

T=n<= X,=0ja X, >0.
Kokonaistodennékoisyyden perusteella voidaan kirjoittaa
PX,=0nX,.1>0+PX,=0nX, 1 =0)=P(X,=0).

Mutta nyt tapahtuma (X,, = 0N X,,_; = 0) on sellainen, etté tiedetddn, ettd
jos sukupuutto on tapahtunut jo sukupolven n — 1 kohdalla, se on varmasti
tapahtunut myos sukupolven n kohdalla, silld tila 0 on absorboiva. Siten

P(X,=0NXp1=0)=P(Xp_1=0)=,_1(0).
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Vastaavasti edelleen
P(X, =0) = ¢,(0).
Nyt saadaan
P(T'=n)=PX,=0NX,—1 > 0) = $u(0) — ¢-1(0) = gn — gn—1-

Tama antaa muuttujan 7' jakauman.

Sukupuuttoon kuluvan ajan odotusarvolle E(T") on voimassa

< oo, kun p <1,
E(T)=< oo, kunpu =1,
00, kun p > 1.

[15]
Esimerkki 3.5. Tarkastellaan populaatiota, jossa yksilo saa yhden jalke-

ldisen todennékoisyydella p ja nolla jalkeldistd todennakoisyydella g =1 —p
ja etsitddn muuttujan 7' jakauma:

Kun nyt

¢(s) = qs° + ps' = q+ ps,

$a(s) = d(p(s)) = ¢+ plg+ps) = q(1 +p) + p*s

On(s) =q(L+p+p°+ ... +p" 1) +p"s,
niin saadaan
P(T - n) - an(O) - gbn—l(O)

=gl 4+p+p°+. . ") =gl +p+p* + ... +p"?)
=g Y, n=12, ..

Siten
T —1 ~ Geom(q).
Geometriselle jakaumalle on voimassa E(T —1) = £, joten

1— 1
ET) =142 PP _ " 5

q q q
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3.5 Migraatio

Yhden tyypin haarautumisprosessi on yksinkertaisimmillaan sellainen, etta
koko populaatio jollakin hetkelld n on perdisin yhdesta alkuperaisesta yksi-
16std. On my6s mahdollista, ettd populaation kokoon vaikuttaa positiivinen
tai negatiivinen migraatio, eli yksiloitd voi saapua populaation ulkopuolelta
tai niitd voi poistua olemassa olevasta populaatiosta syysta tai toisesta.

Kun prosessiin liittyy positiivista migraatiota, niin silloin satunnainen méaa-
ra, yksiloitd saapuu populaation ulkopuolelta lisddntymishetkien i — 1 ja
1,07 = 1,2,..., valisena aikana. Tehd&dédn oletus, ettd saapuvat yksilot ovat
samaa tyyppid, kuin alkuperéisen populaation yksilét ja niilla on siten myos
sama lisdantymisjakauma. Oletetaan, ettd hetkelld n = 0 populaatio koostuu
Xg yksilosta. Olkoon d,,n = 1,2, ..., saapuvien yksildiden lukuméaéara hetkien
n—1 ja n valisend aikana. Jos populaation koko ennen seuraavan sukupolven
syntymista ja migraation tapahtumista on X,,_1, niin silloin

Xn:Y1+}/2++YXn,1 +5n7

missd Y; on edelleen sukupolven n — 1 yksilon ¢ jélkeldisten lukumaééra. Ole-
tetaan, ettd saapuvien yksiloiden lukuméérin keskiarvo lisdédntymishetkien
valilla on vakio A ja edelleen yhden yksilon jalkeldisten lukumaéréin keskiarvo
on u. Koko populaation koon odotusarvoksi saadaan nyt

( ):E(E( n|Xn 1))
=EEY+..+Yx, ,+0| Xn-1))
= B(E(Ys | Xo1)) + oo+ E(E(Yx,, | X 1)) + E(E@y | X))
= E(puXn_1)+ A

(Xpo1) + A
(LE(Xn—2) + A) + A
= u"E(Xo) + M AT L A+ A
= Xop" + " A A

RS

Helposti ndhdéén, ettd kun g # 1, niin

"—1
E(X,) = Xop" +/\I[:L_

ja kun g = 1, niin

E(Xn) = X[) + nA.
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Alikriittisessé tapauksessa siis

"o
lim E(X,) = lim (Xou” +AE )

A
I—p

Populaation koko pysyy rajoitettuna, ja vaikka hetkellinen sukupuutto onkin
mahdollinen, ei koko populaatio voi kuolla sukupuuttoon edes alikriittisessa
tapauksessa, silld positiivinen migraatio pysyy vakiona.

Tarkastellaan sitten sellaista negatiivista migraatiota, jossa jokainen yksilo,
muista riippumatta, voi heti syntyménsé jélkeen valita populaatiosta poistu-
misen. Tallaista tapausta voidaan kasitelld kuten syntymé-kuolema-prosessia
eli poistuneita yksiloita ei oteta huomioon jalkeldisten lukumaéérassa. Olkoon
edelleen py todennikoisyys, ettd yksilo saa k jalkeldistd. Olkoon lisdksi ¢ to-
dennékoisyys, ettéd yksilo poistuu populaatiosta. Nyt yksilon todennékoisyys
saada k populaatioon jadvai jalkelaista on

> (‘;) (1— )¢ "p;.

jzk

Yhden yksilon jélkeldisten lukuméédran keskiarvo on selvisti p* = p(1l — ¢q).
Kaytannossa tdma tarkoittaa, ettd mikéli edelld kuvatun kaltaista negatii-
vista migraatiota tapahtuu ja p* < 1 < pu, saattaa ylikriittisestd prosessista
tulla alikriittinen ja siten sukupuuton todennékéisyys voi muuttua merkit-
tavasti. Negatiivinen migraatio voi olla riippuvaista esimerkiksi populaation
koosta, mutta sellaisia tapauksia ei késitelld téssé. [12, s. 52-55]

3.6 Ympariston vaihtelu

Prosessi, jossa ympériston vaikutus on otettu huomioon on myd6s perinteisen
Galton- Watson prosessin modifikaatio, jossa lisddntymisjakauma vaihtelee
sukupolvien valilld. Ympériston vaihtelulla voidaan tarkoittaa kirjaimellista
ympériston vaihtelua esimerkiksi tutkittaessa eldinpopulaatiota. Saéolosuh-
teet, ravinnon saatavuus, ihmisen toimet ymv. voivat vaikuttaa populaatioi-
den kokoon ja lisddntymiseen merkittavasti. Puhtaasti matemaattisesta nako-
kulmasta silla viitataan lisadntymisjakauman satunnaisuuteen ja vaihteluun.
Téllainen prosessi ei endé ole tidysin Galton- Watson- prosessin méaéritelméan
mukainen, mutta jos oletetaan, ettd populaation jokainen sukupolven k yksilo
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saa Y}, jalkelaista (Tésséd Yy on diskreetti satunnaismuuttuja) ja etté jokainen
yksilo lisdantyy muista riippumatta, niin tietyin ehdoin téllaistakin proses-
sia voidaan kasitella kuten Galton- Watson- prosessia. Oletetaan esimerkiksi,
ettd ympériston vaihtelu on jaksottaista ja satunnaismuuttujat Y, muodosta-
vat jonon Y7, Y5, Y], Y, ... jne. Tallaisessa tapauksessa voidaan kahdesta pe-
rikkaisestd vuodesta muodostaa yksi yksikkd, jolloin Galton- Watson- mallia
voidaan soveltaa. Tilanne voi olla my0s sellainen, ettd ympériston vaihtelu
on satunnaista ja noudattaa jotain tiettyéd todennakoisyysjakaumaa.

Olkoon nyt m, sukupolven n jilkeldisten lukumaéérdn odotusarvo. Koska
selvisti se on riippuvainen sukupolvesta n — 1, saadaan populaation koon
odotusarvoksi

E(Xn) = E(E(Xn | Xn—l)) = mn—1E<Xn—1)7

joka saadaan iteroimalla muotoon
n—1
E(Xn) = Mp—1Mypy_9 - m0E<X0) = H mZE(Xo)
i=0

Oletetaan nyt, ettd ympariston muutos on jaksottaista ja jakson pituus on
T, jolloin jalkeldisten lukuméérian odotusarvo perdkkaisind sukupolvina on
m;,t = 1,2,...,T. Populaation koon odotusarvo sukupolven nT" kohdalla on

E(Xur) = (mg---mq)"E(Xy).

Lisdksi populaation kasvunopeuden odotusarvo yhden sukupolven aikana on
odotusarvojen {m;},i = 1,2, ..., T geometrinen keskiarvo (my---my)"/". Huo-
mionarvoista on, ettd populaation kasvunopeuden odotusarvo on pienempi
kuin kasvunopeuksien aritmeettinen keskiarvo,

T
1 Z

(mT PN ml)l/T S T m;.
i=1

Olkoon nyt my = E(Y}) sukupolven k jilkeldisten lukumé&érén odotusarvo
ja olkoon lisdksi {my},k = 0,1,2,... riippumattomia, samoin jakautuneita
satunnaismuuttujia, joille E(my) = p. Kasvunopeuksien odotusarvo p ei ole
sama kuin populaation kasvunopeuden odotusarvo, joka voidaan méaaritel-
14 joukon {Inmy},k = 0,1,2,... avulla siten, ettd n:n sukupolven jilkeen

kasvunopeuden odotusarvo on
(Mp—1Myg - - mo)l/n = (I/m)In(mn—1mn—z-mo)

— 6(1/71)(ln My—1+Inmy_o+...4+Ilnmg)
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Suurten lukujen lain nojalla riippumattomien ja samoin jakautuneiden satun-
naismuuttujien {lnm;},i = 0,1,2, ... jonolle, jolla on dérellinen odotusarvo
In p,., pétee

n—1
nh_}ralo - ;lnmi = Inp, = E(lnmy,).

Satunnaisessa ympéaristossé haarautumisprosessille on voimassa seuraava tu-
los:

e Kun F(Inmy) < 0 — prosessi on alikriittinen,
e Kun E(Inmy) = 0 — prosessi on kriittinen,

e Kun E(Inmyg) > 0 — prosessi on ylikriittinen.

Jensenin epéyhtilosté (ks. esim [17]) seuraa, ettd satunnaisessa ympéristossi
kasvunopeuksille on voimassa

[y = eln,ur _ 6E‘(lnmk) < E(elnmk) _ E(mk) =u,

Siten on mahdollista, etta ylikriittinenkin prosessi voi paattya sukupuuttoon.
[14]

Esimerkki 3.6. Oletetaan nyt, ettd Y; merkitsee populaatiolle ns. hyvéia
vuotta ja vastaavasti Yo huonoa vuotta. Hyvand vuonna lisddntymisjakauma
on po = 0.2,p; = 0.4, po = 0.2 ja p3 = 0.2 ja huonona vuonna py = 0.3 ja
p1 = 0.7. Hyvéné vuonna jalkeldisia syntyy keskimédrin m; = 1.4 ja huonona
vuonna mo = 0.7. Jos nyt oletetaan lisdksi, ettd hyva ja huono vuosi seuraa-
vat aina toisiaan, eli muodostavat jonon Y7, Y5, Y7, Ys, ..., niin silloin voidaan
kahden vuoden jaksoa késitelld yksikkona siten, ettd populaation odotettu
kasvunopeus on /mims, = 0.990 < 1.

Oletetaan nyt vaihtoehtoisesti, ettd hyvin vuoden todennékéisyys on 0.5 ja
huonon vuoden todennékéisyys samoin 0.5. Silloin E(my) = p = 1.05. Nyt
kummassakin tapauksessa prosessi on alikriittinen, silla

E(Inmy,) = In(0.990) = —0.010 < 0.
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4 Usean tyypin haarautumisprosessit

Yhden tyypin Galton- Watson- prosessissa jokainen yksilo saa muista riippu-
matta elinkaarensa lopussa tietyn méaran jalkelaisia, jotka ovat aina samaa
tyyppia kuin edeltdjansa. Jokaisella yksilolla on sama lisdantymisjakauma
sukupolvesta toiseen. Usean tyypin prosessissa jokainen yksilo voi saada k:n
eri tyypin jalkelaisia ja liséksi eri tyyppien lisédntymisjakaumat voivat poi-
keta toisistaan. Useimmiten oletetaan, ettd saman tyypin edustajilla on aina
sama lisddntymisjakauma.

4.1 Todennakoisyydet generoiva funktio

Merkitéén usean tyypin haarautumisprosessia { X (n)},—00, missé X (n) on
satunnaismuuttujista X;(n),7 = 1,2, ..., k koostuva vektori

X(n) = (Xi(n), Xa(n), ..., Xp(n)).

Liséksi jokaiseen satunnaismuuttujaan X;(n) liittyy k satunnaismuuttujaa
{Y1;,Yai, ..., Yi; }, missé Yy; on tyypin ¢ yksilon tyypin j jélkeldisten lukumé&é-
ra.

Oletetaan, ettd X;(0) = 1. Olkoon p;(r1,79,...,7%) tyypin ¢ yksilon toden-
nékoisyys saada r; tyypin 1 jalkelaista, ro tyypin 2 jalkeldista,..., 7, tyypin
k jalkeldisté, eli

pi(Tl,TQ, "'7rk> = P(ifll = 7“1,}/22' = T2, 7Ykl = Sk)?

Lisdantymisjakaumaan liittyva todennékoisyydet generoiva funktio on

oo [e.e] oo
fi(s1, 82,y 81) = Z s Z Zpi(rl,m, e TE)STRSY sk 1 =1,2, . k.

=0 ro=0171=0

Olkoon nyt e; sellainen k- ulotteinen vektori, jonka i:s komponentti on 1 ja
muut komponentit ovat nollia. Siis esimerkiksi X (0) = e; tarkoittaa, ettd
alkuperainen populaatio koostuu vain yhdesta tyypin ¢ yksilostd. Todenné-
kéisyydet generoiva funktio muuttujalle X;(0), kun X (0) = e; on selvisti

fio(817827 "'78k‘) = S,

Merkitdén muuttujan X;(n) todennékoisyydet generoivaa funktiota f! (s, sa, ...

Olkoon nyt

F = F(s1,82,..,8k) = (f1(S1, s Sk)s oy fu(S15 -, Sk))
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vektori, jonka komponentteina on todennikoisyydet generoivat funktiot f;.
Funktiolla F' on kiintopiste (1, 1, ...,1), silld kaikille ¢ on voimassa f;(1,1,...,1) =
1. Ennen pitkda tapahtuvan sukupuuton todennakoéisyys riippuu siitd, onko
funktiolla F toista kiintopistetti. [14] Palataan siihen sukupuuton yhteydes-
sd, ja maaritelladn nyt usean tyypin prosessille odotusarvomatriisi M .

4.2 Odotusarvomatriisi

Maaritelladn usean tyypin haarautumisprosessille odotusarvomatriisi

mi1 My ... Mk
mMo1 Moo ... Mok

M = ,
mp1 i e Mgk

jossa mj; on tyypin ¢ yksilon tyypin j jalkeldisten lukumaarén odotusarvo,
eli

mji = E(X;(1) | X(0) =€), 4,j=12,..k

Matriisin alkiot mj; voidaan mééritella myos todenndkoisyydet generoivien
funktioiden avulla siten, etté

_ Ofi(S1,52, s Sm) |
88]'

mij s1=1,...,s,=1 -[14]
Maaritelma 4.1. Usean tyypin haarautumisprosessi on redusoimaton jos ja
vain jos jokaiselle parille 7, j on olemassa luonnollinen luku n siten, etté

P(X;(n) > 1| X(0) = e;) > 0.

Téssd siis X;(n) on tyypin j yksildiden lukumééré sukupolven n kohdalla.
Jos viite péatee kaikille 7, j jollakin n, sanotaan, ettd prosessi on positiivisesti
sddannollinen [13].

Seuraava lause on hyvin keskeinen usean tyypin prosesseille.

Perron- Frobeniuksen lause. Jos matriisi M on positiivisesti sdannol-
linen, niin silloin silld on sellainen positiivinen ominaisarvo A (Matriisin M
Perron- Frobeniuksen juuri), etté kaikille muille ominaisarvoille A* on voimas-
sa |A*| < A. Lisiksi ominaisarvon A algebrallinen kertaluku on 1. Ominaisar-
voon A liittyy sellaiset ominaisvektorit v ja w, joiden kaikki komponentit ovat
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> 0 ja joille A\v = vM, Mw = Aw ja vw = 1. Olkoon M; = wv = (w;v;) ja
M2 =M — /\M1 = (mgl‘j). Seuraa, etta M1M1 = Ml, M1M2 = M2M1 =0

Ja
M" = \"M, + M7, VYneN. [13,58— 9]

Sukupuutto riippuu merkittavésti ominaisarvon A suuruudesta, ja usean tyy-
pin prosessiin liittyvd sukupuuttoteoria nojaakin oletukseen, ettd odotusar-
vomatriisi M on ei-negatiivinen sdannollinen matriisi.

4.3 Sukupuuton todennakoisyys

Usean tyypin haarautumisprosessi paattyy sukupuuttoon, jos on olemassa
N €N, ettd kun n > N, niin silloin X (n) = 0, misséd 0 on k-ulotteinen nol-
lavektori.

Oletetaan nyt, ettd funktio F' = (s1, ..., Sk) = (f1(S1, -y Sk), ooy fE(S15 -5 Sk))
on muuttujien sq, ..., s, epéilineaarinen funktio. Oletetaan lisiksi ettd odo-
tusarvomatriisi M on sdannéllinen ja etté silld on sellainen ominaisarvo A,
ettéd kaikille muille ominaisarvoille r péatee |r| < A. Jos A < 1, niin

lim P(X(n)=0|X(0)=e)=1, i=1,2, ..,k

n—o0

Jos A > 1 silloin on olemassa sellainen yksikésitteinen vektori ¢ = (q1, g2, ---, qx),
0<q <1l,i=1,2,..k, ettd

P(X(n)=0]| X(0) =e;) =g,

missé ¢; on generoivien funktioiden f; kiintopiste, fi(q1,q2, .., qn) = ¢ [14]
Téamén tuloksen todistus 16ytyy esimerkiksi teoksesta [11].

Merkitaan lisdksi todennakoisyytta, ettd prosessi paattyy sukupuuttoon su-
kupolveen n mennessé ¢;, (edelleen X (0) = e;). Selvéisti

gio < qi1 <+ < Qin-
Nyt

¢ = lim ¢;,, 1=1,2,....k.
n—oo

Olkoon ¢, = (q1n, Gons -+ Qkn), jolloin

qg = lim g,.
n—oo
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Kaikille ¢; on voimassa yhtalo

¢ = filar,-qn), =12,k

Témén todistus 16ytyy esimerkiksi [13, s. 11].
Esimerkki 4.1. Tarkastellaan kaksiulotteista prosessia. Olkoon

1
fl(Sl, 82) = 4_1(1 + S1 + Sg + S%Sg)
ja
1 2 2
fg(Sl, 82) = Z<1 + S1 + 82 -+ 8152).
Odotusarvomatriisiksi saadaan
_ 9fi(s1,82) _ Of2(s1,82)
M — my = SO myp = S0 ) (3/40 12
1= 3f1((;12,82) Mgy = 8f2éz12,82) 3/4 1

Selviisti M on sédénnéllinen. Silld on ominaisarvot Ay = 3/2 > Ay = 1/4.
Koska A > 1, on olemassa sellaiset qi,q2 € (0,1), ettd fi(q1,q2) = @1 ja
f2(q1, g2) = qo. Téisté saadaan kiintopisteeksi (q1, ¢2) = (vV2—1,v/2—1). Siis
jOS X(O) = (tl, tg), niin

lim P(X(n) =0)= (V2 —1)1"* [14]

n—o0

4.4 Populaation koon odotusarvo

Matriisi M on hyodyllinen, kun halutaan selvittdd populaation koon odo-
tusarvo. Ehdollinen odotusarvo saadaan yhtalosta

EX(n+1)| X(n)) =MX(n).
Yleisesti usean tyypin haarautumisprosessille on voimassa
E(X(n+t)| X(n) =M'X(n),
josta saadaan
E(X(n)) = E(E(X(n) | X(0)) = M"E(X(0)).

Tarkastellaan vield esimerkin 4.1 prosessia ja oletetaan, ettd X (0) = (1,2)

Nyt
E(X(1)] X(0)) = MX(0) = ( Zi 1{2 ) ( é ) - ( 171//44 )
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E(X(2) ] X(1)) = MX(1)
B < gﬁ 1{2 > < 171//44 )
- (e )

= (306 e ) (2)
= M*X(0).
[14]

4.5 Ympariston vaihtelu

Ympaériston vaihtelua voidaan usean tyypin haarautumisprosessin tapaukses-
sa kasitelld hyvin samalla tavalla kuin yhden tyypin Galton- Watson- proses-
sissa. Usean tyypin tapauksessa odotusarvomatriisi M voi vaihtua eri suku-
polvien vililla satunnaisesti jonkin todennédkoisyysjakauman mukaan. Olkoon
nyt M, odotusarvomatriisi hyvané vuonna ja My huonona vuonna. Silloin

E(X(2n)) = (M2M,)"E(X(0)).

Jos A, on matriisin My M suurin ominaisarvo, niin silloin populaation kas-
vunopeuden odotusarvo on v/ \,. Yleensa \. # A\ Ay, jossa A; ja Ay ovat mat-
riisien M ja My suurimmat ominaisarvot

Oletetaan nyt, ettd ympariston vaihtelu on satunnaista niin, ettd odotusar-
vomatriisit {M,},7 = 1,2,... muodostavat joukon riippumattomia, samoin
jakautuneita ja sdénnollisia matriiseja. Olkoon matriisin £(M}) suurin omi-
naisarvo \. Silloin on olemassa stokastinen kasvunopeus, eli populaation odo-
tettu kasvunopeus A, # A. Populaation koon odotusarvo

E(X(n)) =Y E(Xi(n)) = [|E(X ()|l = | M- - - - MoE(X(0))|x

i=1
kasvaa tdmén stokastisen kasvunopeuden mukaisesti,
1 1
lim —In(E(X(n)) = lim —In||M,_,--- MoE(X(0))]1 = In\,.
n—oo M n—oo 1

Yleensa stokastinen kasvunopeus A, < A. Jos A\, < 1, niin populaation koon
odotusarvo konvergoi kohti nollaa, eli prosessi paattyy ennen pitkda suku-
puuttoon.
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4.6 Bi-seksuaalinen haarautumisprosessi

Biseksuaalisessa haarautumisprosessissa tarkasteltava populaatio koostuu kah-
denlaisista yksiloistd, uroksista ja naaraista. Malli on kaksivaiheinen; pariutu-
misvaiheessa muodostetaan parit jonkin pariutumisfunktion mukaisesti. Téas-
sd oletetaan, ettd pari koostuu aina yhdestd uroksesta ja yhdestd naaraas-
ta, jotka ovat aina samasta sukupolvesta. Lisddntymisvaiheessa jokainen pari
tuottaa muista pareista riippumatta jalkeldisia saman lisdantymisjakauman
mukaisesti. Jélkeldiset voivat olla seké uroksia, ettd naaraita.

Merkitédén naaraiden (female) ja urosten (male) lukumé&érdd sukupolven n
kohdalla (F},, M,,). Hetkelld n naaraat ja urokset muodostavat pareja lisdén-
tymisfunktion L mukaisen maardn Z,. Merkitdan liséksi sukupolven n pa-
rin ¢ naaras- ja urospuolisten jilkeldisten lukum&drdd (f,;, my;). Jos nyt
Z, =N > 1, niin

Z’VL

(Fn—l—laMn—‘,-l) = Z(fn,i7mn,i)7 n2071727”'

=1

Jono {Z,},n = 0,1,2,... on Markovin ketju, jonka tila-avaruus on Z, =
{0,1,2,...} ja jolla on stationaariset yhden askeleen siirtymétodennékoisyy-
det

P(Zpi1=k|Z,=5)=P (L (Z(fnmn)> = k;) :

Biseksuaalisen haarautumisprosessin sanotaan olevan superadditiivinen, jos
kaikilla n > 0 pariutumisfunktiolle L pétee

L (Z(mwyl)) Z ZL(@%%) sz,yz € R+7 = 1727 ey 1, n 2 2.
=1

=1

Kéytdnndssa superadditiivisuus tarkoittaa, ettd samassa populaatiossa elé-
vat naaraat ja urokset muodostavat vihintddn yhtd monta paria, kuin jos
sama maara yksiloita eldisi kahdessa tai useammassa populaatiossa.

Maaritelladn nyt biseksuaaliselle haarautumisprosessille asymptoottinen kas-
vunopeus

1
R= lim +E(Zy | Z, = k)

k—o0

35



Merkitéén nyt ¢;= sukupuuton todennéakdisyys, kun Z, = j. Silloin
gj =1 kaikilla j jos ja vain jos R < 1.

Biseksuaalinen prosessi voidaan jakaa kolmeen tapaukseen kasvunopeuden
perusteella seuraavasti:

e Kun R < 1, prosessi on alikriittinen.
e Kun R =1, prosessi on kriittinen.

e Kun R > 1 prosessi on ylikriittinen.

[18] [19]
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