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1 Tausta

Tyo olettaa paljon perustietoja logiikasta ja joukko-opista. Niiden osalta sopivia
lahteitd suomeksi ovat logiikan osalta [O3] ja joukko-opin osalta [O4]. Englanninkie-
lisend lahteend logiikaan liittyen kay [O5] ja joukko-oppiin vuorostaan [O6]. Téassé
osiossa kerrataan néité taustatietoja, jotka ovat hyodyllisia tyon ymmartamiseksi.
Tyossé on kiytetty OpenAl ChatGPT -ohjelmistoa tarkastamaan kieliopillisia asioi-
ta, ja tekodlya on kaytetty apuna tiedonhaussa ja jossain eri ldhteiden puuttuvien

yksityiskohtien selvittamisessé. Kaikki sisalto ja tulkinta on tekijan itse tuottamaa.

1.1 Alkuoletuksia ja maaritelmia

Logiikka on matematiikan osa-alue, joka tutkii matemaattisten ilmaisujen muo-
dollisia paattelyjarjestelmia ja formaaleja kielid. Yksinkertaisin tallainen logiikka on
propositiologiikka, joka kayttaa loogisia konnektiiveja muodostamaan niisté koostu-
via kaavoja, joiden totuusarvoja tulkinnat maarittavat. Tulee siis huomioida, etta
sanaa logiikka kaytetdan myos matematiikan osa-alueen lisdksi merkitsemaan niita

kielia, joita logiikka tutkii.

1.1.1 Loogiset systeemit ja syntaksi

Kaikki loogiset systeemit eli loogiset jarjestelmét omaavat kolme osaa; kielen, se-
mantiikan, ja todistusteorian. Logiikan kieli eli syntaksi on tarkalleen otettuna ob-
jektikieli, joka koostuu yksiselitteisista hyvinmuodostetuista ilmaisuista eli merkki-
jonoista. Kieltéd, jolla objektikielta tarkastellaan, kutsutaan metakieleksi, joka on
matemaattisilla ilmaisuilla rikastettu luonnollinen kieli. Ensimmaisen kertaluvun
logiikka on loogisten kielien perhe, joista tédssé tyossa tutkittua kieltd merkitaén
L, ja tassa sithen myos oletetaan sisdltyvin identiteetti-ilmaisu =, joka merkit-
see kahden termin olevan sama. Semantiikka maéarittelee hyvin muodostettujen
kaavojen tulkinnat. Todistusteoria on se jarjestelmé, joka antaa raamit kaavojen
formaaliseen todistamiseen. Aksiomatisoidussa jérjestelméassé se sisdltda etuka-
teen valitut paattelysaannot ja aksioomat eli alkuoletukset. Johdettavuus on
malleista riippumaton ja perustuu syntaksiin, kun taas totuus koskee yksittaisia
malleja ja perustuu semantiikkaan.

Loogiseen aakkostoon sisiltyvit yksilomuuttujat X = {zo, x1, 2o, ...}, kon-
nektiivit, kvanttorit V, 3, yhtdsuuruusmerkki =, sulkumerkit ( ja ), ja pilkku ,. Ter-
mit yli aakkoston S, eli S-termit, méaéaritelldidn induktiivisesti. Jokainen muuttuja

x € X ja vakiosymboli ¢ € Con on termi. f(t1,...,t,) on termi silloin, kun ky-



seinen f on m-paikkainen funktio ja ti,...,t,, ovat termeja. Jos termin muuttujat
ovat joukossa {yi,...,yn}, merkitddn t = t(y1,...,y,). Jos t1,...,t, ovat termeja,
niin t(t1/y1, ..., tn/yn) saadaan termisté ¢ korvaamalla kaikki muuttujan y; esiin-
tymét termilld ¢; kun ¢ = 1,...,n. Kaavat yli aakkoston saadaan n-paikkaisesta
relaatiosymbolista r ja termeista t1, . . ., t, kirjoittamalla r(¢q, ... ,t,). Jos s ja t ovat
termejé, niin (s = t) on kaava. Jos ¢ ja 1 ovat kaavoja, niin samoin ovat myos (),
(A1), (V). Jos ¢ on kaava ja x on muuttuja, ((Vz)p) ja ((3x)¢) ovat myos kaa-
voja. S-kaavan osakaavojen joukko on pienin S-kaavojen joukko, joka siséltaé kaa-
van itse ja on suljettu kaavan muodostussadntojen suhteen. Muuttujan = esiintyma
kaavassa ¢ on sidottu tarkalleen jos tdmé esiintyma on jossain muotoa ((Vx)) tai
((3z)1)) olevassa kaavan ¢ osakaavassa. Muulloin muuttujan z esiintymé on vapaa.
Kaava on lause, eli suljettu kaava, kun siiné ei ole vapaita muuttujia. Vastaavasti
se on avoin jos siind on vapaita muuttujia. Teoria on suljettujen kaavojen joukko.

Paattelysaannot ovat syntaktisia saantoja, joiden avulla voidaan paatelld kaa-
voista ja johdoista uusia johtoja. Esimerkki paattelysdannostd on modus ponens,
joka kertoo, etté jos tunnetaan kaavojen A ja A — B olevan todistettavia, voidaan

paatella B todistuvan myos.

1.1.2 Propositiot ja konnektiivit

Propositio on viite, jonka arvo on tosi tai epétosi'. Atomipropositio on sellainen
propositio, jonka arvo ei maarity minkadn muun proposition kautta. Yhdistelmé-
propositio on sellainen vaite, jonka arvo méarittyy muiden propositioiden kautta
loogisten konnektiivien avulla. Konnektiivi on symboli, joka muodostaa yhdistel-
maproposition sen siséltamien propositioiden kautta konnektiivin saédnnén mukaises-
ti. Negaatio (merkitdén —, joskus typografisesti ~, ilmaistaan "ei") on konnektiivi,
joka muodostaa yhdistelmaproposition =P, jonka totuusarvo on aina péinvastainen
alkuperéisen proposition P kanssa. Disjunktio (merkitddn V, ilmaistaan "tai") on
konnektiivi, joka maérittda kahden muun proposition P ja @) avulla yhdistelmépro-
position PV @), jonka totuusarvo on epétosi jos ja vain jos molemmat P ja () ovat
epatosia, mutta on muulloin tosi. Konjunktio (merkitdan A, ilmaistaan "ja") on
konnektiivi, joka madrittda kahden muun proposition P ja @) avulla yhdistelmépro-
position P A (@), jonka totuusarvo on tosi jos ja vain jos molemmat P ja () ovat tosia,
mutta on muulloin epéatosi. Ne riittdvat ilmaisemaan kaikki mahdolliset propositiot
propositiologiikassa, mutta on olemassa myos muitakin yhdysmerkkeja kuin edella

mainitut kolme, esitellddn niistd kaksi seuraavaksi.

1 Joissain jérjestelmissi lause voi saada muitakin arvoja, mutta téssé tilanteessa kiytdmme vain

vksinkertaista jarjestelmééd kolmannen poissuljetun lain mukaisesti.



Implikaatio® (merkitdéin —, ilmaistaan "jos ... niin" tai ehké joskus "implikoi")
on konnektiivi, joka maarittdd kahden muun proposition P ja @) avulla yhdistel-
maproposition P — @), joka on ekvivalentti ilmaisun =P V @) kanssa, ja jonka to-
tuusarvo on tosi vain jos ) on tosi tai P on epéatosi. Ekvivalenssi (merkitdan <>

=3, ilmaistaan "jos ja vain jos') on konnektiivi, joka méarittidd kahden muun

tai
proposition P ja Q) avulla yhdistelmaproposition P <+ () joka on tosi jos ja vain jos
(P — Q) AN (Q — P) on tosi. Metakielessi = ja < tarkoittavat malli-teoreettista
ekvivalenssia, ja kertoo, etté kaikilla malleilla merkin sitomat vaitteet saavat samat
totuusarvot. Kolmannen poissuljetun lain mukaisesti ilmaisu verum T := (mAV A)
on aina tosi, ilmaisu falsum L := (=A A A) on aina epétosi. Sulkeita () kay-
tetadn kertomaan sidonnasta, eli siita, mitd asioita pidetdén yksittaisina tai erilli-
sina kokonaisuuksina ilmaisuissa. Muuttujat ovat vapaita muuttujia jos niita ei
sido kvanttori. Ilmaisulla ¢(vy,...,v,) tarkoitetaan sellaista kaavaa, jonka vapaat
muuttujat muodostavat joukon {vy,...,v,} osajoukon. Objektikielen lauseet ovat

kaavoja, joissa ei ole vapaita muuttujia.

1.1.3 Semantiikka

Malliteoria taas tutkii semantiikkaa eli sitd, miten loogisten lauseiden sisallot riip-
puvat tulkinnoista. Struktuuri on A = (A, S). Siina epatyhji joukko A # @ on
struktuurin A universumi, eli semanttinen sisédltd, josta malli kertoo, ja S =
Fun U Rel U Con on kielen L kolmesta alkiovieraasta joukosta koostuva sym-
boliaakkosto, jossa F'un merkitsee funktiosymbolien joukkoa, Rel relaatiosymbo-
lien joukkoa, ja Con vakiosymbolien joukkoa. Jokaiseen f € Fun liittyy tulkinta
fA A" — A, jokaiseen r € Rel liittyy tulkinta 4 C A™ ja jokaiseen ¢ € Con liit-
tyy alkio ¢c* € A.* Ensimmaisen kertaluvun tulkinta on jérjestetty pari I = (A, a)
joka koostuu struktuurista eli mallista A = (A, S) ja muuttujien arvotuksesta,
joka on funktio a : X — A, ja antaa jokaiselle muuttujalle arvon universumissa.
Kaavan toteutuminen maarédytyy struktuurista ja arvotuksista rekursiivisesti ra-
kenteellisella induktiolla, eli avaamalla yhdistetyt kaavat ja madraamaélla niille
arvot niiden sisaltdmien atomikaavojen ja konnektiivien perusteella, jolloin arvotuk-

sella a(v;) = a; € A alkiot a4, ..., a, toteuttavat kaavan ¢(vy,...,v,) jos ja vain jos
IEe.

2Filosofiassa joskus kiiytetdin sen sijaan ilmaisua D ja erotellaan materiaalinen implikaatio

(engl. material implication) ja jyrkkd implikaatio (engl. strict implication). Téassé tyosséd kiytetddn
pelkdstddn materiaalista implikaatiota, kuten matematiikassa yleensékin, ja merkintdd O pidetdan

tarkalleen joukko-opillisena, ei niinkddn loogisena merkinténa.
3Té#ssé on oltava varovainen, silld timé symboli ilmenee objekti- ettd metakielessé.
4Teknisesti jokaisen funktion ja relaation argumenttiluku n on toisistaan riippumaton.



Huomautus 1.1. Matemaattisessa logiikassa suomenkieliset ilmaisut objekti- ja me-
takielen lauseille ovat samat. Englannin kielessé objektikielen lauseelle, eli suljetulle
kaavalle, ilmaisu on sentence ja metakielen lauseelle ilmaisu on theorem. Suomen-
kielisessa tekstissd eron huomaa kontekstin kautta. Metakielen lauseelle on myos

yleensé erillinen nimi tai numero jolla niihin viitataan.

1.1.4 Propositiologiikan tautologiat ja paattelysaannot
Propositiologiikan tautologiat (eli ilmaisut jotka ovat aina tosia) ovat
« (P1) Totuusarvojen itsendisyys: ¢ — (¢ — ¢).
o (P2) Implikaation distributiivisuus: (¢ — (v — x)) = ((¢ = ¥) = (¢ — X)).
+ (P3) Kontrapositio: (-9 — =¢) — (¢ — ).
o (P4) Johdettu® tautologia: (¢ V v¥) > (=¢ — ).
Sen paittelysdanto on (R1), ja predikaattilogiikka tuo mukaan (R2):
« (R1) Modus Ponens: Jos ¢ ja ¢ — 1 niin 9.
o (R2) Generalisaatio eli yleistys: Jos ¢ niin (Vz)¢, olettaen ettd x ei ole vapaana
missdan voimassaolevassa oletuksessa.

Nama paattelysddnnot ja aksioomat muodostavat Hilbert-jarjestelméan [O7, s.89-90].

1.1.5 Predikaattilogiikka ja kvanttorit

Predikaattilogiikka on sellainen logiikka, joka sisédltaé propositiologiikan liséksi
myos kvanttorit, vakiosymbolit, relaatiosymbolit ja funktiosymbolit. Kvanttorit®
ovat loogisia operaattoreita jotka sitovat muuttujia ja kertovat niiden toiminnan
laajuudesta predikaatin alaisena. Universaalikvanttori (merkitdan V, ilmaistaan
"kaikille") on kvanttori, joka sitoo muuttujan x ja kertoo, etta kaikilla muuttujan
x arvoilla patee kaava . Tall6in muodostuu ilmaisu (Vz)e. Eksistenssikvantto-
ri (merkitdén 3, ilmaistaan "on olemassa véhintédén yksi') on kvanttori, joka sitoo
muuttujan x ja kertoo, ettd vahintdan yhdella muuttujan x arvolla patee kaava .
Talloin muodostuu ilmaisu (3x)p. Eksistenssi-introduktio on saanto, ettd kaa-
vasta () voidaan paatelld (Jz)p(x). Tama 16ytyy esimerkiksi ldhteesta [O7, Lause
3.5.3].

STAm& siantd on siis teknisesti johdettu edelld mainituista sifinnoistd P1-P3, mutta se merki-

tadn tdssd sadnnoksi P4.
SEtymologiasta: kvanttori tulee sanasta quantifier, joka sanallisesti kddnnettyna olisi mddrdl-

listdjd, joka toimii intuitiona sen toiminnalle.



Predikaattilogiikan aksioomat ovat
o (F1) Universaali instantiaatio: (Vx)o(z) — ¢(t).

« (F2) Kvanttorin distributiivisuus: (Vz)(¢ — ¢) — (¢ — (Vx)1) jos x ei ole

vapaa kaavassa ¢.
o (F3) Kvanttorin dualiteetti: (Vz)¢ <> =(3x)—¢.
 (F4) Identiteettiaksioomat:

— (F4a) Identiteetti: (Vz)(z = z),
— (F4b) Substituutio” (x = y) — (¢(z) — &(y)).

Sen paattelysdédnnot ovat samat kuin aikaisemmin esitetty kohdissa (R1) ja (R2).
Liséksi aiemmat tautologiat 1.1.4 sisaltyvét.

Syntaktisen muuttujan x kuvaa (kaavan ¢ suhteen yhden vapaan muuttujan ti-
lanteessa) kaavan ¢ semanttiseen todistajaan a sijoitusfunktio s, joka on yhteen
muuttujaan rajoitettu arvoitus. Se on semanttinen todistaja vain kaavan ¢ suh-
teen. Kun merkitédén ¢la], se on lyhyt versio metakielen ilmaisusta p[s[x — ],
joka viittaa kaavan ¢ totuusarvoon mallissa, kun sen vapaa muuttuja x on kuvattu
sijoitusfunktion s kautta todistajaan a, joka taas on universumin A alkio.

Muuttujan korvaus yksimuuttujaisen kaavan ¢(z) tapauksessa vapaan muuttu-
jan suhteen merkitédédn siten, ettd kirjoitetaan ¢(z/c). Joskus tdmé ilmaistaan vain
¢(c), mutta on téarkedd ymmértdd, etta kyse on vain vapaan muuttujan vaihdos-
ta vakiolla, joka on syntaktinen eikd semanttinen muutos. Néin siis jos esimerkiksi
o(x) == (Vo)u(z), p(x/c) = (Vx)p(z), koska x ei ole vapaa muuttuja kaavassa
(Vx)ip(z), koska kvanttori V sitoo sen.

Huomautus 1.2. Tyo0ssé oletetaan, ettd logiikan hyvinmuodostettujen kaavojen ko-
koelma eli logiikan formaali kieli L on numeroituva ensimméisen asteen identiteetin

omaava predikaattilogiikka.

Joukko on numeroituva, jos siitd voi muodostaa injektion luonnollisten lukujen
joukkoon N. Joukko on ylinumeroituva, jos se ei ole numeroituva. Luonnolliset

luvut muodostavat joukon {0,1,2,3,...}.

Huomautus 1.3. Formaalisti luonnollisten lukujen joukko muodostetaan joukko-
opissa seuraajafunktion o kautta, joka antaa jokaiselle luonnolliselle luvulle sita

seuraavan luvun.

"My6s nimelld Leibnizin laki.



Maiaritelma 1.4. Valinta-aksiooma kertoo, etté mille tahansa epatyhjien joukkojen
joukolle ¥ := {S : S # ()} on olemassa valintafunktio, joka valitsee yhden alkion
jokaisesta joukosta S € X.

Huomautus 1.5. Valinta-aksiooma oletetaan téassa tyossa todeksi ellei toisin mainita.

1.2 Kielen L(Q) historia

Kieli L(Q) on identiteetti-ilmaisun = omaavan ensimmaisen kertaluvun logiikan L
laajennus kvanttorilla Q. Kieltd L(Q) tutki ensimmaisend Mostowski vuonna 1957
[S23], missé esitetddan nédkemys, ettd kielelle tulisi osoittaa Godelin taydellisyys-
lausetta vastaava tulos. Craig ja Fuhrken esittivat vuonna 1962 konjektuurin, etté
L(Q) téaydellisyys patisi neljalla yksinkertaisella lisiaksioomalla. Kielen tutkimus
eteni mydhemmin siten, ettd Fuhrken [S6] osoitti vuonna 1964 ettd kompaktisuus
pétee kielessd L(Q), ja Vaught [S31] todisti samana vuonna, etté kaikkien kielen
L(Q) validien kaavojen joukko on esitettévissa rekursiivisesti numeroituvana. TAma
todistus antoi myos aikaisemmin toivotun taydellisyyslauseen kielelle L(Q), mutta
sen aksioomajoukko oli vield tuolloin tarpeettoman monimutkainen, joten yksinker-
taisempien aksioomien etsimisen toivossa néitéd metodeja kehitettiin edelleen H. J.
Keislerin artikkelissa vuonna 1966 [S15], ja taas H. D. Ebbinghausin artikkelissa
vuonna 1968 [S4]. Téssé tyossa kasitelladn paaldhteen H. Jerome Keislerin vuoden
1970 artikkelin [SO] tulosta, joka julkaistiin alun perin tiivistelméssa [S18] ja jossa
esitetadn yksinkertaisempia aksioomia kédyttamalld, ettd ylinumeroituvuuskvantto-
rillisen ensimmaisen kertaluvun predikaattilogiikka on téydellinen. Kielta on tutkit-
tu my6s muissa toissd, kuten esimerkiksi padlahteessd viitatuissa [S3], [S6], [S14],

527] ja [S34].

1.3 Logiikan L(Q) taydellisyyden todistuksesta

Viite, etta taydellisyys patee, voidaan osoittaa varmistamalla sen méaaritelmén aset-
taman vaatimuksen, eli jokaisella ristiriidattomalla lausejoukolla > on malli. Osoite-
taan siis aputuloksena jokaisen ristiriidattoman lausejoukon ¥ olevan toteutuva, eli
omaavan mallin. Paalahteessé [S0] edelld mainitun véitteen todistus seuraa julkaisua
[S16]. Téssé suurin vaikeus, kuten Slomson [S27] mainitsee, on se, etté lausejoukon
Y mallin M kaavan 1 (z) toteuttavan osajoukon on pysyttavd numeroituvana tilan-
teissa M = —=(Qx)1(x). Keislerin ratkaisu on luoda malli, joka valistéjattaa joukon
kaavoja, ja hin viittaa tdssd esimerkkeihin [S10], [S22] ja [S32].

Keisler kiyttéa ensin Henkinin metodia [S11] konstruoimaan numeroituvan "hei-

kon mallin" joukosta . Siind mallin osajoukkojen joukko, jota kutsutaan "pseudo-



realisaatioksi" julkaisussa [S27], toimii mallina ilmaisulle Qz. Lausejoukon ¥ stan-
dardimallin konstruktio toteutuu ottamalla unioni w; heikon mallin alkeisketjusta.
Tassa osassa yksinkertaisten ketjujen kanssa hyodynnetéaan Tarski-Vaught metodeja
[S30], ja valistajattamisisséd taas kiytetadn Henkinin [S12] ja Oreyn [S26] kehittdmié
metodeja. Naiden avulla taydellisyys osoitetaan vahvemmassa muodossa, joka antaa

riittavan ehdon sille, etta joukolla > on malli, joka valistajattaa jonkin kaavajoukon.



2 Kieli L(Q)

Tamén osan tehtava on esittdd kielen L(Q) formaali rakenne ja kvanttorin Q toi-
minta seuraten lisdselostuksella varustettua Keislerin [SO] esityksen rakennetta ja
sisaltoa. Kieli L(Q) maééaritelladn olevan ensimmaéisen kertaluvun predikaattilogiik-
ka identiteetilld ja ylinumeroituvuuskvanttorilla Q, joka madritelladn osassa 2.1.
Lisaksi esitetdan maéaaritelmat kaavoille, aksioomille ja paattelysaannoille. Taman
jalkeen esitelladn kaksi eri tulkintajoukkoa, joista ensimmainen on heikot mallit ja
toinen on niiden avulla rakennetut varsinaiset standardimallit. Standardimallit tek-
nisesti sisaltyvat heikkoihin malleihin, mutta heikot mallit eivét sisilly standardi-
malleihin. Tarkoitus on edeté lopulta lemmoihin 2.31-2.47 (Naméa ovat Keislerin
esityksessd yksi lemma, 1.9.) jotka méarittavat kvanttorin Q kaytoksen, mutta en-
sin tulee varmistaa kaksi asiaa. Naméa ovat kielen L(Q) semanttiset ja syntaktiset
perusominaisuudet. Semanttiset perusominaisuudet todistetaan lemmoissa 2.7-2.21,
jotka vastaavat Keislerin lemmoja 1.1.-1.5. Syntaktiset perusominaisuudet todiste-
taan lemmoissa 2.23-2.27. Esitetdan kuitenkin ensin méaritelméat joihin péatelmét

perustuvat.

2.1 Kielen maaritelma

Maaritelladn ensin kvanttori Q ja kieli L(Q) Keislerin esityksen mukaisesti.

Maaritelma 2.1 (Kvanttori Q). Kvanttori Q ilmaisee muuttujan x kanssa Qx

8

'on olemassa ylinumeroituva® méard universumin A alkioita z, joille sidottu kaava

pétee."

Masritelma 2.2 (Kieli L(Q)). Kieli L(Q) on ensimmaéisen kertaluvun predikaat-
tilogiikan kieli varustettuna identiteettisymbolilla =" ja numeroituvalla joukolla

predikaatti-, funktio- ja vakiosymboleja, jonka kvanttoreihin on lisétty O.

Huomautus 2.3. Kuten Keisler huomauttaa, tdmén myota havaitaan, etta kieli L(Q)
sisaltdd siis kolme kvanttoria: 4, V, Q. Sen kaavajoukko on néain pienin joukko ¢,

joka sisédltda kaikki kielen L atomikaavat ja seuraavan ominaisuuden:

jos kaavat 1) € ¢ ja y on muuttuja, niin kaavat ¢ A ¥, =, (Jy)e, (Vy)e ja
(Qy)¢ siséltyvat joukkoon ¢.

8Ylinumeroituvuus toimii tissi kuten aikaisemmin esiteltynd kohdassa 1.1.5
9Huomaa, ettd mm. Keisler ilmaisee identiteetin olevan =. Tama oli 1950-1970 lukujen kaytinto.



Maaritellaédn seuraavaksi heikot mallit erityistapauksena kohdassa 1.1 aikaisemmin
esitellystd mallin'® konseptista, ja edetdén sen jalkeen hinen mééritelmiin kaavan

toteutumisesta kielessé L(Q).

Maaritelma 2.4 (Heikot mallit). Kielen L(Q) heikot mallit ovat pareja (M, q),
jossa M on malli ensimmaisen kertaluvun kielelle L, ja tulkinta ¢ on mallin M
universumin A osajoukkojen a C A joukko, eli universumin A potenssijoukon P(A)

osajoukko. Toisin sanoen ¢ C P(A).

Maaritelladn seuraavaksi mita tarkoittaa, ja minkad pohjalta paatelladn, ettéd kaava
toteutuu kielessa L(Q).

Masritelmé 2.5 (Kaavan toteutuminen kielesséd L(Q)). Ilmaisu "universumin al-
kiot ay,...,a, € A toteuttavat kaavan ¢(vy,...,v,) kielen L(Q) mallissa (M, q)"
maéaaritelladn tavalliseen tapaan rakenteellisella induktiolla kaavan ¢ rakenteen suh-

teen. Kyseinen ilmaisu merkitaian (M, q) E ¢las, ..., a,].

M, ¢) E (Qua)elai, ..., an
jos ja vain jos {b € A|(M, q) E vla1,-..,am-1,0,Qms1,..,0,]} € ¢,

missd p(vy,...,v,) on kielen L(Q) kaava ja m < n. Muut ehdot mééritelldan tut-
tuun tapaan kielestd L. Jos taas kaava ¢ toteutuu kaikissa kielen L(Q) malleissa,

merkitdan = .

2.2 Totuusarvojen invarianssi isomorfisissa malleissa

Tamén osion tarkoitus on osoittaa totuusarvojen invarianssiin liittyvé tulos, lemma
2.8, joka toimii pohjana ja oletuksena lahes kaikille myohemmille tuloksille.
Tarkastellaan ensin sisaisten indeksien késittelya. Taméa tarkastelu osoittautuu

hyodylliseksi esim. seuraavassa lemmassa 2.7.

Huomautus 2.6. Kuvitellaan tilanne, jossa on jono muuttujia 7 = vy, ..., v,. Téssi
ulkoiset indeksit j = 1,...,n kertovat muuttujan v; sijainnin jonossa v. Kuitenkin on
mahdollista, etta vain osa naistd muuttujista ilmenee, joten tarvitaan uudet indeksit
ilmaisemaan vain nuo kyseiset muuttujat. Talloin kirjoitetaan sisdiset indeksit 7 =
i1, ..., 0n. Huomaa, etta ellei kyseessé ole tilanne jossa kaikki muuttujat ilmenevit,

m # n. Néin siis valitaan vain osa alkuperiisestd jonosta.

Taméa ensimméinen lemma, joka vastaa Keislerin lemmaa 1.1, osoittaa, etta vapaiden

muuttujien vaihto ei vaikuta totuusarvoon.

0K eisler kiyttad joskus malleista sanan "model” sijaan ilmaisua "relational systems".



Lemma 2.7. Olkoot indeksit iy,...,4,, erilliset ja m < mn. Jos kaikki kaavan
o(vy,...,v,) vapaat muuttujat ovat tarkalleen v; ,...,v; ja jos muuttujat ovat
vastaavissa kohdissa samat, eli a;, = b;,,...,a;, =0b;,, niin

(M7 Q) ): 30[611, s 7an] jOS ja vain jOS <M7 Q) ): Sp[bla s 7bn]

Todistus. Todistetaan rakenteellisella induktiolla. Jos kaavassa ¢(vy,...,v,) ainoat
vapaat muuttujat ovat joukossa v;,,...,v;, , atomikaavan totuusarvon madraavat
ainoastaan sen vapaiden muuttujien arvot a;,. Kun huomioidaan, etta a;, = by,
kaikille j, totuusarvo on sama kaikille (ay,...,a,) ja (b1, ..., by).

Konnektiivien (=, A, V, —) muodostamien molekyylipropositioden arvot maaray-
tyvait vastaavasti samalla tavalla atomipropositioiden kautta. Jos siis (M, q) = z ja
(M, q) E vy, niin (M, ¢) &= = Ay. Vastaavasti jos (M, q) £ x, (M, q) E -z, ja jos
(M, q) =z tai (M, ¢) =y, niin (M, q) FzVy.

Tilanteissa ¢ = (Vx)y ja ¢ = (Jx)1p havaitaan, ettda ¢(ay,...,a,) totuusarvo

maéaarittyy vain ¢ vapaiden muuttujien pohjalta.
(M, q) E (VYx)i(ay, ..., a,) jos ja vain jos kaikilla universumin A vakion ¢ arvoilla
ceA (M,q Ev(ar,...,ax_1,¢ 011y, a00).

Jos 1) vapaat muuttujat ovat joukossa (vj,...,v; ,z), missd kvanttori sitoo z,
induktio-oletuksesta seuraa, ettd jos a-jono korvataan b-jonolla joissa kaikki mai-
nitut ¢; ovat samanarvoiset, niin jokaiselle vakiolle ¢ universumissa A, eli ¢ € A,

patee

(M, q) E(ar,... a5 1,¢ 041, ,0p)
jOS ja’ vain jOS (M7 Q) |: w(bb s 7bkflvc7 bk+17 R bn)

Taten ehto "kaikilla ¢" patee molemmille tuplille, joten molemmat toteuttavat tai
molemmat eivit toteuta kaavaa (Vz)y. Sama padttely patee kaavalle (3z)1). Todis-
tajien ¢ € A joukko jotka toteuttavat ¢(...,c,...) on identtinen molemmille tuplille

induktio-oletuksen kautta. Samoin siis kvanttorin (Qz )1 suhteen

(M7 Q) IZ (Qx)w(a‘b s 7an)
jos ja vain jos {c € A|(M, q) E ¥(ai,...,ak-1,C akt1,-..,a,)} € g,

jossa ¢ C P(A) on kokoelma A osajoukkoja kyseisessé heikossa mallissa. Ndin maa-

ritelldan

Sa = {C €A |(M7 q) ): 77D(a17 sy Q1,6 Ak 1y - - 7an)}

ja vastaavasti Sp. Induktio-oletuksesta seuraa, ettéd jokaiselle ¢ € A

<M7 Q) ): ¢(a17 sy Q1,6 Ay 15 - - - aa'n) jOS ja vain .jOS

(M, q) ): '(ﬁ(bl, ey bk_l,C, bk—i—l; ceey bn>
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Taten S, = 9,. Néin kvanttorin O tulkinta heikossa mallissa riippuu vain siité,
kuuluuko kyseinen joukko kokoelmaan ¢, ja tdten molemmat jonot joko toteuttavat
tai eivit toteuta kaavaa (Qz). O

Seuraava lemma, joka vastaa Keislerin lemmaa 1.2, osoittaa, ettd totuusarvot eivat

muutu korvauksilla joilla on sama tulkinta.

Lemma 2.8. Olkoon (M, q) heikko malli, ja ¢(z1,...,Zm,y1,...,Yn) kielen L(Q)

kaava. Muodostetaan ¢ korvaamalla jokainen vapaiden muuttujien y1, ..., y, esiin-
tymaé kaavassa ¢ vakioilla ¢y, ..., c,. Josdy, ..., d, ovat vakioiden ¢y, ..., ¢, tulkinnat
mallissa M, niin kaikille aq,...,a,, € A pétee

<M7 Q) ): gp[a’h ce 'Jamudla s 7dn] jOS ja’ vain jOS (M7 Q) IZ w[ala s 7a’m}

Todistus. Vaite todistetaan rakenteellisella induktiolla. Ensin kaydaan lapi atomi-
propositiot. Téssa jokainen vapaa muuttuja y; korvataan vastaavalla vakiolla c;.
Koska atomiproposition arvo riippuu vain sen vapaista muuttujista, totuusarvo sii-
lyy.

Konnektiivien muodostamien molekyylipropositioiden kanssa tapaus rakentuu
atomipropositioista konnektiivien saantojen kautta. Jos (M, q) E x ja (M, q) E v,
niin (M, ¢) E z Ay. Jos (M, q) |~ x, niin (M, q) = —z, (M, q) E z tai (M, q) = v,
niin (M, q) ExVy.

Kvanttorien tapauksissa ¢ = (Vx )y, ¢ = (3x)¢ ja p = (Qx)1) havaitaan, etté jos
Y vapaat muuttujat ovat (yi, .. ., yYn, x), jotka korvataan (cq, ..., c,, x), ja z sidotaan,

niin totuusarvo sailyy myos. 0

Siind, missd lemma 2.7 siis kertoo, ettd vapaiden muuttujien vaihto ei vaikuta to-
tuusarvoon, lemma 2.8 yleistda tdman tuloksen tilanteisiin joissa korvaukset teh-
déaan saman tulkinnan omaavilla alkioilla. Néin siis totuusarvot ovat invariantteja

isomorfisissa malleissa.

2.3 Semanttisia maaritelmia

Seuraavaksi esitelladn lauseen standardimallin, vapaamuuttujaisen kaavan mallin-

nuksen ja valistajattdmisen maaritelmat.
Maaritelma 2.9 (Lauseen standardimalli). Olkoon M malli kielelle L.
M ): 90[@1, s )an] jOS ja vain jOS (M’ Q) ): 90[(11, S 7an]7

missd ¢ on kaikkien joukon A ylinumeroituvien osajoukkojen joukko. Sanotaan, etta

M on objektikielen lauseen standardimalli jos ja vain jos M = ¢ ylla olevaan
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tapaan. Taten M on standardimalli kaavalle ¢ vain, jos ¢ patee mallissa M, jossa

Qu tulkitaan tarkoittavan "on olemassa ylinumeroituva maaré z."

Maéritelma 2.10 (Vapaamuuttujaisen kaavan mallinnus). Jos ¢ on kielen L(Q)

kaava, jossa on vapaat muuttujat wuy ... u,, niin

(M, q) E ¢ ilmaisee (M, q) = V(uq ... u,)p
ja
M = ¢ ilmaisee M = V(ug ... up)ep.

Maéritelma 2.11 (Valistdjattaminen). ' Olkoon X(z) kielen L(Q) kaavajoukko,
jonka kaavoissa on korkeintaan x vapaana. llmaisu "(M, q) vdlistdjdattaa joukon X'

on tosi jos ja vain jos ei ole olemassa sellaista alkiota a € A jolle
(M, q) = o[a] kaikilla o € X.
Standardimalleille ilmaisu "M vélistajattaa joukon 3" méaaritellian samoin.

Tamé tarkoittaa, ettd mallissa (M, q) ei ole universumin alkiota joka toteuttaisi
kaikki joukon Y vaatimukset o, joten sitd pidetadn vélistdjatettyna.
Nama madritelméit muodostavat tarvitun perustan mallien semantiikalle, jota

taas kidytetaan todistamaan logiikan L(Q) taydellisyys.

2.4 Aksioomat ja paittelysddnnot kielelle L(Q)

Nyt esitelliin Keislerin joukko aksioomia kielelle L(Q).'? Valitut aksioomat ovat
yksinkertaisia kaavoja, jotka ovat oletettu todeksi kaikissa standardimalleissa. Si-
sallytetaan myos kaikki edella mainitut perusaksioomat kohdasta 1.1.5 kielelle L,

mukaan lukien identiteettiaksioomat.
Maaritelma 2.12 (Lisdaksioomat kielelle L(Q)).

e (Al) ~(Qz)(x=yVa=2z),

Jokainen joukko, jossa on kaksi alkiota, on numeroituva.

o (A2)Va(p — ¢) — ((Qx)p — (Qx)1)), jossa ¢ ja 1 ovat kielen L(Q) kaavoja.

Joukko on ylinumeroituva, jos sen osajoukko on ylinumeroituva.

H Joskus kiytetidin myos ilmaisuja "jittdid vilistd", "ohittaa" ja "omittaa'.
12Nam4 ovat tarkalleen ne aksioomat, joita Keisler mainitsi Craigin ja Fuhrkenin harkinneen

vuonna 1962 [S3], kun he esittivit konjektuurin, etté taydellisyyslause on tosi kielelle L(Q).
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e (A3) (Qx)p(x) < (Qy)p(y), jossa p(z,...) on kielen L(Q) kaava, jossa y ei
esiinny ja ¢(y, ... ) seuraa korvaamalla jokaisen z vapaa esiintyméa muuttujalla

y. Tama tarkoittaa, ettd vapaiden muuttujien vaihto ei vaikuta totuusarvoon.

o (A4) (Qy)(Fx)p — (F2)(Qy)p V (Qx)(Jy)p, jossa ¢ on kielen L(Q) kaava.
Tamé tarkoittaa, ettd jos Ugex(a,) on ylinumeroituva, joko jokin a, tai X
on ylinumeroituva. Intuitiona toimii, ettd numeroituvan monen numeroituvan

joukon unioni on numeroituva.

Maaritelma 2.13 (Johto). Sanotaan, etta kaavalle ¢ on johto tai todistus, jos ja
vain jos on olemassa aérellinen kaavajono jonka viimeinen kaava on ¢, ja joka on
joko aksiooma, tai saatu aiemmista kaavoista tai aksioomista paattelysaantojen (R1)
ja (R2) avulla. Merkitddn tata = o3

Huomautus 2.14. Keisler huomauttaa, etta valinta-aksioomaa kéytetadn siiné, etté

varmistetaan ettd (A4) pétee kaikissa standardimalleissa.
Huomautus 2.15. (R1) ja (R2) pétevit myos kielessa L(Q).

Huomautus 2.16. Jokaisessa esitetyssa aksioomassa kaavat ¢ ja ¢ saattavat sisaltaé

vapaita muuttujia, ja z,y, z ovat mielivaltaisia muuttujia.

Huomautus 2.17. Monta eri predikaattilogiikan lausetta voidaan todistaa samoin
kielelle L(Q) jaettujen aksioomien vuoksi; esimerkiksi - (Vz)p — (3z)¢. Témén
kaltaisia paatelmia ja niistd seuraavia tuloksia tullaan kayttémaan ilman erillista
mainintaa. Nain tullaan kiayttdmadn myos tiettyja tutuksi oletettuja maaritelmia ja

tuloksia predikaattilogiikasta.

Seuraava lemma, joka vastaa Keislerin lemmaa 1.3, osoittaa, etté jokainen kielen L
malli M on jokaisen kielen L(Q) aksiooman standardimalli. Jos néin ei olisi, jokin

selked rakenteellinen virhe olisi tapahtunut siirtyessimme kielestéd L kieleen L(Q).

Lemma 2.18. Jokainen kielen L malli M on jokaisen laajennetun kielen L(Q)

aksiooman standardimalli.

Todistus. Looginen véite voidaan tulkita joukko-opillisesti. Esimerkiksi (M, q) =
(Qx)p(z) tarkoittaa, ettd S, = {a € A|(M, ¢) = ¢[a]} on ylinumeroituva. Kaydaan

aksioomat lapi hyodyntamaélla vastaavaa péaattelyé.

13T4t4 voi ajatella lyhenteeni ilmaisulle ) - ¢, eli mitdén oletuksia ei vaadittu. Vastaavaa
ajattelua ei voi soveltaa |= o kanssa, silld semanttinen totuus mééritellddn kaikkien mallien suhteen,

ja mallien universumit oletetaan aina kohdan 1.1.3 mukaisesti epatyhjiksi.
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L =(Qe)((z =y) v (z = 2))
Voidaan tutkia joukkoa {x € A |(z = y) tai (z = z)}= {y, 2}, jossa on korkein-
taan kaksi alkiota, ja vain yksi jos x = y = 2. Aksiooma pétee, silld mikadn

adrellisen monen alkion joukko ei ole ylinumeroituva.

2. (Vo)(o = ¢) = ((Qu)p — (Qu)v)
Premissista seuraa, ettd S, C Sy. Seuraus kertoo, ettd jos S, on ylinumeroi-
tuva, niin myos Sy, on. Aksiooma pétee, silld minké tahansa ylinumeroituvan

joukon ylijoukko on ylinumeroituva.

3. (Qu)p(x) < (Qy)e(y)
Tassa muuttujan uudelleen nimedminen ei muuta joukkoa S,. Aksiooma pétee,

silla muuttujan nimen vaihto ei vaikuta totuusarvoon.

4. (Qy)(Er)p — (B2)(Qy)p v (Qr)(By)y
Olkoon malli M = (A, I). Tarkastellaan tilannetta

Sy ={x e Al{y € A|(M, q) = ¢(z,y)} on ylinumeroituva}.

Toisin sanoen, jos jokaiselle x € A maéaritelladn

S, ={y € A|(M,q) = o(x,y)}, niin jokainen S, on siiejoukko'?, ja jos mai-
ritelladn projektio T' = {y € A|Jz € A|(M, q) = ¢(x,y)}, niin havaitaan,
etta

z€A

Néin siis jos T on ylinumeroituva, eli (Qy)(3z)p(x,y), niin joko vihintdén
yksi sdiejoukko S, on ylinumeroituva, eli (3z)(Qy)p(z,y), tai on olemassa

ylinumeroituva maara epéatyhjia S, # 0, eli (Qz)(Jy)p(z,y).

Huomautus 2.19. Naméa huomiot perustuvat Keislerin alkuperiiseen esitykseen:

1. M E (Qz)(x = z) jos ja vain jos A on ylinumeroituva. Téssé tyossa, ku-
ten Keislerin alkuperéisessé julkaisussa, lausetta (Qz)(z = x) ei oteta aksioo-
maksi vaan hyvaksytadn myos numeroituvat standardimallit. Kuitenkin olisi
mahdollista yhta hyvin sisallyttéda se aksioomana ja vahvistaa standardimallin

madritelméaé vaatimalla A olevan ylinumeroituva alkiojoukko.

14Tats termid kiytetdin monella matematiikan alalla hahmottamaan alun perin geometris-
topologista konseptia, jossa sdiejoukko sisdltdd kaikki jossain projektiossa samaan pisteeseen ku-

vautuvat pisteet. Téssé riittdd ymmartas ettd kyseessa on joukko.
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2. On helppo loytaa heikkoja malleja standardimallien ulkopuolella, jotka eivat
toteuta kielen L(Q) aksioomia. Kuitenkin on olemassa téarkeitd esimerkkeja
heikoista malleista, jotka eivit ole standardimalleja ja jotka toteuttavat L(Q)
aksioomat. Esimerkiksi: jos g on A kaikkien dérettomien osajoukkojen joukko,

(M, q) on selkeésti jokaisen L(Q) aksiooman heikko malli.
3. Generalisaatiossa x ei saa esiintya vapaana missdan oletusjoukon Y kaavassa.
4. Kuten yleensa, X - ¢ ilmaisee, etta ¢ on johdettavissa oletuksista .

5. Tassa tyossa tarkastellaan vain deduktioita lausejoukosta . Mielivaltaisista

kaavoista lahtevia deduktioita ei késitella.

Seuraavaksi tulee varmistaa, ettd kielen malliteoria ja syntaksi toimivat tarvittavalla

tavalla.

2.5 Kielen L(Q) malliteoria

Loogisen jarjestelmén terveys on ominaisuus, joka kertoo, etta kaikki paattelyséaan-
tojen tuottamat tulokset ovat semanttisesti valideja. Todistetaan tdmé seuraavaksi.
Aloitetaan osoittamalla jarjestelmén terveys, englanniksi soundness. Taméa ominai-
suus osoittaa, etta padttelyjarjestelmé ei tuota ristiriitaa malliteorian kanssa. Tama

lemma vastaa Keislerin lemmaa 1.4.

Lemma 2.20 (Terveyslemma). Olkoon (M, ¢) heikko malli kaikille kielen L(Q)
aksioomille. Jos F ¢, niin (M, q) = ¢. Jos ¥ F ¢ ja (M, q) on joukon ¥ heikko
malli, niin (M, ¢) = ¢.

Todistus. Todistetaan induktiolla kaavan ¢ johdon suhteen.

1. Perustapauksessa voidaan sanoa, ettd jos viimeinen osa johtoa on L(Q) ak-
siooma (joko tavallisen tai erityisesti L(Q) logiikan), niin (M, q) E ¢, koska
(M, q) on kielen L(Q) aksioomien heikko malli. Aksioomakaavat tulkitaan

universaalisesti suljettuina.
2. Jos johdon viimeinen rivi on ¢ € ¥ ja (M, ¢) = X, niin (M, ¢) = 0.

3. Lisdksi L(Q) paattelysaantoihin sisaltyy Modus Ponens (R1) ja generalisaatio

(R2) kuten mainittu kohdassa 2.15. Kédydaan ne lépi seuraavaksi.

(a) Jos viimeinen osa johtoa on Modus Ponens kaavoista 1 ja ¢ — ¢, niin
induktio-oletuksen myota (M, q) E ¥ ja (M,q) E ¢ — ¢, ja nidin

(M, q) F .
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(b) Jos viimeinen osa on generalisaatio (tulee muistaa huomion 2.19 kohta 3),
eli ¢ = (V)1 premissilld ¢, niin induktio-oletuksesta seuraa (M, q) = ¢
ja taten generalisaatiosta seuraa (M, q) = (Vx)y. Jos kaavassa ¢ on
vapaita muuttujia us, . . ., u,, niin (M, q) = ¢ tarkoittaa, etta (M, q) |
(F(n)) - (V)0

Téten, jos F ¢, niin (M, q) E ¢. Jos on kyse tapauksesta, jossa johdetaan vaite
joukosta X, voidaan sanoa, ettd jos (M, q) E X ja X+ ¢, seuraa (M, q) . O

On myos tarked varmistaa, ettd kielen L(Q) aksioomajérjestelmé on ristiriidaton
standardimalleissa. Tama lemma vastaa Keislerin lemmaa 1.5 ja sen todistus kayttaa

edellista lemmaa 2.20.
Lemma 2.21. Kaksiosainen:

1. Jos M on joukon ¥ standardimalli ja ¥ F ¢, niin ¢ on tosi mallissa M.

2. Standardimallin omaava kielen L(Q) lausejoukko ¥ on ristiriidaton.
Todistus. Todistetaan induktiolla todistuksen askelten maarian n suhteen.

1. (a) Perustapaus on, ettd todistuksen viimeinen kaava ¢ on joko aksiooma tai
¢ € Y. Kaikki aksioomat ovat maéaritelmallisesti tosia kaikissa joukon
standardimalleissa, ja jos ¢ sisdltyy kaavajoukkoon X, se on tosi kaikissa

standardimalleissa.

(b) Jos véite on voimassa todistuksille, joiden pituus on n — 1, mikd on
induktio-oletus, on olemassa kaksi mahdollista viimeista pdatelméa, Mo-
dus Ponens, eli jos ¢ ja ¢ — ¥ ovat totta, niin ¢ on totta, ja genera-
lisaatio, eli jos ¥ on tosi kaikissa joukon Y standardimalleissa kaikilla
muuttuja-arvoilla, niin myos (V)i on. Molemmat sailyttavit totuuden
kaikissa joukon ¥ standardimalleissa kaikilla muuttuja-valinnoilla lem-
man 2.20 mukaisesti. Néin jokainen todistettava vaite on tosi kaikissa

joukon X standardimalleissa.

2. (a) Oletetaan, ettd ¥ omaa standardimallin M.
(b) Oletetaan, ettd ¥ tuottaa ristiriidan, eli 3+ L.

Ensimmaisesta osasta (1.) seuraa, etté kaikki ¢, joille voidaan johtaa todistus
joukosta Y, ovat tosia kaikissa > standardimalleissa. | on aina epéatosi kaikissa
rakenteissa, joka on ristiriita'®. Jokin oletus on siis vidrin, ja timé oletus on
(b). X on ristiriidaton.

15T4ssé ei tarkoiteta siis ristiriitaa joukossa 3, jota yritetddn todistaa ristiriidattomaksi, vaan

argumentissa itsessaédn.
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]

Huomautus 2.22. Keisler tekee seuraavat huomiot tdman jalkeen: Ylla olevan lem-
man todistuksessa valinta-aksioomaa tarvitaan vain siiné, ettd (A4) patee kaikissa
standardimalleissa, tahén viitattiin kohdassa 2.14. Ehto "x on ylinumeroituva" voi-
daan mééritelld ilman valinta-aksioomaa, esimerkiksi —(|z| < w); w < |z]; wy < |z
tai (3f)(f :z — wy).

Jokaisesta néista seuraa hieman erilainen kasitys standardimallista. Jokaisessa
tapauksessa oletetaan, ettd jos (A4) patee kaikissa standardimalleissa, niin lemma

2.21 patee siina.

Seuraavaksi tulee todistaa, ettd kielen L(Q) syntaksi toimii vaadittavalla tavalla.

2.6 Kielen L(Q) syntaksi

Seuraava lemma, joka vastaa Keislerin lemmaa 1.6, esittda deduktio-ominaisuutta
vastaavan tuloksen. Se osoittaa, ettd Modus Ponens toimii implikaation syntaksin

mukaisesti.

Lemma 2.23 (Deduktiolemma). ' Olkoon X joukko kielen L(Q) lauseita ja ¢
kielen L(Q) yksi lause. Télloin X U {¢} F 1 jos ja vain jos X (¢ — ).

Todistus. Toinen suunta on triviaali (MP). Todistetaan induktiolla todistuksen pi-

tuuden n suhteen.!”

1. Perustapaus on, ettd joko 1 on aksiooma tai ¢ € X, joten automaattisesti
YU {p} F . Talloin ¢ — 1 on johdettavissa propositiologiikan tautologiasta
(P1) X F Y — (¢ — ), janiin X F (p — ).

2. Induktioaskel on, ettd paatelma on joko Modus Ponens tai generalisaatio.

(a) Modus Ponens etence siten, ettd XU{p} I 0 ja XU{p} F (0 — 1) antavat
Y U{¢} F 9. Induktio-oletuksen kautta ¥ F ¢ — 0 ja X+ ¢ — (0 — ).
Propositiologiikan tautologiasta (P2)

N0 —= = x) = (0= ¢) = (6= X))
seuraa (valitsemalla ¢ := @, ¥ := 0, x := 1) ilmaisu
Y@= 0 =9) = (p—=0) = (@=19)

6Englanniksi Deduction theorem.
I"Metatodistus suoritetaan siis objektikielen todistuksen pituuden n suhteen.
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jonka kautta taas kayttamalla Modus Ponensia kahdesti saadaan X F
=Y.

(b) Generalisaation tapauksessa ¢ = (Vx)f, ¥ U {¢} I 0, ja generalisaatiolla
saadaan, ettd ¥ U {¢} F (Vz)0 = 9 Induktio-oletuksesta seuraa, ettéi
Y F ¢ — 0. Edelleen generalisaatiolla saadaan, etté
Y F (Vz)(p — ). Generalisaation oletuksena on, ettéd z ei ole vapaana
missaan joukon L U{p} kaavassa, joten se ei ole vapaana kaavassa . Nyt
aksiooman (F2) avulla = (Vx)(¢ — 0) — (¢ — (Vz)0), ja Modus Ponens
antaa ¥ F ¢ — (Va)6.

Néin kaikki mahdolliset paattelyketjut sailyttavit deduktio-ominaisuuden. O

Masritelma 2.24 (Ristiriidaton lausejoukko). Ristiriidaton lausejoukko on sellai-

nen lausejoukko X josta ei voi johtaa ristiriitaa, eli jolle ei pade X F L.

Maaritelma 2.25 (Maksimaalisesti ristiriidaton lausejoukko). Maksimaalisesti ris-
tiriidaton lausejoukko on sellainen ristiriidaton lausejoukko > mihin sisaltyy jokai-
nen universumin lause A tai sen negaatio, eli mille pétee kaikille universumin lauseil-

le A joko A € ¥ tai =A € X..

Seuraava lemma kuvailee maksimaalisen ristiriidattoman joukon kayttaytymisté ja

ominaisuuksia, joita tarvitaan myohemmin.

Lemma 2.26. Jos ¥ on maksimaalinen ristiriidaton joukko kielen L(Q) lauseita,

niin kaikille lauseille ¢ ja 1 kielessd L(Q) péatee
(=) € 3 jos ja vain jos (¢ ¢ %)
ja
(p A1) € X jos ja vain jos ((p € ) ja (v € X0)).
Todistus. Todistetaan vaite kahdessa osassa.

1. (—p) € X jos ja vain jos (¢ ¢ X): Jos molemmat siséltyisivit, ristiriidattomuus
ei patisi. Jos taas -y ei sisélly, niin maksimaalisuus ei toteutuisi, koska joko

@ tai - voitaisiin lisatéd rikkomatta ristiriidattomuutta.

2. (p A1) € X jos ja vain jos ((¢ € X) ja (¢ € X)): Koska kaava (¢ A ) — ¢
on propositiologiikan tautologia, se on téten johdettavissa aksioomista (P1)-
(P3), ja néain se joukon ¥ maksimaalisuuden vuoksi kuuluu joukkoon X. Jos

my6s (o A ¢) € ¥, niin Modus Ponensilla ¥ F ¢. Symmetrisesti voidaan
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todistaa myos X F 1. Jos taas (@A) ei sisiltyisi, maksimaalisuus ei toteutuisi,
koska se tai sen negaatio voitaisiin lisata rikkomatta ristiriidattomuutta. Jos
(e AY) = a(=(p = W) = (¢ = ) € X, talloin Modus Ponensilla

saadaan, ettd X = —), miké on ristiriita ristiriidattomuuden kanssa.
m

Seuraava lemma, joka vastaa Keislerin lemmaa 1.8, varmistaa, etta kieleen voidaan

lisita mielivaltainen vakiojoukko vaikuttamatta ristiriidattomuuteen.

Lemma 2.27. Olkoon L' kielen L laajennus, joka on muodostettu lisddmalla mieli-
valtainen vakiojoukko kieleen L. T&ll6in mille tahansa kielen L(Q) lausejoukolle X

pétee, ettd ¥ on ristiriidaton kielessd L(Q) jos ja vain jos 3 on ristiriidaton kielessé

L'(Q).

Todistus. Kaydaan ensin tilanne jossa % on ristiriidaton kielessd L(Q), eli X t/ L.
Vastaoletuksena siis ¥ on ristiriitainen kielessa L'(Q). Todistuksen 7 pituus n on
aina aarellinen, ja taten kayttda vain aarellistd maaraa vakioita cy, ..., c,, kielessé
L'(Q). Ne voidaan korvata L(Q) sisilla olevien muuttujien kanssa niin, etté kielessa
L(Q) voidaan johtaa ¥ F ¢ ja X F —¢ jollekin kaavalle p. Tamé& on ristiriita.

Jos taas ¥ on ristiriidaton kielessd L'(Q), ja tehdéén vastaoletus, ettd ¥ on
ristiriitainen kielessd L(Q), voidaan huomioida, etta L(Q) C L'(Q), joten se olisi

ristiriitainen myos kielessa L'(Q). Tama on ristiriita. O

Huomautus 2.28. Edellinen lause voidaan tulkita niin, ettd vakioiden liséaminen
ei tee ristiriiddattomasta teoriasta ristiriitaista, silla uudet vakiot ovat toisistaan ja
aikaisemmista elementeista riippumattomia. Niill& ei ole tdssd semanttista siséltoa

tai erityisid yhteyksié aksioomiin, ja taten korvaus on mahdollista.

Lemma 2.29. Olkoon I' teoria kielessd L(Q) ja ¢ termi. Jos I' - o(x) — 0(x), niin
I'Eo(t) — 0(t).

Todistus. Koska teoriassa T’ ei ole vapaita muuttujia, voidaan kayttad paattelysaan-
t6a (R1) ja saadaan I' - (Vx)(o(x) — 0(z)) ja aksioomaa (F1) kdyttamalla saadaan
F (Vx)(o(x) — 8(x)) — (o(t) — 0(t)). Viite seuraa naista. O

2.7 Kvanttorin Q toiminta

Tarkein asia tassa osiossa, jo madritelmasta alkaen, on selvittda, miten kvanttori Q
toimii malliteoreettisesti ja paattelysdantojen suhteen. Téta tarvitaan siihen, etta

voidaan osoittaa, ettd kun Q lisitdan kieleen L ja muodostuu L(Q), kvanttori ei
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tuota ristiriitaisia tuloksia. Keislerin lemma 1.9. kertoo kvanttorin Q toiminnasta.
Esitetdan se tassa hajotettuna viiteen osaan.

Keislerin lemman 1.9. osa (i) osoittaa, etté jos jotain on ylinumeroituva mééré,
sitd on oltava ainakin yksi. Tamé on selkeésti oltava totta jos jarjestelmén on oltava

toimiva. Tata varten esitetdan ensin pieni aputulos.
Lemma 2.30. - (o — (8 = 7)) = (47 — (o — =p))
Todistus. Aloitetaan oletusjoukolla {—v,a« — (8 — =), a}. Objektitason johto on:

1. o
(oletus)

2. a— (B—7)
(oletus)

3. (B—=1)
(MP 1,2)

4. (B=7) = (—y = -B)
(P3 valinnoilla ¢ := (3, ¢ :=7)

5.~y — f
(MP 3,4)

6. —y
(oletus)

7. -8
(MP 5,6)

Néin siis {—y,a — (8 — 7), a} F =4. Deduktiolemman kéyttamiselld kolme kertaa
oletusjoukosta (jarjestyksessa o, =y, & — (5 — 7)) antaa tuloksen. ]

Tamén aputuloksen avulla voidaan siirtya Keislerin 1.9. (i) lemmaa vastaavaan to-

distukseen.

Lemma 2.31. Olkoon ¢ kielen L(Q) kaava. Talloin - (Qx)p — (Jz)e.

Todistus. Oletetaan, ettd y ja z eivit esiinny kaavassa @, ja ettd (—=(3x)yp). Tau-
tologiana = =P — (P — (), joten valinnoille P := ¢ ja @ := 6(x) pétee
F - — (p — 0(x)), ja valitaan 0(z) := ((x = y) V (x = z)). Néin seuraa T'(z), eli

F (e = (= ((=y)V(z=2))).
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Tiedetéén, ettd kvanttorien duaalisuus pitee, eli F (Va)y(z) <« —(Jz)-(x).
Kun valitaan ¢ (z) := —¢ ja otetaan vain toinen suunta duaalisuudesta, seuraa

F —(3z)p — (Vx)—p. Generalisaatiosta kaavalle T'(z) saadaan

F (V) = (p = (2 =y) V(2 = 2)))).
Oletuksista - (Vx)A(x) ja b (Vx)(A(xz) — B(x)) voidaan johtaa aksioomien (F1) ja
(F2) avulla F (Vx)B(x). Sijoituksista A(z) := —p, B(z) := (¢ = (z = y) V (z =
2))), ja duaalisuudesta saadun —(3z)p = (Vz)—¢ nojalla seuraa C, eli =(3x)¢ +
(Vz) (¢ = ((x = y)V(z = 2))). Edellisista saadaan deduktiolauseella johdettua D, eli
F=(3z)p — C. (A2) on muotoa + (Vz)(p(z) = ¥(x)) — ((Qx)e(x) — (Qx)(z)).
Sijoitetaan siithen ¥ (z) := ((z = y) V (z = 2)), jolloin

= (Vo) (p(z) = (z =y) V (z = 2))) = (Qu)p = (Qz)((z =y) V (z = 2))).
1. =(3x)¢ (oletus)
2. (~3z)e = (Va)(e = ((z =y) V (z = 2))) (D)
3. (Vz)(¢ = ((z =y) V (z = 2))) (MP 1,2) (C)

4 (Vo)(p = (e =y) vV (z = 2))) = (Qv)p = (Qo)((x = y) V (z = 2))) (A2)
valinnoilla p(x) := ©® ja (z) == ((x = y) V (z = 2)))

5. (Qu)p = (Qr)((x = y) V (x = 2)) (MP 3,4)

Deduktiolemman 2.23 avulla F (=3z)p — ((Qz)p — (Qx)((z = y) V (z = 2))).
(A1) F =(Qx)((z = y) V (r = z)) ja aputuloksella 2.30 oletuksesta (« — (5 —
7)) seuraa —(7v) F (o — —f), johon sijoitetaan « := =(3x)p, B = (Qx)p, v =
(Qz)((z =y)V(z = 2)). Taten - =(3z)p — =(Qx)¢p, josta kontrapositiolla saadaan
F(Qx)p — (3x)e. O

Lemma 2.32. Jos + (Vz)(a(z) — () ja = ei ole vapaana kaavassa (3, niin
F (Jz)a(z) — 5.

Todistus.

L. Fa(z) =5
((Vz)(a(z) = ), (F1), MP)

2. F=p = —ax)

(propositio-kontrapositio)

18¢]i valitaan kaava joka ei riipu muuttujasta
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3. F (Vz)(=8 — —a(z))

(x el ole vapaana kaavassa =3, (R2))

4. F = — (Vo)-a(x)
((F2), MP)

5. b (Vz)—a(z) + =(3z)a(z)

((F3) valinnalla ¢ := —a(z), kaksoisnegaatio)

6. F—p — =(Fz)a(z)
(Propositionaalinen pééttely 4,5)

7. F (3x)a(z) = B
((P3) kaytto)

[]

Seuraavaksi késitelldédn lemma joka vastaa Keislerin lemman 1.9. kohtaa (ii). Jos siis
on olemassa yksittainen z jolle siie {y | o(z,y)} on ylinumeroituva, niin on olemassa

ylinumeroituva maara alkioita y joille {z | ¢(x,y)} on epatyhja.
Lemma 2.33. - (32)(Qy)e — (Qy)(3x)p
Todistus. Eksistenssi-introduktio kohdasta 1.1.5:
Folz,y,...) = (Fz)e(z,y,...),
ja taas yleistamalla johto kaavalle P:

= (Vy) ez, y,...) = Bx)(e(x,y,...)).

(A2) on muotoa

= (Vy)(aly) — B(y)) = ((Qy)aly) — (Qu)B(Y)),

jossa valitaan
a(y) == e(@,y,...), Bly) == (Fz)e(z,y,...),
ja tdmé antaa johdon kaavalle ()

= (YY) (p(z,y,...) = Fr)e(z,y,...))
= (Qy)e(z,y,...) = (Qy)(Fr)e(x,y,...)).

Kéayttamalla Modus Ponensia kaavoihin P ja () seuraa johto kaavalle R

Tasta generalisaatiolla saadaan johto
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= (Vo) (Que(,y, ) = (Qy)(Br)e(x,y, ... ).

Lemma 2.32: Jos F (Vz)(a(x) — ) ja x ei ole vapaana kaavassa [, niin
F(3x)a(z) — B.
Sovelletaan taté kaavaan R kun a(x) := (Qy)p(z,y,...), 5 := (Qy)(Fz)p(z,y,...),

(F2)(Qy)e(x,y,...) = (Qu)(3z)p(z,y,...).

Taméa on lemman vaite. O

Huomautus 2.34. Edellisessa lemmassa on térkeda huomioida, etta se ei ole kommu-
tatiivisuustulos, silla véite péatee vain yhteen suuntaan. Jos on olemassa ylinume-
roituva méérd epatyhjia {z|¢(z,y)}, el tiedetd, ettd on olemassa séie x, jossa on

ylinumeroituva maara alkioita y, joille p(z,y) patee.

Nyt esitellaan lemma 2.35, joka kertoo, ettda mikali ylinumeroituvuuskvanttorin mai-
nitsema muuttuja ei ilmene vapaana kaavassa konjunktion toisessa kaavassa, voi-
daan sen vaikutus pitad merkityksellisenéd vain jaljellaolevassa kaavassa. Tamé vas-

taa Keislerin lemman 1.9. kohtaa (iii).

Lemma 2.35. Jos x ei esiinny vapaana kaavassa ¢, niin

F(Qu)(p AY) = (0 A (Qu)y).

Todistus.

L.F(pAY) =
(propositiologiikan tautologia)

2. F (Vo) (e A ) = )
(generalisaatio, 1)

3. F (Vo) ((p AY) = ) = (Qr)(p A1) = (Qu)yp)
((A2) (Vz)(a(z) — B(x)) — (Qr)a(zr) — (Qr)B(x)) valinnoilla a(z) :=
(o AY) ja B(x) = @)

4. H(Qr)(p Ap) = (Qu)p
(Modus Ponens 2,3)

5. F(Qx)p — (Fz)p
(lemma 2.31)

6. F(Qx)(p A1) — (Fx)p
(Viitteistd - (A — B) ja = (B — () voidaan péaatelld - (A — C),

sovelletaan kohtiin 4 ja 5.)
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7. (EFx)p =

(z ei ilmenny vapaana kaavassa @)

8. F(Qz)(pNY) = ¢
(Viitteistd - (A — B) jaF (B — C) voidaan paatelld - (A — C), sovelletaan
kohtiin 6 ja 7)

9. F(Qx)(p A) — (Qx)

(Symmetriselld argumentilla kohta 4)

10. = (Qu)(p AY) = (o A (Qu)).
(Véitteistd H A — B ja - A — C voidaan paatella - A — (B A C),

sovelletaan kohtiin 8 ja 9.)
[

Seuraava lemma 2.46 vastaa ilmaisua, ettd kahden numeroituvan joukon unioni on
numeroituva, ja se vastaa Keislerin lemman 1.9. kohtaa (iv). Hajotetaan se osatu-

loksiin.

Lemma 2.36. - ((Qz)p V (Qz)1) — (Qz)(p V ).

Todistus.

L (= (pVy)
(tautologia)

2. F (Va)(p = (9 V)
(generalisaatio, 1)

3. (V) (v = (¢ V) = ((Qu)p — (Qa) (v V1))
((A2) (Vo) (o — B) = ((Qr)a — (Qr)f)
= (p V1))

4. F(Qz)p — (Qx)(p V)
(Modus Ponens, 2,3)

valinnoilla o := ¢, (3 :

5. F (Qz)y — (Qx) (¢ V)

(symmetrinen argumentaatio 1) suhteen, 4)

6. F (Qx)p V (Qx)) — (Qz)(¢ V1)
((A— Q) ja (B — C) antavat yhdessa (AV B) — C,

sovelletaan kohtiin 4 ja 5)
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]

Lemma 2.37. Olkoon a, b ja c erillisia muuttujia, jotka eivét esiinny kaavassa ¢V,
ja olkoon #(a) := ((a =b) Ap) V ((a = c) Ap). Talloin F ¢ — 3(b)6(b).

Todistus.

1. F(b=b)
(aksiooma (F4a))

2. Fp—=((b=b) = ((b=>b)Ayp))
(tautologia (A — (B — (B A A))) valinnoilla A := ¢, B := (b=1))

3. o (b=0) = ((b=0)Ayp)

(Modus Ponens kohdasta 2 ja oletuksesta ¢, todistuvuuden monotonisuus)

4. {ptE(b=b)Ap
(Modus Ponens 1,3)

5. o ((b=0)Ap) = ((b=b)Ap)V((b=c)AY))
(tautologia A — (A V B)
valinnoilla A := ((b=0) A p), B:=((b=1¢c) A1))

6. oF (b=b)Ag)V((b=c)A) eli O(b)
(Modus Ponens 4,5)

7. o 3(b)0(b)
((F3), (F1), (P3), 6, eksistenssi-introduktio 1.1.5)

8. ¢ — 3(b)0(b)
(deduktiolemma, 7)

O

Huomautus 2.38. Huomaa, ettd ilmaisussa 0(x) := ((x = b) Ap)V ((z = ¢) AY) juuri
x on muuttuja, ja niin tilanteessa 6(b) voi ilmentya sekaannusta jos ei ole tarkkana,

silld jalkimmainen b ei ole muuttuja mutta ensimmaéinen on.

Lemma 2.39. Olkoon a, b ja c erillisid muuttujia, jotka eivit esiinny
kaavassa () V ¥(z), ja olkoon O(x,a) = (((a = b) A ¢(x)) V ((a = ¢) A Y(x))).
Talloin - (¢ V) — (3a)f(x,a).

Todistus.
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L. Fp— 3(a)d(z,a)
(Lemma 2.37)

2. F¢ — 3(a)d(z,a)

(Lemma 2.37, symmetrinen argumentti kohdan 1 kanssa)

3. F (¢ = (Ba)i(z,a)) = (( = (Fa)b(z,a)) = (¢ = (3a)0(z,a)) A (P —
(3a)0(z, a)))
(tautologia X — (Y — (X AY)))
valinnoilla X := (¢ — x) jaY := (¥ — x) ja x := (Fa)b(z,a))

4. F (¢ = (Fa)(z,a)) = (¢ = (Fa)b(z,a)) A (Y — (Fa)b(x,a)))
(MP 1,3)

5. F (p — (3a)0(x,a)) A (Y — (3a)0(x,a))
(MP 2,4)

6. F(p = (3a)0(x,a)) A (¢ = (3a)0(z,a)) = ((p V) = (3a)0(z, a))
(tautologia ((¢ = x) A (¥ = x) = ((¢ V¥) = X))
valinnalla x := (3a)0(z, a))

7. F (V) — (3a)d(x,a)
(MP 5,6)

Lemma 2.40. Olkoon a, b ja c erillisia muuttujia, jotka eivit esiinny
kaavassa p(z) V ¥ (z), ja olkoon O(x,a) = (((a = b) A (x)) V ((a = ¢) AN p(x))).
Tallsin - (Qz)(p(x) V ¢ (x)) = (Qx)(Ty)0(z, y).

Todistus.

L (p(x) V(z) = By)b(z,y)
(lemma 2.39)

2. B (Vo) ((p(x) V(z)) = (Fy)b(z, y))

(generalisaatio)

3. F (Vo) ((e(x) Vi(z)) = (Fy)b(z, y))

= ((Qu)(p(x) Vv ¥(z)) = (Qu)(Fy)b(z,y))
((A2) (Va)(p = ¥) = (( $)90—>(Qx) )
v

valinnoilla ¢ := (¢(x) V ¢ (x)) ja ¢ := (Jy)0(z,y))
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4. (Qx) () Vib(z)) — (Qx)(3y)b(x, y)
(MP 2,3)

Lemma 2.41. Olkoon a, b ja c erillisia muuttujia, jotka eivit esiinny
kaavassa () V ¥(x), ja olkoon O(x,a) = (((a = b) A p(z)) V ((a = ¢) A Y(x))).
Tallsin F —=(Qy)(Fz)0(x, y).

Todistus.

L E0(z,y) = ((y=b)V(y =)
(disjunktion eliminaatio -tautologia (P — R) — ((Q@ — R) — ((PVQ) — R))

valinnoilla P := (y =b) Ap(z), Q == (y=c)AN¢(z), R:==(y=0b)V (y =¢) ja
hyodyntamaélla konjuktiotautologiaa muotoa (P A Q) — P))

2. F (V) ((32)0(z,y) = ((y =) V (y = ¢)))

(eksistenssi-introduktio kohdasta 1.1.5, generalisaatio)

3. F (Vy)((3r)0(z,y) = ((y =) V (y = ¢)))
= ((Qy)Bx)0(z,y) = (Qy)((y =b) V (y = ¢)))
((A2) (Vz)(p = ) = (Qu)p = (Qu)Y)
valinnoilla ¢ := (3x)0(z,y) ja v := ((y =b) V (y = ¢)))

4.+ (Qy)(B)0(x,y) — Qu((y =b) V (y =)
(Modus Ponens 2,3)

5. F=(Qy)((y =0) V (y = ¢))
((A1) valinnoilla z :=y, y := b ja z := ¢)

(kontrapositio 4)

7. F=(Qy)(37)0(z,y)
(MP 5,6)

Lemma 2.42. Olkoon a, b ja c erillisia muuttujia, jotka eivit esiinny
kaavassa () V ¥(zx), ja olkoon O(x,a) = (((a = b) A ¢(x)) V ((a = ¢) A (x))).
Talloin b (Q)(3y)6(x, 4) — (3y)(Qu)8(z.y).

Todistus.
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L (Qx)(3y)(z,y) — ((Fy)(Qx)0(z,y) V (Qu)(3x)0(x,y)).
((Ad) F (Qx)(Ty)e — ((Fy)(Lz)e V (Qy)(Fx)p)
valinnalla ¢ := 6(z,y))

2. - =(Qy)(3z)0(z, y)
(lemma 2.41)

3. F(Qx)(Iy)0(z,y) — (3y)(Qu)l(z,y)
(Jos P — (A V B) ja =B, voidaan paatelli P — A, valinnoilla P :=

(Qr)(3y)0(z,y), A := (3y)(Qx)0(x,y), B := (Qy)(3)0(z,y))
0

Tama tulos osoittaa, ettd jos kaikki muuttujat universumissa ovat yksi ja sama,

(Qx)(p(x) V(x)) ei pide.

Lemma 2.43. Olkoon v ja v, erillisia muuttujia, jotka eivit esiinny kaavassa p(z)V
WP(x). Talloin (Voq)(Yug) (v = vg) F =(Qz)(p(x) V (x)).

Todistus.

1. (Vu1)(VYug) (v = v9) F (V) (2 = vy)

(instanssi oletuskaavasta)

2. (Yur)(Yue)(v1 = v9) F (V) ((x = v1) = ((x = v1) V (z = 19)))
(tautologian A — (A V B), instanssi sitten (R2))

3. (Yu1)(Vug) (v = vo) F (V) ((x = v1) V (z = vy))
(MP 1,2)

4. (Yor)(Vop) (v = va) = (V) ((p(2) V¥ (2)) = (2 = v1) V (2 = 13)))
(tautologia (C' — (D — C)) valinnoilla C' := ((z = v1) V (x = v2)),
D = (¢(x) V(x)), Kiytetaan kohdan 3 kanssa (F1) ja sitten MP, (R2))

5. (Vor)(Vua) (01 = v2) = (Vo) ((p(2) V ¢ (2)) = ((z = v1) V (2 = v2)))
— ((Qu)(p(x) V(z)) = (Qu)((z = v1) V (v = v3)
((A2) valinnoilla v := (¢(z) V (), 5 := (

6. (Vo1)(Voz)(v1 = v2) - (Qx)(p(z) V(x)) — (Qr)((x = v1) V (7 = v3))
(MP 4,5)

7. (Vor)(Vog) (01 = v2) F 2(Qu)((x = v1) V (2 = v3)) = =(Qx)(p(x) V ¥ ()
(Kontrapositio 6)
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8. (VYu1)(Vug) (v = v2) F =(Qx)((x = v1) V (z = v9))
((A1) perusmuoto)

9. (Yui)(Vvz)(v1 = v2) = =(Qa)(p(x) V ¢h(x))
(MP 7,8)

Lemma 2.44. Olkoon a, b ja c erillisia muuttujia, jotka eivit esiinny

kaavassa ¢(z) V 1(x), ja olkoon §(z,a) = (((a =b) A p(x)) V ((a = ¢) AN(x))).
Télloin (b = ¢) F ((Qx)(p(x) V ¥ (x)) < ((Qu)p(z) V (Qu)(x))).

Todistus. Uudelleennimetédén a = y. Toinen suunta (taaksepain) seuraa lemmasta

2.36. Todistetaan jaljelle jaava suunta, eli (Qz)(¢ V) — ((Qx)p V (Qx)v).
Osa 1:

L. =(b=rc)F (Qz)(p V1)
(Oletus)

2. a(b=c)F (Qz)(p V) — (Qx)(Ty)0(x,y)

(Lemma 2.40 ja oletusten monotonisuus)

3. =(b=c)F (Qz)(Iy)d(x,y)
(Modus Ponens 1,2)

4. (b= c) F (Qu)(Fy)(x,y) = (Fy)(Qr)0(x,y)
(Lemma 2.42)

5. =(b=c)F (3y)(Qx)b(z,y)
(Modus Ponens 3,4)

6. ~(b=c)F Oz, y) = (y="0b)V(y=0)
(0 maaritelmésta)

7. o(b=c)F (Va)(0(z,y) = (y =) V (y = ¢)))

(Generalisaatio, 6)

8. (b =c)F (Vo) (0(x,y) = ((y =) V (y
= ((Qu)0(z,y) = (Qu)((y = b) V (y = ¢)))
((A2) valinnoilla a(z) := 0(z,y) ja 5(x) := ((y =) V (y = ¢)))

9. =(b=c) F (Qu)(z,y) = (Qu)((y = b) V (y = ¢))
(Modus Ponens 7,8)

o
-~
N
N
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10.

11.

~(b=c)F(Qu)((y=b)V(y=¢c) = (y=0)V(y=c)

(Lemma 2.31 huomioiden etta x ei ole vapaana kaavassa ((y =0) V (y = ¢)))

~(b=c) F (Qz)f(z,y) = (y=0b) V(y=0))
(F A — Bjat B — C mahdollistavat - A — C, 9,10)

Nyt joko y = b tai y = ¢. Jos y = b, niin (Qx)d(z,y) — (Qx)p.

Osa 2:
1. 2(b=¢),y=bF O(x,y) — 0(x,b)
(F4b, MP)
2. 2(b=1c)y=bF0(z,y) = ((b="0) Np(x)) V((b=c) Aip(x))

10.

(0(x,b) maaritelméa, 1, kompositio)

2(b=0c)y=0F ((b="0b)Ap(x) V((b=c)Ap(x))) = @(z)

(Fda, (P - R) — ((Q@ —» R) — (P V Q) — R) valinnoilla P := ((b=10) A ¢),
Q:=((b=c)AY), R := ¢, ~(b = ¢) mahdollistaa ((b = ¢) A1) — ¢ paattelyn
F =P — (P — Q) kautta kun P := (b= c¢) ja Q := ¢(x))

~(b=c)y=>bF0(z,y) = »(z)
(F A — BjaF B — C mahdollistavat A — C', 2,3)

~(b=c¢)y=0bF (Vo)(0(z,y) = ¢())
(Generalisaatio, 4)

(b =c),y=bk (Vo) (0(z,y) = v(x))) = ((Q2)0(z,y) — (Qr)p(T))

((A2) valinnoilla o := 0(x,y), f = ¢(x))

(b= c),y =bk (Qur)f(z,y) = (Qr)p(x)
(Modus Ponens, 5,6)

(b= c)y = b (Qu)p(x) = ((Qu)p(x) v (Qu)(z))

(U — (U V V) valinnoilla U := (Qx)p(z), V := (Qz)y(x), johdon monotoni-
suus)

(b= c),y =bk (Qu)i(z,y) = ((Qu)p(x) V ((Qr)d(x)))

(F A — Bjat B — C mahdollistavat A — C, 7,8)

(b= F (y=1b) = (Q)0(z,y) = (Qz)p(z) V (Qur)y(x)))
(Deduktiolemma oletukselle y = b, 9)
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Tapaus y = ¢, josta seuraa (Qz)f(z,y) — (Qz)i(x), on symmetrinen, ja si-

ta el johdeta erikseen. Seuraavaksi yhdistetddn tapaukset. 7' := (Qz)f(x,y) —

(Qx)p(z) V (Qx)(x)).
Osa 3:
LE(y=0—=T)=(((y=0) (((

10.

11.

(Tautologia (P — R) — ((
valinnoilla P := (y =b), Q :==(y=¢), R:=1T)

. alb=c)F(y=b) =T

(Aikaisempi symmetrinen pééttely)

b=k ((y=0b-=>T)=((y=c)=T) = (((y=0)V(y=c) = 1))

(Johdon monotonisuus, 1)

“b=c)F((y=¢c)—=T)—= (y=b)V(y=c)) - T) (Modus Ponens, 2,3)

calb=c)F((y=¢c)—T)

(Aikaisempi symmetrinen pééttely, analogisesti saadaan tama tulos.)

b= F({((y=b)Vv(y=0c)=>T)

(Modus Ponens, 4,5)

—(b=c)F (Qu)l(z,y) = T

(Rivi 6 ja aikaisempi rivi 11)

—(b=c)F(A—=(A— B)) = (A— DB)

(tautologia; valinnoilla A := (Qx)0(x,y) ja B := (Qx)p(x)V(Qz)y(z), Johdon

monotonisuus)

(b= ) F(Qe)b(z,y) = (Qu)p(z) V (Qu)y(x))
(Modus Ponens, 7 ja 8)

~(b =) F (F)(Qr)0(x,y) — (Qr)p(x) V (Qu)y(x))
(Jos y ei ole vapaana kaavassa B ja b A(y) — B, niin - (Jy)A(y) — B
valinnoilla A(y) := (Qx)8(z,y) ja B := (Qx)p(x) V (Qz)i(x), 9)

(b =) F (Qr)p(x) V (Qu)y(x)

(Modus Ponens, 5 (ensimmaéisestd numeroinnista),10)

Lemma 2.45. - (Qz)(p V) = ((Qz)p V (Qz)).
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Todistus. Lemman 2.43 mukaan (Yuvy)(Vuve)(vy = v9) F =(Qx)(¢ V ¢). Tilanne
(Vo) (Vvg)(v1 = wg) vastaa siis (b = ¢). =P — (P — () antaa (valinnoilla
P = (Qx)(p V) ja Q= ((Qu)eV (Qz)y))

(b=c)F (Qr)(p V) = (Qu)p V (Qu)y).
Lemma 2.44 antaa tapauksen

(b =) F (Qr)(p V) = (Qu)e V (Qr)Y).
Kéytetdén tautologiaa (R — T') — ((wR — T') — T') valinnoilla R := (b = ¢) ja
T :=(Qx)(e V) — ((Qr)p V (Qx)y) jotta saadaan

F((b=c)—=T)—=((n(b=c)—=T)—>T).
Edellisten johtojen perusteella ja saaduista tapauksista erikseen deduktiolemman

2.23 nojalla - (b=c¢) - T jat =(b = c¢) — T. Kéytetddn Modus Ponensia kaksi
kertaa jotta saadaan F (Qx)(¢ V ¢) — ((Qz)p V (Qx)v). O

Néiden aputulosten my6td voimme vihdoin esitelld Keislerin lemmaa 1.9. (iv) vas-
taavan tuloksen, joka on ekvivalentti ilmaisulle, ettd kahden numeroituvan joukon

unioni on numeroituva.

Lemma 2.46.
H(Qz)(e V) < ((Qu)e V (Qr)Y).

Todistus. Lemmat 2.36 ja 2.45 antavat tuloksen. [
On myos jarkevaa, ettd kun ylinumeroituvasta joukosta (esimerkiksi reaaliluvuis-
ta R) poistetaan numeroituva joukko (esimerkiksi rationaaliluvut Q), jiljelle jaava
joukko on edelleen ylinumeroituva (esimerkiksi irrationaaliluvut R\Q).

Seuraava lemma, joka vastaa Keislerin lemman 1.9. kohtaa (v), sisdltdd tdméan tu-

loksen.

Lemma 2.47.
F((Qz)p A =(Qx)p) = ((Qz)(p A —)).

Todistus.

1. Fo—= WV (pA-)).
(propositiologiikan tautologia)

2. F (Va) (e — (¥ V (p A )

(generalisaatio kohtaan 1)
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3. F (Va)(p = (0 V(e A=) = (Qu)y — (Qr)(¥ V (¢ A=)
((A2) valinnoilla o := ¢ ja 5 := (¥ V (@ A —1))))

4. F(Qr)p = (Qx)(W V (0 A )
(Modus Ponens 2,3)

5. (Qz)(¥ V (p A=) = ((Qu)y V (Qr)(p A )
(lemma 2.46, suunta —, valinnoilla « := 1, 5 := (p A =)

6. F ((Qr)p A =(Qz)y) — ((Qz)(0 A —¢))
(Tautologia (A — (BVC))ANAAN-B)—C
valinnoilla A := (Qx)p, B := (Qx)y, C' = (
sesta (A A —B) saadaan A ja —B)

z)(p A =) kohtiin 4,5, oletuk-

]

Huomautus 2.48. Naista lemmoista jo nahdéan, etta Q kayttaytyy kun tietynlainen

eksistenssikvanttori.
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3 Taydellisyystodistus

Téssa luvussa todistetaan logiikan L(Q) téydellisyyslause seuraavassa muodossa:

Olkoon ¥ joukko lauseita kielessd L(Q). Télloin joukolle ¥ on olemassa

standardimalli jos ja vain jos ¥ on ristiriidaton kielessa L(Q).

Viitteen toinen suunta seuraa lemmasta 2.21. Jaljella oleva suunta on vaikeampi.
Pitaa siis osoittaa, ettd jos ¥ on ristiriidaton kielessda L(Q), niin lausejoukolle ¥
on olemassa standardimalli. Todistus etenee kahdessa vaiheessa Keislerin esityksen
mukaisesti. Ensimmaisessa vaiheessa todistetaan kolme lemmaa 3.2-3.14 hyodynta-
mélld Henkinin metodia®® (ks. [S11]) sellaisten heikkojen mallien rakentamisessa,
joista tietyt tyypit valistajatetaan. Toisessa vaiheessa rakennetaan lausejoukolle X
standardimalli téallaisista heikoista malleista. Téssé vaiheessa Keislerin esitysta hyo-
dynnetéén Tarski-Vaught-metodeja [S30] ja aikaisempaa julkaisua [S16]. Aksioomia

1 ja 4 tarvitaan vain toisessa vaiheessa.

3.1 Henkin-Orey-konstruktio

Maaritelma 3.1 (Joukko todistajia (Henkin [S11])). Olkoon I' joukko lauseita kie-
lessia L(Q) ja C joukko vakioita kielessa L. Sanotaan, etta C' on joukko todistajia
joukolle T" jos ja vain jos jokaiselle muotoa (Jx)¢(x) olevalle lauseelle on olemassa
c € C jolle

' (3z)p(x) = p(c).

Jotta voidaan varmistaa, ettd mille tahansa kielen L(Q) ristiriidattomalle lausejou-
kolle ¥ on olemassa standardimalli, tulee rakentaa ensin numeroituva heikko malli
joka toteuttaa kaikki L(Q)-aksioomat. Vasta tdmén jalkeen voidaan edeté vaihee-
seen, jossa osoitetaan vaaditun standardimallin olemassaolo. Seuraava lemma osoit-

taa juuri tdman vaaditun véalivaiheen.

Lemma 3.2. Olkoon I' maksimaalinen ristiriidaton joukko kielen L(Q) lauseita, ja
olkoon C' joukko todistajia joukolle I'. T&ll6in joukolla I' on heikko malli (M, g)

missé jokainen universumin A alkio on jonkin ¢ € C' tulkinta.

Todistus. Olkoon I'y kaikkien kielen L lauseiden joukko, jotka sisaltyvét joukkoon T,
jolloin lemmasta 2.26 valittomasti seuraa, ettd 'y on maksimaalinen ja ristiriidaton
kielessd L. Lisdksi olkoon C' joukko todistajia joukolle I'g kielessa L. Henkinin [S11]

YKoska tyossa kisitelldsin matematiikan kehityshistoriassa ilmenevis termejé, tulee huomioida,

ettd ne saivat vakiintuneen nimen vasta ensi-ilmentymisensé jélkeen.

34



mukaan talloin joukolle T’y on olemassa malli M, jossa jokainen universumin A
alkio on tulkinta jollekin ¢ € C. Olkoon ¢ tulkinta alkiolle ¢ € C| jolloin A =
{¢: ¢ € C}. Néin siis oletetaan Henkinin esityksen mukaisesti, ettd joukossa ei ole
funktiosymboleja.

Seuraavaksi lahtokohtana olevasta mallista M on saatava rakennettua joukon
I’ heikko malli (M, gq). Pelkkd M on ensimmaisen kertaluvun Henkin-malli, joka
toteuttaa kaikki L-lauseet joukossa I', mutta ei pysty kasittelemadn Q-kvanttoria.
(M, q) taas pystyy kasittelemdin kokoelman ¢ avulla lauseita (Qz)p(x) € T.

Jokaiselle kielen L(Q) kaavalle ¢, jolla on vain yksi vapaa muuttuja, olkoon sen

toteutumajoukko mallissa M
Sy,:={c:ceCjaltp()}
Seuraavaksi maaritellaan
q={S, : kaavalla ¢ on vain yksi vapaa muuttuja, esimerkiksi z, ja I' - (Qx)p}.

Téaten g on joukko universumin A osajoukkoja. Osoitetaan rakenteellisella induktiolla

kaavan ¢ suhteen, ettéd kaikille lauseille ¢ kielessid L(Q)

(1) (M, q) = ¢ jos ja vain jos I' F .
Jos ¢ on atomilause, niin (1) pétee, silli ¢ sisdltyy kieleen L. Oletetaan T' F
(Jx)1p(z). Valitaan todistaja ¢ € C jolle patee I' F (Jx)(z) — ¥(c). Modus Po-
nensia kayttamélla saadaan I' = (c). Jos oletetaan (M, ¢) = (3x)y(z), niin on

olemassa a € A jolla toteutuu (M, q) = ¢[a]. Valitaan ¢ € C jolle ¢ = a. Tés-
ta seuraa, ettd (M, ¢) E ¥(c). Induktio-oletuksesta seuraa, ettd I' F 1(c), ja néin

' (Jz)yY(x).
Olkoon ¢ = (Qz)¥(x) ja oletetaan, ettd (1) patee kaikille lauseille ¢(c), ¢ € C.
Talloin induktio-oletuksen mukaan joukko Sy voidaan ilmaista aikaisemman syn-

taktisen maaritelmén lisiksi semanttisesti eri muodoissa nain:

(2) Sy ={e:T'F()} ={ec: (M, q) E (o)} ={e: (M, q) E ¢[d},
lemman 2.8 mukaan. Jos I' F (Qz), niin S, € ¢ pitee joukon ¢ médritelmén
mukaan, joten (M, q) = (Qz)y kohdan (2) mukaan.

Oletetaan, ettd (M, q) = (Qx)w. Silloin Sy € ¢ kohdan (2) mukaan. Joukon ¢
madritelman mukaan on olemassa 6(y) missa Sy, = Sp ja I' - (Qy)f(y). Kohdan (2)

ja Lemman 2.8 mukaan kaikille ¢ € C'
Jos ¢ € Sy, niin I' - 4(c),
ja sama patee kaavalle §. Nain ollen

['F4(c) jos ja vain jos I' F 6(c) kaikille ¢ € C.
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Taten lemman 2.26 antaman paéattelyn sulkeuman, propositiologiikan tautologioiden
(P = Q)N (Q — P) — (P + Q), joka méaéarittelee ekvivalenssin, ja Modus Ponensin
mahdollistavan P — (Q — (P A Q)) avulla

I'F4(c) <> 0(c) kaikilla ¢ € C.

Olkoon w muuttuja, joka ei esiinny kaavoissa 1 ja 6. Koska C' on joukko todistajia

joukolle I', saadaan generalisaation avulla, etta

I'E (Vu)((u) < 0(u)).
(A2) on muotoa (Vz)(p — ) — ((Qx)p — (Qx)y). Sen avulla ekvivalenssin

molemmat suunnat saadaan Modus Ponensin ja edelld mainittujen tautologioiden

myota muotoon
D F Qu)i(u) ¢ (Qu)f(u).
(A3) on muotoa (Qx)p(x) <> (Qy)e(y

)-
I'E(Qu)i(x) < (Qu)t(u),
I'E(Qy)o(y) < (Qu)f(w).

Néista tiedoista, propositiologiikan tautologiasta

Sitd hyodyntdmaélla voidaan péétella

(A«-B)AN(C& D)= (A C)< (B« D))
valinnoilla A := (Qz)y(x), B := (Qu)Y(u), C := (Qu)f(u) ja D := (Qy)0(y) ja MP

kayttamisesta seuraa
I'E (Qu)ip(x) = (Qu)o(y).

Koska I' = (Qy)0(y), seuraa I' - (Qx)y(z). Tama osoittaa, ettd (Qx)(r) = ¢
toteuttaa ehdon (1), mista taas seuraa, ettd (M, ¢) on malli joukolle T'. O

Varsinaisen standardimallilla toimivan taydellisyyslauseen todistus vaatii heikolla
mallilla toimivan heikon taydellisyyslauseen todistusta, silla ilman sité ei voida luo-
da Tarski-Vaught ketjua, jota tarvitaan mychemmin siihen, etta paastaén heikosta

mallista standardimalliin. Esitetddn tamé tulos seuraavaksi.

Lemma 3.3 (Heikko tdydellisyyslause). Olkoon ¥ joukko kielen L(Q) lauseita.
Silloin ¥ on ristiriidaton jos ja vain jos joukolle ¥ on olemassa numeroituva heikko

malli, jossa kaikki L(Q) aksioomat péatevét.

Todistus. Todistus on kayténnossd sama kuin Henkinin todistus taydellisyyslauseel-

le ensimmaisen kertaluvun logiikalle.?? Ensin oletetaan, ettd Y on ristiriidaton, jonka

20Siin4 missd, Godelin alkuperiinen todistus toimi numeroituville kielille, Henkinin todistus toi-

mii ylinumeroituville kielille. [O8]
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jalkeen laajennetaan kielestd L kieleen L* lisdédmaélla numeroituva joukko C' erilli-
sid vakioita eli todistajia. Lemman 2.27 myota ¥ on edelleen ristiriidaton kielessé
L(Q). Henkinin metodista (ja sen maksimaalisen laajennuksen konstruktiosta) seu-
raa, ettd Y voidaan laajentaa maksimaaliseksi ristiriidattomaksi joukoksi I'. Téten
Lemmasta 3.2 seuraa, ettéd joukolla I" on heikko malli (M*, ¢) jossa jokainen alkio on
tulkinta jostain ¢ € C', ja koska C' on numeroituva, M* on numeroituva. Koska I" on
maksimaalisen ristiriidaton kielessa L*(Q), kaikki kielen L*(Q) aksioomat kuuluvat
joukkoon I', ja taten pétevit mallissa (M*, g). Nain M on M* reduktio kielelle L.
Seuraa, ettd (M, ¢) on vaadittu numeroituva joukon ¥ heikko malli, joka toteuttaa

kaikki L(Q) aksioomat. Tulos toiseen suuntaan ilmenee lemmasta 2.20. O]

Huomautus 3.4. Lemman 3.3 tulos patee myos ylinumeroituvalle L jos tehddan vaa-

ditut muutokset sanojen "numeroituva' ja "ylinumeroituva" suhteen.

Seuraava lemma on luonnollinen rakenteellinen analogia vastaavalle tulokselle en-
simmaisen kertaluvun logiikassa. Maaritellaan ensin hyodyllinen konsepti, joka on

Kurt Godelin w-ristiriidattomuuden [O9]* yleistys.

Maaritelma 3.5 (C-ristiriidattomuus, Henkin [S12]). Olkoon C' = {v; € Con|i €
N} jokin kielen vakioiden joukko. Teoria T' on C-ristiriidaton, jos ei ole olemassa
kaavaa ¢(x), jolle kaikilla i € N, T+ ¢(v;) ja T F (Jz)—p(x).

Maaritelma 3.6 (C-toteutuvuus, Henkin [S12]). Sanotaan, ettd malli M C-
toteuttaa teorian T, jos M |= T ja kaikille ¢,d € C ja ¢ # d, ™ # d™, eli

mallissa M kaikki joukon C vakiot saavat eri alkion arvokseen.
Oreyn [S26] ja Henkinin [S11] konstruktiot yhdistamélla saadaan seuraava lemma.

Lemma 3.7. Olkoon ¥ ristiriidaton kaavajoukko kielesséd L(Q), ja C' kieleen lisét-
tyjen vakioiden joukko. Téalloin on olemassa C-toteutuva ja C-ristiriidaton heikko

malli (M, g), joka on joukon X malli.

Todistus. Esitetdan seuraavaksi mallin (M, ¢) konstruktion idea, tarkat yksityis-
kohdat ohitetaan. Aivan kuten edelld, lisdtddn kieleen numeroituva joukko uusia

vakiosymboleja Henkinin tyyliin

C = {60,01,02,...},

ja muodostetaan laajennettu kieli L* = L U C. Huomaa, etté konstruoitavassa mal-

lissa alkiojoukko on

21Godel ei formaalisti médritellyt konseptia, vaan mééritelmé, on retrospektiivinen. Varsinainen

maéaritelmé on helpompi ymmaértad Henkinin tyosta.
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A={c"|jeN},

eli jokainen mallin alkio on jonkin vakion tulkinta.
Konstruktio (Henkin + Orey). Kuten lemmojen 3.2 ja 3.3 todistuksissa, kon-

struoidaan jono
Z:EOQElgzgg

ristiriidattomia lausejoukkoja kielessd L*(Q) ja asetetaan lopuksi ¥* = U (%).
kEN
Kaytetaan seuraavia merkintoja:

o kaikkien suljettujen L*(Q)-lauseiden jono on 6y, 0,6, ...,

o kaikkien  yhden  vapaan  muuttujan  L*(Q)-kaavojen  jono  on

Yo(z), Y1(2), (), . ...

Joukko X1 maaritelldan joukosta X seuraavasti:

1. Maksimaalisuusaskel. Lisataan joko 0y tai =6 teoriaan, eli 3) = 3, U {0} jos

se on ristiriidaton, muuten ¥}, = X U {—6;}.

2. Henkin-askel. Jos (3z)¢(z) € ¥ jollekin | < k, valitaan uusi Henkin-vakio
dix € C (sellainen, jota ei ole aiemmin kaytetty kyseisen eksistentiaalin todis-

tajana), ja lisitdan lause

(Fz)thi(z) — dildig),

sekd my0s 1;(d; ;) joukkoon 3.

3. Orey-ehto. Jos jossakin edellisista lisdyksistd (0 tai ¢y(d;x)) syntyisi lause
¢, = s Missd r # s, jatetdan lause ¢, = ¢, lisddmatté ja sen sijaan, jos joukko
¥ U{=(er = ¢5)} on ristiriidaton, niin lisitddan —(¢; = ¢;) joukkoon 3. Néin

varmistetaan, ettd C-toteutuvuuden injektiivisyysehto sailyy.

Asetetaan lopuksi X; 1 = 3.

Selvésti ¥* on ristiriidaton teoria, ja maksimaalinen poislukien kaavat (cs = ¢;),
missd r # s, koska ndiden liittdminen joukkoon 3 on estetty Orey-ehdolla. Itse
asiassa, voidaan osoittaa, ettd lopullisessa joukossa >* on mukana kaikki kaavat
—(c, = ¢s), missd r # s (ks. [S26]). Liséksi tiedetddn, ettd jos (Jz)y(x) € X*, niin
on olemassa ¢ € C, jolle ¢(c) € X*.

Nyt lemmojen 3.2 ja 3.3 tapaan maksimaalinen teoria ¥* antaa heikon mallin

(M, q), ja Orey-ehdon mukaan sen universumi on

A={M]|ceC},
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ja funktio- ja relaatiosymbolit tulkitaan tavalliseen Henkin-tyyliin. Kuten lemman

3.2 todistuksessa, nyt on voimassa ehto

(**) (M, q) E¥(t) & I (),
kaikilla suljetuilla termeilld ¢. Tama malli on ns. heikko Henkin-Orey malli. Koska

(M, q) E X*jaX C X* niin (M, q) E X. O

Maaritelma 3.8 (Tyyppi ([O11])). Tyyppi p(zy,...,z,) teoriassa T' on joukko

kaavoja {@;(z1,...,x,)}ier joka on ristiriidaton 7" kanssa.

Maaritelma 3.9 (Tyypin toteutuminen). Olkoon T teoria ja p(x1,...,x,) tyyppi.
Sanotaan, ettd tyyppi p toteutuu teoriassa T, jos on olemassa malli M = T, ja

n-tupla (ag,...,a,) € A" missd A on mallin universumi, jolle
M E p(ay, ..., a,) kaikilla ¢ € p.
Liséksi sanotaan, ettd tyyppi p toteutuu mallissa M.

Huomaa, etta jos edellisen maaritelman mukaista n-tuplaa ei ole teorian 7" mal-

lissa M, niin M vélistajattad tyypin p kohdan 2.11 mukaisesti.

Maaritelma 3.10 (Eristaminen). Olkoon p(z) tyyppi teoriassa T, jonka kaavoissa
on vain yksi vapaa muuttuja (eli ns. 1-tyyppi). Sanotaan, ettd kaava o(z) eristad

tyypin p (teoriassa T'), jos
TFo(z) = p(x) kaikilla ¢ € p,
ja lisiksi T'U {(3z)o(z)} on ristiriidaton.

Eristetty tyyppi on siis kokonaan yhden kaavan o(z) maarittama: jokainen tyy-

pin kaava seuraa téasta eristajasté.

Lemma 3.11. Olkoon T teoria kielessia L(Q) ja p(x) 1-tyyppi teoriassa T'. Olete-
taan, etta p(x) on eristetty kaavalla o(z). Téalloin p(z) ei ole valistajitettava missadn

joukon T heikossa Henkin-Orey-mallissa.

Todistus. Koska p(x) on eristetty kaavalla o(x), oletuksen mukaan
TFo(z) — p(z) kaikilla p(z) € p,

ja lisaksi T'U {(3z)o(z)} on ristiriidaton.
Olkoon T™ Henkin-Orey-menetelmélld lemman 3.7 todistuksessa konstruoitu
maksimaalinen ristiriidaton ja C-toteutuva teoria, jolle T" C T*. Koska (Jx)o(x)

on ristiriidaton joukon 7" kanssa ja 1™ on maksimaalinen, patee
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(1*) (3z)o(x) € T™.

Henkin-laajennukseen kuuluvien todistajien takia on olemassa termi ¢ (esimerkiksi

Henkin-vakio ¢,), jolle
o(t) e T*.
Olkoon (M*, ¢) lemman 3.7 mukainen malli, johon kohdan (**) mukaan
(M*, q) E a(s) & a(s) e T*
lauseille « kielessa L(Q).
Erityisesti tastd saadaan
(M, q) = o (t"1).
Koska T't o(z) — ¢(z) kaikilla ¢ € p, niin lemman 2.29 mukaan myos
T o(t) — o(t) kaikilla ¢ € p.
Koska o(t) € T*, Modus Ponenssilla ja ehdon (1*) perusteella seuraa, etté
(M*, q) E o(t™") kaikilla ¢ € p.

Niin ollen termi tM" toimii alkiona, jonka avulla tyyppi p(z) toteutuu mallissa
(M*, q). Edellisen perusteella tyyppi p(x) toteutuu kaikissa Henkin-Orey heikoissa

malleissa, eli sité ei véliinjateta mistadn kyseisista malleista. O]

Eristetyt tyypit siis toteutuvat kaikissa teorian malleissa, eiké niita voida jattaa

valista. Esitetdan seuraavaksi Keislerin lemma 2.4 hieman muunnellussa muodossa.

Lemma 3.12. Olkoon L numeroituva kieli, I teoria kielessd L(Q) ja olkoon
(3n(%))nen jono yhden vapaan muuttujan L(Q)-tyyppejd, jotka eivit ole eris-
tettavissa teoriassa ['. Télloin on olemassa heikko L(Q)-malli (M, ¢q) siten, etta
(M, q) ET ja (M, q) jattaa vilista jokaisen tyypin 3, eli kaikilla n € N ja kaikilla
acA

(M, q) E ¢(a) ei ole voimassa kaikilla p(x) € %,,.

Todistus. Oletuksen mukaan tyypit X, eivit ole eristettdvissa teoriassa I, eli ei ole

olemassa kaavaa 6(zx), jolle

U {(3)f(x)} on ristiriidaton ja I' - 8(z) — ¢(z) kaikilla ¢ € 3,,.
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Heikko malli (M, q) konstruoidaan kayttdmalld lemman 3.7 ideaa, mutta Orey-
ehdon jélkeen lisatadn ns. anti-eristysaskel. Lisdtaan siis kieleen numeroituva joukko
uusia vakiosymboleja Henkinin tyyliin C' = {cg, ¢1, ¢a, ... } ja muodostetaan laajen-
nettu kieli L* =L U C.

Koska tyyppi ¥,(z) on numeroituva kaikilla n € N, niin voidaan indeksoida

tyyppien kaavat niin, etta
¥, ={oni(z)]|i € N}
Konstruktiossa kiydadn jokaisella kierroksella k lépi yksi kaava o, ;(z) € U (.,)
meN

ja yksi muuttuja ¢; € C. Koska joukko N® on numeroituva, on olemassa bijektio
e: N — N3 jolle e(k) = (n(k),i(k), j(k)), ja kierroksella k kun konstruoidaan T’y

kasitelldaan

kaavaa oy, k)i () € Xy ja muuttujaa c;i) € C.
Kun £ kéy lapi kaikki luonnolliset luvut, niin konstruktiossa kdydaan lapi kaikkien
tyyppien kaikki kaavat kaikilla muuttujilla.

Nyt, kuten lemman 3.7 todistuksessa, konstruoidaan jono
r=IryCrycr,c...

ristiriidattomia lausejoukkoja kielessd L*(Q), missa 'y on maééritelty ehtojen 1.-4.
mukaisesti, ja ehto 4. on:

4. Anti-eristysaskel (kolmikolle (n,i,j) = e(k)). Asetetaan (n,i,j) = e(k) ja
tarkastellaan kaavaa o, ;(z) € X, seka vakiota ¢; € C. Jos I'), U {—0,,:(c;)} on risti-
riidaton, lisatédén lause —o,,;(c;) teoriaan I'},. Jos kyseinen joukko ei ole ristiriidaton,
ei lisdta mitadn.

Askeleissa 1.-4. on médritelty I, = I'y1; ja asetataan lopuksi I'' = U (I'y).

Selvésti I'™ on maksimaalinen ristiriidaton teoria, missd on mukana lfziil\llki kaavat
—(c, = ¢;) missé r # s (ks. [S26]). Lisdksi tiedetdén, etté jos (Jz)y(x) € T'*, niin on
olemassa ¢ € C, jolle ¢(c) € T™.

Kuten lemman 3.7 todistuksessa, nyt on voimassa ehto

(%) (M, q) E () & I F (1),

kaikilla suljetuilla termeilléd ¢. Tamé& malli on heikko Henkin-Orey-malli, joka toteut-
taa teorian I'.

Osoitetaan vield, etta (M, q) valistajattaa kaikki tyypit X, (z). Olkoon n € N ja
tarkastellaan tyyppid 3, (x). Heikko malli (M, ¢q) valistajattaa tyypin 3, jos ei ole
alkiota a € A, jolle (M, q) = ¢(a) kaikilla ¢ € X,,. Tiedetaén, ettd a = ¢! kaikille

a € A. Osoitetaan, etta kaikilla vakiolle ¢; on olemassa 7 niin, ettéa
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I F =0y,.(c).
Tehdéédn vastaoletus: on olemassa vakio ¢;, jolle
' =0,.(c))
kaikille 7. Koska I'* on maksimaalinen ristiriidaton teoria, on siis kaikille 7
(Ehto A) I'™ & 0y,,(c;)

(jolloin ehdon (**) mukaan (M, q) |= 0,,:(c;) kaikilla ¢, eli (M, g) toteuttaa tyypin
Y, (x)). Osoitetaan, ettd nyt kaava 0(z) = (v = ¢;) eristdd tyypin X, (z), mikd on
ristiriita.

Ensinnékin, joukko I'* + (3z)(z = ¢;). Tadmé& seuraa ehdosta (**), koska ¢t =

M on mallin alkio, joka toteuttaa lauseen. Tédten joukko I'* U {(3z)(z = ¢;)} on

c’

j
valttdmatta ristiriidaton.

Jos substituutio-aksioomassa (F4b) korvataan lemman 2.29 mukaisesti muuttuja

y termilld c;, saadaan, etta kaikille ¢
(Ehto €) - (x = ¢;) = (oni(x) = onilc))).
Propositiologiikan aksiomatiikassa on voimassa saanto
A— (B—=C),CFA—=C,
jonka avulla edella saaduista ehdoista A ja € saadaan, etté
I (z =¢j) = oni(cy)

kaikilla ¢, eli kaava (z = ¢;) todella eristad tyypin X,(x), joten paddyimme ristirii-
taan.

Néin ollen heikko malli (M, ¢) jattaa vélista jokaisen tyypin X,,. O

Keislerin téaydellisyystodistuksen keskeinen ongelma liittyy lisdttyyn kvantto-
riin Q. Jos maksimaaliseen C-ristiriidattomaan ja C-toteutuvaan Henkin-Orey-

laajennukseen T™ sisaltyy lause

—(Qx)p(x),

niin jokaisesta teoriasta rakennettavassa mallissa tulee olla vain numeroituva méara
termejé, joille ¢ toteutuu. Tavanomainen kielen L mukainen Henkinin konstruktio
voi kuitenkin tuottaa vahingossa uusia vakioita, jotka toteuttavat ¢, ja naita voi
syntya ylinumeroituvasti. Témén vaaran valttamiseksi Keisler méaarittelee kriittiset

tyypit, jotka ovat muotoa

Pe() = {p(2)} U{~(z = cn) [n € N}.
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Jos kriittinen tyyppi toteutuu heikossa mallissa, niin mallissa voi olla ylinumeroituva
madard alkioita, joille ¢ toteutuu. Siksi tarvitaan tietoa, ettd —(Qx)p(z) siséltyy

teoriaan 7™, niin kyseinen tyyppi voidaan jattaa valista.

Lemma 3.13. Olkoon T ristiriidaton teoria ja p(z) tyyppi, jonka kaavoissa on yksi
vapaa muuttuja. Jokaiselle kaavalle (), jos I' U {(Jz)p(x)} on ristiriidaton, niin

on olemassa kaava o(z) € p(z) jolla pétee, etta

I'U{(3z)(p(z) A —o(2))}
on ristiriidaton.

Todistus. Oletetaan vastoin véitettd, ettd p(z) on eristetty kaavalla (z). Talloin
I'U{(3x)f(x)} on ristiriidaton, voidaan soveltaa véitteen ehtoa sille: on siis olemassa

kaava o(z) € p(x), jolle

FU{(E2)(0(z) A —o(2))}
on ristiriidaton. Nyt

I'FoO(x) — o(x),
joten sédannolla (R2) saadaan
I'F (V2)((z) — o(z)),

ja koska propositiologiikassa on voimassa P = ——P, niin

I'F —==(Vz)(0(z) = o(x)),
joten aksioomalla (F3) saadaan

I'F =(3z)-(0(x) — o(z)).
Kun huomataan, etta (3x)(0(z) A (—o(z)) = (Fz)=(0(z) — o(z)), niin huomataan,
etta joukko

Fu{(E2)(0(z) A —o(2))}

ei voi olla ristiriidaton. Néin ollen p(z) ei voi olla eristetty. O
Esitetdan seuraavaksi Keislerin lemma 2.4 alkuperaisessa muodossaan.

Lemma 3.14 (Tyyppien vilistdjattamislause). Olkoon X teoria kielessa L(Q), ja
jokaiselle n € N olkoon ¥, (x,,) teoria kielessa L(Q) (jossa vain x,, on vapaa). Olkoon
I’ Henkin-konstruktion tuottama teoria joukolle ¥ kielessd L*(Q). Oletetaan, etté
jokaiselle n € N, ja jokaiselle kaavalle p(z,) kielessa L(Q) patee, etta jos (Jx,)p

on ristiriidaton joukon I' kanssa, on olemassa o € 3, missd (3x,)(¢ A o) on
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ristiriidaton joukon I' kanssa. Téalloin joukolle I' on numeroituva heikko malli (M, q),

joka valistajattaa jokaisen 3,,.

Todistus. Seuraa lemmoista 3.12 ja 3.13. [

3.2 Alkeisketjut

Nyt kun lemmojen 3.2-3.14 toiminta ja heikkojen mallien rakentaminen ovat sel-
kedd, voidaan edetéd standardimallien rakentamiseen. Seuraava Keislerin kayttama

méadritelméa on alun perin ldhteestd [S30]. Esitetédén se kolmessa osassa.

Maaritelma 3.15 (Alkeislaajennus). (B, r) sanotaan olevan mallin (M, q) alkeis-
laajennus, merkitaan (M, q) < (B,r), jos ja vain jos ndiden mallien universumit A ja
B ovat sisakkaiset, eli A C B, ja kaikille kielen L(Q) kaavoille ¢(x1, ..., ;) ja kaikille
aiy, ...,a, € A patee, ettd (M, q) E plai, ..., ay] jos ja vain jos (B,7) = ¢lai, ..., a,).

Masritelmé 3.16 (Alkeisketju). Jonoa (M., q,), o < 7 heikkoja malleja kutsutaan
alkeisketjuksi jos ja vain jos (Ma, q,) < (Mg, g5) kaikille a < 3 < 7.

Maaritelma 3.17 (Alkeisketjun unioni). Alkeisketjun (Mg, q,), @ < v unioni on
heikko malli (M, q) = Ua<ry(Ma, q,) missé M = Uycy(M,) ja

g={S C A: on olemassa sellainen 5 < 7, ettd kaikilla «, joilla patee
B < a <, pitee myos (SN A,) € q,},

toisin sanoen ¢ on se joukko kaikista unionin universumin A osajoukoista S C A,

jolle patee, ettd S N A, on lopulta joukossa g,.

Téassa kohdassa on luonnollista pohtia, mika aikaisemmin kohdattu matemaatti-
nen asia voisi antaa intuition alkeislaajennuksille, alkeisketjuille ja niiden unioneille.
Joukko-opissa tietenkin on helppo ajatella sisdltyvyysketjua A9 C A; C ..., mutta
taas lineaarialgebrasta on hyva muistaa, ettd esimerkiksi avaruuden S; ja aliavaru-
den Sy konseptissa ei riitd, ettd joukot sisdltyvéat toisiinsa Sy C Sp, vaan on myos
vaadittava, etta sisdltyva joukko on oltava myos rakenteeltaan avaruus. Logiikassa
alkeisketjujen vaatima lisdominaisuus on alkeislaajennuksen maéritelman toteutu-
minen, eli totuusarvon on sailyttéiva alkeisketjussa alkeislaajennuksesta toiseen.
Seuraava lemma varmistaa, etté alkeisketjujen unionit toimivat vaatimusten mu-
kaisesti. Taméa lemma myos yleistéé kielelle L(Q) Tarski-Vaught alkeisketjutuloksen
[S30, Theorem 1.10.] jossa todetaan, etté jos (M;);<, on alkeisketju, niin U, (M;)

on jokaisen M; alkeislaajennus.
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3.3 Standardimallin rakentaminen

Lemma 3.18. Olkoon (M,, q,), a < 7, alkeisketju ja olkoon malli (M, ¢) niiden
unioni. Tall6in kaikille oo < v patee (M,, q,) < (M, ).

Todistus. Todistus etenee rakenteellisella induktiolla kaavan ¢(z1, ..., x,) suhteen.

Induktio perustuu seuraavaan vaitteeseen:
(1) Kaikille a < 7y ja kaikille ay, ..., a, € A,
(MOM Q(x) ): gp[al, RS a‘n} jOS ja vain jOS (M7 Q> ): 90[0’17 (X3} an}'

Induktioaskeleet atomikaavoille, konnektiiveille ja kvanttoreille kielessd L noudat-
tavat ldhteessd [S30] esitettyéd todistusta. Yksityiskohdat esitetdén ainoastaan sille
tapaukselle, jolle ¢ on muotoa (Qx)1 olettaen, etta (1) pétee kaavalle 1. Oletetaan,

ettd a < v ja ay,...,a, € Aq, ja olkoon

S = {CL S A (M7 Q) ): w[au ai, "‘7an]}'
Olkoon

(M, q) E (Qx)Y[ay, ..., ay).

Siten heikon mallin méadritelman mukaisesti S € ¢, jolloin on olemassa [ jolle a <
B < vjaSNAg € g, eli kyseisen ketjun heikon mallin (Mg, g5) universumin Ag
osajoukon S C A vastaavaa osaa SN Ag pidetddn ylinumeroituvana. Koska (1) pétee
kaavalle 1,

SﬂAﬁ = {CL € AB : (MB7 QB> |: ¢[a7a17"‘7an]}‘

Toisin sanoen, sijoitetaan induktio-oletuksen (1) antama ekvivalenssiehto joukon
maéaaritelmaan. Kvanttorin Q toteutumisrelaation maéritelmasta ja tiedosta

SN Ag € gz voidaan paatelld, etta
(Mg, q5) | (Qr)Y[ay, ..., ay], saadaan, etta
ja koska (Ma, q,) < (Mg, g5),

(MOH Qa) ): (Qx)w[ala '--7an]-
Oletetaan, ettd (M, q) E —(Qx)Ylay, ..., a,]. Talloin heikon mallin maéritelmén

mukaan edelld mééritelty joukko S ¢ ¢, joten on olemassa f, jolle @ < 3 < 7v ja

SN Ag ¢ qs. Alkaisemman padttelyn mukaisesti seuraa

(MOH QCx> ): _'(Qx)w[alv ceey an]-
Téaten (1) patee myo6s tilanteessa ¢ = (Qx). O
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Huomautus 3.19. Kun kasitelladn alkeislaajennuksia, mallia laajennetaan usein li-
sdamallé vakio kieleen L jokaista alkiota kohden. Kun malli M on annettuna kielelle
L, merkitdan M* sitd mallia, joka saadaan lisadmalld vakio ¢, kieleen L jokaista
a € A kohden ja tulkiten ¢, mallissa M* alkiona a. Lemmasta 2.8 seuraa valittomés-
ti, ettd jos (M, q) < (B,r) ja B’ saadaan alkuperaisesta B lisidmalla vakio jokaista
a € A kohden, niin (M*, q) < (B',r). Liséksi, jos (B’,7) on jonkin téydellisen teorian
(M*, ¢) malli, jonka malli my6s (M?*, g) on, ja jokaisella vakiolla on sama tulkinta
mallissa B’ ja M*, niin (B’,r) on mallin (M*, ¢) alkeislaajennus.

Seuraava lemma osoittaa, ettd kun kieli L mallilla (M, ¢) laajennetaan kieleksi L*,
jolla on malli (M*, q) lisdédmalla uusi vakio ¢, jokaista mallin M alkiota a kohti,

mikadn aksiooma ei lakkaa toteutumasta.

Lemma 3.20. Olkoon (M, ¢) heikko malli kielelle L(Q) ja olkoon kielen L laajennus
vakioilla, eli L*, mallin M* kieli. Jos (M, ¢) toteuttaa kaikki L(Q) aksioomat, niin
(M*, q) toteuttaa kaikki kielen L*(Q) aksioomat.

Todistus. Olkoon ¢ miké tahansa kielen L*(Q) aksiooma. Olkoon ¢, ..., ¢,, kaikki
joukon L*\L = L* N (L) vakiot, jotka esiintyviit kaavassa . Valitaan muuttujat
vy, ..., Up, jotka eivit esiinny kaavassa ¢, ja muodostetaan ¢ korvaamalla jokainen

Cq,, esiintyma kaavassa ¢ muuttujalla v, (1 < m < n). Muodostuu siis kaava

m

Y(v1,. o, U) = @[Cay [V1, - - Cay [ Un)-

Néhdaén, ettd muodostunut kaava 1 on myoés kielen L(Q) aksiooma, ja néin pé-
tee mallissa (M, q), joten V(vq, ..., v,)1Y patee mallissa (M, q). Koska rakenteellisia
muutoksia ei ole tapahtunut, ja kieli L* on vain laajennus vakioiden suhteen, seuraa,

etta

(M*7 Q> ): ’l/}[alu ceey an]u
ja lemmasta 2.8 seuraa, ettd ¢ toteutuu mallissa (M*, q). O

Huomautus 3.21 (Aksioomista 1 ja 4). Seuraava lemma on ensimméinen kohta, jossa
kaytetddn aksioomia (A1) ja (A4) (tai kohtia 2.31-2.47)

Lemma 3.23 on Keislerin padlemma (engl. main lemma). Karkeasti selitettynéi sen
mukaan jokainen numeroituva heikko malli voidaan laajentaa niin, etta haluttuun
kaavalla méaariteltyyn joukkoon joukossa g lisatdan alkioita silla ehdolla, etta kaaval-
la maéritellyt joukot, jotka eivat kuulu joukkoon ¢ pysyvét samana. Nain saadaan

kaavoille (Qz)p(x) ylinumeroituvat joukot alkioita, jotka toteuttavat kaavan ¢(x).

Huomautus 3.22. Tassd kohtaa tulee havaita, etta Keisler kdyttaa implisiittisesti
monta eri toisiinsa liittyvaa madritelmaa tyossdan, vaikka niitd ei eksplisiittisesti

maéaaritella eri asioiksi. Palautetaan mieleen aikaisempi kohta 2.5, jossa méaaritellaéan

46



(M, q) = (Qz)p(x) jos ja vain jos {a € A: (M, q) = ¢la]} € ¢
On oltava tarkkana siitd, ettd kolme eri dikotomiaa ovat toiminnassa.

1. Ylinumeroituva vs. numeroituva (madritelty kohdassa 1.1.5).

Tamaéa on joukko-opillinen ajatus.

2. Standardimallissa kvanttorin @ tulkinnan suhteen aidosti ylinumeroituvien
osajoukkojen joukko on ¢ vs. standardimallissa aidosti numeroituvat joukot

jaavat ¢ ulkopuolelle. Tama on metateoreettinen ajatus.

3. Q-suuri (M, ¢) = (Qz)p(x)) vs.
Q-pieni (M, q) = ~(Qr)p(x)).

Taméa on Keislerin objektikielen semanttinen kdsite.

Lemma 3.23 (Paidlemma). Jokaisella numeroituvalla kaikkien L(Q) aksioomat to-
teuttavalla heikolla mallilla on alkeislaajennus, jossa annettu Q-suureksi luettu jouk-
ko saa uusia alkioita, ja annetut Q-pieniksi lukeutuvat joukot eivéit saa uusia alkioi-
ta. Ilmaistuna toisin, olkoon (M, ¢) numeroituva heikko malli, jossa kaikki L(Q)
aksioomat pitavét, olkoon L* mallin M* kieli, ja olkoon ¢(z) kielen L*(Q) kaava

mille patee

(M, q) = (Qr)p(x).

Talloin on olemassa numeroituva alkeislaajennus (B, r) mallille (M, ¢) missa:
1. Joillekin b € B\ A pétee (B*,r) = ¢[b].

2. Jokaiselle kaavalle ¢ (y) kielessd L*(Q) jolle patee (M*, q) E —(Qy)u(y), to-

teutuu

{a € B: (B*,r) =¢a]} C A.

Todistus. Laajennetaan L* kieleksi L' lisidmalla uusi vakio ¢. Olkoon I' seuraava
lausejoukko kielessa L'(Q):

(a) Kaikki L*(Q) lauseet ovat tosia mallissa (M*, g),

(b) ¢(c)

(¢) )(c), jokaisella 1 (y) kielessa L*(Q) mille patee (M*, q) = —(Qy)v(y).
Naiden ehtojen tarkoitus on mahdollistaa se, etta alkiosta ¢ tulee myohemmin uusi
alkio b € B\A tulevassa laajennuksessa. I varmistaa, ettda kaikki sen mallit ovat
alkeislaajennuksen suhteen sopivia, pakottaa vakiota ¢ vastaavan alkion haluttuun

O-suureen joukkoon, ja estda sitd toteuttamasta O-pieniksi luettuja kaavoja.
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Tarkastellaan aluksi kielen L'(Q) lauseen ristiriidattomuutta joukon I' kanssa. Ol-

koon (y) kielen L* kaava ja oletetaan, ettd muuttuja u ei esiinny kaavoissa 6(y) ja

o(y)-
Tehdédén apuvaite (1): lause 6(c) on ristiriidaton joukon I' kanssa, jos ja vain jos

(M*, q) = (Qu)(0(u) A p(u)). Oletetaan ensin, ettd 6(c) on ristiriidaton joukon T’

kanssa ja tehdaan vastaoletus, etta

~(Qu)(0(w) A p(u))

toteutuu mallissa (M*, q). Talloin =(6(c) Ap(c)) on (rakenteensa vuoksi) tyyppié (c)
ja kuuluu téten joukkoon I'. Koska —(6(c) A p(c)) = —0(c) V —p(c) = ¢(c) — —b(c),

saadaan propositiologiikan téydellisyyslauseella, etta

=(0(c) A () = (p(c) = —0(c)).

Nyt =(6(c) A p(c)) € T', ja my6s ¢(c) € T, joten MP antaa néin ollen I" = —6(c),

joten 0(c) ei ole ristiriidaton joukon I' kanssa. Paadyttiin siis ristiriitaan oletuksen

kanssa, joten vastaoletus on vadra. Téma todistaa ensimmaisen implikaation.
Seuraavaksi oletetaan, ettd 0(c) ei ole ristiriidaton joukon I' kanssa. Deduktio-

lemmasta 2.23 seuraa, etta
['F—=6(c),

koska I' - 0(c) — L = —f(c). Tall6in on olemassa ddrellinen I'y C I', mille pétee
Ty F —6(c).

Olkoon T'; kaikkien tyypin (a) lauseiden joukko, ja olkoon = (c), ..., =, (c) kaikki
tyypin (c) lauseet jotka sisaltyvit joukkoon I'g. Voidaan olettaa m > 0. Talléin

Iy U {p(e), 7i(e), s ~hm(e) } = =0(c).
Nyt deduktiolemman mukaan
I Eo(e) = (mthi(e) = (- = (5(¥m(c) = —0(c)) -+ )))
ja propositiologiikan mukaan

Iy Egle) = (2a(e) = (- = (2(¥m(c) = =0(c) ---))) =
—p(e) V =0(c) V ihi(c) V -+ V b (c) = (c) A (0(c)) = () V -+ V b (c)),

joten

Iy E (e(e) AO(e) = (¥1(e) V.. V b (0))).

Valitaan muuttuja u, joka ei esiinny oikealla olevassa lauseessa. Koska c ei esiinny

joukossa I'1, kayttamalld lemmaa 2.8,
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Ly b () A B() = (61 () V oo V i (1)),
Téaten

Iy E (V) ((p(u) A1) = (Dr(w) VoV g (w))-
Aksioomasta (A2) ((Vz)(a — ) — ((Qz)a — (Qx)S)) valinnoilla a := (¢(x) A
0(z)), B = (P1(x) V- Vp(x)), z := u ja MP seuraa
= (Qu)(p(u) A O(u) = (Qu)(r(u) V... V b (w)).
Nyt aksiooman (A3) (muuttujan vaihto) mukaan, koska lauseet v;(c) ovat tyyppid

(c), ja 'y mééritelmasta seuraa, etta
F=(Qu) (¢ (u)), 1 < i <m.
Kéyttéden lemmaa 2.46 (Qz(a(z) V f(x)) — ((Qx)a(x) vV (Qx)5(x))) iteroidusti ja

aksioomaa (P3), saadaan, etta

F=(Qu) (1 (u) V ... V by (u)).
Téaten kéyttéden aksioomaa (P3),

F=(Qu)(p(u) AbB(w)).
(M*, q) on joukon T'; malli joukon T'; méaaritelmén mukaan. Lisdksi, lemman 3.20

mukaan, (M*, q) toteuttaa kaikki kielen L*(Q) aksioomat, ja tdten lemman 2.20

mukaan

(M, q) = ~(Qu)(p(u) A O(w)).
Tama todistaa vaitteen (1).
Osoitetaan apuvéitteen (1) avulla, etta I" on ristiriidaton. Tarkastellaan triviaalia
validia kaavaa 0(c) := (¢ = ¢). Oletuksesta saadaan (M*, q) = (Qx)p(x), ja titen

aksioomasta (A3) (muuttujien vaihto)

(M, q) = (Qu)(p(u)).

Tiedetédén, etta kaava (V(u)p(u) — (p(u

(

) A (u = u)) on validi ensimmaéisen kerta-
luvun kaava, joten se toteutuu mallissa (M

) =

u)

,q). Nyt kdyttamélla aksioomaa (A2)
(

(Qu)p(u) = (Qu)(p(u) A (u = u)))
(o(u) A (u = u)), joten tiedon (M*, q) =

muodossa (Yu)(p(u) — (p(u) A (u = u))
saadaan, ettd (M, ¢) = (Qu)p(u) = (Q
(Qu)p(u) avulla, voidaan péatella, etta

(M7, ) = (Qu)(e(u) A (u = u)).
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Apuviitteesta (1) seuraa, ettd lause ¢ = ¢ on ristiriidaton joukon I' kanssa, ja
taten I' on itsessaén ristiriidaton.

Seuraavaksi téytyy valmistella lemman 3.14 kéytto. Koska joukko A on nume-
roituva, mallin (M*, ¢) kielessd on vain numeroituvan monta kaavaa. Jéarjestetaan
kaikki kaavat ¥ (y) kielessd L*(Q) joille (M*, q) = =(Qy)¥(y) ovat numeroituvassa
listassa ¥o(yo), ¥1(y1), ... (NAméa ovat tarkalleen ne kaavat ¢ (y), joille ¢(c¢) kuuluu

joukkoon I' ehdon (c¢) mukaan.) Jokaiselle n € N, olkoon ¥, kaavajoukko

Yo = {Un(yn)} U{~yn = ca:a € A}

kielelle L*(Q). Varmistetaan lemman 3.14 oletusten lausejoukolle I" ja kaavajoukoille
Y., n € N. On jo osoitettu, etta I" on ristiriidaton. Oletetaan, etta 0(y,, ¢) on kielen
L'(Q) kaava jolle patee, etté (Jy,)0(yy, c) on ristiriidaton joukon I' kanssa.

Tulee osoittaa ehto (3): On olemassa o € 3, mille (Jy,)(6 A —o) on ristiriida-
ton joukon I' kanssa. Apuviitteen (1) mukaan saadaan (M*, q) E 6(Qu)(p(u) A
(Fyn)0(yn, w)).-

Olkoon

X(u) = (p(u) A (Fyn) (0(yn, u) A Un(yn))) ja

Y(u) == ((u) A Cyn) (0(Yn, u) A b (yn))).

Lemmasta 2.46 ja aksioomasta (A2) (kun z := u, a(u) := (©(u) A (3yn)0(yn, w)),
f = X(u) VY (u)) seuraa joko

(4) (M, q) = (Qu)X (u) tai

(5) (M*, q) = (Qu)Y (u).

Jos (5) on tosi, niin aputuloksesta (1) seuraa, ettd (Jy,,)(6(ync) A= (yy,)) on ristirii-
daton joukon I" kanssa, ja koska ¥, (y,) € X, (3) pitdéd paikkansa. Oletetaan sitten,
etta (4) pitaa paikkansa. Muuttuja y, ei ilmene vapaana kaavassa ¢(u). Merkitaan

B(Yn,u) := (0(yn, u) A n(yn)), ja kiytetddn predikaattilogiikan validia kaavaa

(V(w)(e(u) A I(yn) B(yn, u)) = Cyn)(e(w) A B(yn, u)).
Kéytetaan aksioomaa (A2) valinnoilla x := u, a(u) := (@(u) A (y,)B(yn, u)) ja
B(u) == (Jyn)(p(u) A B(yn,u)). MP edellisen kaavan, ja sen jilkeen kohdan (4)
kanssa, antaa
(M*, q) = (Qu)(Fyn) (0(w) A O(yau) A tn(yn)).
Nyt aksioomasta (A4) ((Qz)(Fy)a — (Fy)(Qzr)a V (Qy)(3x)«a) valinnoilla z := u,

= yn ja a = (p(u) AO(yn, u) A, (yn)), seuraa joko
(6) (M*, q) = (Qun) Bu)(p(u) A O(ynu) A n(yn)), tai
(7) (M*, ) = (Byn) (Qu) (0 (u) A O(ynu) A n(yn))-
Mutta
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(M*a Q) ): _'<Qyn)¢n(yn)a

ja téten aksioomasta (A2) ja kontrapositiosta (P3 soveltaen jalkimmaéiseen osaan)

valinnoilla x := y,,, a(y,) = (p(u) A O(Yyn, u) A Un(yn)) ja B(yn) := ¥n(y,) seuraa,
ettd (6) on mahdoton. Téten (7) patee. Néin ollen joillekin a € A

(M, q) = (Qu)(p(u) Ab(ca, u) A hn(ca))-

Nyt aputuloksesta (1) seuraa, etté 6(c,, c) Ay, (c,) on ristiriidaton joukon I' kanssa,

joten 6(c,, ¢) on ristiriidaton joukon I' kanssa. Saadaan, etté

(3yn) (0 (ync) A =(=(yn = ca)))

on ristiriidaton joukon I' kanssa, ja koska —(y, = ¢,) € ¥, ehto (3) on voimassa.

Ehto (3) on nyt varmistettu molemmissa tapauksissa, ja voidaan kiyttaa lemmaa
3.14 ja saada numeroituva heikko malli (B, r) joukolle I, joka vélistdjattaa jokaisen
tyypin X,,n € N. Kaikki mallissa (M*, ¢) toteutuvat lauseet kuuluvat joukkoon I',
ja taten voidaan valita (B',r) siten, ettd jokaisen vakion ¢, tulkinta on alkio a. Voi
siis olettaa yleisesti, etta jokaiselle a € A vakio ¢, tulkitaan joukossa B’ alkioksi a.
Olkoon B joukon B’ reduktio kielelle L. Koska (B',r) toteuttaa kaikki lauseet, jotka
ovat totta mallissa (M*, q), saadaan (M, q) < (B,r).

Jos b on vakion ¢ tulkinta joukossa B, ja koska (B',r) toteuttaa kaavan ¢,

(B*,r) = o[b].

Lisdksi aksioomasta (Al) (y := ¢,, 2z := ¢,) saadaan kaikille a € A
(M, q) | =(Q)(z = ca Vo = ca),
joten lause —(¢ = ¢, V¢ = ¢,) on tyyppié (c) ja kuuluu joukkoon I' ja taten toteutuu
mallissa (B’,7). Néin ollen b # a kaikille a € A, joten b € B\ A. Tama osoittaa, etta
(B, r) toteuttaa vaitteen kohdan (i).
Osoitetaan vield kohta (ii), olkoon ¥ (y) miké tahansa kielen L*(Q) kaava, jolle

on voimassa

(M*, q) = ~(Qu)¢(y).

Siten ¢ (y) on ¥, (y,) jollekin n € N. Kohta (ii) seuraa nyt siité, etta (B',r) véilista-
jattad X, O

Seuraava lemma iteroi padlemman 3.23 tulosta numeroituvan monta kertaa osoit-
taakseen, ettéd ylinumeroituvuus mallintuu aksioomien toteuttavien numeroituvien
heikkojen mallien alkeisketjujen unioneille. Aina kun heikko malli méarittaéd joukon

ylinumeroituvaksi, laajennus lisad vain uuden alkion todistamaan tata faktaa.
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Lemma 3.24. Olkoon (M, ¢) numeroituva heikko malli, jossa kaikki L(Q) aksioo-
mat pitavit, ja olkoon L* mallin M* kieli. Talloin mallilla (M, ¢) on numeroituva

alkeislaajennus (B, r) missé kaikille kielen L*(Q) kaavoille ¢(x) patee
(M*, q) = (Qz)p(x) jos ja vain jos on olemassa b € B\ A, jolle (B*,r) = ¢[b].

Todistus. Kaydéaan ensin triviaali tapaus, jossa (M*, q) = —(Qzx)(x = z), eli al-
kioiden x méara on mallin mukaan numeroituva. Téassa tapauksessa ei ole kaavo-
ja @(x), joille (M*, q) = (Qx)p(x) johtuen aksiooman (A2) antamasta monotoni-
suudesta, josta seuraisi, ettd jos (Qz)p(x), niin (Qx)(z = x). Voidaan siis valita
(B,r) = (M, q).

Oletetaan seuraavaksi, ettd (M, ¢) = (Qx)(x = x). Koska joukko A on numeroi-
tuva, voimme jarjestdé kaikki kaavat ¢(z) kielelle L*(Q), mille (Qx)p(z) pitda mal-
lissa (M*, q), numeroituvassa listassa po(xo), p1(z1), .... Kayttamalla lemmaa 3.23

numeroituvan monta kertaa saadaan w-pituinen alkeisketju
(Mo, o) = M1, ¢) < Mz, g) < ...
mille péatee:
1. (Mo, q) = (M, q), eli ketju alkaa halutusta mallista,

2. On olemassa b, € A,41\A, mille (M., ¢,.1) E ¢nlbn], n € N patee, eli

lemman 3.23 ehto,

3. Kaikille kaavoille 1(y) kielessd L*(Q) mille (M, q¢,) = —(Qy)¥(y), ja kaikille
neN, {a€ A M, ¢,01) E Y]al} C Ay, eli joukot jotka malli lukee

numeroituvana eivét saa uusia todistajia joukosta A,1\A,.

Olkoon (B,r) = Up<w(M,, ¢,). Lemman 3.18 avulla tiedetadn, ettéd (B,r) on jokai-
sen (M, g,) alkeislaajennus, ja erityisesti (M, q) = (Mo, q,) alkeislaajennus. Tésté

ja kohdista (1)-(3) seuraa, ettd (B,r) toteuttaa lemman véitteen. O

Nyt kaikki tarvittava on valmiina tdydellisyyslauseen todistamiseen. Kaytetdian alla

standardimerkintaéd w; ensimmaiselle ylinumeroituvalle ordinaaliluvulle.

Lause 3.25 (Téydellisyyslause). Olkoon ¥ joukko lauseita kielessid L(Q). Télloin

joukolle ¥ on olemassa standardimalli jos ja vain jos ¥ on ristiriidaton kielessé L(Q).

Todistus. Toinen suunta todistuksesta, eli terveys, on 2.21. Todistetaan siis nyt jal-
jelle jaava suunta. Oletetaan, ettd 3 on ristiriidaton lausejoukko kielessa L(Q). Hei-
kon taydellisyyslauseen 3.3 kautta tiedetdan, etta joukolla 32 on numeroituva heikko
malli (Mo, ¢y), jossa kaikki L(Q) aksioomat ovat voimassa. Nyt iteroimalla lemmaa

3.24 wq kertaa, ja kayttaen lemmaa 3.18 rajavaiheissa, saadaan alkeisketju
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(MOH QQ)a < Wi,

numeroituvia heikkoja malleja, joilla seuraavat ehdot ovat voimassa:
(1) Jos « on rajaordinaali**, (M, q,) = Ug<a(Mp, q3).
(2) Kaikille seuraajaordinaaleille o < wy ja kaikille kaavoille ¢ mallin (M?, q,)

kielelle on voimassa, etté

(M5 40) = (Qu)p(x) jos ja vain jos jollekin a € Aai1\Aa, (Mii1: Gusr) = #lal.

Olkoon B = Uy« M, alkeisketjujen M, unioni. Osoitetaan, ettd B on joukon X
standardimalli. Tarkastellaan aluksi heikkoa mallia (B,7) = U<y, (Ma, ¢, ). Lem-
masta 3.18 saadaan (Mg, g5) < (B,7) kaikille 8 < w;, missd (B,7) on joukon X
heikko malli. Nyt siis heikko malli (B,r)

1. on kielen L*(Q) struktuuri,

2. toteuttaa kaikki kielen L(Q) aksioomat,

3. toteuttaa kaikki joukon > lauseet,

4. on suljettu alkeisketjun laajennuksien suhteen,

5. sisaltad kaikki todistajat joiden tulee sisdltya struktuurin universumiin jos

(Qz)p(x) luettiin todeksi jossain vélivaiheessa.

Néin siis riittaa todistaa, ettd kaikille kielen L(Q) kaavoille ¢(x1,...,x,) ja kaikille
bi,...,b, € B pitee (B,r) = ¢lb1,...,by] jos ja vain jos B = ¢[by, ..., by].

Edellinen vaite todistetaan ¢ rakenteellisella induktiolla. Vaite patee triviaalisti
atomikaavoille ¢. Jos véite on voimassa kaavoille ¢ ja , niin on voimassa (=), A6,
ja (3x)1, koska vastaavat osat toteutumisen méadritelméssd ovat samat tapauksille
B ja (B,r). Tehdaan induktio-oletus, ettd viite péatee kaavalle ¥(zg, x1,...,2,) ja
olkoon ¢ = (Qx)Y, ja by, ...,b, € B. Télloin jollakin a < wy, by, ...,b, € A,. Néin
siis jokainen B alkio tulee mukaan jostakin numeroituvasta vaiheesta alkeisketjua.

Oletetaan, etta

(B,r) = (Qxo)[by, ..., by).

Nyt (Mg, g5) < (B,r) kaikille 3 < wi, joten alkeisketjujen ominaisuuksien nojalla

(Mg, q5) = (Quo)[by, ..., by], kun a < f < wy.

ominaisuuden (2) mukaan aina kun o < § < wy, on olemassa ag € Agiq\Ag, mille
pitee (Mpy1, gsy1) F ¥lag, b, ..., by, ja, koska tiedetddn ettd ag € Agy1 C B ja
(M1, 5.1) < (B,r), seuraa

2eli ordinaali A # 0 jolle pétee —(33 € Ord)(A = 5+ 1)
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(B,7r) = vYlag, by, ..., by).
Kaikki ag ovat erillisia (jos a, = ag, seuraa a, € Agy; C A,, mutta tdmé ei ole
mahdollista koska a, € A,;1\A, ja tdten a, ¢ A,) ja niitd on w; kappaletta,
joten joukon S = {by € B : (B,r) = ¥[by, b1, ..,b,]} kardinaliteetti on véhintdén
wy. Toisaalta, koska 1 toteuttaa véitteen, joukko S on sama kuin {by € B : B |=
lbo, by, ..., bnl}, ja taten B = (Qxo)[by, ..., by).
Jaljelld on tapaus (B,r) | —(Qxo)¢[by, ..., b,]. Talloin,

(Mg, qz) = ~(Quao) (b1, ..., by, kun a < < wy.

Ehdoista (1) ja (2), ja lemman 3.24 tuloksesta uusien todistajien puutteen suhteen,
seuraa, ettd S = {by € B : (B,r) | ¢¥[by, b1, ...,b,|} C A,. Joukko A, on numeroi-
tuva, joten joukko S on numeroituva. Induktio-oletuksen mukaan véite on voimassa

kaavalle 1, joten voidaan paatella, etta

B l= —(Qx)¢[br, ..., b).

Tama todistaa viitteen. O
Huomautus 3.26. Huomaa, etta tapauksessa
Y F—(Qx)(z = x)

kaikki heikot mallit (M,, q,) ja (B,r) kohtaavat, ja B tulee olemaan joukon X
numeroituva malli. Seuraava korollaari reformuloi tiaydellisyyslauseen kielelle L(Q)

lisdaksioomalla (Qz)(z = z) ja ylinumeroituvilla standardimalleilla.

Seuraus 3.27. Olkoon ¥ joukko lauseita kielesséd L(Q). Silloin ¥/ := X U {(Qz)(z =
x)} on ristiriidaton kielessd L(Q) jos ja vain jos lausejoukolla ¥ on standardimalli,

joka on kardinaliteettia w .

Todistus. Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa lausejoukko Y’ on ristiriidaton. Tay-
dellisyyslauseesta seuraa, ettd on olemassa standardimalli B téalle lausejoukolle Y, ja
se koostuu heikkojen mallien ketjun unionista taydellisyyslauseen todistuksen raken-
teen mukaisesti. Unionin jokainen véalivaihe on numeroituva, ja ketjun itsensa koko
on wy. Koska unioni B on néin siis otettu wy alkiosta, sen on oltava yhtéa suuri tai pie-
nempi kuin wy, eli |B| < w;. ¥’ mééritelmésta taas seuraa, ettd B = (Qx)(z = z), eli
standardimallissa |B| > RN;. Néin siis X; < |B| < wy, taten |B| = wy. Koska B = ¥/,
jaX DY BEX.

Tarkastellaan sitten tilannetta, jossa lausejoukolla ¥ on standardimalli M joka
on kardinaliteettia w;. Kaikissa standardimalleissa (Qz)(z = ) on tosi jos ja vain
jos universumi on ylinumeroituva, koska vain talloin 16ytyy tarpeeksi x joille kaava
voi toteutua. Nain siis koska |M| = wy, M | (Qx)(z = z). Tiedetddn myos, etti
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M E X, joten M =X U{(Qx)(z =)}, eli M |= ¥'. Terveydesté 2.21 seuraa, etta
Y on ristiriidaton kielessia L(Q). O

Maaritelma 3.28 (Validi). Lause ¢ kielessd L(Q) on validi jos ja vain jos ¢ toteu-

tuu kaikissa standardimalleissa.

Néin siis seuraava korollaari kertoo, ettd vain lause, joka on tosi kaikissa standar-
dimalleissa, on todistuva. Taman tuloksen ensimmaéinen osa vastaa ajattelua joka

ilmenee numeroituvassa Lowenheim-Skolem ehdossa [O7, Mééritelma 8.2.6.].

Seuraus 3.29. Téssé korollaarissa on kaksi osaa,

1. Lause ¢ kielessd L(Q) on todistuva jos ja vain jos se on validi.

2. Kaikkien kielen L(Q) validien lauseiden joukko on rekursiivisesti numeroituva

L symbolijoukossa.
Todistus. Kaydaén kohta kerrallaan.

1. (a) Jos todistuva niin validi: Aksioomat ovat validit, ja sdédnnot (R1) ja (R2)
sdilyttavat validiuden. Tehdéan induktio todistuksen pituuden n € N suh-
teen. Jokainen todistuksen kaava on validi, koska aksioomat ja sdantojen

tuottamat kaavat ovat valideja.

(b) Jos validi niin todistuva: Tarkastellaan tilannetta ¥ := {—¢}. Koska ¢ on
validi, mikédan standardimalli ei voi toteuttaa —y, ja taten joukolla X ei
voi olla standardimallia. Taydellisyyden 3.25 perusteella joukolla kielen
L(Q) lauseita on standardimalli jos ja vain jos se on syntaktisesti ristirii-
daton. Néin joukon > on oltava ristiriitainen. Nyt deduktiolauseesta 2.23
seuraa, ettd - ¢ — L ja b (-p — L) — ¢ on tautologia, joten seuraa

F ¢. Véite seuraa tasta.

2. L(Q)-aksioomat muodostavat rekursiivisesti numeroituvan joukon, ja todis-
tukset ja todistuvat lauseet ovat rekursiivisesti numeroituvia. Koska ensim-
maisen osan mukaan ¢ on todistuva jos ja vain jos se on validi, validit lauseet

ovat rekursiivisesti numeroituvia.

]

Kompaktisuus on ollut ensimmaisen kertaluvun logiikan historiallisessa kontekstissa
vahva vihje suuntaan, etta taydellisyys toteutuu, sillé se rajoittaa jarjestelméan koko-
vaatimuksia. Kompaktisuudesta (sen vahvuudesta riippumatta) ei aina seuraa tay-
dellisyytta, mutta taydellisyydesta seuraa ensimméisen kertaluvun logiikassa kom-
paktisuus. Keislerin L(Q)-jarjestelméssa toteutuu myos seuraus, ettd taydellisyys

johtaa kompaktisuuteen.
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Seuraus 3.30 (Kompaktisuuslause). Olkoon ¥ lausejoukko kielessé L(Q). Jos joukon

Y. jokaisella aarelliselld osajoukolla on standardimallin, joukolla ¥ on standardimalli.

Todistus. Jos lausejoukko ¥ on ristiriidaton todistusjarjestelméssé, silla on standar-
dimalli taydellisyyslauseen 3.25 mukaan. Terveyslemma 2.21 osoittaa, ettd kaikki
miki on todistuvaa on validia kaikissa standardimalleissa. Oletetaan sitten, etté
kaikilla aarellisilla g C > on standardimalli. Talloin mikdan aérellinen osa ei voi
olla ristiriitainen todistusjarjestelmassa, ja téaten koko 3 on ristiriidaton, muulloin

aérellinen ristiriita olisi johdettavissa. O

Huomautus 3.31. Korollaarin 3.29 loppuosan ja korollaarin 3.30 osoittivat ensin

muilla tavoin Vaught [S31] ja Fuhrken [S6], tdssa jarjestyksessi.

Huomautus 3.32 (Ylinumeroituva médra vakioita). On helppo né&hda, etta
taydellisyys- ja kompaktisuuslauseet kielelle L(Q) eivat pade, jos kielessia L on yli-

numeroituva maara vakioita. Riittda tarkastella joukkoa:

Y={(Q2)P(x)} U{P(c) :aa <wi}U{(ca =1cp) a0 < <wy}.
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