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Työ käsittelee ylinumeroituvuuskvanttorillisen ensimmäisen kertaluvun predikaatti- 

logiikan täydellisyyttä ja sen todistusta. 

Työn alussa esitellään tarvittava taustatieto ja aksioomat, joita täydellisyystodis- 

tuksen käsittely ja ymmärtäminen vaatii. Tämän jälkeen konstruoidaan tarvittavat 

heikot mallit, joilla voidaan rakentaa standardimallit ja joiden avulla väite todiste- 

taan. Työssä oletetaan lukijalta ensimmäisen kertaluvun predikaattilogiikan osaa- 

mista, joka yleensä saadaan logiikan aine- ja syventävien opintojen tasoisilla opin- 

tojaksoilla matematiikan yliopistotasolla. 

Asiasanat: Ensimmäisen kertaluvun predikaattilogiikka, kvanttori, täydellisyys, yli- 
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1 Tausta 

Työ olettaa paljon perustietoja logiikasta ja joukko-opista. Niiden osalta sopivia 

lähteitä suomeksi ovat logiikan osalta [O3] ja joukko-opin osalta [O4]. Englanninkie- 

lisenä lähteenä logiikaan liittyen käy [O5] ja joukko-oppiin vuorostaan [O6]. Tässä 

osiossa kerrataan näitä taustatietoja, jotka ovat hyödyllisiä työn ymmärtämiseksi. 

Työssä on käytetty OpenAI ChatGPT -ohjelmistoa tarkastamaan kieliopillisia asioi- 

ta, ja tekoälyä on käytetty apuna tiedonhaussa ja jossain eri lähteiden puuttuvien 

yksityiskohtien selvittämisessä. Kaikki sisältö ja tulkinta on tekijän itse tuottamaa. 

1.1 Alkuoletuksia ja määritelmiä 

Logiikka on matematiikan osa-alue, joka tutkii matemaattisten ilmaisujen muo- 

dollisia päättelyjärjestelmiä ja formaaleja kieliä. Yksinkertaisin tällainen logiikka on 

propositiologiikka, joka käyttää loogisia konnektiiveja muodostamaan niistä koostu- 

via kaavoja , joiden totuusarvoja tulkinnat määrittävät. Tulee siis huomioida, että 

sanaa logiikka käytetään myös matematiikan osa-alueen lisäksi merkitsemään niitä 

kieliä, joita logiikka tutkii. 

1.1.1 Loogiset systeemit ja syntaksi 

Kaikki loogiset systeemit eli loogiset järjestelmät omaavat kolme osaa; kielen, se- 

mantiikan, ja todistusteorian. Logiikan kieli eli syntaksi on tarkalleen otettuna ob- 

jektikieli , joka koostuu yksiselitteisistä hyvinmuodostetuista ilmaisuista eli merkki- 

jonoista. Kieltä, jolla objektikieltä tarkastellaan, kutsutaan metakieleksi , joka on 

matemaattisilla ilmaisuilla rikastettu luonnollinen kieli. Ensimmäisen kertaluvun 

logiikka on loogisten kielien perhe, joista tässä työssä tutkittua kieltä merkitään 

L , ja tässä siihen myös oletetaan sisältyvän identiteetti-ilmaisu =, joka merkit- 

see kahden termin olevan sama. Semantiikka määrittelee hyvin muodostettujen 

kaavojen tulkinnat. Todistusteoria on se järjestelmä, joka antaa raamit kaavojen 

formaaliseen todistamiseen. Aksiomatisoidussa järjestelmässä se sisältää etukä- 

teen valitut päättelysäännöt ja aksioomat eli alkuoletukset. Johdettavuus on 

malleista riippumaton ja perustuu syntaksiin, kun taas totuus koskee yksittäisiä 

malleja ja perustuu semantiikkaan. 

Loogiseen aakkostoon sisältyvät yksilömuuttujat X = { x0 

, x1 

, x2 

, . . . } , kon- 

nektiivit, kvanttorit ∀ , ∃ , yhtäsuuruusmerkki = , sulkumerkit ( ja ) , ja pilkku , . Ter- 

mit yli aakkoston S , eli S -termit, määritellään induktiivisesti. Jokainen muuttuja 

x ∈ X ja vakiosymboli c ∈ C on on termi. f ( t1 

, . . . , tm) on termi silloin, kun ky- 
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seinen f on m -paikkainen funktio ja t1 

, . . . , tm 

ovat termejä. Jos termin muuttujat 

ovat joukossa { y1 

, . . . , yn 

} , merkitään t = t ( y1 

, . . . , yn) . Jos t1 

, . . . , tn 

ovat termejä, 

niin t ( t1 

/y1 

, . . . , tn 

/yn) saadaan termistä t korvaamalla kaikki muuttujan yi 

esiin- 

tymät termillä ti 

kun i = 1 , . . . , n . Kaavat yli aakkoston saadaan n -paikkaisesta 

relaatiosymbolista r ja termeistä t1 

, . . . , tn 

kirjoittamalla r ( t1 

, . . . , tn) . Jos s ja t ovat 

termejä, niin ( s = t ) on kaava. Jos φ ja ψ ovat kaavoja, niin samoin ovat myös ( ¬ φ ) , 

( φ ∧ ψ ) , ( φ ∨ ψ ) . Jos φ on kaava ja x on muuttuja, (( ∀ x ) φ ) ja (( ∃ x ) φ ) ovat myös kaa- 

voja. S -kaavan osakaavojen joukko on pienin S -kaavojen joukko, joka sisältää kaa- 

van itse ja on suljettu kaavan muodostussääntöjen suhteen. Muuttujan x esiintymä 

kaavassa φ on sidottu tarkalleen jos tämä esiintymä on jossain muotoa (( ∀ x ) ψ ) tai 

(( ∃ x ) ψ ) olevassa kaavan φ osakaavassa. Muulloin muuttujan x esiintymä on vapaa. 

Kaava on lause , eli suljettu kaava, kun siinä ei ole vapaita muuttujia. Vastaavasti 

se on avoin jos siinä on vapaita muuttujia. Teoria on suljettujen kaavojen joukko. 

Päättelysäännöt ovat syntaktisia sääntöjä, joiden avulla voidaan päätellä kaa- 

voista ja johdoista uusia johtoja. Esimerkki päättelysäännöstä on modus ponens , 

joka kertoo, että jos tunnetaan kaavojen A ja A → B olevan todistettavia, voidaan 

päätellä B todistuvan myös. 

1.1.2 Propositiot ja konnektiivit 

Propositio on väite, jonka arvo on tosi tai epätosi1. Atomipropositio on sellainen 

propositio, jonka arvo ei määrity minkään muun proposition kautta. Yhdistelmä- 

propositio on sellainen väite, jonka arvo määrittyy muiden propositioiden kautta 

loogisten konnektiivien avulla. Konnektiivi on symboli, joka muodostaa yhdistel- 

mäproposition sen sisältämien propositioiden kautta konnektiivin säännön mukaises- 

ti. Negaatio (merkitään ¬ , joskus typografisesti ∼ , ilmaistaan "ei") on konnektiivi, 

joka muodostaa yhdistelmäproposition ¬ P , jonka totuusarvo on aina päinvastainen 

alkuperäisen proposition P kanssa. Disjunktio (merkitään ∨ , ilmaistaan "tai") on 

konnektiivi, joka määrittää kahden muun proposition P ja Q avulla yhdistelmäpro- 

position P ∨ Q , jonka totuusarvo on epätosi jos ja vain jos molemmat P ja Q ovat 

epätosia, mutta on muulloin tosi. Konjunktio (merkitään ∧ , ilmaistaan "ja") on 

konnektiivi, joka määrittää kahden muun proposition P ja Q avulla yhdistelmäpro- 

position P ∧ Q , jonka totuusarvo on tosi jos ja vain jos molemmat P ja Q ovat tosia, 

mutta on muulloin epätosi. Ne riittävät ilmaisemaan kaikki mahdolliset propositiot 

propositiologiikassa, mutta on olemassa myös muitakin yhdysmerkkejä kuin edellä 

mainitut kolme, esitellään niistä kaksi seuraavaksi.

 

1Joissain järjestelmissä lause voi saada muitakin arvoja, mutta tässä tilanteessa käytämme vain 

yksinkertaista järjestelmää kolmannen poissuljetun lain mukaisesti. 
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Implikaatio2 (merkitään → , ilmaistaan "jos ... niin" tai ehkä joskus "implikoi") 

on konnektiivi, joka määrittää kahden muun proposition P ja Q avulla yhdistel- 

mäproposition P → Q , joka on ekvivalentti ilmaisun ¬ P ∨ Q kanssa, ja jonka to- 

tuusarvo on tosi vain jos Q on tosi tai P on epätosi. Ekvivalenssi (merkitään ↔ 

tai ≡3, ilmaistaan "jos ja vain jos") on konnektiivi, joka määrittää kahden muun 

proposition P ja Q avulla yhdistelmäproposition P ↔ Q joka on tosi jos ja vain jos 

( P → Q ) ∧ ( Q → P ) on tosi. Metakielessä ≡ ja ⇔ tarkoittavat malli-teoreettista 

ekvivalenssia , ja kertoo, että kaikilla malleilla merkin sitomat väitteet saavat samat 

totuusarvot. Kolmannen poissuljetun lain mukaisesti ilmaisu verum ⊤ := ( ¬ A ∨ A ) 

on aina tosi, ilmaisu falsum ⊥ := ( ¬ A ∧ A ) on aina epätosi. Sulkeita () käy- 

tetään kertomaan sidonnasta, eli siitä, mitä asioita pidetään yksittäisinä tai erilli- 

sinä kokonaisuuksina ilmaisuissa. Muuttujat ovat vapaita muuttujia jos niitä ei 

sido kvanttori. Ilmaisulla φ ( v1 

, . . . , vn) tarkoitetaan sellaista kaavaa, jonka vapaat 

muuttujat muodostavat joukon { v1 

, . . . , vn 

} osajoukon. Objektikielen lauseet ovat 

kaavoja, joissa ei ole vapaita muuttujia. 

1.1.3 Semantiikka 

Malliteoria taas tutkii semantiikkaa eli sitä, miten loogisten lauseiden sisällöt riip- 

puvat tulkinnoista. Struktuuri on A = ( A, S ) . Siinä epätyhjä joukko A ̸ = ∅ on 

struktuurin A universumi , eli semanttinen sisältö, josta malli kertoo, ja S = 

F un ∪ R el ∪ C on on kielen L kolmesta alkiovieraasta joukosta koostuva sym- 

boliaakkosto , jossa F un merkitsee funktiosymbolien joukkoa, R el relaatiosymbo- 

lien joukkoa, ja C on vakiosymbolien joukkoa. Jokaiseen f ∈ F un liittyy tulkinta 

f 

A : An → A , jokaiseen r ∈ R el liittyy tulkinta r 

A ⊆ An ja jokaiseen c ∈ C on liit- 

tyy alkio cA ∈ A .4 Ensimmäisen kertaluvun tulkinta on järjestetty pari I = ( A , α ) 

joka koostuu struktuurista eli mallista A = ( A, S ) ja muuttujien arvotuksesta , 

joka on funktio α : X → A , ja antaa jokaiselle muuttujalle arvon universumissa. 

Kaavan toteutuminen määräytyy struktuurista ja arvotuksista rekursiivisesti ra- 

kenteellisella induktiolla , eli avaamalla yhdistetyt kaavat ja määräämällä niille 

arvot niiden sisältämien atomikaavojen ja konnektiivien perusteella, jolloin arvotuk- 

sella α ( vi) = ai 

∈ A alkiot a1 

, . . . , an 

toteuttavat kaavan φ ( v1 

, ..., vn) jos ja vain jos 

I | = φ .

 

2Filosofiassa joskus käytetään sen sijaan ilmaisua ⊃ ja erotellaan materiaalinen implikaatio 

(engl. material implication ) ja jyrkkä implikaatio (engl. strict implication ). Tässä työssä käytetään 

pelkästään materiaalista implikaatiota, kuten matematiikassa yleensäkin, ja merkintää ⊃ pidetään 

tarkalleen joukko-opillisena, ei niinkään loogisena merkintänä. 

3Tässä on oltava varovainen, sillä tämä symboli ilmenee objekti- että metakielessä. 

4Teknisesti jokaisen funktion ja relaation argumenttiluku n on toisistaan riippumaton. 

3



 

Huomautus 1.1 . Matemaattisessa logiikassa suomenkieliset ilmaisut objekti- ja me- 

takielen lauseille ovat samat. Englannin kielessä objektikielen lauseelle, eli suljetulle 

kaavalle, ilmaisu on sentence ja metakielen lauseelle ilmaisu on theorem . Suomen- 

kielisessä tekstissä eron huomaa kontekstin kautta. Metakielen lauseelle on myös 

yleensä erillinen nimi tai numero jolla niihin viitataan. 

1.1.4 Propositiologiikan tautologiat ja päättelysäännöt 

Propositiologiikan tautologiat (eli ilmaisut jotka ovat aina tosia) ovat 

• (P1) Totuusarvojen itsenäisyys: ϕ → ( ψ → ϕ ) . 

• (P2) Implikaation distributiivisuus: ( ϕ → ( ψ → χ )) → (( ϕ → ψ ) → ( ϕ → χ )) . 

• (P3) Kontrapositio: ( ¬ ψ → ¬ ϕ ) → ( ϕ → ψ ) . 

• (P4) Johdettu5 tautologia: ( ϕ ∨ ψ ) ↔ ( ¬ ϕ → ψ ) . 

Sen päättelysääntö on (R1), ja predikaattilogiikka tuo mukaan (R2): 

• (R1) Modus Ponens: Jos ϕ ja ϕ → ψ niin ψ . 

• (R2) Generalisaatio eli yleistys: Jos ϕ niin ( ∀ x ) ϕ , olettaen että x ei ole vapaana 

missään voimassaolevassa oletuksessa. 

Nämä päättelysäännöt ja aksioomat muodostavat Hilbert-järjestelmän [O7, s.89-90]. 

1.1.5 Predikaattilogiikka ja kvanttorit 

Predikaattilogiikka on sellainen logiikka, joka sisältää propositiologiikan lisäksi 

myös kvanttorit, vakiosymbolit, relaatiosymbolit ja funktiosymbolit. Kvanttorit6 

ovat loogisia operaattoreita jotka sitovat muuttujia ja kertovat niiden toiminnan 

laajuudesta predikaatin alaisena. Universaalikvanttori (merkitään ∀ , ilmaistaan 

"kaikille") on kvanttori, joka sitoo muuttujan x ja kertoo, että kaikilla muuttujan 

x arvoilla pätee kaava φ . Tällöin muodostuu ilmaisu ( ∀ x ) φ . Eksistenssikvantto- 

ri (merkitään ∃ , ilmaistaan "on olemassa vähintään yksi") on kvanttori, joka sitoo 

muuttujan x ja kertoo, että vähintään yhdellä muuttujan x arvolla pätee kaava φ . 

Tällöin muodostuu ilmaisu ( ∃ x ) φ . Eksistenssi-introduktio on sääntö, että kaa- 

vasta φ ( t ) voidaan päätellä ( ∃ x ) φ ( x ) . Tämä löytyy esimerkiksi lähteestä [O7, Lause 

3.5.3].

 

5Tämä sääntö on siis teknisesti johdettu edellä mainituista säännöistä P1-P3, mutta se merki- 

tään tässä säännöksi P4. 

6Etymologiasta: kvanttori tulee sanasta quantifier , joka sanallisesti käännettynä olisi määräl- 

listäjä , joka toimii intuitiona sen toiminnalle. 
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Predikaattilogiikan aksioomat ovat 

• (F1) Universaali instantiaatio: ( ∀ x ) ϕ ( x ) → ϕ ( t ) . 

• (F2) Kvanttorin distributiivisuus: ( ∀ x )( ϕ → ψ ) → ( ϕ → ( ∀ x ) ψ ) jos x ei ole 

vapaa kaavassa ϕ . 

• (F3) Kvanttorin dualiteetti: ( ∀ x ) ϕ ↔ ¬ ( ∃ x ) ¬ ϕ . 

• (F4) Identiteettiaksioomat: 

– (F4a) Identiteetti: ( ∀ x )( x = x ) , 

– (F4b) Substituutio7: ( x = y ) → ( ϕ ( x ) → ϕ ( y )) . 

Sen päättelysäännöt ovat samat kuin aikaisemmin esitetty kohdissa (R1) ja (R2). 

Lisäksi aiemmat tautologiat 1.1.4 sisältyvät. 

Syntaktisen muuttujan x kuvaa (kaavan φ suhteen yhden vapaan muuttujan ti- 

lanteessa) kaavan φ semanttiseen todistajaan a sijoitusfunktio s , joka on yhteen 

muuttujaan rajoitettu arvoitus. Se on semanttinen todistaja vain kaavan φ suh- 

teen. Kun merkitään φ [ a ] , se on lyhyt versio metakielen ilmaisusta φ [ s [ x → a ]] , 

joka viittaa kaavan φ totuusarvoon mallissa, kun sen vapaa muuttuja x on kuvattu 

sijoitusfunktion s kautta todistajaan a , joka taas on universumin A alkio. 

Muuttujan korvaus yksimuuttujaisen kaavan φ ( x ) tapauksessa vapaan muuttu- 

jan suhteen merkitään siten, että kirjoitetaan φ ( x/c ) . Joskus tämä ilmaistaan vain 

φ ( c ) , mutta on tärkeää ymmärtää, että kyse on vain vapaan muuttujan vaihdos- 

ta vakiolla, joka on syntaktinen eikä semanttinen muutos. Näin siis jos esimerkiksi 

φ ( x ) := ( ∀ x ) ψ ( x ) , φ ( x/c ) = ( ∀ x ) ψ ( x ) , koska x ei ole vapaa muuttuja kaavassa 

( ∀ x ) ψ ( x ) , koska kvanttori ∀ sitoo sen. 

Huomautus 1.2 . Työssä oletetaan, että logiikan hyvinmuodostettujen kaavojen ko- 

koelma eli logiikan formaali kieli L on numeroituva ensimmäisen asteen identiteetin 

omaava predikaattilogiikka. 

Joukko on numeroituva , jos siitä voi muodostaa injektion luonnollisten lukujen 

joukkoon N . Joukko on ylinumeroituva, jos se ei ole numeroituva. Luonnolliset 

luvut muodostavat joukon { 0 , 1 , 2 , 3 , ... } . 

Huomautus 1.3 . Formaalisti luonnollisten lukujen joukko muodostetaan joukko- 

opissa seuraajafunktion σ kautta, joka antaa jokaiselle luonnolliselle luvulle sitä 

seuraavan luvun.

 

7Myös nimellä Leibnizin laki. 
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Määritelmä 1.4. Valinta-aksiooma kertoo, että mille tahansa epätyhjien joukkojen 

joukolle Σ := { S : S ̸ = ∅} on olemassa valintafunktio, joka valitsee yhden alkion 

jokaisesta joukosta S ∈ Σ . 

Huomautus 1.5 . Valinta-aksiooma oletetaan tässä työssä todeksi ellei toisin mainita. 

1.2 Kielen L(Q) historia 

Kieli L ( Q ) on identiteetti-ilmaisun = omaavan ensimmäisen kertaluvun logiikan L 

laajennus kvanttorilla Q . Kieltä L ( Q ) tutki ensimmäisenä Mostowski vuonna 1957 

[S23], missä esitetään näkemys, että kielelle tulisi osoittaa Gödelin täydellisyys- 

lausetta vastaava tulos. Craig ja Fuhrken esittivät vuonna 1962 konjektuurin, että 

L ( Q ) täydellisyys pätisi neljällä yksinkertaisella lisäaksioomalla. Kielen tutkimus 

eteni myöhemmin siten, että Fuhrken [S6] osoitti vuonna 1964 että kompaktisuus 

pätee kielessä L ( Q ) , ja Vaught [S31] todisti samana vuonna, että kaikkien kielen 

L ( Q ) validien kaavojen joukko on esitettävissä rekursiivisesti numeroituvana. Tämä 

todistus antoi myös aikaisemmin toivotun täydellisyyslauseen kielelle L ( Q ) , mutta 

sen aksioomajoukko oli vielä tuolloin tarpeettoman monimutkainen, joten yksinker- 

taisempien aksioomien etsimisen toivossa näitä metodeja kehitettiin edelleen H. J. 

Keislerin artikkelissa vuonna 1966 [S15], ja taas H. D. Ebbinghausin artikkelissa 

vuonna 1968 [S4]. Tässä työssä käsitellään päälähteen H. Jerome Keislerin vuoden 

1970 artikkelin [S0] tulosta, joka julkaistiin alun perin tiivistelmässä [S18] ja jossa 

esitetään yksinkertaisempia aksioomia käyttämällä, että ylinumeroituvuuskvantto- 

rillisen ensimmäisen kertaluvun predikaattilogiikka on täydellinen. Kieltä on tutkit- 

tu myös muissa töissä, kuten esimerkiksi päälähteessä viitatuissa [S3], [S6], [S14], 

[S27] ja [S34]. 

1.3 Logiikan L(Q) täydellisyyden todistuksesta 

Väite, että täydellisyys pätee, voidaan osoittaa varmistamalla sen määritelmän aset- 

taman vaatimuksen, eli jokaisella ristiriidattomalla lausejoukolla Σ on malli. Osoite- 

taan siis aputuloksena jokaisen ristiriidattoman lausejoukon Σ olevan toteutuva, eli 

omaavan mallin. Päälähteessä [S0] edellä mainitun väitteen todistus seuraa julkaisua 

[S16]. Tässä suurin vaikeus, kuten Slomson [S27] mainitsee, on se, että lausejoukon 

Σ mallin M kaavan ψ ( x ) toteuttavan osajoukon on pysyttävä numeroituvana tilan- 

teissa M | = ¬ ( Q x ) ψ ( x ) . Keislerin ratkaisu on luoda malli, joka välistäjättää joukon 

kaavoja, ja hän viittaa tässä esimerkkeihin [S10], [S22] ja [S32]. 

Keisler käyttää ensin Henkinin metodia [S11] konstruoimaan numeroituvan "hei- 

kon mallin" joukosta Σ . Siinä mallin osajoukkojen joukko, jota kutsutaan "pseudo- 
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realisaatioksi" julkaisussa [S27], toimii mallina ilmaisulle Q x . Lausejoukon Σ stan- 

dardimallin konstruktio toteutuu ottamalla unioni ω1 

heikon mallin alkeisketjusta. 

Tässä osassa yksinkertaisten ketjujen kanssa hyödynnetään Tarski-Vaught metodeja 

[S30], ja välistäjättämisissä taas käytetään Henkinin [S12] ja Oreyn [S26] kehittämiä 

metodeja. Näiden avulla täydellisyys osoitetaan vahvemmassa muodossa, joka antaa 

riittävän ehdon sille, että joukolla Σ on malli, joka välistäjättää jonkin kaavajoukon. 
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2 Kieli L(Q) 

Tämän osan tehtävä on esittää kielen L ( Q ) formaali rakenne ja kvanttorin Q toi- 

minta seuraten lisäselostuksella varustettua Keislerin [S0] esityksen rakennetta ja 

sisältöä. Kieli L ( Q ) määritellään olevan ensimmäisen kertaluvun predikaattilogiik- 

ka identiteetillä ja ylinumeroituvuuskvanttorilla Q , joka määritellään osassa 2.1. 

Lisäksi esitetään määritelmät kaavoille, aksioomille ja päättelysäännöille. Tämän 

jälkeen esitellään kaksi eri tulkintajoukkoa, joista ensimmäinen on heikot mallit ja 

toinen on niiden avulla rakennetut varsinaiset standardimallit . Standardimallit tek- 

nisesti sisältyvät heikkoihin malleihin, mutta heikot mallit eivät sisälly standardi- 

malleihin. Tarkoitus on edetä lopulta lemmoihin 2.31-2.47 (Nämä ovat Keislerin 

esityksessä yksi lemma, 1.9.) jotka määrittävät kvanttorin Q käytöksen, mutta en- 

sin tulee varmistaa kaksi asiaa. Nämä ovat kielen L ( Q ) semanttiset ja syntaktiset 

perusominaisuudet. Semanttiset perusominaisuudet todistetaan lemmoissa 2.7-2.21, 

jotka vastaavat Keislerin lemmoja 1.1.-1.5. Syntaktiset perusominaisuudet todiste- 

taan lemmoissa 2.23-2.27. Esitetään kuitenkin ensin määritelmät joihin päätelmät 

perustuvat. 

2.1 Kielen määritelmä 

Määritellään ensin kvanttori Q ja kieli L ( Q ) Keislerin esityksen mukaisesti. 

Määritelmä 2.1 (Kvanttori Q ) . Kvanttori Q ilmaisee muuttujan x kanssa Q x 

"on olemassa ylinumeroituva8 määrä universumin A alkioita x , joille sidottu kaava 

pätee." 

Määritelmä 2.2 (Kieli L ( Q ) ) . Kieli L ( Q ) on ensimmäisen kertaluvun predikaat- 

tilogiikan kieli varustettuna identiteettisymbolilla =9 ja numeroituvalla joukolla 

predikaatti-, funktio- ja vakiosymboleja, jonka kvanttoreihin on lisätty Q . 

Huomautus 2.3 . Kuten Keisler huomauttaa, tämän myötä havaitaan, että kieli L ( Q ) 

sisältää siis kolme kvanttoria: ∃ , ∀ , Q . Sen kaavajoukko on näin pienin joukko ϕ , 

joka sisältää kaikki kielen L atomikaavat ja seuraavan ominaisuuden: 

jos kaavat φ, ψ ∈ ϕ ja y on muuttuja, niin kaavat φ ∧ ψ , ¬ φ , ( ∃ y ) φ , ( ∀ y ) φ ja 

( Q y ) φ sisältyvät joukkoon ϕ .

 

8Ylinumeroituvuus toimii tässä kuten aikaisemmin esiteltynä kohdassa 1.1.5 

9Huomaa, että mm. Keisler ilmaisee identiteetin olevan ≡ . Tämä oli 1950-1970 lukujen käytäntö. 
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Määritellään seuraavaksi heikot mallit erityistapauksena kohdassa 1.1 aikaisemmin 

esitellystä mallin10 konseptista, ja edetään sen jälkeen hänen määritelmään kaavan 

toteutumisesta kielessä L ( Q ) . 

Määritelmä 2.4 (Heikot mallit) . Kielen L ( Q ) heikot mallit ovat pareja ( M , q ) , 

jossa M on malli ensimmäisen kertaluvun kielelle L , ja tulkinta q on mallin M 

universumin A osajoukkojen a ⊆ A joukko, eli universumin A potenssijoukon P ( A ) 

osajoukko. Toisin sanoen q ⊆ P ( A ) . 

Määritellään seuraavaksi mitä tarkoittaa, ja minkä pohjalta päätellään, että kaava 

toteutuu kielessä L ( Q ) . 

Määritelmä 2.5 (Kaavan toteutuminen kielessä L ( Q ) ) . Ilmaisu "universumin al- 

kiot a1 

, . . . , an 

∈ A toteuttavat kaavan φ ( v1 

, . . . , vn) kielen L ( Q ) mallissa ( M , q ) " 

määritellään tavalliseen tapaan rakenteellisella induktiolla kaavan φ rakenteen suh- 

teen. Kyseinen ilmaisu merkitään ( M , q ) | = φ [ a1 

, . . . , an] . 

( M , q ) | = ( Q vm) φ [ a1 

, . . . , an] 

jos ja vain jos { b ∈ A | ( M , q ) | = φ [ a1 

, . . . , am − 1 

, b, am +1 

, . . . , an] } ∈ q , 

missä φ ( v1 

, . . . , vn) on kielen L ( Q ) kaava ja m ≤ n . Muut ehdot määritellään tut- 

tuun tapaan kielestä L . Jos taas kaava φ toteutuu kaikissa kielen L ( Q ) malleissa, 

merkitään | = φ . 

2.2 Totuusarvojen invarianssi isomorfisissa malleissa 

Tämän osion tarkoitus on osoittaa totuusarvojen invarianssiin liittyvä tulos, lemma 

2.8, joka toimii pohjana ja oletuksena lähes kaikille myöhemmille tuloksille. 

Tarkastellaan ensin sisäisten indeksien käsittelyä. Tämä tarkastelu osoittautuu 

hyödylliseksi esim. seuraavassa lemmassa 2.7. 

Huomautus 2.6 . Kuvitellaan tilanne, jossa on jono muuttujia

 

v = v1 

, . . . , vn. Tässä 

ulkoiset indeksit

 

j = 1 , . . . , n kertovat muuttujan vj 

sijainnin jonossa

 

v . Kuitenkin on 

mahdollista, että vain osa näistä muuttujista ilmenee, joten tarvitaan uudet indeksit 

ilmaisemaan vain nuo kyseiset muuttujat. Tällöin kirjoitetaan sisäiset indeksit

 

i = 

i1 

, . . . , im. Huomaa, että ellei kyseessä ole tilanne jossa kaikki muuttujat ilmenevät, 

m ̸ = n . Näin siis valitaan vain osa alkuperäisestä jonosta. 

Tämä ensimmäinen lemma, joka vastaa Keislerin lemmaa 1.1, osoittaa, että vapaiden 

muuttujien vaihto ei vaikuta totuusarvoon.

 

10Keisler käyttää joskus malleista sanan "model" sijaan ilmaisua "relational systems" . 
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Lemma 2.7. Olkoot indeksit i1 

, . . . , im 

erilliset ja m ≤ n . Jos kaikki kaavan 

φ ( v1 

, . . . , vn) vapaat muuttujat ovat tarkalleen vi1 

, . . . , vim 

ja jos muuttujat ovat 

vastaavissa kohdissa samat, eli ai1 

= bi1 

, . . . , aim 

= bim , niin 

( M , q ) | = φ [ a1 

, . . . , an] jos ja vain jos ( M , q ) | = φ [ b1 

, . . . , bn] . 

Todistus. Todistetaan rakenteellisella induktiolla. Jos kaavassa φ ( v1 

, . . . , vn) ainoat 

vapaat muuttujat ovat joukossa vi1 

, . . . , vim , atomikaavan totuusarvon määräävät 

ainoastaan sen vapaiden muuttujien arvot aij . Kun huomioidaan, että aij 

= bij 

kaikille j , totuusarvo on sama kaikille ( a1 

, . . . , an) ja ( b1 

, . . . , bn) . 

Konnektiivien ( ¬ , ∧ , ∨ , → ) muodostamien molekyylipropositioden arvot määräy- 

tyvät vastaavasti samalla tavalla atomipropositioiden kautta. Jos siis ( M , q ) | = x ja 

( M , q ) | = y , niin ( M , q ) | = x ∧ y . Vastaavasti jos ( M , q ) ̸| = x , ( M , q ) | = ¬ x , ja jos 

( M , q ) | = x tai ( M , q ) | = y , niin ( M , q ) | = x ∨ y . 

Tilanteissa φ = ( ∀ x ) ψ ja φ = ( ∃ x ) ψ havaitaan, että φ ( a1 

, . . . , an) totuusarvo 

määrittyy vain φ vapaiden muuttujien pohjalta. 

( M , q ) | = ( ∀ x ) ψ ( a1 

, ..., an) jos ja vain jos kaikilla universumin A vakion c arvoilla 

c ∈ A , ( M , q ) | = ψ ( a1 

, . . . , ak − 1 

, c, ak +1 

, . . . , an) . 

Jos ψ vapaat muuttujat ovat joukossa ( vi1 

, . . . , vim 

, x ) , missä kvanttori sitoo x , 

induktio-oletuksesta seuraa, että jos a -jono korvataan b -jonolla joissa kaikki mai- 

nitut ij 

ovat samanarvoiset, niin jokaiselle vakiolle c universumissa A , eli c ∈ A , 

pätee 

( M , q ) | = ψ ( a1 

, . . . , ak − 1 

, c, ak +1 

, . . . , an) 

jos ja vain jos ( M , q ) | = ψ ( b1 

, . . . , bk − 1 

, c, bk +1 

, . . . , bn) . 

Täten ehto "kaikilla c " pätee molemmille tuplille, joten molemmat toteuttavat tai 

molemmat eivät toteuta kaavaa ( ∀ x ) ψ . Sama päättely pätee kaavalle ( ∃ x ) ψ . Todis- 

tajien c ∈ A joukko jotka toteuttavat ψ ( . . . , c, . . . ) on identtinen molemmille tuplille 

induktio-oletuksen kautta. Samoin siis kvanttorin ( Q x ) ψ suhteen 

( M , q ) | = ( Q x ) ψ ( a1 

, . . . , an) 

jos ja vain jos { c ∈ A | ( M , q ) | = ψ ( a1 

, . . . , ak − 1 

, c, ak +1 

, . . . , an) } ∈ q , 

jossa q ⊆ P ( A ) on kokoelma A osajoukkoja kyseisessä heikossa mallissa. Näin mää- 

ritellään 

Sa 

= { c ∈ A | ( M , q ) | = ψ ( a1 

, . . . , ak − 1 

, c, ak +1 

, . . . , an) } 

ja vastaavasti Sb. Induktio-oletuksesta seuraa, että jokaiselle c ∈ A 

( M , q ) | = ψ ( a1 

, . . . , ak − 1 

, c, ak +1 

, . . . , an) jos ja vain jos 

( M , q ) | = ψ ( b1 

, . . . , bk − 1 

, c, bk +1 

, . . . , bn) . 
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Täten Sa 

= Sb. Näin kvanttorin Q tulkinta heikossa mallissa riippuu vain siitä, 

kuuluuko kyseinen joukko kokoelmaan q , ja täten molemmat jonot joko toteuttavat 

tai eivät toteuta kaavaa ( Q x ) ψ .

 

Seuraava lemma, joka vastaa Keislerin lemmaa 1.2, osoittaa, että totuusarvot eivät 

muutu korvauksilla joilla on sama tulkinta. 

Lemma 2.8. Olkoon ( M , q ) heikko malli, ja φ ( x1 

, . . . , xm 

, y1 

, . . . , yn) kielen L ( Q ) 

kaava. Muodostetaan ψ korvaamalla jokainen vapaiden muuttujien y1 

, . . . , yn 

esiin- 

tymä kaavassa φ vakioilla c1 

, . . . , cn. Jos d1 

, . . . , dn 

ovat vakioiden c1 

, . . . , cn 

tulkinnat 

mallissa M , niin kaikille a1 

, . . . , am 

∈ A pätee 

( M , q ) | = φ [ a1 

, . . . , am 

, d1 

, . . . , dn] jos ja vain jos ( M , q ) | = ψ [ a1 

, . . . , am] 

Todistus. Väite todistetaan rakenteellisella induktiolla. Ensin käydään läpi atomi- 

propositiot. Tässä jokainen vapaa muuttuja yi 

korvataan vastaavalla vakiolla ci. 

Koska atomiproposition arvo riippuu vain sen vapaista muuttujista, totuusarvo säi- 

lyy. 

Konnektiivien muodostamien molekyylipropositioiden kanssa tapaus rakentuu 

atomipropositioista konnektiivien sääntöjen kautta. Jos ( M , q ) | = x ja ( M , q ) | = y , 

niin ( M , q ) | = x ∧ y . Jos ( M , q ) ̸| = x , niin ( M , q ) | = ¬ x , ( M , q ) | = x tai ( M , q ) | = y , 

niin ( M , q ) | = x ∨ y . 

Kvanttorien tapauksissa φ = ( ∀ x ) ψ , φ = ( ∃ x ) ψ ja φ = ( Q x ) ψ havaitaan, että jos 

ψ vapaat muuttujat ovat ( y1 

, . . . , yn 

, x ) , jotka korvataan ( c1 

, . . . , cn 

, x ) , ja x sidotaan, 

niin totuusarvo säilyy myös.

 

Siinä, missä lemma 2.7 siis kertoo, että vapaiden muuttujien vaihto ei vaikuta to- 

tuusarvoon, lemma 2.8 yleistää tämän tuloksen tilanteisiin joissa korvaukset teh- 

dään saman tulkinnan omaavilla alkioilla. Näin siis totuusarvot ovat invariantteja 

isomorfisissa malleissa. 

2.3 Semanttisia määritelmiä 

Seuraavaksi esitellään lauseen standardimallin, vapaamuuttujaisen kaavan mallin- 

nuksen ja välistäjättämisen määritelmät. 

Määritelmä 2.9 (Lauseen standardimalli) . Olkoon M malli kielelle L . 

M | = φ [ a1 

, . . . , an] jos ja vain jos ( M , q ) | = φ [ a1 

, . . . , an] , 

missä q on kaikkien joukon A ylinumeroituvien osajoukkojen joukko. Sanotaan, että 

M on objektikielen lauseen standardimalli jos ja vain jos M | = φ yllä olevaan 
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tapaan. Täten M on standardimalli kaavalle φ vain, jos φ pätee mallissa M , jossa 

Q x tulkitaan tarkoittavan "on olemassa ylinumeroituva määrä x ." 

Määritelmä 2.10 (Vapaamuuttujaisen kaavan mallinnus) . Jos φ on kielen L ( Q ) 

kaava, jossa on vapaat muuttujat u1 

. . . un, niin 

( M , q ) | = φ ilmaisee ( M , q ) | = ∀ ( u1 

. . . un) φ 

ja 

M | = φ ilmaisee M | = ∀ ( u1 

. . . un) φ . 

Määritelmä 2.11 (Välistäjättäminen) . 

11 Olkoon Σ( x ) kielen L ( Q ) kaavajoukko, 

jonka kaavoissa on korkeintaan x vapaana. Ilmaisu " ( M , q ) välistäjättää joukon Σ " 

on tosi jos ja vain jos ei ole olemassa sellaista alkiota a ∈ A jolle 

( M , q ) | = σ [ a ] kaikilla σ ∈ Σ . 

Standardimalleille ilmaisu " M välistäjättää joukon Σ " määritellään samoin. 

Tämä tarkoittaa, että mallissa ( M , q ) ei ole universumin alkiota joka toteuttaisi 

kaikki joukon Σ vaatimukset σ , joten sitä pidetään välistäjätettynä. 

Nämä määritelmät muodostavat tarvitun perustan mallien semantiikalle, jota 

taas käytetään todistamaan logiikan L ( Q ) täydellisyys. 

2.4 Aksioomat ja päättelysäännöt kielelle L(Q) 

Nyt esitellään Keislerin joukko aksioomia kielelle L ( Q ) .12 Valitut aksioomat ovat 

yksinkertaisia kaavoja, jotka ovat oletettu todeksi kaikissa standardimalleissa. Si- 

sällytetään myös kaikki edellä mainitut perusaksioomat kohdasta 1.1.5 kielelle L , 

mukaan lukien identiteettiaksioomat. 

Määritelmä 2.12 (Lisäaksioomat kielelle L ( Q ) ) . 

• (A1) ¬ ( Q x )( x = y ∨ x = z ) , 

Jokainen joukko, jossa on kaksi alkiota, on numeroituva. 

• (A2) ∀ x ( φ → ψ ) → (( Q x ) φ → ( Q x ) ψ ) , jossa φ ja ψ ovat kielen L ( Q ) kaavoja. 

Joukko on ylinumeroituva, jos sen osajoukko on ylinumeroituva.

 

11Joskus käytetään myös ilmaisuja "jättää välistä", "ohittaa" ja "omittaa". 

12Nämä ovat tarkalleen ne aksioomat, joita Keisler mainitsi Craigin ja Fuhrkenin harkinneen 

vuonna 1962 [S3], kun he esittivät konjektuurin, että täydellisyyslause on tosi kielelle L ( Q ) . 
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• (A3) ( Q x ) φ ( x ) ↔ ( Q y ) φ ( y ) , jossa φ ( x, . . . ) on kielen L ( Q ) kaava, jossa y ei 

esiinny ja φ ( y , . . . ) seuraa korvaamalla jokaisen x vapaa esiintymä muuttujalla 

y . Tämä tarkoittaa, että vapaiden muuttujien vaihto ei vaikuta totuusarvoon. 

• (A4) ( Q y )( ∃ x ) φ → ( ∃ x )( Q y ) φ ∨ ( Q x )( ∃ y ) φ , jossa φ on kielen L ( Q ) kaava. 

Tämä tarkoittaa, että jos ∪x ∈ X( ax) on ylinumeroituva, joko jokin ax 

tai X 

on ylinumeroituva. Intuitiona toimii, että numeroituvan monen numeroituvan 

joukon unioni on numeroituva. 

Määritelmä 2.13 (Johto) . Sanotaan, että kaavalle φ on johto tai todistus , jos ja 

vain jos on olemassa äärellinen kaavajono jonka viimeinen kaava on φ , ja joka on 

joko aksiooma, tai saatu aiemmista kaavoista tai aksioomista päättelysääntöjen (R1) 

ja (R2) avulla. Merkitään tätä ⊢ φ13. 

Huomautus 2.14 . Keisler huomauttaa, että valinta-aksioomaa käytetään siinä, että 

varmistetaan että (A4) pätee kaikissa standardimalleissa. 

Huomautus 2.15 . (R1) ja (R2) pätevät myös kielessä L ( Q ) . 

Huomautus 2.16 . Jokaisessa esitetyssä aksioomassa kaavat φ ja ψ saattavat sisältää 

vapaita muuttujia, ja x, y , z ovat mielivaltaisia muuttujia. 

Huomautus 2.17 . Monta eri predikaattilogiikan lausetta voidaan todistaa samoin 

kielelle L ( Q ) jaettujen aksioomien vuoksi; esimerkiksi ⊢ ( ∀ x ) φ → ( ∃ x ) φ . Tämän 

kaltaisia päätelmiä ja niistä seuraavia tuloksia tullaan käyttämään ilman erillistä 

mainintaa. Näin tullaan käyttämään myös tiettyjä tutuksi oletettuja määritelmiä ja 

tuloksia predikaattilogiikasta. 

Seuraava lemma, joka vastaa Keislerin lemmaa 1.3, osoittaa, että jokainen kielen L 

malli M on jokaisen kielen L ( Q ) aksiooman standardimalli. Jos näin ei olisi, jokin 

selkeä rakenteellinen virhe olisi tapahtunut siirtyessämme kielestä L kieleen L ( Q ) . 

Lemma 2.18. Jokainen kielen L malli M on jokaisen laajennetun kielen L ( Q ) 

aksiooman standardimalli. 

Todistus. Looginen väite voidaan tulkita joukko-opillisesti. Esimerkiksi ( M , q ) | = 

( Q x ) φ ( x ) tarkoittaa, että Sφ 

= { a ∈ A | ( M , q ) | = φ [ a ] } on ylinumeroituva. Käydään 

aksioomat läpi hyödyntämällä vastaavaa päättelyä.

 

13Tätä voi ajatella lyhenteenä ilmaisulle ∅ ⊢ φ , eli mitään oletuksia ei vaadittu. Vastaavaa 

ajattelua ei voi soveltaa | = φ kanssa, sillä semanttinen totuus määritellään kaikkien mallien suhteen, 

ja mallien universumit oletetaan aina kohdan 1.1.3 mukaisesti epätyhjiksi. 
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1. ¬ ( Q x )(( x = y ) ∨ ( x = z )) 

Voidaan tutkia joukkoa { x ∈ A | ( x = y ) tai ( x = z ) } = { y , z } , jossa on korkein- 

taan kaksi alkiota, ja vain yksi jos x = y = z . Aksiooma pätee, sillä mikään 

äärellisen monen alkion joukko ei ole ylinumeroituva. 

2. ( ∀ x )( φ → ψ ) → (( Q x ) φ → ( Q x ) ψ ) 

Premissistä seuraa, että Sφ 

⊆ Sψ. Seuraus kertoo, että jos Sφ 

on ylinumeroi- 

tuva, niin myös Sψ 

on. Aksiooma pätee, sillä minkä tahansa ylinumeroituvan 

joukon ylijoukko on ylinumeroituva. 

3. ( Q x ) φ ( x ) ↔ ( Q y ) φ ( y ) 

Tässä muuttujan uudelleen nimeäminen ei muuta joukkoa Sφ. Aksiooma pätee, 

sillä muuttujan nimen vaihto ei vaikuta totuusarvoon. 

4. ( Q y )( ∃ x ) φ → ( ∃ x )( Q y ) φ ∨ ( Q x )( ∃ y ) φ 

Olkoon malli M = ( A, I ) . Tarkastellaan tilannetta 

Sx 

= { x ∈ A |{ y ∈ A | ( M , q ) | = φ ( x, y ) } on ylinumeroituva } . 

Toisin sanoen, jos jokaiselle x ∈ A määritellään 

Sx 

= { y ∈ A | ( M , q ) | = φ ( x, y ) } , niin jokainen Sx 

on säiejoukko14, ja jos mää- 

ritellään projektio T = { y ∈ A | ∃ x ∈ A | ( M , q ) | = φ ( x, y ) } , niin havaitaan, 

että 

T = 

⋃ 

x ∈ A
( Sx) . 

Näin siis jos T on ylinumeroituva, eli ( Q y )( ∃ x ) φ ( x, y ) , niin joko vähintään 

yksi säiejoukko Sx 

on ylinumeroituva, eli ( ∃ x )( Q y ) φ ( x, y ) , tai on olemassa 

ylinumeroituva määrä epätyhjiä Sx 

̸ = ∅ , eli ( Q x )( ∃ y ) φ ( x, y ) .

 

Huomautus 2.19 . Nämä huomiot perustuvat Keislerin alkuperäiseen esitykseen: 

1. M | = ( Q x )( x = x ) jos ja vain jos A on ylinumeroituva. Tässä työssä, ku- 

ten Keislerin alkuperäisessä julkaisussa, lausetta ( Q x )( x = x ) ei oteta aksioo- 

maksi vaan hyväksytään myös numeroituvat standardimallit. Kuitenkin olisi 

mahdollista yhtä hyvin sisällyttää se aksioomana ja vahvistaa standardimallin 

määritelmää vaatimalla A olevan ylinumeroituva alkiojoukko.

 

14Tätä termiä käytetään monella matematiikan alalla hahmottamaan alun perin geometris- 

topologista konseptia, jossa säiejoukko sisältää kaikki jossain projektiossa samaan pisteeseen ku- 

vautuvat pisteet. Tässä riittää ymmärtää että kyseessä on joukko. 
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2. On helppo löytää heikkoja malleja standardimallien ulkopuolella, jotka eivät 

toteuta kielen L ( Q ) aksioomia. Kuitenkin on olemassa tärkeitä esimerkkejä 

heikoista malleista, jotka eivät ole standardimalleja ja jotka toteuttavat L ( Q ) 

aksioomat. Esimerkiksi: jos q on A kaikkien äärettömien osajoukkojen joukko, 

( M , q ) on selkeästi jokaisen L ( Q ) aksiooman heikko malli. 

3. Generalisaatiossa x ei saa esiintyä vapaana missään oletusjoukon Σ kaavassa. 

4. Kuten yleensä, Σ ⊢ φ ilmaisee, että φ on johdettavissa oletuksista Σ . 

5. Tässä työssä tarkastellaan vain deduktioita lausejoukosta Σ . Mielivaltaisista 

kaavoista lähteviä deduktioita ei käsitellä. 

Seuraavaksi tulee varmistaa, että kielen malliteoria ja syntaksi toimivat tarvittavalla 

tavalla. 

2.5 Kielen L(Q) malliteoria 

Loogisen järjestelmän terveys on ominaisuus, joka kertoo, että kaikki päättelysään- 

töjen tuottamat tulokset ovat semanttisesti valideja. Todistetaan tämä seuraavaksi. 

Aloitetaan osoittamalla järjestelmän terveys, englanniksi soundness . Tämä ominai- 

suus osoittaa, että päättelyjärjestelmä ei tuota ristiriitaa malliteorian kanssa. Tämä 

lemma vastaa Keislerin lemmaa 1.4. 

Lemma 2.20 (Terveyslemma) . Olkoon ( M , q ) heikko malli kaikille kielen L ( Q ) 

aksioomille. Jos ⊢ φ , niin ( M , q ) | = φ . Jos Σ ⊢ φ ja ( M , q ) on joukon Σ heikko 

malli, niin ( M , q ) | = φ . 

Todistus. Todistetaan induktiolla kaavan φ johdon suhteen. 

1. Perustapauksessa voidaan sanoa, että jos viimeinen osa johtoa on L ( Q ) ak- 

siooma (joko tavallisen tai erityisesti L ( Q ) logiikan), niin ( M , q ) | = φ , koska 

( M , q ) on kielen L ( Q ) aksioomien heikko malli. Aksioomakaavat tulkitaan 

universaalisesti suljettuina. 

2. Jos johdon viimeinen rivi on σ ∈ Σ ja ( M , q ) | = Σ , niin ( M , q ) | = σ . 

3. Lisäksi L ( Q ) päättelysääntöihin sisältyy Modus Ponens (R1) ja generalisaatio 

(R2) kuten mainittu kohdassa 2.15. Käydään ne läpi seuraavaksi. 

(a) Jos viimeinen osa johtoa on Modus Ponens kaavoista ψ ja ψ → φ , niin 

induktio-oletuksen myötä ( M , q ) | = ψ ja ( M , q ) | = ψ → φ , ja näin 

( M , q ) | = φ . 
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(b) Jos viimeinen osa on generalisaatio (tulee muistaa huomion 2.19 kohta 3), 

eli φ = ( ∀ x ) ψ premissillä ψ , niin induktio-oletuksesta seuraa ( M , q ) | = ψ 

ja täten generalisaatiosta seuraa ( M , q ) | = ( ∀ x ) ψ . Jos kaavassa ψ on 

vapaita muuttujia u1 

, . . . , un, niin ( M , q ) | = ψ tarkoittaa, että ( M , q ) | = 

( ∀ ( u1)) . . . ( ∀ ( un)) ψ . 

Täten, jos ⊢ φ , niin ( M , q ) | = φ . Jos on kyse tapauksesta, jossa johdetaan väite 

joukosta Σ , voidaan sanoa, että jos ( M , q ) | = Σ ja Σ ⊢ φ , seuraa ( M , q ) | = φ .

 

On myös tärkeä varmistaa, että kielen L ( Q ) aksioomajärjestelmä on ristiriidaton 

standardimalleissa. Tämä lemma vastaa Keislerin lemmaa 1.5 ja sen todistus käyttää 

edellistä lemmaa 2.20. 

Lemma 2.21. Kaksiosainen: 

1. Jos M on joukon Σ standardimalli ja Σ ⊢ φ , niin φ on tosi mallissa M . 

2. Standardimallin omaava kielen L ( Q ) lausejoukko Σ on ristiriidaton. 

Todistus. Todistetaan induktiolla todistuksen askelten määrän n suhteen. 

1. (a) Perustapaus on, että todistuksen viimeinen kaava φ on joko aksiooma tai 

φ ∈ Σ . Kaikki aksioomat ovat määritelmällisesti tosia kaikissa joukon Σ 

standardimalleissa, ja jos φ sisältyy kaavajoukkoon Σ , se on tosi kaikissa 

standardimalleissa. 

(b) Jos väite on voimassa todistuksille, joiden pituus on n − 1 , mikä on 

induktio-oletus, on olemassa kaksi mahdollista viimeistä päätelmää, Mo- 

dus Ponens, eli jos φ ja φ → ψ ovat totta, niin ψ on totta, ja genera- 

lisaatio, eli jos ψ on tosi kaikissa joukon Σ standardimalleissa kaikilla 

muuttuja-arvoilla, niin myös ( ∀ x ) ψ on. Molemmat säilyttävät totuuden 

kaikissa joukon Σ standardimalleissa kaikilla muuttuja-valinnoilla lem- 

man 2.20 mukaisesti. Näin jokainen todistettava väite on tosi kaikissa 

joukon Σ standardimalleissa. 

2. (a) Oletetaan, että Σ omaa standardimallin M . 

(b) Oletetaan, että Σ tuottaa ristiriidan, eli Σ ⊢ ⊥ . 

Ensimmäisestä osasta (1.) seuraa, että kaikki φ , joille voidaan johtaa todistus 

joukosta Σ , ovat tosia kaikissa Σ standardimalleissa. ⊥ on aina epätosi kaikissa 

rakenteissa, joka on ristiriita15. Jokin oletus on siis väärin, ja tämä oletus on 

(b). Σ on ristiriidaton.

 

15Tässä ei tarkoiteta siis ristiriitaa joukossa Σ , jota yritetään todistaa ristiriidattomaksi, vaan 

argumentissa itsessään. 
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Huomautus 2.22 . Keisler tekee seuraavat huomiot tämän jälkeen: Yllä olevan lem- 

man todistuksessa valinta-aksioomaa tarvitaan vain siinä, että (A4) pätee kaikissa 

standardimalleissa, tähän viitattiin kohdassa 2.14. Ehto "x on ylinumeroituva" voi- 

daan määritellä ilman valinta-aksioomaa, esimerkiksi ¬ ( | x | ≤ ω ) ; ω < | x | ; ω1 

≤ | x | 

tai ( ∃ f )( f : x → ω1) . 

Jokaisesta näistä seuraa hieman erilainen käsitys standardimallista. Jokaisessa 

tapauksessa oletetaan, että jos (A4) pätee kaikissa standardimalleissa, niin lemma 

2.21 pätee siinä. 

Seuraavaksi tulee todistaa, että kielen L ( Q ) syntaksi toimii vaadittavalla tavalla. 

2.6 Kielen L(Q) syntaksi 

Seuraava lemma, joka vastaa Keislerin lemmaa 1.6, esittää deduktio-ominaisuutta 

vastaavan tuloksen. Se osoittaa, että Modus Ponens toimii implikaation syntaksin 

mukaisesti. 

Lemma 2.23 (Deduktiolemma) . 

16 Olkoon Σ joukko kielen L ( Q ) lauseita ja φ 

kielen L ( Q ) yksi lause. Tällöin Σ ∪ { φ } ⊢ ψ jos ja vain jos Σ ⊢ ( φ → ψ ) . 

Todistus. Toinen suunta on triviaali (MP). Todistetaan induktiolla todistuksen pi- 

tuuden n suhteen.17 

1. Perustapaus on, että joko ψ on aksiooma tai ψ ∈ Σ , joten automaattisesti 

Σ ∪ { φ } ⊢ ψ . Tällöin φ → ψ on johdettavissa propositiologiikan tautologiasta 

(P1) Σ ⊢ ψ → ( φ → ψ ) , ja näin Σ ⊢ ( φ → ψ ) . 

2. Induktioaskel on, että päätelmä on joko Modus Ponens tai generalisaatio. 

(a) Modus Ponens etenee siten, että Σ ∪ { φ } ⊢ θ ja Σ ∪ { φ } ⊢ ( θ → ψ ) antavat 

Σ ∪ { φ } ⊢ ψ . Induktio-oletuksen kautta Σ ⊢ φ → θ ja Σ ⊢ φ → ( θ → ψ ) . 

Propositiologiikan tautologiasta (P2) 

Σ ⊢ ( ϕ → ( ψ → χ )) → (( ϕ → ψ ) → ( ϕ → χ )) . 

seuraa (valitsemalla ϕ := φ , ψ := θ , χ := ψ ) ilmaisu 

Σ ⊢ ( φ → ( θ → ψ )) → (( φ → θ ) → ( φ → ψ ))

 

16Englanniksi Deduction theorem . 

17Metatodistus suoritetaan siis objektikielen todistuksen pituuden n suhteen. 
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jonka kautta taas käyttämällä Modus Ponensia kahdesti saadaan Σ ⊢ 

φ → ψ . 

(b) Generalisaation tapauksessa ψ = ( ∀ x ) θ , Σ ∪ { φ } ⊢ θ , ja generalisaatiolla 

saadaan, että Σ ∪ { φ } ⊢ ( ∀ x ) θ = ψ Induktio-oletuksesta seuraa, että 

Σ ⊢ φ → θ . Edelleen generalisaatiolla saadaan, että 

Σ ⊢ ( ∀ x )( φ → θ ) . Generalisaation oletuksena on, että x ei ole vapaana 

missään joukon Σ ∪ { φ } kaavassa, joten se ei ole vapaana kaavassa φ . Nyt 

aksiooman (F2) avulla ⊢ ( ∀ x )( φ → θ ) → ( φ → ( ∀ x ) θ ) , ja Modus Ponens 

antaa Σ ⊢ φ → ( ∀ x ) θ . 

Näin kaikki mahdolliset päättelyketjut säilyttävät deduktio-ominaisuuden.

 

Määritelmä 2.24 (Ristiriidaton lausejoukko) . Ristiriidaton lausejoukko on sellai- 

nen lausejoukko Σ josta ei voi johtaa ristiriitaa, eli jolle ei päde Σ ⊢ ⊥ . 

Määritelmä 2.25 (Maksimaalisesti ristiriidaton lausejoukko) . Maksimaalisesti ris- 

tiriidaton lausejoukko on sellainen ristiriidaton lausejoukko Σ mihin sisältyy jokai- 

nen universumin lause A tai sen negaatio, eli mille pätee kaikille universumin lauseil- 

le A joko A ∈ Σ tai ¬ A ∈ Σ . 

Seuraava lemma kuvailee maksimaalisen ristiriidattoman joukon käyttäytymistä ja 

ominaisuuksia, joita tarvitaan myöhemmin. 

Lemma 2.26. Jos Σ on maksimaalinen ristiriidaton joukko kielen L ( Q ) lauseita, 

niin kaikille lauseille φ ja ψ kielessä L ( Q ) pätee 

( ¬ φ ) ∈ Σ jos ja vain jos ( φ / ∈ Σ) 

ja 

( φ ∧ ψ ) ∈ Σ jos ja vain jos (( φ ∈ Σ) ja ( ψ ∈ Σ)) . 

Todistus. Todistetaan väite kahdessa osassa. 

1. ( ¬ φ ) ∈ Σ jos ja vain jos ( φ ̸∈ Σ) : Jos molemmat sisältyisivät, ristiriidattomuus 

ei pätisi. Jos taas ¬ φ ei sisälly, niin maksimaalisuus ei toteutuisi, koska joko 

φ tai ¬ φ voitaisiin lisätä rikkomatta ristiriidattomuutta. 

2. ( φ ∧ ψ ) ∈ Σ jos ja vain jos (( φ ∈ Σ) ja ( ψ ∈ Σ)) : Koska kaava ( φ ∧ ψ ) → φ 

on propositiologiikan tautologia, se on täten johdettavissa aksioomista (P1)- 

(P3), ja näin se joukon Σ maksimaalisuuden vuoksi kuuluu joukkoon Σ . Jos 

myös ( φ ∧ ψ ) ∈ Σ , niin Modus Ponensilla Σ ⊢ φ . Symmetrisesti voidaan 
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todistaa myös Σ ⊢ ψ . Jos taas ( φ ∧ ψ ) ei sisältyisi, maksimaalisuus ei toteutuisi, 

koska se tai sen negaatio voitaisiin lisätä rikkomatta ristiriidattomuutta. Jos 

¬ ( φ ∧ ψ ) = ¬ ( ¬ ( φ → ¬ ψ )) = ( φ → ¬ ψ ) ∈ Σ , tällöin Modus Ponensilla 

saadaan, että Σ ⊢ ¬ ψ , mikä on ristiriita ristiriidattomuuden kanssa.

 

Seuraava lemma, joka vastaa Keislerin lemmaa 1.8, varmistaa, että kieleen voidaan 

lisätä mielivaltainen vakiojoukko vaikuttamatta ristiriidattomuuteen. 

Lemma 2.27. Olkoon L′ kielen L laajennus, joka on muodostettu lisäämällä mieli- 

valtainen vakiojoukko kieleen L . Tällöin mille tahansa kielen L ( Q ) lausejoukolle Σ 

pätee, että Σ on ristiriidaton kielessä L ( Q ) jos ja vain jos Σ on ristiriidaton kielessä 

L′( Q ) . 

Todistus. Käydään ensin tilanne jossa Σ on ristiriidaton kielessä L ( Q ) , eli Σ ̸⊢ ⊥ . 

Vastaoletuksena siis Σ on ristiriitainen kielessä L′( Q ) . Todistuksen π pituus n on 

aina äärellinen, ja täten käyttää vain äärellistä määrää vakioita c1 

, . . . , cm 

kielessä 

L′( Q ) . Ne voidaan korvata L ( Q ) sisällä olevien muuttujien kanssa niin, että kielessä 

L ( Q ) voidaan johtaa Σ ⊢ φ ja Σ ⊢ ¬ φ jollekin kaavalle φ . Tämä on ristiriita. 

Jos taas Σ on ristiriidaton kielessä L′( Q ) , ja tehdään vastaoletus, että Σ on 

ristiriitainen kielessä L ( Q ) , voidaan huomioida, että L ( Q ) ⊆ L′( Q ) , joten se olisi 

ristiriitainen myös kielessä L′( Q ) . Tämä on ristiriita.

 

Huomautus 2.28 . Edellinen lause voidaan tulkita niin, että vakioiden lisääminen 

ei tee ristiriidattomasta teoriasta ristiriitaista, sillä uudet vakiot ovat toisistaan ja 

aikaisemmista elementeistä riippumattomia. Niillä ei ole tässä semanttista sisältöä 

tai erityisiä yhteyksiä aksioomiin, ja täten korvaus on mahdollista. 

Lemma 2.29. Olkoon Γ teoria kielessä L ( Q ) ja t termi. Jos Γ ⊢ σ ( x ) → θ ( x ) , niin 

Γ ⊢ σ ( t ) → θ ( t ) . 

Todistus. Koska teoriassa T ei ole vapaita muuttujia, voidaan käyttää päättelysään- 

töä (R1) ja saadaan Γ ⊢ ( ∀ x )( σ ( x ) → θ ( x )) ja aksioomaa (F1) käyttämällä saadaan 

⊢ ( ∀ x )( σ ( x ) → θ ( x )) → ( σ ( t ) → θ ( t )) . Väite seuraa näistä.

 

2.7 Kvanttorin Q toiminta 

Tärkein asia tässä osiossa, jo määritelmästä alkaen, on selvittää, miten kvanttori Q 

toimii malliteoreettisesti ja päättelysääntöjen suhteen. Tätä tarvitaan siihen, että 

voidaan osoittaa, että kun Q lisätään kieleen L ja muodostuu L ( Q ) , kvanttori ei 
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tuota ristiriitaisia tuloksia. Keislerin lemma 1.9. kertoo kvanttorin Q toiminnasta. 

Esitetään se tässä hajotettuna viiteen osaan. 

Keislerin lemman 1.9. osa (i) osoittaa, että jos jotain on ylinumeroituva määrä, 

sitä on oltava ainakin yksi. Tämä on selkeästi oltava totta jos järjestelmän on oltava 

toimiva. Tätä varten esitetään ensin pieni aputulos. 

Lemma 2.30. ⊢ ( α → ( β → γ )) → ( ¬ γ → ( α → ¬ β )) 

Todistus. Aloitetaan oletusjoukolla {¬ γ , α → ( β → γ ) , α } . Objektitason johto on: 

1. α 

(oletus) 

2. α → ( β → γ ) 

(oletus) 

3. ( β → γ ) 

(MP 1,2) 

4. ( β → γ ) → ( ¬ γ → ¬ β ) 

(P3 valinnoilla φ := β , ψ := γ ) 

5. ¬ γ → ¬ β 

(MP 3,4) 

6. ¬ γ 

(oletus) 

7. ¬ β 

(MP 5,6) 

Näin siis {¬ γ , α → ( β → γ ) , α } ⊢ ¬ β . Deduktiolemman käyttämisellä kolme kertaa 

oletusjoukosta (järjestyksessä α , ¬ γ , α → ( β → γ ) ) antaa tuloksen.

 

Tämän aputuloksen avulla voidaan siirtyä Keislerin 1.9. (i) lemmaa vastaavaan to- 

distukseen. 

Lemma 2.31. Olkoon φ kielen L ( Q ) kaava. Tällöin ⊢ ( Q x ) φ → ( ∃ x ) φ . 

Todistus. Oletetaan, että y ja z eivät esiinny kaavassa φ , ja että ( ¬ ( ∃ x ) φ ) . Tau- 

tologiana ⊢ ¬ P → ( P → Q ) , joten valinnoille P := φ ja Q := θ ( x ) pätee 

⊢ ¬ φ → ( φ → θ ( x )) , ja valitaan θ ( x ) := (( x = y ) ∨ ( x = z )) . Näin seuraa T ( x ) , eli 

⊢ ( ¬ φ → ( φ → (( x = y ) ∨ ( x = z )))) . 

20



 

Tiedetään, että kvanttorien duaalisuus pätee, eli ⊢ ( ∀ x ) ψ ( x ) ↔ ¬ ( ∃ x ) ¬ ψ ( x ) . 

Kun valitaan ψ ( x ) := ¬ φ ja otetaan vain toinen suunta duaalisuudesta, seuraa 

⊢ ¬ ( ∃ x ) φ → ( ∀ x ) ¬ φ . Generalisaatiosta kaavalle T ( x ) saadaan 

⊢ ( ∀ x )( ¬ φ → ( φ → (( x = y ) ∨ ( x = z )))) . 

Oletuksista ⊢ ( ∀ x ) A ( x ) ja ⊢ ( ∀ x )( A ( x ) → B ( x )) voidaan johtaa aksioomien (F1) ja 

(F2) avulla ⊢ ( ∀ x ) B ( x ) . Sijoituksista A ( x ) := ¬ φ , B ( x ) := ( φ → (( x = y ) ∨ ( x = 

z ))) , ja duaalisuudesta saadun ¬ ( ∃ x ) φ ⊢ ( ∀ x ) ¬ φ nojalla seuraa C , eli ¬ ( ∃ x ) φ ⊢ 

( ∀ x )( φ → (( x = y ) ∨ ( x = z ))) . Edellisistä saadaan deduktiolauseella johdettua D , eli 

⊢ ¬ ( ∃ x ) φ → C . (A2) on muotoa ⊢ ( ∀ x )( φ ( x ) → ψ ( x )) → (( Q x ) φ ( x ) → ( Q x ) ψ ( x )) . 

Sijoitetaan siihen ψ ( x ) := (( x = y ) ∨ ( x = z )) , jolloin 

⊢ ( ∀ x )( φ ( x ) → (( x = y ) ∨ ( x = z ))) → (( Q x ) φ → ( Q x )(( x = y ) ∨ ( x = z ))) . 

1. ¬ ( ∃ x ) φ (oletus) 

2. ( ¬∃ x ) φ → ( ∀ x )( φ → (( x = y ) ∨ ( x = z ))) (D) 

3. ( ∀ x )( φ → (( x = y ) ∨ ( x = z ))) (MP 1,2) (C) 

4. ( ∀ x )( φ → (( x = y ) ∨ ( x = z ))) → (( Q x ) φ → ( Q x )(( x = y ) ∨ ( x = z ))) ((A2) 

valinnoilla φ ( x ) := φ18 ja ψ ( x ) := (( x = y ) ∨ ( x = z )) ) 

5. ( Q x ) φ → ( Q x )(( x = y ) ∨ ( x = z )) (MP 3,4) 

Deduktiolemman 2.23 avulla ⊢ ( ¬∃ x ) φ → (( Q x ) φ → ( Q x )(( x = y ) ∨ ( x = z ))) . 

(A1) ⊢ ¬ ( Q x )(( x = y ) ∨ ( x = z )) ja aputuloksella 2.30 oletuksesta ( α → ( β → 

γ )) seuraa ¬ ( γ ) ⊢ ( α → ¬ β ) , johon sijoitetaan α := ¬ ( ∃ x ) φ , β := ( Q x ) φ , γ := 

( Q x )(( x = y ) ∨ ( x = z )) . Täten ⊢ ¬ ( ∃ x ) φ → ¬ ( Q x ) φ , josta kontrapositiolla saadaan 

⊢ ( Q x ) φ → ( ∃ x ) φ .

 

Lemma 2.32. Jos ⊢ ( ∀ x )( α ( x ) → β ) ja x ei ole vapaana kaavassa β , niin 

⊢ ( ∃ x ) α ( x ) → β . 

Todistus. 

1. ⊢ α ( x ) → β 

( ( ∀ x )( α ( x ) → β ) , (F1), MP) 

2. ⊢ ¬ β → ¬ α ( x ) 

(propositio-kontrapositio)

 

18eli valitaan kaava joka ei riipu muuttujasta x 
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3. ⊢ ( ∀ x )( ¬ β → ¬ α ( x )) 

( x ei ole vapaana kaavassa ¬ β , (R2)) 

4. ⊢ ¬ β → ( ∀ x ) ¬ α ( x ) 

((F2), MP) 

5. ⊢ ( ∀ x ) ¬ α ( x ) ↔ ¬ ( ∃ x ) α ( x ) 

((F3) valinnalla ϕ := ¬ α ( x ) , kaksoisnegaatio) 

6. ⊢ ¬ β → ¬ ( ∃ x ) α ( x ) 

(Propositionaalinen päättely 4,5) 

7. ⊢ ( ∃ x ) α ( x ) → β 

((P3) käyttö)

 

Seuraavaksi käsitellään lemma joka vastaa Keislerin lemman 1.9. kohtaa (ii). Jos siis 

on olemassa yksittäinen x jolle säie { y | φ ( x, y ) } on ylinumeroituva, niin on olemassa 

ylinumeroituva määrä alkioita y joille { x | φ ( x, y ) } on epätyhjä. 

Lemma 2.33. ⊢ ( ∃ x )( Q y ) φ → ( Q y )( ∃ x ) φ 

Todistus. Eksistenssi-introduktio kohdasta 1.1.5: 

⊢ φ ( x, y , . . . ) → ( ∃ x ) φ ( x, y , . . . ) , 

ja taas yleistämällä johto kaavalle P : 

⊢ ( ∀ y )( φ ( x, y , . . . ) → ( ∃ x )( φ ( x, y , . . . )) . 

(A2) on muotoa 

⊢ ( ∀ y )( α ( y ) → β ( y )) → (( Q y ) α ( y ) → ( Q y ) β ( y )) , 

jossa valitaan 

α ( y ) := φ ( x, y , . . . ) , β ( y ) := ( ∃ x ) φ ( x, y , . . . ) , 

ja tämä antaa johdon kaavalle Q 

⊢ ( ∀ y )( φ ( x, y , . . . ) → ( ∃ x ) φ ( x, y , . . . )) 

→ (( Q y ) φ ( x, y , . . . ) → ( Q y )( ∃ x ) φ ( x, y , . . . )) . 

Käyttämällä Modus Ponensia kaavoihin P ja Q seuraa johto kaavalle R 

⊢ (( Q y ) φ ( x, y , . . . ) → ( Q y )( ∃ x ) φ ( x, y , . . . )) . 

Tästä generalisaatiolla saadaan johto 
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⊢ ( ∀ x )(( Q y ) φ ( x, y , . . . ) → ( Q y )( ∃ x ) φ ( x, y , . . . )) . 

Lemma 2.32: Jos ⊢ ( ∀ x )( α ( x ) → β ) ja x ei ole vapaana kaavassa β , niin 

⊢ ( ∃ x ) α ( x ) → β . 

Sovelletaan tätä kaavaan R kun α ( x ) := ( Q y ) φ ( x, y , . . . ) , β := ( Q y )( ∃ x ) φ ( x, y , . . . ) , 

( ∃ x )( Q y ) φ ( x, y , . . . ) → ( Q y )( ∃ x ) φ ( x, y , . . . ) . 

Tämä on lemman väite.

 

Huomautus 2.34 . Edellisessä lemmassa on tärkeää huomioida, että se ei ole kommu- 

tatiivisuustulos, sillä väite pätee vain yhteen suuntaan. Jos on olemassa ylinume- 

roituva määrä epätyhjiä { x | φ ( x, y ) } , ei tiedetä, että on olemassa säie x , jossa on 

ylinumeroituva määrä alkioita y , joille φ ( x, y ) pätee. 

Nyt esitellään lemma 2.35, joka kertoo, että mikäli ylinumeroituvuuskvanttorin mai- 

nitsema muuttuja ei ilmene vapaana kaavassa konjunktion toisessa kaavassa, voi- 

daan sen vaikutus pitää merkityksellisenä vain jäljelläolevassa kaavassa. Tämä vas- 

taa Keislerin lemman 1.9. kohtaa (iii). 

Lemma 2.35. Jos x ei esiinny vapaana kaavassa φ , niin 

⊢ ( Q x )( φ ∧ ψ ) → ( φ ∧ ( Q x ) ψ ) . 

Todistus. 

1. ⊢ ( φ ∧ ψ ) → φ 

(propositiologiikan tautologia) 

2. ⊢ ( ∀ x )(( φ ∧ ψ ) → φ ) 

(generalisaatio, 1) 

3. ⊢ ( ∀ x )(( φ ∧ ψ ) → φ ) → ( Q x )( φ ∧ ψ ) → ( Q x ) φ ) 

((A2) ( ∀ x )( α ( x ) → β ( x )) → (( Q x ) α ( x ) → ( Q x ) β ( x )) valinnoilla α ( x ) := 

( φ ∧ ψ ) ja β ( x ) := φ ) 

4. ⊢ ( Q x )( φ ∧ ψ ) → ( Q x ) φ 

(Modus Ponens 2,3) 

5. ⊢ ( Q x ) φ → ( ∃ x ) φ 

(lemma 2.31) 

6. ⊢ ( Q x )( φ ∧ ψ ) → ( ∃ x ) φ 

(Väitteistä ⊢ ( A → B ) ja ⊢ ( B → C ) voidaan päätellä ⊢ ( A → C ) , 

sovelletaan kohtiin 4 ja 5.) 
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7. ⊢ ( ∃ x ) φ → φ 

( x ei ilmenny vapaana kaavassa φ ) 

8. ⊢ ( Q x )( φ ∧ ψ ) → φ 

(Väitteistä ⊢ ( A → B ) ja ⊢ ( B → C ) voidaan päätellä ⊢ ( A → C ) , sovelletaan 

kohtiin 6 ja 7) 

9. ⊢ ( Q x )( φ ∧ ψ ) → ( Q x ) ψ 

(Symmetrisellä argumentilla kohta 4) 

10. ⊢ ( Q x )( φ ∧ ψ ) → ( φ ∧ ( Q x ) ψ ) . 

(Väitteistä ⊢ A → B ja ⊢ A → C voidaan päätellä ⊢ A → ( B ∧ C ) , 

sovelletaan kohtiin 8 ja 9.)

 

Seuraava lemma 2.46 vastaa ilmaisua, että kahden numeroituvan joukon unioni on 

numeroituva, ja se vastaa Keislerin lemman 1.9. kohtaa (iv). Hajotetaan se osatu- 

loksiin. 

Lemma 2.36. ⊢ (( Q x ) φ ∨ ( Q x ) ψ ) → ( Q x )( φ ∨ ψ ) . 

Todistus. 

1. ⊢ ( φ → ( φ ∨ ψ )) 

(tautologia) 

2. ⊢ ( ∀ x )( φ → ( φ ∨ ψ )) 

(generalisaatio, 1) 

3. ⊢ ( ∀ x )( φ → ( φ ∨ ψ )) → (( Q x ) φ → ( Q x )( φ ∨ ψ )) 

((A2) ( ∀ x )( α → β ) → (( Q x ) α → ( Q x ) β ) 

valinnoilla α := φ , β := ( φ ∨ ψ ) ) 

4. ⊢ ( Q x ) φ → ( Q x )( φ ∨ ψ ) 

(Modus Ponens, 2,3) 

5. ⊢ ( Q x ) ψ → ( Q x )( φ ∨ ψ ) 

(symmetrinen argumentaatio ψ suhteen, 4) 

6. ⊢ ( Q x ) φ ∨ ( Q x ) ψ → ( Q x )( φ ∨ ψ ) 

( ( A → C ) ja ( B → C ) antavat yhdessä ( A ∨ B ) → C , 

sovelletaan kohtiin 4 ja 5) 
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Lemma 2.37. Olkoon a , b ja c erillisiä muuttujia, jotka eivät esiinny kaavassa φ ∨ ψ , 

ja olkoon θ ( a ) := (( a = b ) ∧ φ ) ∨ (( a = c ) ∧ ψ ) . Tällöin ⊢ φ → ∃ ( b ) θ ( b ) . 

Todistus. 

1. ⊢ ( b = b ) 

(aksiooma (F4a)) 

2. ⊢ φ → (( b = b ) → (( b = b ) ∧ φ )) 

(tautologia ( A → ( B → ( B ∧ A ))) valinnoilla A := φ , B := ( b = b ) ) 

3. φ ⊢ ( b = b ) → (( b = b ) ∧ φ ) 

(Modus Ponens kohdasta 2 ja oletuksesta φ , todistuvuuden monotonisuus) 

4. { φ } ⊢ ( b = b ) ∧ φ 

(Modus Ponens 1,3) 

5. φ ⊢ (( b = b ) ∧ φ ) → ((( b = b ) ∧ φ ) ∨ (( b = c ) ∧ ψ )) 

(tautologia A → ( A ∨ B ) 

valinnoilla A := (( b = b ) ∧ φ ) , B := (( b = c ) ∧ ψ ) ) 

6. φ ⊢ (( b = b ) ∧ φ ) ∨ (( b = c ) ∧ ψ ) eli θ ( b ) 

(Modus Ponens 4,5) 

7. φ ⊢ ∃ ( b ) θ ( b ) 

((F3), (F1), (P3), 6, eksistenssi-introduktio 1.1.5) 

8. ⊢ φ → ∃ ( b ) θ ( b ) 

(deduktiolemma, 7)

 

Huomautus 2.38 . Huomaa, että ilmaisussa θ ( x ) := (( x = b ) ∧ φ ) ∨ (( x = c ) ∧ ψ ) juuri 

x on muuttuja, ja näin tilanteessa θ ( b ) voi ilmentyä sekaannusta jos ei ole tarkkana, 

sillä jälkimmäinen b ei ole muuttuja mutta ensimmäinen on. 

Lemma 2.39. Olkoon a , b ja c erillisiä muuttujia, jotka eivät esiinny 

kaavassa φ ( x ) ∨ ψ ( x ) , ja olkoon θ ( x, a ) = ((( a = b ) ∧ φ ( x )) ∨ (( a = c ) ∧ ψ ( x ))) . 

Tällöin ⊢ ( φ ∨ ψ ) → ( ∃ a ) θ ( x, a ) . 

Todistus. 
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1. ⊢ φ → ∃ ( a ) θ ( x, a ) 

(Lemma 2.37) 

2. ⊢ ψ → ∃ ( a ) θ ( x, a ) 

(Lemma 2.37, symmetrinen argumentti kohdan 1 kanssa) 

3. ⊢ ( φ → ( ∃ a ) θ ( x, a )) → (( ψ → ( ∃ a ) θ ( x, a )) → (( φ → ( ∃ a ) θ ( x, a )) ∧ ( ψ → 

( ∃ a ) θ ( x, a ))) 

(tautologia X → ( Y → ( X ∧ Y ))) 

valinnoilla X := ( φ → χ ) ja Y := ( ψ → χ ) ja χ := ( ∃ a ) θ ( x, a ) ) 

4. ⊢ ( ψ → ( ∃ a ) θ ( x, a )) → (( φ → ( ∃ a ) θ ( x, a )) ∧ ( ψ → ( ∃ a ) θ ( x, a ))) 

(MP 1,3) 

5. ⊢ ( φ → ( ∃ a ) θ ( x, a )) ∧ ( ψ → ( ∃ a ) θ ( x, a )) 

(MP 2,4) 

6. ⊢ ( φ → ( ∃ a ) θ ( x, a )) ∧ ( ψ → ( ∃ a ) θ ( x, a )) → (( φ ∨ ψ ) → ( ∃ a ) θ ( x, a )) 

(tautologia (( φ → χ ) ∧ ( ψ → χ ) → (( φ ∨ ψ ) → χ )) 

valinnalla χ := ( ∃ a ) θ ( x, a ) ) 

7. ⊢ ( φ ∨ ψ ) → ( ∃ a ) θ ( x, a ) 

(MP 5,6)

 

Lemma 2.40. Olkoon a , b ja c erillisiä muuttujia, jotka eivät esiinny 

kaavassa φ ( x ) ∨ ψ ( x ) , ja olkoon θ ( x, a ) = ((( a = b ) ∧ φ ( x )) ∨ (( a = c ) ∧ ψ ( x ))) . 

Tällöin ⊢ ( Q x )( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) → ( Q x )( ∃ y ) θ ( x, y ) . 

Todistus. 

1. ⊢ ( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) → ( ∃ y ) θ ( x, y ) 

(lemma 2.39) 

2. ⊢ ( ∀ x )(( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) → ( ∃ y ) θ ( x, y )) 

(generalisaatio) 

3. ⊢ ( ∀ x )(( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) → ( ∃ y ) θ ( x, y )) 

→ (( Q x )( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) → ( Q x )( ∃ y ) θ ( x, y )) 

((A2) ( ∀ x )( φ → ψ ) → (( Q x ) φ → ( Q x ) ψ ) 

valinnoilla φ := ( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) ja ψ := ( ∃ y ) θ ( x, y ) ) 
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4. ⊢ ( Q x )( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) → ( Q x )( ∃ y ) θ ( x, y ) 

(MP 2,3)

 

Lemma 2.41. Olkoon a , b ja c erillisiä muuttujia, jotka eivät esiinny 

kaavassa φ ( x ) ∨ ψ ( x ) , ja olkoon θ ( x, a ) = ((( a = b ) ∧ φ ( x )) ∨ (( a = c ) ∧ ψ ( x ))) . 

Tällöin ⊢ ¬ ( Q y )( ∃ x ) θ ( x, y ) . 

Todistus. 

1. ⊢ θ ( x, y ) → (( y = b ) ∨ ( y = c )) 

(disjunktion eliminaatio -tautologia ( P → R ) → (( Q → R ) → (( P ∨ Q ) → R )) 

valinnoilla P := ( y = b ) ∧ φ ( x ) , Q := ( y = c ) ∧ ψ ( x ) , R := ( y = b ) ∨ ( y = c ) ja 

hyödyntämällä konjuktiotautologiaa muotoa ( P ∧ Q ) → P ) ) 

2. ⊢ ( ∀ y )(( ∃ x ) θ ( x, y ) → (( y = b ) ∨ ( y = c ))) 

(eksistenssi-introduktio kohdasta 1.1.5, generalisaatio) 

3. ⊢ ( ∀ y )(( ∃ x ) θ ( x, y ) → (( y = b ) ∨ ( y = c ))) 

→ (( Q y )( ∃ x ) θ ( x, y ) → ( Q y )(( y = b ) ∨ ( y = c ))) 

((A2) ( ∀ x )( φ → ψ ) → (( Q x ) φ → ( Q x ) ψ ) 

valinnoilla φ := ( ∃ x ) θ ( x, y ) ja ψ := (( y = b ) ∨ ( y = c )) ) 

4. ⊢ ( Q y )( ∃ x ) θ ( x, y ) → Q y (( y = b ) ∨ ( y = c )) 

(Modus Ponens 2,3) 

5. ⊢ ¬ ( Q y )(( y = b ) ∨ ( y = c )) 

((A1) valinnoilla x := y , y := b ja z := c ) 

6. ⊢ ¬ ( Q y )(( y = b ) ∨ ( y = c )) → ¬ ( Q y )( ∃ x ) θ ( x, y ) 

(kontrapositio 4) 

7. ⊢ ¬ ( Q y )( ∃ x ) θ ( x, y ) 

(MP 5,6)

 

Lemma 2.42. Olkoon a , b ja c erillisiä muuttujia, jotka eivät esiinny 

kaavassa φ ( x ) ∨ ψ ( x ) , ja olkoon θ ( x, a ) = ((( a = b ) ∧ φ ( x )) ∨ (( a = c ) ∧ ψ ( x ))) . 

Tällöin ⊢ ( Q x )( ∃ y ) θ ( x, y ) → ( ∃ y )( Q x ) θ ( x, y ) . 

Todistus. 
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1. ⊢ ( Q x )( ∃ y ) θ ( x, y ) → (( ∃ y )( Q x ) θ ( x, y ) ∨ ( Q y )( ∃ x ) θ ( x, y )) . 

((A4) ⊢ ( Q x )( ∃ y ) φ → (( ∃ y )( Q x ) φ ∨ ( Q y )( ∃ x ) φ ) 

valinnalla φ := θ ( x, y ) ) 

2. ⊢ ¬ ( Q y )( ∃ x ) θ ( x, y ) 

(lemma 2.41) 

3. ⊢ ( Q x )( ∃ y ) θ ( x, y ) → ( ∃ y )( Q x ) θ ( x, y ) 

(Jos P → ( A ∨ B ) ja ¬ B , voidaan päätellä P → A , valinnoilla P := 

( Q x )( ∃ y ) θ ( x, y ) , A := ( ∃ y )( Q x ) θ ( x, y ) , B := ( Q y )( ∃ x ) θ ( x, y ) )

 

Tämä tulos osoittaa, että jos kaikki muuttujat universumissa ovat yksi ja sama, 

( Q x )( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) ei päde. 

Lemma 2.43. Olkoon v1 

ja v2 

erillisiä muuttujia, jotka eivät esiinny kaavassa φ ( x ) ∨ 

ψ ( x ) . Tällöin ( ∀ v1)( ∀ v2)( v1 

= v2) ⊢ ¬ ( Q x )( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) . 

Todistus. 

1. ( ∀ v1)( ∀ v2)( v1 

= v2) ⊢ ( ∀ x )( x = v1) 

(instanssi oletuskaavasta) 

2. ( ∀ v1)( ∀ v2)( v1 

= v2) ⊢ ( ∀ x )(( x = v1) → (( x = v1) ∨ ( x = v2))) 

(tautologian A → ( A ∨ B ) , instanssi sitten (R2)) 

3. ( ∀ v1)( ∀ v2)( v1 

= v2) ⊢ ( ∀ x )(( x = v1) ∨ ( x = v2)) 

(MP 1,2) 

4. ( ∀ v1)( ∀ v2)( v1 

= v2) ⊢ ( ∀ x )(( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) → (( x = v1) ∨ ( x = v2))) 

(tautologia ( C → ( D → C )) valinnoilla C := (( x = v1) ∨ ( x = v2)) , 

D := ( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) , Käytetään kohdan 3 kanssa (F1) ja sitten MP, (R2)) 

5. ( ∀ v1)( ∀ v2)( v1 

= v2) ⊢ ( ∀ x )(( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) → (( x = v1) ∨ ( x = v2))) 

→ (( Q x )( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) → ( Q x )(( x = v1) ∨ ( x = v2))) 

((A2) valinnoilla α := ( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) , β := (( x = v1) ∨ ( x = v2)) ) 

6. ( ∀ v1)( ∀ v2)( v1 

= v2) ⊢ ( Q x )( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) → ( Q x )(( x = v1) ∨ ( x = v2)) 

(MP 4,5) 

7. ( ∀ v1)( ∀ v2)( v1 

= v2) ⊢ ¬ ( Q x )(( x = v1) ∨ ( x = v2)) → ¬ ( Q x )( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) 

(Kontrapositio 6) 
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8. ( ∀ v1)( ∀ v2)( v1 

= v2) ⊢ ¬ ( Q x )(( x = v1) ∨ ( x = v2)) 

((A1) perusmuoto) 

9. ( ∀ v1)( ∀ v2)( v1 

= v2) ⊢ ¬ ( Q x )( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) 

(MP 7,8)

 

Lemma 2.44. Olkoon a , b ja c erillisiä muuttujia, jotka eivät esiinny 

kaavassa φ ( x ) ∨ ψ ( x ) , ja olkoon θ ( x, a ) = ((( a = b ) ∧ φ ( x )) ∨ (( a = c ) ∧ ψ ( x ))) . 

Tällöin ¬ ( b = c ) ⊢ (( Q x )( φ ( x ) ∨ ψ ( x )) ↔ (( Q x ) φ ( x ) ∨ ( Q x ) ψ ( x ))) . 

Todistus. Uudelleennimetään a = y . Toinen suunta (taaksepäin) seuraa lemmasta 

2.36. Todistetaan jäljelle jäävä suunta, eli ( Q x )( φ ∨ ψ ) → (( Q x ) φ ∨ ( Q x ) ψ ) . 

Osa 1: 

1. ¬ ( b = c ) ⊢ ( Q x )( φ ∨ ψ ) 

(Oletus) 

2. ¬ ( b = c ) ⊢ ( Q x )( φ ∨ ψ ) → ( Q x )( ∃ y ) θ ( x, y ) 

(Lemma 2.40 ja oletusten monotonisuus) 

3. ¬ ( b = c ) ⊢ ( Q x )( ∃ y ) θ ( x, y ) 

(Modus Ponens 1,2) 

4. ¬ ( b = c ) ⊢ ( Q x )( ∃ y ) θ ( x, y ) → ( ∃ y )( Q x ) θ ( x, y ) 

(Lemma 2.42) 

5. ¬ ( b = c ) ⊢ ( ∃ y )( Q x ) θ ( x, y ) 

(Modus Ponens 3,4) 

6. ¬ ( b = c ) ⊢ θ ( x, y ) → (( y = b ) ∨ ( y = c )) 

( θ määritelmästä) 

7. ¬ ( b = c ) ⊢ ( ∀ x )( θ ( x, y ) → (( y = b ) ∨ ( y = c ))) 

(Generalisaatio, 6) 

8. ¬ ( b = c ) ⊢ ( ∀ x )( θ ( x, y ) → (( y = b ) ∨ ( y = c ))) 

→ (( Q x ) θ ( x, y ) → ( Q x )(( y = b ) ∨ ( y = c ))) 

((A2) valinnoilla α ( x ) := θ ( x, y ) ja β ( x ) := (( y = b ) ∨ ( y = c )) ) 

9. ¬ ( b = c ) ⊢ ( Q x ) θ ( x, y ) → ( Q x )(( y = b ) ∨ ( y = c )) 

(Modus Ponens 7,8) 
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10. ¬ ( b = c ) ⊢ ( Q x )(( y = b ) ∨ ( y = c )) → (( y = b ) ∨ ( y = c )) 

(Lemma 2.31 huomioiden että x ei ole vapaana kaavassa (( y = b ) ∨ ( y = c )) ) 

11. ¬ ( b = c ) ⊢ ( Q x ) θ ( x, y ) → (( y = b ) ∨ ( y = c )) 

( ⊢ A → B ja ⊢ B → C mahdollistavat ⊢ A → C , 9,10) 

Nyt joko y = b tai y = c . Jos y = b , niin ( Q x ) θ ( x, y ) → ( Q x ) φ . 

Osa 2: 

1. ¬ ( b = c ) , y = b ⊢ θ ( x, y ) → θ ( x, b ) 

(F4b, MP) 

2. ¬ ( b = c ) , y = b ⊢ θ ( x, y ) → (( b = b ) ∧ φ ( x )) ∨ (( b = c ) ∧ ψ ( x )) 

( θ ( x, b ) määritelmä, 1, kompositio) 

3. ¬ ( b = c ) , y = b ⊢ ((( b = b ) ∧ φ ( x )) ∨ (( b = c ) ∧ ψ ( x ))) → φ ( x ) 

(F4a, ( P → R ) → (( Q → R ) → ( P ∨ Q ) → R ) valinnoilla P := (( b = b ) ∧ φ ) , 

Q := (( b = c ) ∧ ψ ) , R := φ , ¬ ( b = c ) mahdollistaa (( b = c ) ∧ ψ ) → φ päättelyn 

⊢ ¬ P → ( P → Q ) kautta kun P := ( b = c ) ja Q := φ ( x ) ) 

4. ¬ ( b = c ) , y = b ⊢ θ ( x, y ) → φ ( x ) 

( ⊢ A → B ja ⊢ B → C mahdollistavat A → C , 2,3) 

5. ¬ ( b = c ) , y = b ⊢ ( ∀ x )( θ ( x, y ) → φ ( x )) 

(Generalisaatio, 4) 

6. ¬ ( b = c ) , y = b ⊢ (( ∀ x )( θ ( x, y ) → φ ( x ))) → (( Q x ) θ ( x, y ) → ( Q x ) φ ( x )) 

((A2) valinnoilla α := θ ( x, y ) , β := φ ( x ) ) 

7. ¬ ( b = c ) , y = b ⊢ ( Q x ) θ ( x, y ) → ( Q x ) φ ( x ) 

(Modus Ponens, 5,6) 

8. ¬ ( b = c ) , y = b ⊢ ( Q x ) φ ( x ) → (( Q x ) φ ( x ) ∨ ( Q x ) ψ ( x )) 

( U → ( U ∨ V ) valinnoilla U := ( Q x ) φ ( x ) , V := ( Q x ) ψ ( x ) , johdon monotoni- 

suus) 

9. ¬ ( b = c ) , y = b ⊢ ( Q x ) θ ( x, y ) → (( Q x ) φ ( x ) ∨ (( Q x ) ψ ( x ))) 

( ⊢ A → B ja ⊢ B → C mahdollistavat A → C , 7,8) 

10. ¬ ( b = c ) ⊢ ( y = b ) → (( Q x ) θ ( x, y ) → (( Q x ) φ ( x ) ∨ ( Q x ) ψ ( x ))) 

(Deduktiolemma oletukselle y = b , 9) 
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Tapaus y = c , josta seuraa ( Q x ) θ ( x, y ) → ( Q x ) ψ ( x ) , on symmetrinen, ja si- 

tä ei johdeta erikseen. Seuraavaksi yhdistetään tapaukset. T := ( Q x ) θ ( x, y ) → 

(( Q x ) φ ( x ) ∨ ( Q x ) ψ ( x )) . 

Osa 3: 

1. ⊢ (( y = b ) → T ) → ((( y = c ) → T ) → ((( y = b ) ∨ ( y = c )) → T )) 

(Tautologia ( P → R ) → (( Q → R ) → ( P ∨ Q ) → R ) 

valinnoilla P := ( y = b ) , Q := ( y = c ) , R := T ) 

2. ¬ ( b = c ) ⊢ ( y = b ) → T 

(Aikaisempi symmetrinen päättely) 

3. ¬ ( b = c ) ⊢ (( y = b ) → T ) → ((( y = c ) → T ) → ((( y = b ) ∨ ( y = c )) → T )) 

(Johdon monotonisuus, 1) 

4. ¬ ( b = c ) ⊢ (( y = c ) → T ) → ((( y = b ) ∨ ( y = c )) → T ) (Modus Ponens, 2,3) 

5. ¬ ( b = c ) ⊢ (( y = c ) → T ) 

(Aikaisempi symmetrinen päättely, analogisesti saadaan tämä tulos.) 

6. ¬ ( b = c ) ⊢ ((( y = b ) ∨ ( y = c )) → T ) 

(Modus Ponens, 4,5) 

7. ¬ ( b = c ) ⊢ ( Q x ) θ ( x, y ) → T 

(Rivi 6 ja aikaisempi rivi 11) 

8. ¬ ( b = c ) ⊢ ( A → ( A → B )) → ( A → B ) 

(tautologia; valinnoilla A := ( Q x ) θ ( x, y ) ja B := ( Q x ) φ ( x ) ∨ ( Q x ) ψ ( x ) , Johdon 

monotonisuus) 

9. ¬ ( b = c ) ⊢ ( Q x ) θ ( x, y ) → (( Q x ) φ ( x ) ∨ ( Q x ) ψ ( x )) 

(Modus Ponens, 7 ja 8) 

10. ¬ ( b = c ) ⊢ ( ∃ y )( Q x ) θ ( x, y ) → (( Q x ) φ ( x ) ∨ ( Q x ) ψ ( x )) 

(Jos y ei ole vapaana kaavassa B ja ⊢ A ( y ) → B , niin ⊢ ( ∃ y ) A ( y ) → B 

valinnoilla A ( y ) := ( Q x ) θ ( x, y ) ja B := ( Q x ) φ ( x ) ∨ ( Q x ) ψ ( x ) , 9) 

11. ¬ ( b = c ) ⊢ ( Q x ) φ ( x ) ∨ ( Q x ) ψ ( x ) 

(Modus Ponens, 5 (ensimmäisestä numeroinnista),10)

 

Lemma 2.45. ⊢ ( Q x )( φ ∨ ψ ) → (( Q x ) φ ∨ ( Q x ) ψ ) . 
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Todistus. Lemman 2.43 mukaan ( ∀ v1)( ∀ v2)( v1 

= v2) ⊢ ¬ ( Q x )( φ ∨ ψ ) . Tilanne 

( ∀ v1)( ∀ v2)( v1 

= v2) vastaa siis ( b = c ) . ¬ P → ( P → Q ) antaa (valinnoilla 

P := ( Q x )( φ ∨ ψ ) ja Q := (( Q x ) φ ∨ ( Q x ) ψ ) ) 

( b = c ) ⊢ ( Q x )( φ ∨ ψ ) → (( Q x ) φ ∨ ( Q x ) ψ ) . 

Lemma 2.44 antaa tapauksen 

¬ ( b = c ) ⊢ ( Q x )( φ ∨ ψ ) → (( Q x ) φ ∨ ( Q x ) ψ ) . 

Käytetään tautologiaa ( R → T ) → (( ¬ R → T ) → T ) valinnoilla R := ( b = c ) ja 

T := ( Q x )( φ ∨ ψ ) → (( Q x ) φ ∨ ( Q x ) ψ ) jotta saadaan 

⊢ (( b = c ) → T ) → (( ¬ ( b = c ) → T ) → T ) . 

Edellisten johtojen perusteella ja saaduista tapauksista erikseen deduktiolemman 

2.23 nojalla ⊢ ( b = c ) → T ja ⊢ ¬ ( b = c ) → T . Käytetään Modus Ponensia kaksi 

kertaa jotta saadaan ⊢ ( Q x )( φ ∨ ψ ) → (( Q x ) φ ∨ ( Q x ) ψ ) .

 

Näiden aputulosten myötä voimme vihdoin esitellä Keislerin lemmaa 1.9. (iv) vas- 

taavan tuloksen, joka on ekvivalentti ilmaisulle, että kahden numeroituvan joukon 

unioni on numeroituva. 

Lemma 2.46. 

⊢ ( Q x )( φ ∨ ψ ) ↔ (( Q x ) φ ∨ ( Q x ) ψ ) . 

Todistus. Lemmat 2.36 ja 2.45 antavat tuloksen.

 

On myös järkevää, että kun ylinumeroituvasta joukosta (esimerkiksi reaaliluvuis- 

ta R ) poistetaan numeroituva joukko (esimerkiksi rationaaliluvut Q ), jäljelle jäävä 

joukko on edelleen ylinumeroituva (esimerkiksi irrationaaliluvut R \ Q ). 

Seuraava lemma, joka vastaa Keislerin lemman 1.9. kohtaa (v), sisältää tämän tu- 

loksen. 

Lemma 2.47. 

⊢ (( Q x ) φ ∧ ¬ ( Q x ) ψ ) → (( Q x )( φ ∧ ¬ ψ )) . 

Todistus. 

1. ⊢ φ → ( ψ ∨ ( φ ∧ ¬ ψ )) . 

(propositiologiikan tautologia) 

2. ⊢ ( ∀ x )( φ → ( ψ ∨ ( φ ∧ ¬ ψ ))) 

(generalisaatio kohtaan 1) 
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3. ⊢ ( ∀ x )( φ → ( ψ ∨ ( φ ∧ ¬ ψ ))) → (( Q x ) φ → ( Q x )( ψ ∨ ( φ ∧ ¬ ψ ))) 

((A2) valinnoilla α := φ ja β := ( ψ ∨ ( φ ∧ ¬ ψ )) ) 

4. ⊢ ( Q x ) φ → ( Q x )( ψ ∨ ( φ ∧ ¬ ψ )) 

(Modus Ponens 2,3) 

5. ⊢ ( Q x )( ψ ∨ ( φ ∧ ¬ ψ )) → (( Q x ) ψ ∨ ( Q x )( φ ∧ ¬ ψ )) 

(lemma 2.46, suunta → , valinnoilla α := ψ , β := ( φ ∧ ¬ ψ ) ) 

6. ⊢ (( Q x ) φ ∧ ¬ ( Q x ) ψ ) → (( Q x )( φ ∧ ¬ ψ )) 

(Tautologia (( A → ( B ∨ C )) ∧ A ∧ ¬ B ) → C 

valinnoilla A := ( Q x ) φ , B := ( Q x ) ψ , C := ( Q x )( φ ∧ ¬ ψ ) kohtiin 4,5, oletuk- 

sesta ( A ∧ ¬ B ) saadaan A ja ¬ B )

 

Huomautus 2.48 . Näistä lemmoista jo nähdään, että Q käyttäytyy kun tietynlainen 

eksistenssikvanttori. 
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3 Täydellisyystodistus 

Tässä luvussa todistetaan logiikan L ( Q ) täydellisyyslause seuraavassa muodossa: 

Olkoon Σ joukko lauseita kielessä L ( Q ) . Tällöin joukolle Σ on olemassa 

standardimalli jos ja vain jos Σ on ristiriidaton kielessä L ( Q ) . 

Väitteen toinen suunta seuraa lemmasta 2.21. Jäljellä oleva suunta on vaikeampi. 

Pitää siis osoittaa, että jos Σ on ristiriidaton kielessä L ( Q ) , niin lausejoukolle Σ 

on olemassa standardimalli. Todistus etenee kahdessa vaiheessa Keislerin esityksen 

mukaisesti. Ensimmäisessä vaiheessa todistetaan kolme lemmaa 3.2-3.14 hyödyntä- 

mällä Henkinin metodia19 (ks. [S11]) sellaisten heikkojen mallien rakentamisessa, 

joista tietyt tyypit välistäjätetään. Toisessa vaiheessa rakennetaan lausejoukolle Σ 

standardimalli tällaisista heikoista malleista. Tässä vaiheessa Keislerin esitystä hyö- 

dynnetään Tarski-Vaught-metodeja [S30] ja aikaisempaa julkaisua [S16]. Aksioomia 

1 ja 4 tarvitaan vain toisessa vaiheessa. 

3.1 Henkin-Orey-konstruktio 

Määritelmä 3.1 (Joukko todistajia (Henkin [S11])) . Olkoon Γ joukko lauseita kie- 

lessä L ( Q ) ja C joukko vakioita kielessä L . Sanotaan, että C on joukko todistajia 

joukolle Γ jos ja vain jos jokaiselle muotoa ( ∃ x ) φ ( x ) olevalle lauseelle on olemassa 

c ∈ C jolle 

Γ ⊢ ( ∃ x ) φ ( x ) → φ ( c ) . 

Jotta voidaan varmistaa, että mille tahansa kielen L ( Q ) ristiriidattomalle lausejou- 

kolle Σ on olemassa standardimalli, tulee rakentaa ensin numeroituva heikko malli 

joka toteuttaa kaikki L ( Q ) -aksioomat. Vasta tämän jälkeen voidaan edetä vaihee- 

seen, jossa osoitetaan vaaditun standardimallin olemassaolo. Seuraava lemma osoit- 

taa juuri tämän vaaditun välivaiheen. 

Lemma 3.2. Olkoon Γ maksimaalinen ristiriidaton joukko kielen L ( Q ) lauseita, ja 

olkoon C joukko todistajia joukolle Γ . Tällöin joukolla Γ on heikko malli ( M , q ) 

missä jokainen universumin A alkio on jonkin c ∈ C tulkinta. 

Todistus. Olkoon Γ0 

kaikkien kielen L lauseiden joukko, jotka sisältyvät joukkoon Γ , 

jolloin lemmasta 2.26 välittömästi seuraa, että Γ0 

on maksimaalinen ja ristiriidaton 

kielessä L . Lisäksi olkoon C joukko todistajia joukolle Γ0 

kielessä L . Henkinin [S11]

 

19Koska työssä käsitellään matematiikan kehityshistoriassa ilmeneviä termejä, tulee huomioida, 

että ne saivat vakiintuneen nimen vasta ensi-ilmentymisensä jälkeen. 
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mukaan tällöin joukolle Γ0 

on olemassa malli M , jossa jokainen universumin A 

alkio on tulkinta jollekin c ∈ C . Olkoon

 

c tulkinta alkiolle c ∈ C , jolloin A = 

{

 

c : c ∈ C } . Näin siis oletetaan Henkinin esityksen mukaisesti, että joukossa ei ole 

funktiosymboleja. 

Seuraavaksi lähtökohtana olevasta mallista M on saatava rakennettua joukon 

Γ heikko malli ( M , q ) . Pelkkä M on ensimmäisen kertaluvun Henkin-malli, joka 

toteuttaa kaikki L -lauseet joukossa Γ , mutta ei pysty käsittelemään Q -kvanttoria. 

( M , q ) taas pystyy käsittelemään kokoelman q avulla lauseita ( Q x ) φ ( x ) ∈ Γ . 

Jokaiselle kielen L ( Q ) kaavalle φ , jolla on vain yksi vapaa muuttuja, olkoon sen 

toteutumajoukko mallissa M 

Sφ 

:= {

 

c : c ∈ C ja Γ ⊢ φ ( c ) } . 

Seuraavaksi määritellään 

q = { Sφ 

: kaavalla φ on vain yksi vapaa muuttuja, esimerkiksi x , ja Γ ⊢ ( Q x ) φ } . 

Täten q on joukko universumin A osajoukkoja. Osoitetaan rakenteellisella induktiolla 

kaavan φ suhteen, että kaikille lauseille φ kielessä L ( Q ) 

(1) ( M , q ) | = φ jos ja vain jos Γ ⊢ φ . 

Jos φ on atomilause, niin (1) pätee, sillä φ sisältyy kieleen L . Oletetaan Γ ⊢ 

( ∃ x ) ψ ( x ) . Valitaan todistaja c ∈ C jolle pätee Γ ⊢ ( ∃ x ) ψ ( x ) → ψ ( c ) . Modus Po- 

nensia käyttämällä saadaan Γ ⊢ ψ ( c ) . Jos oletetaan ( M , q ) | = ( ∃ x ) ψ ( x ) , niin on 

olemassa a ∈ A jolla toteutuu ( M , q ) | = ψ [ a ] . Valitaan c ∈ C jolle

 

c = a . Täs- 

tä seuraa, että ( M , q ) | = ψ ( c ) . Induktio-oletuksesta seuraa, että Γ ⊢ ψ ( c ) , ja näin 

Γ ⊢ ( ∃ x ) ψ ( x ) . 

Olkoon φ = ( Q x ) ψ ( x ) ja oletetaan, että (1) pätee kaikille lauseille ψ ( c ) , c ∈ C . 

Tällöin induktio-oletuksen mukaan joukko Sψ 

voidaan ilmaista aikaisemman syn- 

taktisen määritelmän lisäksi semanttisesti eri muodoissa näin: 

(2) Sψ 

= {

 

c : Γ ⊢ ψ ( c ) } = {

 

c : ( M , q ) | = ψ ( c ) } = {

 

c : ( M , q ) | = ψ [ c ] } , 

lemman 2.8 mukaan. Jos Γ ⊢ ( Q x ) ψ , niin Sψ 

∈ q pätee joukon q määritelmän 

mukaan, joten ( M , q ) | = ( Q x ) ψ kohdan (2) mukaan. 

Oletetaan, että ( M , q ) | = ( Q x ) ψ . Silloin Sψ 

∈ q kohdan (2) mukaan. Joukon q 

määritelmän mukaan on olemassa θ ( y ) missä Sψ 

= Sθ 

ja Γ ⊢ ( Q y ) θ ( y ) . Kohdan (2) 

ja Lemman 2.8 mukaan kaikille c ∈ C 

Jos

 

c ∈ Sψ, niin Γ ⊢ ψ ( c ) , 

ja sama pätee kaavalle θ . Näin ollen 

Γ ⊢ ψ ( c ) jos ja vain jos Γ ⊢ θ ( c ) kaikille c ∈ C . 
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Täten lemman 2.26 antaman päättelyn sulkeuman, propositiologiikan tautologioiden 

( P → Q ) ∧ ( Q → P ) → ( P ↔ Q ) , joka määrittelee ekvivalenssin, ja Modus Ponensin 

mahdollistavan P → ( Q → ( P ∧ Q )) avulla 

Γ ⊢ ψ ( c ) ↔ θ ( c ) kaikilla c ∈ C . 

Olkoon u muuttuja, joka ei esiinny kaavoissa ψ ja θ . Koska C on joukko todistajia 

joukolle Γ , saadaan generalisaation avulla, että 

Γ ⊢ ( ∀ u )( ψ ( u ) ↔ θ ( u )) . 

(A2) on muotoa ( ∀ x )( φ → ψ ) → (( Q x ) φ → ( Q x ) ψ ) . Sen avulla ekvivalenssin 

molemmat suunnat saadaan Modus Ponensin ja edellä mainittujen tautologioiden 

myötä muotoon 

Γ ⊢ Q ( u ) ψ ( u ) ↔ ( Q u ) θ ( u ) . 

(A3) on muotoa ( Q x ) φ ( x ) ↔ ( Q y ) φ ( y ) . Sitä hyödyntämällä voidaan päätellä 

Γ ⊢ ( Q x ) ψ ( x ) ↔ ( Q u ) ψ ( u ) , 

Γ ⊢ ( Q y ) θ ( y ) ↔ ( Q u ) θ ( u ) . 

Näistä tiedoista, propositiologiikan tautologiasta 

( A ↔ B ) ∧ ( C ↔ D ) → (( A ↔ C ) ↔ ( B ↔ D )) 

valinnoilla A := ( Q x ) ψ ( x ) , B := ( Q u ) ψ ( u ) , C := ( Q u ) θ ( u ) ja D := ( Q y ) θ ( y ) ja MP 

käyttämisestä seuraa 

Γ ⊢ ( Q x ) ψ ( x ) ↔ ( Q y ) θ ( y ) . 

Koska Γ ⊢ ( Q y ) θ ( y ) , seuraa Γ ⊢ ( Q x ) ψ ( x ) . Tämä osoittaa, että ( Q x ) ψ ( x ) = φ 

toteuttaa ehdon (1), mistä taas seuraa, että ( M , q ) on malli joukolle Γ .

 

Varsinaisen standardimallilla toimivan täydellisyyslauseen todistus vaatii heikolla 

mallilla toimivan heikon täydellisyyslauseen todistusta, sillä ilman sitä ei voida luo- 

da Tarski-Vaught ketjua, jota tarvitaan myöhemmin siihen, että päästään heikosta 

mallista standardimalliin. Esitetään tämä tulos seuraavaksi. 

Lemma 3.3 (Heikko täydellisyyslause) . Olkoon Σ joukko kielen L ( Q ) lauseita. 

Silloin Σ on ristiriidaton jos ja vain jos joukolle Σ on olemassa numeroituva heikko 

malli, jossa kaikki L ( Q ) aksioomat pätevät. 

Todistus. Todistus on käytännössä sama kuin Henkinin todistus täydellisyyslauseel- 

le ensimmäisen kertaluvun logiikalle.20 Ensin oletetaan, että Σ on ristiriidaton, jonka

 

20Siinä missä Gödelin alkuperäinen todistus toimi numeroituville kielille, Henkinin todistus toi- 

mii ylinumeroituville kielille. [O8] 
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jälkeen laajennetaan kielestä L kieleen L∗ lisäämällä numeroituva joukko C erilli- 

siä vakioita eli todistajia. Lemman 2.27 myötä Σ on edelleen ristiriidaton kielessä 

L ( Q ) . Henkinin metodista (ja sen maksimaalisen laajennuksen konstruktiosta) seu- 

raa, että Σ voidaan laajentaa maksimaaliseksi ristiriidattomaksi joukoksi Γ . Täten 

Lemmasta 3.2 seuraa, että joukolla Γ on heikko malli ( M∗ , q ) jossa jokainen alkio on 

tulkinta jostain c ∈ C , ja koska C on numeroituva, M∗ on numeroituva. Koska Γ on 

maksimaalisen ristiriidaton kielessä L∗( Q ) , kaikki kielen L∗( Q ) aksioomat kuuluvat 

joukkoon Γ , ja täten pätevät mallissa ( M∗ , q ) . Näin M on M∗ reduktio kielelle L . 

Seuraa, että ( M , q ) on vaadittu numeroituva joukon Σ heikko malli, joka toteuttaa 

kaikki L ( Q ) aksioomat. Tulos toiseen suuntaan ilmenee lemmasta 2.20.

 

Huomautus 3.4 . Lemman 3.3 tulos pätee myös ylinumeroituvalle L jos tehdään vaa- 

ditut muutokset sanojen "numeroituva" ja "ylinumeroituva" suhteen. 

Seuraava lemma on luonnollinen rakenteellinen analogia vastaavalle tulokselle en- 

simmäisen kertaluvun logiikassa. Määritellään ensin hyödyllinen konsepti, joka on 

Kurt Gödelin ω -ristiriidattomuuden [O9]21 yleistys. 

Määritelmä 3.5 (C-ristiriidattomuus, Henkin [S12]) . Olkoon C = { vi 

∈ C on | i ∈ 

N } jokin kielen vakioiden joukko. Teoria T on C -ristiriidaton, jos ei ole olemassa 

kaavaa φ ( x ) , jolle kaikilla i ∈ N , T ⊢ φ ( vi) ja T ⊢ ( ∃ x ) ¬ φ ( x ) . 

Määritelmä 3.6 (C-toteutuvuus, Henkin [S12]) . Sanotaan, että malli M C - 

toteuttaa teorian T , jos M | = T ja kaikille c, d ∈ C ja c ̸ = d , cM ̸ = dM, eli 

mallissa M kaikki joukon C vakiot saavat eri alkion arvokseen. 

Oreyn [S26] ja Henkinin [S11] konstruktiot yhdistämällä saadaan seuraava lemma. 

Lemma 3.7. Olkoon Σ ristiriidaton kaavajoukko kielessä L ( Q ) , ja C kieleen lisät- 

tyjen vakioiden joukko. Tällöin on olemassa C -toteutuva ja C -ristiriidaton heikko 

malli ( M , q ) , joka on joukon Σ malli. 

Todistus. Esitetään seuraavaksi mallin ( M , q ) konstruktion idea, tarkat yksityis- 

kohdat ohitetaan. Aivan kuten edellä, lisätään kieleen numeroituva joukko uusia 

vakiosymboleja Henkinin tyyliin 

C = { c0 

, c1 

, c2 

, . . . } , 

ja muodostetaan laajennettu kieli L∗ = L ∪ C . Huomaa, että konstruoitavassa mal- 

lissa alkiojoukko on

 

21Gödel ei formaalisti määritellyt konseptia, vaan määritelmä on retrospektiivinen. Varsinainen 

määritelmä on helpompi ymmärtää Henkinin työstä. 
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A = { cM 

j 

| j ∈ N } , 

eli jokainen mallin alkio on jonkin vakion tulkinta. 

Konstruktio (Henkin + Orey). Kuten lemmojen 3.2 ja 3.3 todistuksissa, kon- 

struoidaan jono 

Σ = Σ0 

⊆ Σ1 

⊆ Σ2 

⊆ . . . 

ristiriidattomia lausejoukkoja kielessä L∗( Q ) ja asetetaan lopuksi Σ∗ = 

⋃ 

k ∈ N
(Σk) . 

Käytetään seuraavia merkintöjä: 

• kaikkien suljettujen L∗( Q ) -lauseiden jono on θ0 

, θ1 

, θ2 

, . . . , 

• kaikkien yhden vapaan muuttujan L∗( Q ) -kaavojen jono on 

ψo( x ) , ψ1( x ) , ψ2( x ) , . . . . 

Joukko Σk +1 

määritellään joukosta Σk 

seuraavasti: 

1. Maksimaalisuusaskel. Lisätään joko θk 

tai ¬ θk 

teoriaan, eli Σ′ 

k 

= Σk 

∪ { θk 

} jos 

se on ristiriidaton, muuten Σ′ 

k 

= Σk 

∪ {¬ θk 

} . 

2. Henkin-askel. Jos ( ∃ x ) ψl( x ) ∈ Σ′ 

k 

jollekin l ≤ k , valitaan uusi Henkin-vakio 

dl ,k 

∈ C (sellainen, jota ei ole aiemmin käytetty kyseisen eksistentiaalin todis- 

tajana), ja lisätään lause 

( ∃ x ) ψl( x ) → ψl( dl ,k) , 

sekä myös ψl( dl ,k) joukkoon Σ′ 

k. 

3. Orey-ehto. Jos jossakin edellisistä lisäyksistä ( θk 

tai ψl( dl ,k) ) syntyisi lause 

cr 

= cs 

missä r ̸ = s , jätetään lause cr 

= cs 

lisäämättä ja sen sijaan, jos joukko 

Σ′ 

k 

∪ {¬ ( ct 

= cs) } on ristiriidaton, niin lisätään ¬ ( ct 

= cs) joukkoon Σ′ 

k. Näin 

varmistetaan, että C -toteutuvuuden injektiivisyysehto säilyy. 

Asetetaan lopuksi Σk +1 

= Σ′ 

k. 

Selvästi Σ∗ on ristiriidaton teoria, ja maksimaalinen poislukien kaavat ( cs 

= cr) , 

missä r ̸ = s , koska näiden liittäminen joukkoon Σk 

on estetty Orey-ehdolla. Itse 

asiassa, voidaan osoittaa, että lopullisessa joukossa Σ∗ on mukana kaikki kaavat 

¬ ( cr 

= cs) , missä r ̸ = s (ks. [S26]). Lisäksi tiedetään, että jos ( ∃ x ) ψ ( x ) ∈ Σ∗, niin 

on olemassa c ∈ C , jolle ψ ( c ) ∈ Σ∗. 

Nyt lemmojen 3.2 ja 3.3 tapaan maksimaalinen teoria Σ∗ antaa heikon mallin 

( M , q ) , ja Orey-ehdon mukaan sen universumi on 

A = { cM | c ∈ C } , 
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ja funktio- ja relaatiosymbolit tulkitaan tavalliseen Henkin-tyyliin. Kuten lemman 

3.2 todistuksessa, nyt on voimassa ehto 

(**) ( M , q ) | = ψ ( t ) ⇔ Σ∗ ⊢ ψ ( t ) , 

kaikilla suljetuilla termeillä t . Tämä malli on ns. heikko Henkin-Orey malli. Koska 

( M , q ) | = Σ∗ ja Σ ⊂ Σ∗, niin ( M , q ) | = Σ .

 

Määritelmä 3.8 (Tyyppi ([O11])) . Tyyppi p ( x1 

, . . . , xn) teoriassa T on joukko 

kaavoja { φi( x1 

, . . . , xn) }i ∈ I 

joka on ristiriidaton T kanssa. 

Määritelmä 3.9 (Tyypin toteutuminen) . Olkoon T teoria ja p ( x1 

, . . . , xn) tyyppi. 

Sanotaan, että tyyppi p toteutuu teoriassa T , jos on olemassa malli M | = T , ja 

n -tupla ( a1 

, . . . , an) ∈ An, missä A on mallin universumi, jolle 

M | = φ ( a1 

, . . . , an) kaikilla φ ∈ p . 

Lisäksi sanotaan, että tyyppi p toteutuu mallissa M . 

Huomaa, että jos edellisen määritelmän mukaista n -tuplaa ei ole teorian T mal- 

lissa M , niin M välistäjättää tyypin p kohdan 2.11 mukaisesti. 

Määritelmä 3.10 (Eristäminen) . Olkoon p ( x ) tyyppi teoriassa T , jonka kaavoissa 

on vain yksi vapaa muuttuja (eli ns. 1-tyyppi). Sanotaan, että kaava σ ( x ) eristää 

tyypin p (teoriassa T ), jos 

T ⊢ σ ( x ) → φ ( x ) kaikilla φ ∈ p , 

ja lisäksi T ∪ { ( ∃ x ) σ ( x ) } on ristiriidaton. 

Eristetty tyyppi on siis kokonaan yhden kaavan σ ( x ) määrittämä: jokainen tyy- 

pin kaava seuraa tästä eristäjästä. 

Lemma 3.11. Olkoon T teoria kielessä L ( Q ) ja p ( x ) 1-tyyppi teoriassa T . Olete- 

taan, että p ( x ) on eristetty kaavalla σ ( x ) . Tällöin p ( x ) ei ole välistäjätettävä missään 

joukon T heikossa Henkin-Orey-mallissa. 

Todistus. Koska p ( x ) on eristetty kaavalla σ ( x ) , oletuksen mukaan 

T ⊢ σ ( x ) → φ ( x ) kaikilla φ ( x ) ∈ p , 

ja lisäksi T ∪ { ( ∃ x ) σ ( x ) } on ristiriidaton. 

Olkoon T 

∗ Henkin-Orey-menetelmällä lemman 3.7 todistuksessa konstruoitu 

maksimaalinen ristiriidaton ja C -toteutuva teoria, jolle T ⊆ T 

∗. Koska ( ∃ x ) σ ( x ) 

on ristiriidaton joukon T kanssa ja T 

∗ on maksimaalinen, pätee 
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(1*) ( ∃ x ) σ ( x ) ∈ T 

∗. 

Henkin-laajennukseen kuuluvien todistajien takia on olemassa termi t (esimerkiksi 

Henkin-vakio cσ), jolle 

σ ( t ) ∈ T 

∗. 

Olkoon ( M∗ , q ) lemman 3.7 mukainen malli, johon kohdan (**) mukaan 

( M∗ , q ) | = α ( s ) ⇔ α ( s ) ∈ T 

∗ 

lauseille α kielessä L ( Q ) . 

Erityisesti tästä saadaan 

( M∗ , q ) | = σ ( tM
∗) . 

Koska T ⊢ σ ( x ) → φ ( x ) kaikilla φ ∈ p , niin lemman 2.29 mukaan myös 

T 

∗ ⊢ σ ( t ) → φ ( t ) kaikilla φ ∈ p . 

Koska σ ( t ) ∈ T 

∗, Modus Ponenssilla ja ehdon (1*) perusteella seuraa, että 

( M 

∗ , q ) | = φ ( tM 

∗) kaikilla φ ∈ p . 

Näin ollen termi tM 

∗ toimii alkiona, jonka avulla tyyppi p ( x ) toteutuu mallissa 

( M∗ , q ) . Edellisen perusteella tyyppi p ( x ) toteutuu kaikissa Henkin-Orey heikoissa 

malleissa, eli sitä ei väliinjätetä mistään kyseisistä malleista.

 

Eristetyt tyypit siis toteutuvat kaikissa teorian malleissa, eikä niitä voida jättää 

välistä. Esitetään seuraavaksi Keislerin lemma 2.4 hieman muunnellussa muodossa. 

Lemma 3.12. Olkoon L numeroituva kieli, Γ teoria kielessä L ( Q ) ja olkoon 

(Σn( x ))n ∈ N 

jono yhden vapaan muuttujan L ( Q ) -tyyppejä, jotka eivät ole eris- 

tettävissä teoriassa Γ . Tällöin on olemassa heikko L ( Q ) -malli ( M , q ) siten, että 

( M , q ) | = Γ ja ( M , q ) jättää välistä jokaisen tyypin Σn, eli kaikilla n ∈ N ja kaikilla 

a ∈ A 

( M , q ) | = φ ( a ) ei ole voimassa kaikilla φ ( x ) ∈ Σn. 

Todistus. Oletuksen mukaan tyypit Σn 

eivät ole eristettävissä teoriassa Γ , eli ei ole 

olemassa kaavaa θ ( x ) , jolle 

Γ ∪ { ( ∃ x ) θ ( x ) } on ristiriidaton ja Γ ⊢ θ ( x ) → φ ( x ) kaikilla φ ∈ Σn. 
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Heikko malli ( M , q ) konstruoidaan käyttämällä lemman 3.7 ideaa, mutta Orey- 

ehdon jälkeen lisätään ns. anti-eristysaskel. Lisätään siis kieleen numeroituva joukko 

uusia vakiosymboleja Henkinin tyyliin C = { c0 

, c1 

, c2 

, . . . } ja muodostetaan laajen- 

nettu kieli L∗ = L ∪ C . 

Koska tyyppi Σn( x ) on numeroituva kaikilla n ∈ N , niin voidaan indeksoida 

tyyppien kaavat niin, että 

Σn 

= { σn,i( x ) | i ∈ N } . 

Konstruktiossa käydään jokaisella kierroksella k läpi yksi kaava σn,i( x ) ∈ 

⋃ 

m ∈ N
(Σm) 

ja yksi muuttuja cj 

∈ C . Koska joukko N3 on numeroituva, on olemassa bijektio 

e : N → N3, jolle e ( k ) = ( n ( k ) , i ( k ) , j ( k )) , ja kierroksella k kun konstruoidaan Γk +1 

käsitellään 

kaavaa σn ( k ) ,i ( k )( x ) ∈ Σn ( k ) 

ja muuttujaa cj ( k ) 

∈ C . 

Kun k käy läpi kaikki luonnolliset luvut, niin konstruktiossa käydään läpi kaikkien 

tyyppien kaikki kaavat kaikilla muuttujilla. 

Nyt, kuten lemman 3.7 todistuksessa, konstruoidaan jono 

Γ = Γ0 

⊆ Γ1 

⊆ Γ2 

⊆ . . . 

ristiriidattomia lausejoukkoja kielessä L∗( Q ) , missä Γk 

on määritelty ehtojen 1.-4. 

mukaisesti, ja ehto 4. on: 

4. Anti-eristysaskel (kolmikolle ( n, i, j ) = e ( k ) ). Asetetaan ( n, i, j ) = e ( k ) ja 

tarkastellaan kaavaa σn,i( x ) ∈ Σn 

sekä vakiota cj 

∈ C . Jos Γ′ 

k 

∪ {¬ σn,i( cj) } on risti- 

riidaton, lisätään lause ¬ σn,i( cj) teoriaan Γ′ 

k. Jos kyseinen joukko ei ole ristiriidaton, 

ei lisätä mitään. 

Askeleissa 1.-4. on määritelty Γ′ 

k 

= Γk +1 

ja asetataan lopuksi Γ∗ = 

⋃ 

k ∈ N
(Γk) . 

Selvästi Γ∗ on maksimaalinen ristiriidaton teoria, missä on mukana kaikki kaavat 

¬ ( cr 

= cs) missä r ̸ = s (ks. [S26]). Lisäksi tiedetään, että jos ( ∃ x ) ψ ( x ) ∈ Γ∗, niin on 

olemassa c ∈ C , jolle ψ ( c ) ∈ Γ∗. 

Kuten lemman 3.7 todistuksessa, nyt on voimassa ehto 

(**) ( M , q ) | = ψ ( t ) ⇔ Γ∗ ⊢ ψ ( t ) , 

kaikilla suljetuilla termeillä t . Tämä malli on heikko Henkin-Orey-malli, joka toteut- 

taa teorian Γ . 

Osoitetaan vielä, että ( M , q ) välistäjättää kaikki tyypit Σn( x ) . Olkoon n ∈ N ja 

tarkastellaan tyyppiä Σn( x ) . Heikko malli ( M , q ) välistäjättää tyypin Σn, jos ei ole 

alkiota a ∈ A , jolle ( M , q ) | = φ ( a ) kaikilla φ ∈ Σn. Tiedetään, että a = cM 

j 

kaikille 

a ∈ A . Osoitetaan, että kaikilla vakiolle cj 

on olemassa i niin, että 
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Γ∗ ⊢ ¬ σn,i( cj) . 

Tehdään vastaoletus: on olemassa vakio cj, jolle 

Γ ̸⊢ ¬ σn,i( cj) 

kaikille i . Koska Γ∗ on maksimaalinen ristiriidaton teoria, on siis kaikille i 

(Ehto ∆ ) Γ∗ ⊢ σn,i( cj) 

(jolloin ehdon (**) mukaan ( M , q ) | = σn,i( cj) kaikilla i , eli ( M , q ) toteuttaa tyypin 

Σn( x ) ). Osoitetaan, että nyt kaava θ ( x ) = ( x = cj) eristää tyypin Σn( x ) , mikä on 

ristiriita. 

Ensinnäkin, joukko Γ∗ ⊢ ( ∃ x )( x = cj) . Tämä seuraa ehdosta (**), koska t = 

cM 

j 

on mallin alkio, joka toteuttaa lauseen. Täten joukko Γ∗ ∪ { ( ∃ x )( x = cj) } on 

välttämättä ristiriidaton. 

Jos substituutio-aksioomassa (F4b) korvataan lemman 2.29 mukaisesti muuttuja 

y termillä cj, saadaan, että kaikille i 

(Ehto ϵ ) ⊢ ( x = cj) → ( σn,i( x ) → σn,i( cj)) . 

Propositiologiikan aksiomatiikassa on voimassa sääntö 

A → ( B → C ) , C ⊢ A → C , 

jonka avulla edellä saaduista ehdoista ∆ ja ϵ saadaan, että 

Γ∗ ⊢ ( x = cj) → σn,i( cj) 

kaikilla i , eli kaava ( x = cj) todella eristää tyypin Σn( x ) , joten päädyimme ristirii- 

taan. 

Näin ollen heikko malli ( M , q ) jättää välistä jokaisen tyypin Σn.

 

Keislerin täydellisyystodistuksen keskeinen ongelma liittyy lisättyyn kvantto- 

riin Q . Jos maksimaaliseen C -ristiriidattomaan ja C -toteutuvaan Henkin-Orey- 

laajennukseen T 

∗ sisältyy lause 

¬ ( Q x ) φ ( x ) , 

niin jokaisesta teoriasta rakennettavassa mallissa tulee olla vain numeroituva määrä 

termejä, joille φ toteutuu. Tavanomainen kielen L mukainen Henkinin konstruktio 

voi kuitenkin tuottaa vahingossa uusia vakioita, jotka toteuttavat φ , ja näitä voi 

syntyä ylinumeroituvasti. Tämän vaaran välttämiseksi Keisler määrittelee kriittiset 

tyypit , jotka ovat muotoa 

pφ( x ) = { φ ( x ) } ∪ {¬ ( x = cn) | n ∈ N } . 
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Jos kriittinen tyyppi toteutuu heikossa mallissa, niin mallissa voi olla ylinumeroituva 

määrä alkioita, joille φ toteutuu. Siksi tarvitaan tietoa, että ¬ ( Q x ) φ ( x ) sisältyy 

teoriaan T 

∗, niin kyseinen tyyppi voidaan jättää välistä. 

Lemma 3.13. Olkoon Γ ristiriidaton teoria ja p ( x ) tyyppi, jonka kaavoissa on yksi 

vapaa muuttuja. Jokaiselle kaavalle φ ( x ) , jos Γ ∪ { ( ∃ x ) φ ( x ) } on ristiriidaton, niin 

on olemassa kaava σ ( x ) ∈ p ( x ) jolla pätee, että 

Γ ∪ { ( ∃ x )( φ ( x ) ∧ ¬ σ ( x )) } 

on ristiriidaton. 

Todistus. Oletetaan vastoin väitettä, että p ( x ) on eristetty kaavalla θ ( x ) . Tällöin 

Γ ∪ { ( ∃ x ) θ ( x ) } on ristiriidaton, voidaan soveltaa väitteen ehtoa sille: on siis olemassa 

kaava σ ( x ) ∈ p ( x ) , jolle 

Γ ∪ { ( ∃ x )( θ ( x ) ∧ ¬ σ ( x )) } 

on ristiriidaton. Nyt 

Γ ⊢ θ ( x ) → σ ( x ) , 

joten säännöllä (R2) saadaan 

Γ ⊢ ( ∀ x )( θ ( x ) → σ ( x )) , 

ja koska propositiologiikassa on voimassa P ⊢ ¬¬ P , niin 

Γ ⊢ ¬¬ ( ∀ x )( θ ( x ) → σ ( x )) , 

joten aksioomalla (F3) saadaan 

Γ ⊢ ¬ ( ∃ x ) ¬ ( θ ( x ) → σ ( x )) . 

Kun huomataan, että ( ∃ x )( θ ( x ) ∧ ( ¬ σ ( x )) ≡ ( ∃ x ) ¬ ( θ ( x ) → σ ( x )) , niin huomataan, 

että joukko 

Γ ∪ { ( ∃ x )( θ ( x ) ∧ ¬ σ ( x )) } 

ei voi olla ristiriidaton. Näin ollen p ( x ) ei voi olla eristetty.

 

Esitetään seuraavaksi Keislerin lemma 2.4 alkuperäisessä muodossaan. 

Lemma 3.14 (Tyyppien välistäjättämislause) . Olkoon Σ teoria kielessä L ( Q ) , ja 

jokaiselle n ∈ N olkoon Σn( xn) teoria kielessä L ( Q ) (jossa vain xn 

on vapaa). Olkoon 

Γ Henkin-konstruktion tuottama teoria joukolle Σ kielessä L∗( Q ) . Oletetaan, että 

jokaiselle n ∈ N , ja jokaiselle kaavalle φ ( xn) kielessä L ( Q ) pätee, että jos ( ∃ xn) φ 

on ristiriidaton joukon Γ kanssa, on olemassa σ ∈ Σn 

missä ( ∃ xn)( φ ∧ ¬ σ ) on 
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ristiriidaton joukon Γ kanssa. Tällöin joukolle Γ on numeroituva heikko malli ( M , q ) , 

joka välistäjättää jokaisen Σn. 

Todistus. Seuraa lemmoista 3.12 ja 3.13.

 

3.2 Alkeisketjut 

Nyt kun lemmojen 3.2-3.14 toiminta ja heikkojen mallien rakentaminen ovat sel- 

keää, voidaan edetä standardimallien rakentamiseen. Seuraava Keislerin käyttämä 

määritelmä on alun perin lähteestä [S30]. Esitetään se kolmessa osassa. 

Määritelmä 3.15 (Alkeislaajennus) . ( B , r ) sanotaan olevan mallin ( M , q ) alkeis- 

laajennus , merkitään ( M , q ) ≺ ( B , r ) , jos ja vain jos näiden mallien universumit A ja 

B ovat sisäkkäiset, eli A ⊆ B , ja kaikille kielen L ( Q ) kaavoille φ ( x1 

, ..., xn) ja kaikille 

a1 

, ..., an 

∈ A pätee, että ( M , q ) | = φ [ a1 

, ..., an] jos ja vain jos ( B , r ) | = φ [ a1 

, ..., an] . 

Määritelmä 3.16 (Alkeisketju) . Jonoa ( Mα 

, qα) , α < γ heikkoja malleja kutsutaan 

alkeisketjuksi jos ja vain jos ( Mα 

, qα) ≺ ( Mβ 

, qβ) kaikille α < β < γ . 

Määritelmä 3.17 (Alkeisketjun unioni) . Alkeisketjun ( Mα 

, qα) , α < γ unioni on 

heikko malli ( M , q ) = ∪α<γ( Mα 

, qα) missä M = ∪α<γ( Mα) ja 

q = { S ⊆ A : on olemassa sellainen β < γ , että kaikilla α , joilla pätee 

β ≤ α < γ , pätee myös ( S ∩ Aα) ∈ qα 

} , 

toisin sanoen q on se joukko kaikista unionin universumin A osajoukoista S ⊆ A , 

jolle pätee, että S ∩ Aα 

on lopulta joukossa qα. 

Tässä kohdassa on luonnollista pohtia, mikä aikaisemmin kohdattu matemaatti- 

nen asia voisi antaa intuition alkeislaajennuksille, alkeisketjuille ja niiden unioneille. 

Joukko-opissa tietenkin on helppo ajatella sisältyvyysketjua A0 

⊆ A1 

⊆ . . . , mutta 

taas lineaarialgebrasta on hyvä muistaa, että esimerkiksi avaruuden S1 

ja aliavaru- 

den S0 

konseptissa ei riitä, että joukot sisältyvät toisiinsa S0 

⊆ S1, vaan on myös 

vaadittava, että sisältyvä joukko on oltava myös rakenteeltaan avaruus. Logiikassa 

alkeisketjujen vaatima lisäominaisuus on alkeislaajennuksen määritelmän toteutu- 

minen, eli totuusarvon on säilyttävä alkeisketjussa alkeislaajennuksesta toiseen. 

Seuraava lemma varmistaa, että alkeisketjujen unionit toimivat vaatimusten mu- 

kaisesti. Tämä lemma myös yleistää kielelle L ( Q ) Tarski-Vaught alkeisketjutuloksen 

[S30, Theorem 1.10.] jossa todetaan, että jos ( Mi)i<γ 

on alkeisketju, niin ∪i<γ( Mi) 

on jokaisen Mi 

alkeislaajennus. 
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3.3 Standardimallin rakentaminen 

Lemma 3.18. Olkoon ( Mα 

, qα) , α < γ , alkeisketju ja olkoon malli ( M , q ) niiden 

unioni. Tällöin kaikille α < γ pätee ( Mα 

, qα) ≺ ( M , q ) . 

Todistus. Todistus etenee rakenteellisella induktiolla kaavan φ ( x1 

, ..., xn) suhteen. 

Induktio perustuu seuraavaan väitteeseen: 

(1) Kaikille α < γ ja kaikille a1 

, ..., an 

∈ Aα, 

( Mα 

, qα) | = φ [ a1 

, ..., an] jos ja vain jos ( M , q ) | = φ [ a1 

, ..., an] . 

Induktioaskeleet atomikaavoille, konnektiiveille ja kvanttoreille kielessä L noudat- 

tavat lähteessä [S30] esitettyä todistusta. Yksityiskohdat esitetään ainoastaan sille 

tapaukselle, jolle φ on muotoa ( Q x ) ψ olettaen, että (1) pätee kaavalle ψ . Oletetaan, 

että α < γ ja a1 

, ..., an 

∈ Aα, ja olkoon 

S = { a ∈ A : ( M , q ) | = ψ [ a, a1 

, ..., an] } . 

Olkoon 

( M , q ) | = ( Q x ) ψ [ a1 

, ..., an] . 

Siten heikon mallin määritelmän mukaisesti S ∈ q , jolloin on olemassa β jolle α ≤ 

β < γ ja S ∩ Aβ 

∈ qβ, eli kyseisen ketjun heikon mallin ( Mβ 

, qβ) universumin Aβ 

osajoukon S ⊆ A vastaavaa osaa S ∩ Aβ 

pidetään ylinumeroituvana. Koska (1) pätee 

kaavalle ψ , 

S ∩ Aβ 

= { a ∈ Aβ 

: ( Mβ 

, qβ) | = ψ [ a, a1 

, ..., an] } . 

Toisin sanoen, sijoitetaan induktio-oletuksen (1) antama ekvivalenssiehto joukon 

määritelmään. Kvanttorin Q toteutumisrelaation määritelmästä ja tiedosta 

S ∩ Aβ 

∈ qβ 

voidaan päätellä, että 

( Mβ 

, qβ) | = ( Q x ) ψ [ a1 

, ..., an] , saadaan, että 

ja koska ( Mα 

, qα) ≺ ( Mβ 

, qβ) , 

( Mα 

, qα) | = ( Q x ) ψ [ a1 

, ..., an] . 

Oletetaan, että ( M , q ) | = ¬ ( Q x ) ψ [ a1 

, ..., an] . Tällöin heikon mallin määritelmän 

mukaan edellä määritelty joukko S / ∈ q , joten on olemassa β , jolle α ≤ β < γ ja 

S ∩ Aβ 

/ ∈ qβ. Aikaisemman päättelyn mukaisesti seuraa 

( Mα 

, qα) | = ¬ ( Q x ) ψ [ a1 

, ..., an] . 

Täten (1) pätee myös tilanteessa φ = ( Q x ) ψ .
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Huomautus 3.19 . Kun käsitellään alkeislaajennuksia, mallia laajennetaan usein li- 

säämällä vakio kieleen L jokaista alkiota kohden. Kun malli M on annettuna kielelle 

L , merkitään M∗ sitä mallia, joka saadaan lisäämällä vakio ca 

kieleen L jokaista 

a ∈ A kohden ja tulkiten ca 

mallissa M∗ alkiona a . Lemmasta 2.8 seuraa välittömäs- 

ti, että jos ( M , q ) ≺ ( B , r ) ja B 

′ saadaan alkuperäisestä B lisäämällä vakio jokaista 

a ∈ A kohden, niin ( M∗ , q ) ≺ ( B 

′ , r ) . Lisäksi, jos ( B 

′ , r ) on jonkin täydellisen teorian 

( M∗ , q ) malli, jonka malli myös ( M∗ , q ) on, ja jokaisella vakiolla on sama tulkinta 

mallissa B 

′ ja M∗, niin ( B 

′ , r ) on mallin ( M∗ , q ) alkeislaajennus. 

Seuraava lemma osoittaa, että kun kieli L mallilla ( M , q ) laajennetaan kieleksi L∗, 

jolla on malli ( M∗ , q ) lisäämällä uusi vakio ca 

jokaista mallin M alkiota a kohti, 

mikään aksiooma ei lakkaa toteutumasta. 

Lemma 3.20. Olkoon ( M , q ) heikko malli kielelle L ( Q ) ja olkoon kielen L laajennus 

vakioilla, eli L∗, mallin M∗ kieli. Jos ( M , q ) toteuttaa kaikki L ( Q ) aksioomat, niin 

( M∗ , q ) toteuttaa kaikki kielen L∗( Q ) aksioomat. 

Todistus. Olkoon φ mikä tahansa kielen L∗( Q ) aksiooma. Olkoon ca1 

, ..., can 

kaikki 

joukon L∗ \ L = L∗ ∩ ∁ ( L ) vakiot, jotka esiintyvät kaavassa φ . Valitaan muuttujat 

v1 

, ..., vn, jotka eivät esiinny kaavassa φ , ja muodostetaan ψ korvaamalla jokainen 

cam 

esiintymä kaavassa φ muuttujalla vm 

(1 ≤ m ≤ n ) . Muodostuu siis kaava 

ψ ( v1 

, . . . , vn) = φ [ ca1 

/v1 

, . . . , can 

/vn] . 

Nähdään, että muodostunut kaava ψ on myös kielen L ( Q ) aksiooma, ja näin pä- 

tee mallissa ( M , q ) , joten ∀ ( v1 

, ..., vn) ψ pätee mallissa ( M , q ) . Koska rakenteellisia 

muutoksia ei ole tapahtunut, ja kieli L∗ on vain laajennus vakioiden suhteen, seuraa, 

että 

( M∗ , q ) | = ψ [ a1 

, ..., an] , 

ja lemmasta 2.8 seuraa, että φ toteutuu mallissa ( M∗ , q ) .

 

Huomautus 3.21 (Aksioomista 1 ja 4) . Seuraava lemma on ensimmäinen kohta, jossa 

käytetään aksioomia (A1) ja (A4) (tai kohtia 2.31-2.47) 

Lemma 3.23 on Keislerin päälemma (engl. main lemma ). Karkeasti selitettynä sen 

mukaan jokainen numeroituva heikko malli voidaan laajentaa niin, että haluttuun 

kaavalla määriteltyyn joukkoon joukossa q lisätään alkioita sillä ehdolla, että kaaval- 

la määritellyt joukot, jotka eivät kuulu joukkoon q pysyvät samana. Näin saadaan 

kaavoille ( Q x ) φ ( x ) ylinumeroituvat joukot alkioita, jotka toteuttavat kaavan φ ( x ) . 

Huomautus 3.22 . Tässä kohtaa tulee havaita, että Keisler käyttää implisiittisesti 

monta eri toisiinsa liittyvää määritelmää työssään, vaikka niitä ei eksplisiittisesti 

määritellä eri asioiksi. Palautetaan mieleen aikaisempi kohta 2.5, jossa määritellään 
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( M , q ) | = ( Q x ) φ ( x ) jos ja vain jos { a ∈ A : ( M , q ) | = φ [ a ] } ∈ q . 

On oltava tarkkana siitä, että kolme eri dikotomiaa ovat toiminnassa. 

1. Ylinumeroituva vs. numeroituva (määritelty kohdassa 1.1.5). 

Tämä on joukko-opillinen ajatus . 

2. Standardimallissa kvanttorin Q tulkinnan suhteen aidosti ylinumeroituvien 

osajoukkojen joukko on q vs. standardimallissa aidosti numeroituvat joukot 

jäävät q ulkopuolelle. Tämä on metateoreettinen ajatus. 

3. Q -suuri ( ( M , q ) | = ( Q x ) φ ( x ) ) vs. 

Q -pieni ( ( M , q ) | = ¬ ( Q x ) φ ( x ) ). 

Tämä on Keislerin objektikielen semanttinen käsite . 

Lemma 3.23 (Päälemma) . Jokaisella numeroituvalla kaikkien L ( Q ) aksioomat to- 

teuttavalla heikolla mallilla on alkeislaajennus, jossa annettu Q -suureksi luettu jouk- 

ko saa uusia alkioita, ja annetut Q -pieniksi lukeutuvat joukot eivät saa uusia alkioi- 

ta. Ilmaistuna toisin, olkoon ( M , q ) numeroituva heikko malli, jossa kaikki L ( Q ) 

aksioomat pitävät, olkoon L∗ mallin M∗ kieli, ja olkoon φ ( x ) kielen L∗( Q ) kaava 

mille pätee 

( M∗ , q ) | = ( Q x ) φ ( x ) . 

Tällöin on olemassa numeroituva alkeislaajennus ( B , r ) mallille ( M , q ) missä: 

1. Joillekin b ∈ B \ A pätee ( B 

∗ , r ) | = φ [ b ] . 

2. Jokaiselle kaavalle ψ ( y ) kielessä L∗( Q ) jolle pätee ( M∗ , q ) | = ¬ ( Q y ) ψ ( y ) , to- 

teutuu 

{ a ∈ B : ( B 

∗ , r ) | = ψ [ a ] } ⊆ A . 

Todistus. Laajennetaan L∗ kieleksi L′ lisäämällä uusi vakio c . Olkoon Γ seuraava 

lausejoukko kielessä L′( Q ) : 

(a) Kaikki L∗( Q ) lauseet ovat tosia mallissa ( M∗ , q ) , 

(b) φ ( c ) 

(c) ¬ ψ ( c ) , jokaisella ψ ( y ) kielessä L∗( Q ) mille pätee ( M∗ , q ) | = ¬ ( Q y ) ψ ( y ) . 

Näiden ehtojen tarkoitus on mahdollistaa se, että alkiosta c tulee myöhemmin uusi 

alkio b ∈ B \ A tulevassa laajennuksessa. Γ varmistaa, että kaikki sen mallit ovat 

alkeislaajennuksen suhteen sopivia, pakottaa vakiota c vastaavan alkion haluttuun 

Q -suureen joukkoon, ja estää sitä toteuttamasta Q -pieniksi luettuja kaavoja. 

47



 

Tarkastellaan aluksi kielen L′( Q ) lauseen ristiriidattomuutta joukon Γ kanssa. Ol- 

koon θ ( y ) kielen L∗ kaava ja oletetaan, että muuttuja u ei esiinny kaavoissa θ ( y ) ja 

φ ( y ) . 

Tehdään apuväite (1): lause θ ( c ) on ristiriidaton joukon Γ kanssa, jos ja vain jos 

( M∗ , q ) | = ( Q u )( θ ( u ) ∧ φ ( u )) . Oletetaan ensin, että θ ( c ) on ristiriidaton joukon Γ 

kanssa ja tehdään vastaoletus, että 

¬ ( Q u )( θ ( u ) ∧ φ ( u )) 

toteutuu mallissa ( M∗ , q ) . Tällöin ¬ ( θ ( c ) ∧ φ ( c )) on (rakenteensa vuoksi) tyyppiä (c) 

ja kuuluu täten joukkoon Γ . Koska ¬ ( θ ( c ) ∧ φ ( c )) ≡ ¬ θ ( c ) ∨ ¬ φ ( c ) ≡ φ ( c ) → ¬ θ ( c ) , 

saadaan propositiologiikan täydellisyyslauseella, että 

¬ ( θ ( c ) ∧ φ ( c )) ⊢ ( φ ( c ) → ¬ θ ( c )) . 

Nyt ¬ ( θ ( c ) ∧ φ ( c )) ∈ Γ , ja myös φ ( c ) ∈ Γ , joten MP antaa näin ollen Γ ⊢ ¬ θ ( c ) , 

joten θ ( c ) ei ole ristiriidaton joukon Γ kanssa. Päädyttiin siis ristiriitaan oletuksen 

kanssa, joten vastaoletus on väärä. Tämä todistaa ensimmäisen implikaation. 

Seuraavaksi oletetaan, että θ ( c ) ei ole ristiriidaton joukon Γ kanssa. Deduktio- 

lemmasta 2.23 seuraa, että 

Γ ⊢ ¬ θ ( c ) , 

koska Γ ⊢ θ ( c ) → ⊥ = ¬ θ ( c ) . Tällöin on olemassa äärellinen Γ0 

⊆ Γ , mille pätee 

Γ0 

⊢ ¬ θ ( c ) . 

Olkoon Γ1 

kaikkien tyypin (a) lauseiden joukko, ja olkoon ¬ ψ1( c ) , ..., ¬ ψm( c ) kaikki 

tyypin (c) lauseet jotka sisältyvät joukkoon Γ0. Voidaan olettaa m > 0 . Tällöin 

Γ1 

∪ { φ ( c ) , ¬ ψ1( c ) , ..., ¬ ψm( c ) } ⊢ ¬ θ ( c ) . 

Nyt deduktiolemman mukaan 

Γ1 

⊢ φ ( c ) → ( ¬ ψ1( c ) → ( · · · → ( ¬ ( ψm( c ) → ¬ θ ( c )) · · · ))) 

ja propositiologiikan mukaan 

Γ1 

⊢ φ ( c ) → ( ¬ ψ1( c ) → ( · · · → ( ¬ ( ψm( c ) → ¬ θ ( c )) · · · ))) ≡ 

¬ φ ( c ) ∨ ¬ θ ( c ) ∨ ψ1( c ) ∨ · · · ∨ ψm( c ) ≡ φ ( c ) ∧ ( θ ( c )) → ( ψ1( c ) ∨ · · · ∨ ψm( c )) , 

joten 

Γ1 

⊢ ( φ ( c ) ∧ θ ( c ) → ( ψ1( c ) ∨ ... ∨ ψm( c ))) . 

Valitaan muuttuja u , joka ei esiinny oikealla olevassa lauseessa. Koska c ei esiinny 

joukossa Γ1, käyttämällä lemmaa 2.8, 
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Γ1 

⊢ ( φ ( u ) ∧ θ ( u )) → ( ψ1( u ) ∨ ... ∨ ψm( u )) . 

Täten 

Γ1 

⊢ ( ∀ u )(( φ ( u ) ∧ θ ( u )) → ( ψ1( u ) ∨ ... ∨ ψm( u ))) . 

Aksioomasta (A2) ( ( ∀ x )( α → β ) → (( Q x ) α → ( Q x ) β ) ) valinnoilla α := ( φ ( x ) ∧ 

θ ( x )) , β := ( ψ1( x ) ∨ · · · ∨ ψm( x )) , x := u ja MP seuraa 

Γ1 

⊢ ( Q u )( φ ( u ) ∧ θ ( u )) → ( Q u )( ψ1( u ) ∨ ... ∨ ψm( u )) . 

Nyt aksiooman (A3) (muuttujan vaihto) mukaan, koska lauseet ψi( c ) ovat tyyppiä 

(c), ja Γ1 

määritelmästä seuraa, että 

Γ1 

⊢ ¬ ( Q u )( ψ1( u )) , 1 ≤ i ≤ m . 

Käyttäen lemmaa 2.46 ( Q x ( α ( x ) ∨ β ( x )) → (( Q x ) α ( x ) ∨ ( Q x ) β ( x )) ) iteroidusti ja 

aksioomaa (P3), saadaan, että 

Γ1 

⊢ ¬ ( Q u )( ψ1( u ) ∨ ... ∨ ψm( u )) . 

Täten käyttäen aksioomaa (P3), 

Γ1 

⊢ ¬ ( Q u )( φ ( u ) ∧ θ ( u )) . 

( M∗ , q ) on joukon Γ1 

malli joukon Γ1 

määritelmän mukaan. Lisäksi, lemman 3.20 

mukaan, ( M∗ , q ) toteuttaa kaikki kielen L∗( Q ) aksioomat, ja täten lemman 2.20 

mukaan 

( M∗ , q ) | = ¬ ( Q u )( φ ( u ) ∧ θ ( u )) . 

Tämä todistaa väitteen (1). 

Osoitetaan apuväitteen (1) avulla, että Γ on ristiriidaton. Tarkastellaan triviaalia 

validia kaavaa θ ( c ) := ( c = c ) . Oletuksesta saadaan ( M∗ , q ) | = ( Q x ) φ ( x ) , ja täten 

aksioomasta (A3) (muuttujien vaihto) 

( M∗ , q ) | = ( Q u )( φ ( u )) . 

Tiedetään, että kaava ( ∀ ( u ) φ ( u ) → ( φ ( u ) ∧ ( u = u )) on validi ensimmäisen kerta- 

luvun kaava, joten se toteutuu mallissa ( M , q ) . Nyt käyttämällä aksioomaa (A2) 

muodossa ( ∀ u )( φ ( u ) → ( φ ( u ) ∧ ( u = u ))) → (( Q u ) φ ( u ) → ( Q u )( φ ( u ) ∧ ( u = u ))) 

saadaan, että ( M , q ) | = ( Q u ) φ ( u ) → ( Q u )( φ ( u ) ∧ ( u = u )) , joten tiedon ( M∗ , q ) | = 

( Q u ) φ ( u ) avulla, voidaan päätellä, että 

( M∗ , q ) | = ( Q u )( φ ( u ) ∧ ( u = u )) . 
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Apuväitteestä (1) seuraa, että lause c = c on ristiriidaton joukon Γ kanssa, ja 

täten Γ on itsessään ristiriidaton. 

Seuraavaksi täytyy valmistella lemman 3.14 käyttö. Koska joukko A on nume- 

roituva, mallin ( M∗ , q ) kielessä on vain numeroituvan monta kaavaa. Järjestetään 

kaikki kaavat ψ ( y ) kielessä L∗( Q ) joille ( M∗ , q ) | = ¬ ( Q y ) ψ ( y ) ovat numeroituvassa 

listassa ψ0( y0) , ψ1( y1) , ... . (Nämä ovat tarkalleen ne kaavat ψ ( y ) , joille ψ ( c ) kuuluu 

joukkoon Γ ehdon (c) mukaan.) Jokaiselle n ∈ N , olkoon Σn 

kaavajoukko 

Σn 

= { ψn( yn) } ∪ {¬ yn 

= ca 

: a ∈ A } 

kielelle L∗( Q ) . Varmistetaan lemman 3.14 oletusten lausejoukolle Γ ja kaavajoukoille 

Σn 

, n ∈ N . On jo osoitettu, että Γ on ristiriidaton. Oletetaan, että θ ( yn 

, c ) on kielen 

L′( Q ) kaava jolle pätee, että ( ∃ yn) θ ( yn 

, c ) on ristiriidaton joukon Γ kanssa. 

Tulee osoittaa ehto (3): On olemassa σ ∈ Σn 

mille ( ∃ yn)( θ ∧ ¬ σ ) on ristiriida- 

ton joukon Γ kanssa. Apuväitteen (1) mukaan saadaan ( M∗ , q ) | = θ ( Q u )( φ ( u ) ∧ 

( ∃ yn) θ ( yn 

, u )) . 

Olkoon 

X ( u ) := ( φ ( u ) ∧ ( ∃ yn)( θ ( yn 

, u ) ∧ ψn( yn))) ja 

Y ( u ) := ( φ ( u ) ∧ ( ∃ yn)( θ ( yn 

, u ) ∧ ¬ ψn( yn))) . 

Lemmasta 2.46 ja aksioomasta (A2) (kun x := u , α ( u ) := ( φ ( u ) ∧ ( ∃ yn) θ ( yn 

, u )) , 

β := X ( u ) ∨ Y ( u ) ) seuraa joko 

(4) ( M∗ , q ) | = ( Q u ) X ( u ) tai 

(5) ( M∗ , q ) | = ( Q u ) Y ( u ) . 

Jos (5) on tosi, niin aputuloksesta (1) seuraa, että ( ∃ yn)( θ ( yn 

c ) ∧ ¬ ψn( yn)) on ristirii- 

daton joukon Γ kanssa, ja koska ψn( yn) ∈ Σn, (3) pitää paikkansa. Oletetaan sitten, 

että (4) pitää paikkansa. Muuttuja yn 

ei ilmene vapaana kaavassa φ ( u ) . Merkitään 

B ( yn 

, u ) := ( θ ( yn 

, u ) ∧ ψn( yn)) , ja käytetään predikaattilogiikan validia kaavaa 

( ∀ ( u ))( φ ( u ) ∧ ∃ ( yn) B ( yn 

, u )) → ( ∃ yn)( φ ( u ) ∧ B ( yn 

, u )) . 

Käytetään aksioomaa (A2) valinnoilla x := u , α ( u ) := ( φ ( u ) ∧ ∃ ( yn) B ( yn 

, u )) ja 

β ( u ) := ( ∃ yn)( φ ( u ) ∧ B ( yn 

, u )) . MP edellisen kaavan, ja sen jälkeen kohdan (4) 

kanssa, antaa 

( M∗ , q ) | = ( Q u )( ∃ yn)( φ ( u ) ∧ θ ( yn 

u ) ∧ ψn( yn)) . 

Nyt aksioomasta (A4) ( ( Q x )( ∃ y ) α → ( ∃ y )( Q x ) α ∨ ( Q y )( ∃ x ) α ) valinnoilla x := u , 

y := yn 

ja α := ( φ ( u ) ∧ θ ( yn 

, u ) ∧ ψn( yn)) , seuraa joko 

(6) ( M∗ , q ) | = ( Q yn)( ∃ u )( φ ( u ) ∧ θ ( yn 

u ) ∧ ψn( yn)) , tai 

(7) ( M∗ , q ) | = ( ∃ yn)( Q u )( φ ( u ) ∧ θ ( yn 

u ) ∧ ψn( yn)) . 

Mutta 
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( M∗ , q ) | = ¬ ( Q yn) ψn( yn) , 

ja täten aksioomasta (A2) ja kontrapositiosta (P3 soveltaen jälkimmäiseen osaan) 

valinnoilla x := yn, α ( yn) := ( φ ( u ) ∧ θ ( yn 

, u ) ∧ ψn( yn)) ja β ( yn) := ψn( yn) seuraa, 

että (6) on mahdoton. Täten (7) pätee. Näin ollen joillekin a ∈ A 

( M∗ , q ) | = ( Q u )( φ ( u ) ∧ θ ( ca 

, u ) ∧ ψn( ca)) . 

Nyt aputuloksesta (1) seuraa, että θ ( ca 

, c ) ∧ ψn( ca) on ristiriidaton joukon Γ kanssa, 

joten θ ( ca 

, c ) on ristiriidaton joukon Γ kanssa. Saadaan, että 

( ∃ yn)( θ ( yn 

c ) ∧ ¬ ( ¬ ( yn 

= ca))) 

on ristiriidaton joukon Γ kanssa, ja koska ¬ ( yn 

= ca) ∈ Σn, ehto (3) on voimassa. 

Ehto (3) on nyt varmistettu molemmissa tapauksissa, ja voidaan käyttää lemmaa 

3.14 ja saada numeroituva heikko malli ( B 

′ , r ) joukolle Γ , joka välistäjättää jokaisen 

tyypin Σn 

, n ∈ N . Kaikki mallissa ( M∗ , q ) toteutuvat lauseet kuuluvat joukkoon Γ , 

ja täten voidaan valita ( B 

′ , r ) siten, että jokaisen vakion ca 

tulkinta on alkio a . Voi 

siis olettaa yleisesti, että jokaiselle a ∈ A vakio ca 

tulkitaan joukossa B 

′ alkioksi a . 

Olkoon B joukon B 

′ reduktio kielelle L . Koska ( B 

′ , r ) toteuttaa kaikki lauseet, jotka 

ovat totta mallissa ( M∗ , q ) , saadaan ( M , q ) ≺ ( B , r ) . 

Jos b on vakion c tulkinta joukossa B 

′, ja koska ( B 

′ , r ) toteuttaa kaavan φ , 

( B 

∗ , r ) | = φ [ b ] . 

Lisäksi aksioomasta (A1) ( y := ca, z := ca) saadaan kaikille a ∈ A 

( M∗ , q ) | = ¬ ( Q x )( x = ca 

∨ x = ca) , 

joten lause ¬ ( c = ca 

∨ c = ca) on tyyppiä (c) ja kuuluu joukkoon Γ ja täten toteutuu 

mallissa ( B 

′ , r ) . Näin ollen b ̸ = a kaikille a ∈ A , joten b ∈ B \ A . Tämä osoittaa, että 

( B , r ) toteuttaa väitteen kohdan (i). 

Osoitetaan vielä kohta (ii), olkoon ψ ( y ) mikä tahansa kielen L∗( Q ) kaava, jolle 

on voimassa 

( M∗ , q ) | = ¬ ( Q x ) ψ ( y ) . 

Siten ψ ( y ) on ψn( yn) jollekin n ∈ N . Kohta (ii) seuraa nyt siitä, että ( B 

′ , r ) välistä- 

jättää Σn.

 

Seuraava lemma iteroi päälemman 3.23 tulosta numeroituvan monta kertaa osoit- 

taakseen, että ylinumeroituvuus mallintuu aksioomien toteuttavien numeroituvien 

heikkojen mallien alkeisketjujen unioneille. Aina kun heikko malli määrittää joukon 

ylinumeroituvaksi, laajennus lisää vain uuden alkion todistamaan tätä faktaa. 
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Lemma 3.24. Olkoon ( M , q ) numeroituva heikko malli, jossa kaikki L ( Q ) aksioo- 

mat pitävät, ja olkoon L∗ mallin M∗ kieli. Tällöin mallilla ( M , q ) on numeroituva 

alkeislaajennus ( B , r ) missä kaikille kielen L∗( Q ) kaavoille φ ( x ) pätee 

( M∗ , q ) | = ( Q x ) φ ( x ) jos ja vain jos on olemassa b ∈ B \ A , jolle ( B 

∗ , r ) | = φ [ b ] . 

Todistus. Käydään ensin triviaali tapaus, jossa ( M∗ , q ) | = ¬ ( Q x )( x = x ) , eli al- 

kioiden x määrä on mallin mukaan numeroituva. Tässä tapauksessa ei ole kaavo- 

ja φ ( x ) , joille ( M∗ , q ) | = ( Q x ) φ ( x ) johtuen aksiooman (A2) antamasta monotoni- 

suudesta, josta seuraisi, että jos ( Q x ) φ ( x ) , niin ( Q x )( x = x ) . Voidaan siis valita 

( B , r ) = ( M , q ) . 

Oletetaan seuraavaksi, että ( M , q ) | = ( Q x )( x = x ) . Koska joukko A on numeroi- 

tuva, voimme järjestää kaikki kaavat φ ( x ) kielelle L∗( Q ) , mille ( Q x ) φ ( x ) pitää mal- 

lissa ( M∗ , q ) , numeroituvassa listassa φ0( x0) , φ1( x1) , ... . Käyttämällä lemmaa 3.23 

numeroituvan monta kertaa saadaan ω -pituinen alkeisketju 

( M0 

, q0) ≺ ( M1 

, q1) ≺ ( M2 

, q2) ≺ . . . 

mille pätee: 

1. ( M0 

, q0) = ( M , q ) , eli ketju alkaa halutusta mallista, 

2. On olemassa bn 

∈ An +1 

\ An 

mille ( M∗ 

n +1 

, qn +1) | = φn[ bn] , n ∈ N pätee, eli 

lemman 3.23 ehto, 

3. Kaikille kaavoille ψ ( y ) kielessä L∗( Q ) mille ( M∗ 

n 

, qn) | = ¬ ( Q y ) ψ ( y ) , ja kaikille 

n ∈ N , { a ∈ An +1 

: ( M∗ 

n +1 

, qn +1) | = ψ [ a ] } ⊆ An, eli joukot jotka malli lukee 

numeroituvana eivät saa uusia todistajia joukosta An +1 

\ An. 

Olkoon ( B , r ) = ∪n<ω( Mn 

, qn) . Lemman 3.18 avulla tiedetään, että ( B , r ) on jokai- 

sen ( Mn 

, qn) alkeislaajennus, ja erityisesti ( M , q ) = ( M0 

, q0) alkeislaajennus. Tästä 

ja kohdista (1)-(3) seuraa, että ( B , r ) toteuttaa lemman väitteen.

 

Nyt kaikki tarvittava on valmiina täydellisyyslauseen todistamiseen. Käytetään alla 

standardimerkintää ω1 

ensimmäiselle ylinumeroituvalle ordinaaliluvulle. 

Lause 3.25 (Täydellisyyslause) . Olkoon Σ joukko lauseita kielessä L ( Q ) . Tällöin 

joukolle Σ on olemassa standardimalli jos ja vain jos Σ on ristiriidaton kielessä L ( Q ) . 

Todistus. Toinen suunta todistuksesta, eli terveys, on 2.21. Todistetaan siis nyt jäl- 

jelle jäävä suunta. Oletetaan, että Σ on ristiriidaton lausejoukko kielessä L ( Q ) . Hei- 

kon täydellisyyslauseen 3.3 kautta tiedetään, että joukolla Σ on numeroituva heikko 

malli ( M0 

, q0) , jossa kaikki L ( Q ) aksioomat ovat voimassa. Nyt iteroimalla lemmaa 

3.24 ω1 

kertaa, ja käyttäen lemmaa 3.18 rajavaiheissa, saadaan alkeisketju 
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( Mα 

, qα) , α < ω1, 

numeroituvia heikkoja malleja, joilla seuraavat ehdot ovat voimassa: 

(1) Jos α on rajaordinaali22, ( Mα 

, qα) = ∪β <α( Mβ 

, qβ) . 

(2) Kaikille seuraajaordinaaleille α < ω1 

ja kaikille kaavoille φ mallin ( M∗ 

α 

, qα) 

kielelle on voimassa, että 

( M∗ 

α 

, qα) | = ( Q x ) φ ( x ) jos ja vain jos jollekin a ∈ Aα +1 

\ Aα, ( M∗ 

α +1 

, qα +1) | = φ [ a ] . 

Olkoon B = ∪α<ω1 

Mα 

alkeisketjujen Mα 

unioni. Osoitetaan, että B on joukon Σ 

standardimalli. Tarkastellaan aluksi heikkoa mallia ( B , r ) = ∪α<ω1( Mα 

, qα) . Lem- 

masta 3.18 saadaan ( Mβ 

, qβ) ≺ ( B , r ) kaikille β < ω1, missä ( B , r ) on joukon Σ 

heikko malli. Nyt siis heikko malli ( B , r ) 

1. on kielen L∗( Q ) struktuuri, 

2. toteuttaa kaikki kielen L ( Q ) aksioomat, 

3. toteuttaa kaikki joukon Σ lauseet, 

4. on suljettu alkeisketjun laajennuksien suhteen, 

5. sisältää kaikki todistajat joiden tulee sisältyä struktuurin universumiin jos 

( Q x ) φ ( x ) luettiin todeksi jossain välivaiheessa. 

Näin siis riittää todistaa, että kaikille kielen L ( Q ) kaavoille φ ( x1 

, . . . , xn) ja kaikille 

b1 

, . . . , bn 

∈ B pätee ( B , r ) | = φ [ b1 

, ..., bn] jos ja vain jos B | = φ [ b1 

, ..., bn] . 

Edellinen väite todistetaan φ rakenteellisella induktiolla. Väite pätee triviaalisti 

atomikaavoille φ . Jos väite on voimassa kaavoille ψ ja θ , niin on voimassa ( ¬ ψ ) , ψ ∧ θ , 

ja ( ∃ x ) ψ , koska vastaavat osat toteutumisen määritelmässä ovat samat tapauksille 

B ja ( B , r ) . Tehdään induktio-oletus, että väite pätee kaavalle ψ ( x0 

, x1 

, ..., xn) ja 

olkoon φ = ( Q x0) ψ , ja b1 

, ..., bn 

∈ B . Tällöin jollakin α < ω1, b1 

, ..., bn 

∈ Aα. Näin 

siis jokainen B alkio tulee mukaan jostakin numeroituvasta vaiheesta alkeisketjua. 

Oletetaan, että 

( B , r ) | = ( Q x0) ψ [ b1 

, ..., bn] . 

Nyt ( Mβ 

, qβ) ≺ ( B , r ) kaikille β < ω1, joten alkeisketjujen ominaisuuksien nojalla 

( Mβ 

, qβ) | = ( Q x0) ψ [ b1 

, ..., bn] , kun α ≤ β < ω1. 

ominaisuuden (2) mukaan aina kun α ≤ β < ω1, on olemassa aβ 

∈ Aβ +1 

\ Aβ, mille 

pätee ( Mβ +1 

, qβ +1) | = ψ [ aβ 

, b1 

, ..., bn] , ja, koska tiedetään että aβ 

∈ Aβ +1 

⊆ B ja 

( Mβ +1 

, qβ +1) ≺ ( B , r ) , seuraa

 

22eli ordinaali λ ̸ = 0 jolle pätee ¬ ( ∃ β ∈ O r d )( λ = β + 1) 
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( B , r ) | = ψ [ aβ 

, b1 

, ..., bn] . 

Kaikki aβ 

ovat erillisiä (jos aγ 

= aβ, seuraa aγ 

∈ Aβ +1 

⊆ Aγ, mutta tämä ei ole 

mahdollista koska aγ 

∈ Aγ +1 

\ Aγ 

ja täten aγ 

/ ∈ Aγ) ja niitä on ω1 

kappaletta, 

joten joukon S = { b0 

∈ B : ( B , r ) | = ψ [ b0 

, b1 

, .., bn] } kardinaliteetti on vähintään 

ω1. Toisaalta, koska ψ toteuttaa väitteen, joukko S on sama kuin { b0 

∈ B : B | = 

ψ [ b0 

, b1 

, ..., bn] } , ja täten B | = ( Q x0) ψ [ b1 

, ..., bn] . 

Jäljellä on tapaus ( B , r ) | = ¬ ( Q x0) ψ [ b1 

, ..., bn] . Tällöin, 

( Mβ 

, qβ) | = ¬ ( Q x0) ψ [ b1 

, ..., bn] , kun α ≤ β < ω1. 

Ehdoista (1) ja (2), ja lemman 3.24 tuloksesta uusien todistajien puutteen suhteen, 

seuraa, että S = { b0 

∈ B : ( B , r ) | = ψ [ b0 

, b1 

, ..., bn] } ⊆ Aα. Joukko Aα 

on numeroi- 

tuva, joten joukko S on numeroituva. Induktio-oletuksen mukaan väite on voimassa 

kaavalle ψ , joten voidaan päätellä, että 

B | = ¬ ( Q x ) ψ [ b1 

, ..., bn] . 

Tämä todistaa väitteen.

 

Huomautus 3.26 . Huomaa, että tapauksessa 

Σ ⊢ ¬ ( Q x )( x = x ) 

kaikki heikot mallit ( Mα 

, qα) ja ( B , r ) kohtaavat, ja B tulee olemaan joukon Σ 

numeroituva malli. Seuraava korollaari reformuloi täydellisyyslauseen kielelle L ( Q ) 

lisäaksioomalla ( Q x )( x = x ) ja ylinumeroituvilla standardimalleilla. 

Seuraus 3.27 . Olkoon Σ joukko lauseita kielessä L ( Q ) . Silloin Σ′ := Σ ∪ { ( Q x )( x = 

x ) } on ristiriidaton kielessä L ( Q ) jos ja vain jos lausejoukolla Σ on standardimalli, 

joka on kardinaliteettia ω1. 

Todistus. Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa lausejoukko Σ′ on ristiriidaton. Täy- 

dellisyyslauseesta seuraa, että on olemassa standardimalli B tälle lausejoukolle Σ′, ja 

se koostuu heikkojen mallien ketjun unionista täydellisyyslauseen todistuksen raken- 

teen mukaisesti. Unionin jokainen välivaihe on numeroituva, ja ketjun itsensä koko 

on ω1. Koska unioni B on näin siis otettu ω1 

alkiosta, sen on oltava yhtä suuri tai pie- 

nempi kuin ω1, eli |B | ≤ ω1. Σ′ määritelmästä taas seuraa, että B | = ( Q x )( x = x ) , eli 

standardimallissa |B | ≥ ℵ1. Näin siis ℵ1 

≤ |B | ≤ ω1, täten |B | = ω1. Koska B | = Σ′, 

ja Σ′ ⊃ Σ , B | = Σ . 

Tarkastellaan sitten tilannetta, jossa lausejoukolla Σ on standardimalli M joka 

on kardinaliteettia ω1. Kaikissa standardimalleissa ( Q x )( x = x ) on tosi jos ja vain 

jos universumi on ylinumeroituva, koska vain tällöin löytyy tarpeeksi x joille kaava 

voi toteutua. Näin siis koska | M | = ω1, M | = ( Q x )( x = x ) . Tiedetään myös, että 
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M | = Σ , joten M | = Σ ∪ { ( Q x )( x = x ) } , eli M | = Σ′. Terveydestä 2.21 seuraa, että 

Σ′ on ristiriidaton kielessä L ( Q ) .

 

Määritelmä 3.28 (Validi) . Lause φ kielessä L ( Q ) on validi jos ja vain jos φ toteu- 

tuu kaikissa standardimalleissa. 

Näin siis seuraava korollaari kertoo, että vain lause, joka on tosi kaikissa standar- 

dimalleissa, on todistuva. Tämän tuloksen ensimmäinen osa vastaa ajattelua joka 

ilmenee numeroituvassa Löwenheim-Skolem ehdossa [O7, Määritelmä 8.2.6.]. 

Seuraus 3.29 . Tässä korollaarissa on kaksi osaa, 

1. Lause φ kielessä L ( Q ) on todistuva jos ja vain jos se on validi. 

2. Kaikkien kielen L ( Q ) validien lauseiden joukko on rekursiivisesti numeroituva 

L symbolijoukossa. 

Todistus. Käydään kohta kerrallaan. 

1. (a) Jos todistuva niin validi: Aksioomat ovat validit, ja säännöt (R1) ja (R2) 

säilyttävät validiuden. Tehdään induktio todistuksen pituuden n ∈ N suh- 

teen. Jokainen todistuksen kaava on validi, koska aksioomat ja sääntöjen 

tuottamat kaavat ovat valideja. 

(b) Jos validi niin todistuva: Tarkastellaan tilannetta Σ := {¬ φ } . Koska φ on 

validi, mikään standardimalli ei voi toteuttaa ¬ φ , ja täten joukolla Σ ei 

voi olla standardimallia. Täydellisyyden 3.25 perusteella joukolla kielen 

L ( Q ) lauseita on standardimalli jos ja vain jos se on syntaktisesti ristirii- 

daton. Näin joukon Σ on oltava ristiriitainen. Nyt deduktiolauseesta 2.23 

seuraa, että ⊢ ¬ φ → ⊥ , ja ⊢ ( ¬ φ → ⊥ ) → φ on tautologia, joten seuraa 

⊢ φ . Väite seuraa tästä. 

2. L ( Q ) -aksioomat muodostavat rekursiivisesti numeroituvan joukon, ja todis- 

tukset ja todistuvat lauseet ovat rekursiivisesti numeroituvia. Koska ensim- 

mäisen osan mukaan φ on todistuva jos ja vain jos se on validi, validit lauseet 

ovat rekursiivisesti numeroituvia.

 

Kompaktisuus on ollut ensimmäisen kertaluvun logiikan historiallisessa kontekstissa 

vahva vihje suuntaan, että täydellisyys toteutuu, sillä se rajoittaa järjestelmän koko- 

vaatimuksia. Kompaktisuudesta (sen vahvuudesta riippumatta) ei aina seuraa täy- 

dellisyyttä, mutta täydellisyydestä seuraa ensimmäisen kertaluvun logiikassa kom- 

paktisuus. Keislerin L ( Q ) -järjestelmässä toteutuu myös seuraus, että täydellisyys 

johtaa kompaktisuuteen. 
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Seuraus 3.30 (Kompaktisuuslause) . Olkoon Σ lausejoukko kielessä L ( Q ) . Jos joukon 

Σ jokaisella äärellisellä osajoukolla on standardimallin, joukolla Σ on standardimalli. 

Todistus. Jos lausejoukko Σ on ristiriidaton todistusjärjestelmässä, sillä on standar- 

dimalli täydellisyyslauseen 3.25 mukaan. Terveyslemma 2.21 osoittaa, että kaikki 

mikä on todistuvaa on validia kaikissa standardimalleissa. Oletetaan sitten, että 

kaikilla äärellisillä Σ0 

⊆ Σ on standardimalli. Tällöin mikään äärellinen osa ei voi 

olla ristiriitainen todistusjärjestelmässä, ja täten koko Σ on ristiriidaton, muulloin 

äärellinen ristiriita olisi johdettavissa.

 

Huomautus 3.31 . Korollaarin 3.29 loppuosan ja korollaarin 3.30 osoittivat ensin 

muilla tavoin Vaught [S31] ja Fuhrken [S6], tässä järjestyksessä. 

Huomautus 3.32 (Ylinumeroituva määrä vakioita) . On helppo nähdä, että 

täydellisyys- ja kompaktisuuslauseet kielelle L ( Q ) eivät päde, jos kielessä L on yli- 

numeroituva määrä vakioita. Riittää tarkastella joukkoa: 

Σ = {¬ ( Q x ) P ( x ) } ∪ { P ( cα) : α < ω1 

} ∪ {¬ ( cα 

= cβ) : α < β < ω1 

} . 
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