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1. Johdanto

Olen hyvin mielissäni saadessani osallistua Ilkka Ruostetsaarelle omistettavaan juhlakirjaan. Ruostetsaaren tutkijaprofiili on tavattoman laaja eikä minunlaiseni kapea-alaisenkaan tutkijan näin ollen ole vaikeaa löytää itselleni tuttuja teemoja, joita hän on tutkimustyössään käsitellyt. Kirjoitukseni koskee yhtä niistä, nimittäin valtaa, jota tulen tarkastelemaan lähinnä edustuksellisuuden näkökulmasta. Samalla näkökulmani on institutionaalinen, mikä sekin on lähellä Ruostetsaaren monia tutkimustöitä, joista viimeisin (tätä kirjoitettaessa) on laaja, yhteistyössä toimitettu kokoelma (Niemi, Raunio ja Ruostetsaari 2017; ks. myös esim Ruostetsaari 2003, Ruostetsaari 2014).   
Edustuksellinen demokratia perustuu ajatukseen, että joukko ihmisiä ( edustajat) kokoontuu yhteen tekemään päätöksiä koko kansan nimissä ja valtuutuksella. Missä mielessä voimme sanoa pienemmän yksilöjoukon edustavan suurempaa? Onko edustavuus dikotomia (edustava vs. ei-edustava) vai onko se aste-eroja omaava muuttuja (tämä edustusto on edustavampi kuin tuo)? Esittelemme kaksi tunnettua näkemystä, joiden mukaan edustavuus on periaatteessa aste-eroja omaava muuttuja. Näiden näkemysten mukaan voidaan mielekkäästi puhua optimaalisesta edustavuudesta. Kumpikin käsitys sivuuttaa sen, että edustuselimessä tehdään kollektiivisia päätöksiä useimmiten äänestämällä. On helppo nähdä, että optimaalinen edustavuus paikkajaon mielessä ei välttämättä lankea yhteen mahdollisimman suhteellisen vallanjaon kanssa. Näitä kysymyksiä on viime vuosikymmeninä tarkasteltu a priori -äänestysvallan mittojen valossa. Esittelemme näiden mittojen keskeisiä ominaisuuksia ja kytkemme ne edustavuusongelmaan. Osoittautuu, että kaikilla tunnetuilla indekseillä on suorastaan omituisia piirteitä, jotka rajoittavat niiden käyttöä edustuksellisuuden arvioinnissa. Lopuksi esitellään indeksiversio, joka näyttää välttävän pahimmat omituisuudet.  
2. Mitä edustavuus tarkoittaa? 

Kaikki modernit demokratiat ovat pääosiltaan edustuksellisia siinä mielessä, että ylintä julkista päätösvaltaa käyttävät moni- tai yksijäseniset elimet, joiden katsotaan toimivan koko kansan nimissä ja valtuutuksella. Jopa Sveitsissä, missä kansaäänestyksillä on huomattava merkitys julkisen vallan käytössä, tapahtuu päääosa lainsäädäntötyöstä – toimeenpano- ja tuomiovallasta puhumattakaan – edustuksellisissa elimissä. Jälkimmäisten sanotaan tällöin edustavan koko kansaa. Kysymys kuuluu: missä mielessä? Tarkoitetaanko edustavuudella samaa kuin otosedustavuudella tilastotieteessä? Vai tarkoitetaanko sillä sitä, että kaikki relevantit perusjoukon (kansan) ominaisuudet ovat jotenkin mukana otoksessa? Kutsumme seuraavassa edellistä tulkintaa E1:ksi ja jälkimmäistä E2:ksi. 
Molemmilla tulkinnoilla on oikeutuksensa. E2 johtaa dikotomiaan, joka määrittelee yhteen luokkaan ne tapaukset, joissa  kaikki perusjoukossa esiintyvät relevantit ominaisuudet ovat mukana valitussa otoksessa, ja ne, joissa näin ei ole. Edelliset ovat edustavia, jälkimmäiset eivät. Tämäntyyppinen edustavuus ei ole sitä, mihin suomalaisessa edustuksellisessa vaalijärjestelmässä pyritään. Meillä tärkeäksi katsotaan määrällinen edustavuus. Esimerkiksi eduskunnan paikkoja vaalipiireihin jaettaessa pyritään eksplisiittisesti siihen, että vaalipiirin A paikkamäärän suhde kaikkien eduskuntapaikkojen lukumäärään on mahdollisimman lähellä A:n väestömäärän suhdetta koko väestömäärään. Samoin jaettaessa edustajapaikkoja puolueille kussakin vaalipiirissä pyritään siihen, että tietyn puolueen paikkaosuus vastaisi mahdollisimman hyvin sen äänisosuutta ao. vaalipiirissä.  Suomen vaalilainsäädännön edustavuuskäsitys ei siis ole dikotominen, vaan aste-eroja omaava käsite. Mitä lähempänä puolueen paikkaosuus on sen ääniosuutta, sitä parempi edustavuus. Mitä lähempänä vaalipiirin osuus edustapaikoista on sen väestön osuutta kokonaisväestöstä, sitä parempi edustavuus. Eri asia on, että jostakin syystä näissä kahdessa edustavuuslaskelmassa käytetään kahta eri laskentakaavaa, suurimman jakojäännöksen (paikkojen jako vaalipiireille) ja d’Hondtin (paikkojen jako puolueille) kaavaa. Kummassakin voidaan silti nähdä pyrkimys periaatteessa samaan: yhtäältä paikkaosuuksien ja toisaalta väestö- tai kannatusosuuksien välisen poikkeaman minimointiin. 
Toisin on  E2:ssa. Siinä keskeistä on, että kaikki relevantit ominaisuudet ovat eduselimessä edustettuina. Jos esim. ajattelemme alueellisia yksiköitä (vaalipiirit), niin olennaisinta E2:ssa on, onko kaikista yksiköistä edustusta ja vasta toissijaisesti se, missä suhteessa paikat jakautuvat eri yksikköjä edustavien edustajien kesken. Itse asiassa Suomen vaalilainsäädäntö sisältää elementtejä myös E2:sta, nimittäin Ahvenanmaan parlamenttiedustus on taattu väestömäärästä riippumattomasti. Toisaalta mainittu edustus on myös ylhäältäpäin rajoitettu, joten suurikaan väestömäärän suhteellinen kasvu ei lisää Ahvenanmaan edustajien määrää eduskunnassa. Norjan parlamenttivaalijärjestelmä on esimerkki systeemistä, johon liittyy E2:n elementtejä siinä mielessä, että jokainen maan 19:sta vaalipiiristä on oikeutettu yhteen edustajaan, minkä jälkeen vasta määrällinen E1-tyypin edustavuus astuu mukaan kuvaan. 
E2-tyyppinen edustavuus sopii hyvin yhteen deliberatiivisen demokratiakäsityksen kanssa. Tälle on ominaista se, etteivät kollektiiviset edustuselimet pyri tekemään äänestys- vaan neuvottelupäätöksiä.  Deliberaatio ei ensisijaisesti tähtää valintojen tekoon annetuista vaihtoehdoista, vaan keskittyy valintavaihtojen muotoiluun ja kehittelyyn. On tietenkin utopistista olettaa, että politiikassa informaation vaihdolla aina päästäisiin konsensukseen, vaikka päätöksentekoelin olisi suhteellisen pieni ja vaikka aikaa olisi runsaasti käytettävissä. Silti E2- tyyppisen edustuksen hylkääminen puhtaan E1-tyypin hyväksi hukkaa ilmeisellä tavalla informaatiota päätöksentekijäin näkemyksistä ja saattaa siten johtaa epäonnistuneisiin päätöksiin.  

E1-E2-erottelun valossa enemmistövaalijärjestelmät asettuvat kyseenalaiseen valoon: ne eivät tyypillisesti täytä E1-edustavuuden kriteerejä, mutta eivät myöskään sisällä mitään takeita siitä, että edes tärkeimmät ominaisuudet populaatiossa näkyisivät edustuselinten kokoonpanossa. Jos ajatellaan, että edustuselin toimisi deliberaation areenana, on enemmistövaali ehkä onnettomin tapa koota se. 

Vaikka E2-edustuksellisuutta voidaankin perustella sillä, että se takaa maksimaalisen mielipide- tai ominaisuuskirjon edustuselimessä, liittyy siihenkin vakava ongelma: miten tiedämme, mitkä ominaisuudet ovat relevantteja päätöksenteon kannalta? Sama ongelma toki liittyy E1-edustuksellisuuteenkin. Käytännössä ratkaisu tehdään poliittisen organisoitumisen kautta. Puolueet ja ehdokkaat toimintaohjelmineen määrittävät sen ominaisuusavararuuden, jonka puitteissa edustavuutta mitataan. 
Pääasiallinen este E2-edustuksellisuuden laajan soveltamisen tiellä on kuitenkin se, että tärkeissä yhteiskunnallisissa kysymyksissä konsensus ei yksinkertaisesti voi olla tyypillinen tapa ratkaista asioita. Viime kädessä lainsäädäntö tai yhteiskuntapolitiikan ydinpiirteet määräytyvät sen kannatuksen perusteella, mikä kunkin vaihtoehdon takana on. Silloin E1-edustuksellisuus on luonnollisesti paljon E2:ta luontevampi edustuksellisuustyyppi. Niinpä onkin syytä tarkastella optimaalista edustuksellisuutta tässä suhteellisen selvärajaisessa yhteydessä. 

3. Epäedustavuuden minimointi
1980-luvun alussa Chamberlin ja Courant (1983) laativat uraauurtavan artikkelin optimaalisesta edustavuudesta sosiaalisen valinnan teorian näkökulmasta.  Teoreeettiselle taustalleen uskollisesti teksti olettaa kunkin äänestäjän omaavan paremmuusjärjestyksen tarkasteltavaan komiteaan (työryhmään, neuvostoon, johtokuntaan tms.) valittavista ehdokaista.  Muodostettavan komitean optimaalisuus edustavuuden mielessä määräytyy mainittujen paremmuusjärjestysten avulla.   E1-edustavuuden hengessä myös eri mielipiteiden kannatuksen laajuus vaikuttaa siihen, mikä tai mitkä komiteat katsotaan koostumukseltaan optimaalisiksi. 

Toinen keskeinen olettamus Chamberlinin ja Courantin analyysissa on, että kutakin äänestäjää edustaa komiteassa yksi jäsen, nimittäin se, joka sijoittuu korkeimmalle äänestäjän paremmuusjärjestyksessä.  Niinpä jos kolmijäsenisessä komiteassa, jonka jäsenistä äänestäjä i asettaa yhden kolmannelle, yhden viidennelle ja yhden kymmenennelle sijalla paremmuusjärjestyksessään, i: tä edustaa jäsen, jonka hän asettaa kolmannelle sijalle. Häntä kutsutaan i:n edustajaksi komiteassa. Näin siis kunkin komitean edustavuusarvo äänestäjälle määräytyy äänestäjän edustajalle antaman paremmuusjärjestyssijan kautta. Näin kaikista mahdollisista komiteoista voidaan muodostaa paremmuusjärjestys kunkin äänestäjän kohdalla. On siis konstruoitu komiteoita koskeva preferenssijärjestys ehdokkaita koskevista paremmuusjärjestyksistä käsin. Toisin ilmaistuna, tietyn komitean edustamattomuus (misrepresentation) tietylle äänestäjälle on sitä pienempi, mitä korkeammalle äänestäjän edustaja sijoittuu ehdokkaita koskevassa paremmuusjärjestyksessä. 
Chamberlinin ja Courantin ehdotus komitean edustamattomuuden asteen mittaamiseksi on luonteva: kunkin äänestäjän i  kohdalla komitean c edustamattomuus on yhtä kuin niiden ehdokkaiden lukumäärä, jotka sijoittuvat i:n edustajaa korkeammalle i:n paremmuusjärjestyksessä. Jos siis esim. c:ssä i:n edustaja on hänen ensimmäiseksi sijoittamansa, on ao. komitean edustamattomuus i:lle 0, jos taas i:n edustaja on hänen kolmanneksi parhaaksi katsomansa, on komitean edustamattomuus 2, jne. Komitean edustamattomuus saadaan äänestäjäkohtaisten edustamattomuusarvojen summana. Chamberlinin ja Courantin mielessä optimaalinen on se komitea, jonka edustamattomuusarvo on pienin. Jos useammalla komitealla on sama ja pienin edustamattomuusarvo, ovat ne kaikki optimaalisia.  
Yllä kuvattu menetelmä eroaa käytössä olevista suhteellisista vaalijärjestelmistä ensijaisesti sen johdosta, että se pohjautuu äänestäjen ehdokkaita koskeviin paremmuusjärjestyksiin laajemmin kuin ykkössijan osalta. Siten kaikkia sellaisia komiteoita, joissa tietyn äänestäjän suosikki ei ole mukana, ei aseteta samaan luokkaan, ei-edustavat komiteat, vaan niiden kesken nähdään luonnollisella tavalla määrittyviä aste-eroja.Toisaalta kaikki sellaiset komiteat, joissa äänestäjän suosikki on mukana, katsotaan samanarvoiseksi äänestäjälle. Tätä ei voi pitää luontevana. Menetelmää voisi ajatella laajennettavan erottelukykyisempään suuntaan, mutta tässä emme siihen ryhdy. 

Vakavampi ja vaikutuksiltaan merkittävämpi kritiikki kohdistuu siihen, että Chamberlinin ja Courantin mielessä optimaalisissa komiteoissa saattaa olla ”kannattajakuntansa” laajuuden osalta hyvin erilaisia jäseniä.  Itse asiassa optimaalisessa komiteassa saattaa olla jäseniä, joiden kannattajakunta on tyhjä, ts. yksikään äänestäjä ei pidä heitä edustajanaan. Nämä edustajat eivät siten edusta ketään. On vaikea kuvitella, että optimaalisessa edustuselimessä olisi edustajia, jotka eivät edusta ketään. Toisaalta on intuitiivisesti vaikeaa hyväksyä komiteaa, jossa suurimman kannattajakunnan omaava edustaja ei ole mukana. Silti nämä molemmat anomaliat saattavat esiintyä komiteassa, joka on optimaalinen Chamberlinin ja Courantin mielessä. Seuraava kuvitteellinen esimerkkitapaus valaissee. 9 (tai 9xn, missä n = 2, 3, ...) äänestäjää pyrkii rakentamaan optimaalisen komitean Chamberlinin ja Courantin mielessä ehdokkaista A, ..., E, joita koskien he kukin omaavat mielipiteet, jotka taas voidaan esittää paremmusjärjestyksinä Esimerkin 1 esittämällä tavalla. Äänestäjät jakautuvat siis kolmeen eri luokkaan, joiden sisällä kaikilla äänestäjillä on täsmälleen sama mielipide ehdokkaita. Esim. 4 ensimmäistä äänestäjää pitää ehdokasta A parhaana, B:tä toiseksi parhaana jne, E:tä huonoimpana (kukin näistä luvuista pitää luonnollisesti kertoa n:llä, mikäli äänestäjäkunnan koko on 9n). 
Kunkin ehdokkaan x kannattajakunta tietyssä komiteassa c määritellään niiden äänestäjien lukumääränä, jotka asettavat x:n korkeammalle preferensseissään kuin minkään muun ehdokkaan, joka kuuluu c:hen. Siten esimerkiksi A:n kannattajakunta komiteassa ABC on 4, B:n 3 ja C:n 2. D:n ja E:n kannattajakunta taas on tyhjä komiteassa ABC. 
Esimerkki 1: Chamberlinin ja Courantin menetelmä  

4 äänestäjää  3 äänestäjää 2 äänestäjää

        A                       B                        C  

        B                       D                        D  

        C                       C                         B  

        D                       E                        A  

        E                        A                        E   

Komitean ABC edustamattomuus saadaan laskemalla yhteen kunkin ehdokkaan edustamattomuus. Siten A:n edustamattomuus 4x0 + 3x4 + 2x3= 18, B:n edustamattomuus: 4 x 1 + 3x0 + 2x2 = 8 ja C:n: 4x2 + 3x2 + 2 x 0 = 14. Siten ABC:n edustamattomuus on 40. Kolmen ehdokkaan komiteoita voidaan viidestä ehdokkaasta muodostaa kymmenen. Laskemalla kunkin edustamattomuus ja valitsemalla edustamattomuuden minimoiva komitea päädymme komiteaan BCD, jonka edustamattomuus, 39, on pienempi kuin muiden komiteoiden. Tässä komiteassa kannattajakunnat ovat kovin erisuuruiset eri jäsenillä: B:llä on seitsemän äänestäjää, C:llä kaksi ja D:llä ei yhtään. Siten edellä mainitut kaksi anomaliaa esiintyvät Esimerkissä 1: 1) suurimman kannattajakunnan omaava ehdokas ei ole mukana optimaalisessa komiteassa, ja 2) optimaalisessa komíteassa on jäseniä, joiden kannattajakunta on tyhjä. Chamberlinin ja Courantin menetelmä optimaalisen komitean löytämiseksi on  siis intuitiivisesta järkevyydestään huolimatta sangen ongelmallinen tietyissä äänestäjäkunnissa. 

Lähempi tarkastelu paljastaa ongelmallisuuden syyn. Optimaalinen komitea määrätään Bordan menetelmän tapaisella kaikki paremmuusjärjestyssijat huomioon ottavalla laskennalla, kun taas ehdokkaiden kannattajakuntia määrättäessä turvaudutaan pluraliteettimenetelmään eli vain yhteen paremmuusjärjestyssijaan perustuvaan systeemiin. 
4. Täysi suhteellisuus 
Yksi Chamberlinin ja Courantin menetelmään liittyvistä ongelmista, erisuuruiset kannattajakunnat, saa ratkaisun Monroen (1995) menetelmässä, jonka määrittelevänä ominaisuutena on se, että komitean jäsenet edustavat kukin yhtä suurta kannattajakuntaa.  Perusajatus on jakaa kokonaisäänestäjäkunta, jossa on n äänestäjää, k:hon yhtä suureen osaan, jolloin siis jokainen osa koostuu n/k:sta äänestäjästä.Siten jokainen osa edustaa yhtä useaa äänestäjää ja jokainen osa lähettää yhden edustajan komiteaan.   Menetelmässä muodostetaan kaikki mahdolliset k-jäseniset komiteat siten, että 1) jokainen äänestäjä sijoittuu sen ehdokkaan kannattajakuntaan, joka häntä parhaiten edustaa, ja 2) jokaisen komiteanj äsenen kannattajakunta on yhtä suuri, nimittäin n/k. Tähän pyritään liittämällä kukin äänestäjä siihen ehdokkaaseen, joka edustaa häntä parhaiten eli sijoittuu korkeimmalle hänen preferenssissään. Paras edustus määräytyy samoin kuin Chamberlinin ja Courantin menetelmässä, ts. minimoimalla edustamattomuus. Ehdokkaan j edustamattomuus äänestäjälle i määritellään j:n järjestyssijaksi minus 1. Jos siis ehdokas j sijoittuu äänestäjän i mielestä kolmanneksi, on hänen edustamattomuutensa j:lle 3-1 =2. 
Kunkin mahdollisen komitean kohdalla äänestäjä allokoidaan ensin sille komitean jäsenelle, joka edustaa häntä parhaiten, ts. jonka kohdalla hänen edustamattomuutensa on minimissä. Yleensä tuloksena on komitea, jonka jäsenten kannattajakunnat ovat hyvin erikokoisia. Niinpä Monroe ehdottaa äänestäjien siirtoja ehdokkaalta toiselle. Siirtojärjestyksen määrää seuraava kriteeri: se äänestäjä, joka kärsii vähiten siirrosta siirretään ensiksi. Kärsimyksen mittaamisessa  huomioidaan äänestäjän edustamattomuus siirron jälkeen  ja ennen siirtoa. Mitä pienempi erotus, sitä korkeammalla ao. äänestäjä on siirtojärjestyksessä.   

Kun tarpeellinen määrä siirtoja on suoritettu, jotta päädyttäisiin tasasuuruisiin kannattakuntiin, lasketaan kyseiseen komiteaan liittyvä edustamattomuusarvo samaan tapaan kuin Chamberlinin ja Courantin menetelmässä. Toisin sanoen, kunkin komitean kohdalla lasketaan äänestäjien edustamattomuusarvot yhteen sen jälkeen, kun jäsenten kannattakunnat on saatettu tasasuuruisiksi. Komitea, jonka edustamattomuusarvo on pienin, valitaan. Kyseessä on siis jälleen optimointi edustamattomuuden minimoinnin mielessä. 

Optimaalisen komitean määrääminen suurissa ehdokas- ja äänestäjäjoukoissa on työlästä, ei pelkästään intuitiivisesti, vaan myös laskennallisen kompleksisuuden teorian mielessä (ks. Betzler et al. 2013). Toisaalta Potthoff ja Brams (1998) ovat laatineet kokonaislukuohjelmointialgoritmin, jota käyttäen optimaaliset komiteat voidaan määrätä kohtuullisten resurssien puitteissa pienehköjen ehdokas- ja äänestäjämäärien tapauksessa (ks. myös Brams 2008). 
Tietyssä selvästi määritellyssä mielessä täydellisen suhteellisuuden takaavia menetelmiä on siis kehitelty, mutta niiden käyttö on jäänyt kokeilujen asteelle. Onkin selvää, että yhtä hyvin Chamberlinin ja Courantin kuin Monroenkin menetelmien käyttöönotto merkitsisi radikaalia muutosta siihen, miten edustuksellisuuteen suhtaudutaan nykyisten vaalitapojen puitteissa. Ensinnäkin nykyiset menetelmät antavat puolueille vahvan roolin, niin sanottujen pitkien listojen järjestelmissä lähes äärimmäisyyteen asti. Koska puolueiden edustajat päättävät parlamenteissa uusien menetelmien käyttöönotosta, on luonnollista, ettei heillä ole kiinnostusta kannattaa vaalitapoja, jotka ovat puhtaasti ehdokaskeskeisiä. Toiseksi ajatus kaikkien äänestäjien kyvystä ja/tai halusta asettaa (mahdollisesti suurikin) ehdokasjoukkoparemmuusjärjestykseen on kovin epärealistinen. 

5. Paikat vai vaikutusvalta
E1-tyypin edustavuuden hallitseva asema politiikassa perustuu siihen, että edustuselimet ovat lähes poikkeuksetta päätöksentekoareenoita vieläpä siinä erityismerkityksessä, että ne tuottavat kollektiiviseksi tahdoksi tulkittavissa olevia tuotoksia: lainsäädäntöä, politiikkavalintoja, henkilöstöratkaisuja, lausumia jne. Ne eivät siis pelkästään keskustele valittavissa olevista menettelytavoista tai linjanvedoista, vaan tekevät viimekätisen valinnan, johon kaikkien edustuselinten jäsenten katsotaan tyytyvän vähintään siinä mielessä, että he hyväksyvät sen menettelytavan, jonka tuloksena ratkaisut on tehty. Yleinen tapa tehdä mainitunlaisia kollektiivisia päätöksiä on äänestäminen. Tässä vaiheessa E2- typpin edustavuus menettää perusteensa: vaikka deliberaatiossa onkin, ceteris paribus,  hyvä saada mahdollisimman kattava kuva erilaisista näkemyksistä, ei ole luontevaa ajatella, että niillä kaikilla olisi yhtä suuri paino silloin, kun valinta on tehtävä niiden väliltä, vaan päätöksenteossa tuntuisi luontevalta tukeutua siihen, miten laajaa kannatusta eri vaihtoehdot saavat väestön keskuudessa. Mm. tästä johtuen on tapana ajatella, että parlamentin tulisi olla ”kansa pienoiskoossa”. 

Tarkemmin ajatellen tämä näkemys on epämääräinen. Ensinnäkin emme pidä relevanttina valita eduskuntaan samassa suhteessa samanpainoisia, samanpituisia, tummatukkaisia, vasenkätisiä jne ihmisiä kuin heitä on kansan keskuudessa. Riittää, että eduskunnassa on eri poliittisten suuntausten edustajia suunnilleen samassa suhteessa kuin kansan keskuudessa. Toiseksi ei ole itsestään selvää, mitä suhteellisuudella ajetaan takaa. Riittääkö se, että eduskunnan paikat jaetaan puolueille suunnilleen samassa suhteessa kuin niiden kannattajilla on kannatusta äänestäjien keskuudessa? Vai halutaanko, että eduskunnan puolueiden päätösvalta jakautuu samassa suhteessa kuin puolueiden kannatus äänestäjien piirissä? Kolmanneksi on epäselvää, miten äänestäjäkunnan mielipiteet eri asioissa vaikuttavat heidän puoluesamaistumiseensa. Onko ylipäätään varmaa, että äänestäjät haluavat tai osaavat asettaa puolueet suosituimmuusjärjestykseen asiakysymyksiä koskevien kantojensa mukaisesti? Itse asiassa se voi olla jopa loogisesti mahdotonta erityistapauksissa. Seuraava yksinkertaistus havainnollistaa ongelmaa. 
Esimerkki 2. Äänestäjän puoluesamaistuminen
talous- ja sosiaalipolitiikka       ulkopolitiikka    kulttuuripolitiikka

              A                                        B                            C
              B                                        C                            A

              C                                        A                            B

Äänestäjä määrittelee puoluekantansa sen mukaan, mikä puolue on häntä lähinnä kolmella politiikkasektorilla: talous- ja sosiaalipolitiikassa, ulkopolitiikassa ja kulttuuripolitiikassa. Kutakin politiikka-aluetta äänestäjä pitää likimain yhtä tärkeänä. Tarjolla on kolme puoluetta, joiden toimintaa ja vaalikampanjointia seurattuaan äänestäjä päätyy Esimerkin 2 mukaiseen käsitykseen. Sen mukaan talous- ja sosiaalipolitiikassa puolue A on häntä lähinnä, puolue B seuraavaksi lähimpänä ja C kauimpana. Ulkopolitiikassa läheisyysjärjestys eri puolueiden ja äänestäjän kantojen välillä on B, sitten C ja viimeksi A. Kulttuuripolitiikassa C on lähinnä, sitten A ja lopuksi B. 
   

Esimerkin 2 valossa äänestäjä pitää puoluetta A parempana kuin puolue B, koska se on häntä lähempänä kahdella politiikkasektorilla (talous- ja sosiaalipolitiikassa ja kulttuuripolitiikassa). Puolue B puolestaan on samanapaisin perustein C:tä parempi, koska sijoittuu lähemmäs äänestäjää kahdella sektorilla kolmesta. Niin ollen A on parempi kuin B ja B parempi kuin C. Siten preferenssin transitiivisuus edellyttäisi, että A olisi parempi kuin C, mutta näin ei Esimerkin 2 tapauksessa ole, vaan C onkin A:ta parempi, koska se sijoittuu lähemmäs äänestäjää ulko- ja kulttuuripolitiikassa. Näin ollen äänestäjä ei – aivan järkevistä syistä johtuen – pysty asettamaan puolueita paremmuusjärjestykseen. Ja koska hän ei voi muodostaa transitiivista premmuusjärjestystään puolueiden suhteen, ei hän myöskään voi sanoa, mikä on ”hänen puolueensa”.  Siten mahdollisesti suurikin osa äänestäjistä voi jäädä edustuksetta minkään puolueen kautta, jos politiikkasektoripreferenssit otetaan huomioon.  Näin ollen täydellinen suhteellisuus politiikkasektorien suhteen on saavuttamaton päämäärä. 
Jos sivuutamme äsken mainitun sektorikohtaisen edustavuuden ongelman marginaalisena, jää jäljelle yllä toisena mainittu kysymys vaikutusvallan jakautumisesta puolueiden kesken puolueiden kannatuksen mukaisessa suhteessa. Tätä kysymystä on kirjallisuudessa tutkittu jo kauan, mutta pääosin käänteisessä järjestyksessä siten, että on pyritty mittamaan puolueiden vaikutusvaltaa lähtien niiden paikkaosuuksista edustuselimissä.
  Kehitettyjä mittoja on tavattu kutsua valtaindekseiksi, tarkemmin sanottuna a priori äänestysvallan mitoiksi.   
5.1 Klassiset valtaindeksit
Ensimmäiset yritykset mitata vaikutusvaltaa äänestyselimissä perustuvat peliteoriaan,  erityisesti n:n henkilön kooperatiivisen peliteorian ratkaisukäsitteistöön. Tavoitteena tässä teoriassa on luonnehtia stabiileja ja tietyllä tavalla oikeudenmukaisia lopputuloksia peleissä, joissa on kahta suurempi määrä pelaajia ja joissa kukin pelaaja osaltaan vaikuttaa lopputulokseen, jolla taas on voitonjaon kautta vaikutus kunkin pelaajan hyvinvoinnin tasoon (mitattuna samalla tavalla kuin voitto). Näitä luonnehdintoja voi pitää ennusteina siitä, mitä tarkasteltavassa pelissä tulee tapahtumaan, mikäli tietyt stabiilisuus- ja oikeudenmukaisuusehdot halutaan täyttää. Usein ehdot määritelläänkin siten, että ne vaikuttavat ainakin ensi näkemältä järkeviltä. 
Yksi parhaiten tunnetuista kooperatiivisen peliteorian ratkaisukäsitteistä (”ennusteista”) on Shapley-arvo (Shapley 1953).  Kuten muissakin vastaavissa käsitteissä on senkin lähtökohtana n:n henkilön pelin määrittely, so. pelaajajoukko N ja niin sanottu karakteristinen funktio v. Jälkimmäinen on määritelty kaikille mahdollisille pelaajakoalitioille siten, että v(S) ilmoittaa koalitiolle S pelin sääntöjen mukaan koituvan voiton, mikäli S muodostuu. Shapleyn ajatus oli määritellä sellainen ratkaisukäsite, joka takaisi kaikille pelaajille vähintään sensuuruisen voiton, jonka he saavuttaisivat yksinäänkin (siis ilman koalitioitumista) ja joka samalla takaisi sen, että koko saavutettavissa oleva voitto tulee jaetuksi pelaajien kesken, ts. mitään ei jää pelin ulkopuolisten tahojen haltuun. Sen lisäksi Shapley halusi kullekin pelaajalle koituvan voiton heijastavan ao. pelaajan tärkeyttä voiton muodostumisessa. Tätä tärkeyttä Shapley mittaa erotuksella 
 v(S) – v(S \{i})  (1) 
missä \ on joukko-opillinen erotus ja i viittaa tarkasteltavaan pelaajaan. Tätä erotusta voidaan pitää i:n tuomana arvonlisänä koalitioon S. Kaavassa (1) koalition S arvosta vähennetään sen koalition arvo, joka saadaan kun i poistuu siitä. Mikäli S ei alunperinkään sisällä i:tä, on (1):n arvo tietenkin 0. 
Shapley-arvo ei sellaisenaan ole ulotettavissa poliittisiin yhteyksiin, mutta pienellä lisäoletuksella Shapley ja Shubik laativat indeksin, jota on usein käytetty poliittisen vaikutusvallan a priori mittaamisessa (Shapley ja Shubik 1954). Tässä muunnelmassa oletaan, että on ainoa merkitsevä ero koalitioiden välillä on se, ovatko ne voittavia vai ei-voittavia. Kaikilla edelliseen ryhmään kuuluvilla on sama arvo, nimittäin 1, samoin kaikilla jälkimmäisiin kuuluvilla, nimittäin 0.  Näitä yksikertaisemman karakteristisen funktion määrittelemiä pelejä kutsutaan yksinkertaisiksi peleiksi (simple games). 
Klassiset valtaindeksit perustuvat ilmaisuun (1). Niissä siis valta samaistetaan pelaajan mukanaan tuomaan arvonlisään erilaisissa pelaajakombinaatioissa. Tärkeimpänä erona indeksien välillä on se, miten eri koalitioihin tuotuja arvonlisiä painotetaan. On luontevaa painottaa enemmän sellaisia koalitioita, joiden syntyminen on todennäköistä, kuin sellaisia, joiden ei voida odottaa syntyvän joka lainkaan tai korkeintaan hyvin harvoin. Ongelma on siinä, ettei a priori- indeksien kohdalla – määritelmän mukaan – voidaan olettaa tiedettävän eri pelaajakoalitioiden syntymistodennäköisyyksiä. Jos tiedettäisiin, eivät kyseessä olisi a priori- indeksit.  

Usein käytetty, sinänsä täysin perusteeton, tapa antaa todennäköisyyksiä ilmiöille, joista ei tiedetä mitään, on olettaa, että kaikki vaihtoehdot ovat yhtä todennäköisiä. Tätä menettelyä sanotaan joskus riittämättömän syyn periaatteeksi (principle of insufficient reason). Valtaindekseihin sovellettuna tämä periaate viittaa siihen, että koska emme tiedä, minkälaisia preferenssejä päätöksentekijöillä tulee tulevaisuudessa olemaan ja minkätyyppiä koalitiopartnereita he niin ollen tulevat etsimään, on mallinnuksessa mahdollista olettaa kaikki pelaajaliittoutumat yhtä todennäköisiksi. 
Ilmaisu (1) saa arvon 1 silloin ja vain silloin, kun S:n arvo on  1 ja  v(S \{i}: n 0 eli kun edellinen on voittava koalitio, mutta jälkimmäinen ei-voittava. Kun (1) saa arvon 1, on tapana sanoa, että ao. koalitiossa tarkasteltu pelaaja i on kriittisesti mukana (i:llä on ”swing” S:ssä). Koska n:stä pelaajasta voidaan muodostaa 2n-1 sellaista koalitiota, johon i ei kuulu
, on siis mahdollista laskea kunkin niistä ja kunkin pelaajan kohdalla (1):n arvo, laskea nuo arvot yhteen kaikkien koalitioiden kohdalla ja jakaa saatu summa  2n-1:lla, jolloin päädytään luonnollisesti 0:n ja ykkösen välillä olevaan kokonaislukuun. Tätä sanotaan pelaajan i absoluuttiseksi Banzhaf-indeksiarvoksi (Banzhaf 1965). Pelaajan i kriittisten läsnäolojen (swingien) kokonaismäärää kutsutaan joskus raa’aksi Banzhaf-indeksiarvoksi pelaajalle i. 
Shapley-Shubik-indeksi puolestaan painottaa ilmaisun (1) erotuksia kertoimella, jotka perustuvat pelaajien permutaatioihin, siis järjestyksiin (esim. jyrkimmin tiettyä kantaa puolustavista sitä voimakkaimmin vastustaviin pelaajiin). Siten pelaajan i tuottamaa arvonlisää koalitiossa S painotetaan luvulla (s-1)!(N-s)/N!, missä s on koalition S jäsenten lukumäärä. 
  Shapley-Shubik-indeksi eroaa Banzhafin (absoluuttisesta) indeksistä siinä, että kaikki pelaajapermutaatiot oletetaan yhtä todennäköisiksi. 
Shapley-Shubik-indeksin ominaisuuksiin kuuluu, että missä hyvänsä yksinkertaisessa pelissä pelaajien indeksiarvojen summa on 1. Tämä sisäänrakennettu normalisointi helpottaa ratkaisevasti eri pelien vertailua pelaajien näkökulmasta katsoen. Absoluuttisella Banzhaf-indeksillä ei ole tätä ominaisuutta. Siksi vertailevassa tutkimuksessa käytetäänkin usein Banzhaf-indeksin normalisoitua versiota, joka antaa kunkin pelaajan indeksiarvoksi raa’an Banzhaf-indeksiarvon jaettuna kaikkien pelaajien kriittisten läsnäolojen summalla. Näin normalisoitu indeksiarvo ilmaisee kunkin pelaajan swingien suhteellisen lukumäärän. Siten sen arvot ovat pakostakin jossain nollan ja ykkösen välillä ja summautuvat ykköseen  

Ilmaisun (1)  asemesta parissa uudemmassa valtaindeksivariaatiossa esitetään laskelmaa, jossa keskitytään pelkästään minimaalisiin voittaviin koalitioihin, siis sellaisiin, joissa jokaisen jäsenen läsnäolo on välttämätön sille, että koalitio on voittava. Perusidea on sama kuin Shapley-Shubik- ja Banzhaf –indekseissä: vain voittavilla koalitioilla on arvoa ja niillä on kaikilla sama arvo. Uudemmissa indekseissä keskitytään kuitenkin vain minimaalisiin voittokoalitioihin Rikerin tunnetun teoksen hengessä (Riker 1962).  Deegan-Packel-indeksi antaa kullekin pelaajalle i arvonlisän kussakin minimaalisessa voittokoalitiossa, johon i kuuluu. Nämä arvonlisät lasketaan yhteen ja jaetaan minimaalisten voittokoalitioiden lukumäärällä. Tämä on i:n valtaindeksiarvo. Arvonlisä saadaan jakamalla 1 koalition jäsenten lukumäärällä (Deegan ja Packel 1978). Pelaajan tuoma arvonlisä minimaaliseen voittokoalitioon on siten sitä suurempi mitä harvempia jäseniä ao. koalitioon kuuluu. Hollerin kehittämä julkishyödykeindeksi sen sijaan antaa pelaajan i julkishyödykeindeksin arvoksi niiden minimivoittokoalitioiden suhteellisen lukumäärän, joihin i kuuluu (Holler 1982).  
Edellä mainittujen lisäksi on viime vuosikymmeninä kehitelty muitakin mittareita toimijoiden institutionaalisen vallan mittaamiseksi, mutta optimaalisen edustuksen näkökulmasta niitä ei ole tarpeen käsitellä tässä. On syytä huomauttaa, että valtaindeksien lähtökohtana on usein ollut yleinen mittausteoreettinen ongelma: millä ehdoilla on mahdollista liittää mittalukuja (indeksiarvoja) tutkittaviin rakenteisiin mielekkäällä tavalla? Valtaan sovellettuna kysymys asettuu seuraavaksi: millä edellytyksillä voimme liittää havaintoihimme mittalukuja, jotka kuvastavat vallan  jakautumista luonnollisella tavalla. Tavan luonnollisuus on ollut tapana ilmaista niiden ehtojen avulla, jotka mittoja karakterisoivat. Tällöin puhutaan aksiomaattisesta luonnehdinnasta. Kuten edellä todettiin, pelin määrittelevät pelaajoukko ja karakteristinen funktio v. Jälkimmäinen ilmoittaa kunkin koalition kohdalla sille sääntöjen mukaan kuuluvan arvon.  Shapley-Shubik-indeksin aksiomatisoinnissa määritellään seuraavat ehdot (aksiomat):

1. Tehokkuus: pelaajat jakavat keskenään kaiken sen voiton, minkä karakteristinen funktio määrää kaikkien pelaajien muodostamalle koalitiolle.

2.  Symmetria: jos kaksi koalitiota omaa karakteristisen funktion (pelin sääntöjen)  mukaan saman arvon, ts. niiden tuottama arvonlisä kaikkiin koalitioihin on yhtä suuri, on niiden voittokin (valta) yhtä suuri.

3. Dummy-ehto: jos on olemassa pelaaja, joka ei lisää yhdenkään koalition arvoa, on tälle pelaajalle koituva voitto nollan suuruinen.

4. Määritellään kahden pelin v   ja w summapeli (v+w) siten, että kullekin koalitiolle sääntöjen määräämä arvo on yhtä kuin summa samalle koalitiolle peleissä v ja w määrätyistä arvoista. Additiivisuusaksioma vaatii, että summapelin voitto kullekin koalitiolle on sama kuin tuon koalition saama voitto kummassakin komponenttipelissä, siis v:ssä ja w:ssä..  
Shapley (1953) osoitti, että on olemassa vain yksi funktio, joka täyttää aktiomat 1. – 4. , nimittäin sittemmin Shapley-arvofunktioksi kutsuttu sääntö, jonka erikoistapauksena Shapley-Shubik-indeksiä voidaan pitää. Näin ollen käyttäessämme Shapley-Shubik-indeksiä sitoudumme tavallaan yllä mainittuihin ehtoihin.  

Ehkä hieman yllättävästi Banzhaf-indeksin aksiomatisointi eroaa vain vähän äsken esitetystä Shapley-Shubik-indeksin aksiomatisoinnista (Dubey ja Shapley 1979). Oikeastaan ainoa eroavuus liittyy aksiomaan 4 (additiivisuus). Banzhaf-indeksin kohdalla se korvautuu 4*:lla. Sen esittelemiseksi tarvitaan kahden  pelin yhdistelmää koskevat määritelmät (i) ja (ii). Edellinen olkoon kahden pelin v ja w maksimipeli, joka antaa kullekin koalitiolle S voitoksi suuremman niistä voitoista, jotka S saa peleissä v ja w. (ii) taas on minimipeli, joka antaa kullekin S:lle voitoksi pienemmän sille v:ssä ja w:ssa tulevista voitoista. 
4*. Olkoon P  maksimipeli ja P’ minimipeli. Silloin kullekin koalitiolle S voittojen summa P:ssä ja P’:ssa on yhtä kuin S:n voitto v:ssä plus S:n voitto w:ssa. 
Näiden aksiomien lisäksi sekä Shapley-Shubik- että Banzhaf-indekseillä on koko joukko johdettuja ominaisuuksia, joista osa on niille yhteisiä. Yksi tärkeimmistä on lokaalinen monotonisuus. 
5.2 Lokaalinen monotonisuus ja muita ominaisuuksia
Lokaalinen monotonisuus on intuitiivisesti luonnollinen ominaisuus valtaindekseille. Sen mukaan tietyssä äänestyselimessä enemmän paikkoja saaneen koalition valta ei voi olla pienempi kuin vähemmän paikkoja omaavan koalition.  Sekä Shapley-Shubik- että Banzhaf- indeksit täyttävät tämän vaatimuksen, ts. suurempien koalitioiden valtaindeksiarvot ovat aina vähintään yhtä suuria kuin pienempien koalitioiden samassa äänestyselimessä. Minimaalisiin voittokoalitioihin perustuvat indeksit – julkishyödykeindeksi ja Deegan-Packel-indeksi – eivät sen sijaan ole lokaalisesti monotonisia. Holler havainnollistaa laatimansa julkishyödykeindeksin ei-monotonisuutta seuraavalla esimerkillä (Holler ja Nurmi 2014, 249). Tarkastellaan 100 paikan  äänestyselintä, jossa on viisi puoluetta, joiden paikkamäärät ovat 35, 20, 15, 15, 15. Päätökset tehdään enemmistöperiaatteella, ts. päätöksentekoon vaaditaan vähintään 51 ääntä sadasta. Puolueiden julkishyödykeindeksiarvot ovat yllä mainitussa järjestyksessä: 4/15, 2/15, 3/15, 3/15, 3/15. Siten 20 paikan puolueen valtaindeksiarvo on pienempi kuin 15 paikan puolueiden. Näin julkishyödykeindeksi ei täytä monotonisuusvaatimusta. 
Sama johtopäätös voidaan tehdä Deegan-Packel-indeksin osalta. Sillä mitattuna valtaindeksiarvot ovat 18/60, 9/60, 11/60, 11/60, 11/60. Jälleen toiseksi suurimman puolueen valtaindeksiarvo alittaa sitä pienempien puolueiden arvot. 
Reaktiot minivoittokoalitioihin perustuvien valtaindeksien ei-monotonisuuteen ovat vaihdelleet. Felsenthal ja Machover (1998,  246 ) pitävät ei-monotoinisuutta niin raskauttavana puutteena, ettei tällaisia indeksejä yksinkertaisesti voida käyttää vallan mittareina edes teoreettisessa  a priori- mielessä. Indeksien laatijoiden kanta on tietenkin olennaisesti hyväksyvämpi. Holler ja Napel (2004) kiinnittävät huomiota siihen, että yllä olevassa esimerkissä tarkasteltava äänestyspeli on ei-ratkaiseva, so. on mahdollista, että äänet jakautuvat siten, ettei kumpikaan koalitioista saavuta enemmistöä (esim. yhtäältä ensimmäisen ja kolmannen puolueen ja toisaalta toisen, neljännen ja viidennen puolueen koalitio saavat taakseen 50 ääntä). Siten päätöstä – so. hyväksyntää tai torjuntaa – ei synny. 
Ei-monotonisuus valtaindeksin ominaisuutena aiheuttaa vaikeuksia  tavoitella yhtäläistä jakautumaa valtaindeksiarvojen ja suhteellisten kannatusosuuksien välillä. Jos osoittautuisi, että jossakin äänestyspelissä puolueen x valtaindeksiarvo on selvästi sen suhteellista kannatusosuutta pienempi, saattaa ei-monotonisten mittojen tapauksessa olla tarpeen vähentää puolueen paikkaosuutta, mikä taas saattaa johtaa tilanteisiin, jossa puolueen pitää suostutella kannattajiaan äänestämään muita puolueita, jotta äänestysvalta maksimoituisi. Tämä ei tietenkään ole aivan tavatonta politiikassa, esim. kaksivaiheisissa vaaleissa ja STV-järjestelmässä (ks. esim. Doron ja Kronick 1977, Nurmi 1997),  mutta tuo mahdollisuus saattaa tuntua äänestäjästä vieraannuttavalta. Siksi monotoniset mitat ovat kannatuksen suhteellisuuteen pyrkivissä järjestelmissä luontevampia kuin ei-monotoniset. 
Valtaindeksien keskinäisessä vertailussa on ollut tapana tuoda esiin myös paradokseja, jotka liittyvät niiden käyttöön. Yleensä kyseessä ovat ilmiöt, jotka ovat jotenkin yllättäviä tai jopa luonnottomia valtaan liitettyinä, mutta silti liittyvät tiettyihin indekseihin heittäen täten varjoa jälkimmäisten ylle. Seuraavassa lista tällaisista ilmiöistä (Felsenthal  ja Machover 1998):
a. Veto-pelaajaparadoksi: veto-pelaajan (so. pelaajan, joka kuuluu jokaiseen minimaaliseen voittokoalitioon) voitto (valta) on pienempi kuin jonkun muun yksittäisen pelaajan valta. 

b. Lahjoitusparadoksissa tietty koalitio lahjoittaa osan arvostaan toiselle pelaajalle ja tämän seurauksena lahjoittajan valta kasvaa aiempaan nähden.

c. Anneksaatioparadoksi: puolue 1 kaappaa puolueen2 kokonaisuudessaan ja tämän seurauksena 1:n valta on pienempi kuin ennen kaappausta, ceteris paribus.
d. Veto-pelaajan voitto-osuusparadoksi esiintyy, kun veto-pelaaja saa pienemmän voiton kuin 1/n, missä n on pienimmän voittokoalition jäsenmäärä. 

e. Lisätyn veto-pelaajan paradoksi esiintyy jos tiettyyn pelaajajoukkoon lisätään veto-pelaaja ja tämän seurauksena muiden pelaajien voittojen suhde muuttuu.

Osoittautuu, että kaikki  a priori- vallan indeksit ovat alttiina joillekin näistä paradokseista (Felsenthal 2016).  Shapley-Shubik-indeksi saattaa kohdata paradoksin e, Banzhaf-indeksiin saattavat liittyä a,  b ja d paradoksit. Deegan-Packel-indeksiin voi liittyä edellisten lisäksi vielä lisätyn veto-pelaajan paradoksi. Julkishyödykeindeksiä käytettäessä taas saatetaan törmätä paradokseihin a, b ja d. Lisäksi on hyvä muistaa, että kaksi viimeksi mainittua indeksiä ovat ei-monotonisia. 

Suhteeellisen tuoreessa artikkelissa Felsenthal (2016) rakentaa valtaindeksin, joka välttää kaikki yllä mainitut paradoksi ja on lisäksi monotoninen. Se perustuu sellaisten minimaalisten voittokoalitioiden tarkasteluun, joissa on pienin määrä jäseniä.  Kaikkien tällaisten koalitioiden muodostumistodennäköisyys oletetaan indeksiä laskettaessa  samaksi ja muita koalitioita ei ajatella muodostuvan lainkaan. Lisäksi kaikkien muodostuvien koalitioiden kullekin jäsenelle koituu yhtä suuri voitto. Tämän indeksin käytöstä kannatuksesta indeksiarvon mukaisiin paikkajakatumiin ei ole vielä kokemuksia. 
5.3 Kannatuksesta valtaindeksien mukaisiin  paikkajakautumiin 
Käsitys suhteellisuudesta puoluekannatuksen ja valtaindeksien jakautuman vastaavuutena ei ole uusi. Laakson (1975) väitöskirjan inspiroimana tämän kirjoittaja kirjoitti jo neljäkymmentä vuotta sitten:
”If one aims at designing collective decision making bodies which are democratic in the sense of reflecting the popular support in terms of voting power, we need indices of the latter which enable us to calculate for any given distribution of support and for any decision rule the distribution of seats that is ’just’. Alternatively, we may want to design decision rules that – given the distribution of seats and support – lead to a distribution of voting power which is identical with the distribution of support” (Nurmi 1978). 
 
Taustana olivat tutkimukset, jotka osoittivat valtaindeksien tuottaman jakautuman ja puolueiden kannatusjakautuman poikkeavan toisistaan lähes kaikilla päätössäännöillä ja kaikissa parlamenteissa (Banzhaf 1968, Brams 1975, Laakso 1975). Poikkeaman aiheuttajasta ei sinänsä ole epäselvyyttä: parlamenttien päätöksenteko perustuu viime kädessä äänestyksiin, joissa asia ratkaistaan eri kantojen saaman äänimäärän perusteella, siis jollakin ennalta sovitulla päätössäännöllä. Tällaista sääntöä ei tietenkään ole kansan keskuudessa, vaan kukin ilmaisee kantansa, joka sitten muodostaa yhden osan kannatusjakautumaa.  Kansa ei siis sellaisenaan  edustuksellisessa järjestelmässä  tee päätöstä asioista, vaan valitsee edustajia tekemään päätöksiä. Tämä itsestäänselvyys selittää suurelta osin erot kannatusosuuksien ja valtaindeksijakautumien välillä. 
Kannatusosuuksien ollessa tiedossa on helppo laskea vastaavat valtaindeksiarvot eri puolueille. Tässähän vain sijoitetaan vaalitulokset laskentakaavaan. Olennaisesti komplisoidumpi on ns. ”käänteisongelma”, so. halutunlaisen valtaindeksijakautuman mukaisen paikkajakautuman määrääminen tietyn tai tiettyjen päätössääntöjen puitteissa. 
Mikäli päätössääntöjä voi käyttää rajoituksetta,  ei periaatteessa ole mahdotonta eikä edes vaikeaa saavuttaa lähes täydellinen vastaavuus kannatus- ja valtaindeksijakautumien välillä, mikäli jälkimmäiset perustuvat Shapley-Shubik-indeksiin. Shapley (1962) on osoittanut, että kun kullakin päätössäännön arvolla yksinkertaisesta enemmistöstä (50%) yksimielisyyteen (100%) lasketaan jokaisen puolueen Shapley-Shubik- arvo ja määrätään näiden keskiarvo, saadaan valtaindeksijakautuma, joka lankeaa yhteen kannatusjakautuman kanssa.  Tätä tulosta käyttäen voidaan siis saavuttaa halutunlainen vallan ja kannatuksen vastaavuus, kun annetaan käytettävän määräenemmistörajan muuttua satunnaisesti, ts. käytetään satunnaismekanismia, jossa jokainen määräenemmistöarvo tulee valituksi yhtä suurella todennäköisyydellä. Ajatus parlamentista, jossa kussakin äänestystilanteessa käytettäisiin satunnaisesti valittua määräenemmistökynnystä saattaa tuntua kovin villiltä, mikä ei tietenkään vähennä tuloksen teoreettista merkitystä. Itse asiassa tuloksen käyttökelpoisuutta vähentää kuitenkin vielä se, että useissa parlamenteissa (ml. Suomi) käytetään useampaa kuin yhtä päätössääntöä. Siten ei ole selvää, miten vaalituloksen ja valtaindeksiarvojen eron suuruus määrätään yksikäsitteisesti. Silti käänteisongelman ratkaisun avaimet ovat käsillä Shapley-Shubik-indeksin osalta.    
Viimeaikaisempi tutkimus on löytänyt heuristiikkoja ja konstruoinut täsmällisiä algoritmeja, joita käyttäen paikkajakautumat voidaan saada vastaamaan useimpien valtaindeksien mukaisia jakautumia. Laruelle ja Widgrén (1998) tarkastelivat EU:n ministerineuvoston äänijakautumia ja laativat heuristiikan, jonka kautta äänimääriä modifioiden päästään lähelle Banzhaf-indeksin määrittelemää valtajakautumaa. Teoreettiselta kannalta merkittävässä Alonin ja Edelmanin artikkelissa jatketaan Banzhaf-indeksien mukaista valtajakautumaa lähestyvien algoritmien kehittelyä (Alon ja Edelman 2010). Algoritmien kehittelyssä saavutettiin tietynlainen päätepiste Kurzin (2016) artikkelissa, jossa osoitetaan käänteisongelman olevan algoritmisesti ratkaistavissa useimpien valtaindeksien osalta, hieman yllättävästi myös ei-monotonisten julkishyödyke- ja Deegan-Packel-indeksin osalta (kattava yleiskatsaus heuristiikoista ja algoritmeista on  Kurz ja Napel  2014). 
Teoreettisesti optimaalisen edustuksen ongelma näyttää siis olevan ratkaistavissa useimpien valtaindeksien kohdalla. Voimme näin ollen kannatusjakautuman selvittyä periaatteessa määrätä sellaisen paikkajaon, että käytettävällä päätössäännöllä a priori- vallan jakautuma käytetyn valtaindeksin mielessä vastaa tarkasti vaaleissa ilmaistun kannatuksen jakautumaa puolueiden kesken. Keskeinen ongelma on kuitenkin yhä ratkaisematta: mikä on oikea valtaindeksi? Tässä tutkijakunta näkyy jakautuneen ainakin kahteen pääleiriin: yhtäältä Shapley-Shubik-indeksin ja toisaalta Banzhaf-indeksin kannattajiin. Pienempiä ryhmittymiä on syntynyt julkishyödykeindeksin ja preferenssiperustaisten indeksien ympärille (jälkimmäisistä ks. Napel ja Widgrén 2004; Pajala ja Widgrén 2004). Keskustelu jatkuu, mutta jonkinlaista lähetymistä on havaittavissa siinä, että nähdään eri indeksien sopivan erityisen hyvin (tai huonosti) tiettyihin ympäristöihin. Esimerkiksi julkishyödykeindeksi sopii hyvin asetelmiin, joissa koalitioille tuleva hyöty on (jakamaton) kollektiivihyödyke. Felsenthal ja Machover (1998) puhuvat I- ja P- vallasta eli vallasta vaikutuksena (influence) lopputuloksiin  ja vallasta palkintona (prize), joista edelliseen he suosittelevat Banzhaf-indeksejä. Straffin (1988) liittää indekseihin probabilistisen mallin, jossa päätöksentekoelin on joko  ”riippumaton” (äänestäjät ovat toisistaan riippumattomia) tai homogeeninen (kaikilla on sama todennäköisyys äänestää ”kyllä”).  Homogeenisuus tai äänestäjien keskinäinen riippumattomuus määräävät sitten indeksin otollisuuden ao. ympäristöön. 
6. Lopuksi

Optimaalisen edustamisen ongelmaa on edellä tarkasteltu lähinnä matemaattisten mallinrakennusvälineiden näkökulmasta, tosin teknistä apparaattia käyttämättä. Itse käsite ”optimaalinen” tuntuu vaativan ainakin implisiittisesti jonkinlaisten funktioiden ääriarvojen tarkastelua. Loppujen lopuksi poliittinen edustaminen ei kuitenkaan pelkisty matematiikaksi, vaan muitakin aspekteja tulee mukaan kuvaan. Esimerkiksi Suomen vaalilainsäädäntö sisältää pyrkimyksiä paitsi sisällöllis-poliittiseen myös alueelliseen edustavuuteen. Välineitä näiden yhdistämiseen on ansiokkaasti tarkastellut Pukelsheim (2014)   kattavassa monografiassaan. Kattavuudestaan huolimatta tämäkään kirja ei käsittele sitä, minkä oikeastaan tulisi tulla edustetuksi, nimittäin kansalaisten näkemyksiä. Tarkemmin sanoen, se informaatio, jonka kansalainen vaalilipussaan antaa ääntenlaskijalle, jää vaille eksplisiittistä huomiota. Olemme tottuneet ajattelemaan, että yksi nimi tai numero vaalilipussa on riittävä informaatio vaalin tuloksen määräämiseksi ja vaalin erilaisten hyvyyskriteerien toteutumisen arvioimiseksi. Tarkemmin ajatellen näin ei tietenkään ole. Meillä kaikilla on käsityksiä myös muista ehdokkaista kuin siitä, jota äänestämme. Joskus on jopa vaadittu, että koko prosessi pitäisi kääntää päälaelleen siten, että äänestäjät antaisivatkin negatiivisia ääniä, jolloin valituiksi tulisivat ne, joita pienin äänestäjäjoukko on äänestänyt. Tämän vaatimuksen meriiteistä ei ole tarpeen tässä keskustella. Riittää kun toteamme, että äänestäjiltä voi pyytää myös nykyistä rikkaampaa informaatiota. Tämä taas edellyttäisi uusia äänten laskutapoja ja sen myötä uusia määritelmiä optimaaliselle edustuksellisuudelle. Näitä käsittelimme edellä Monroen sekä Chamberlinin ja Courantin menetelmän yhteydessä. 
Vaalit aggregoivat mielipiteitä. Niihin voidaan siten soveltaa aggregoinnin onnistuneisuuden kriteerejä. Näitä on monia ja useat niistä sulkevat  pois toisiaan. Siksi optimaalisen vaalisysteemin luominen on aidosti kiistanalainen teema. Mikä kriteeri on toisia tärkeämpi? Voidaanko yhden kriteerin täyttymisellä kompensoida epäonnistuminen usean muun suhteen? Näin voidaan kysyä myös yhden ehdokkaan valintaan liittyvissä vaaleissa. Parlamenttien ja komiteatyyppisten elinten kohdalla vaikeusastetta lisää se, että koottavan elimen tulisi kyetä toimimaan yhdessä, luomaan koherenttia politiikkaa, muodostamaan yhteisiä näkemyksiä tulevaisuudesta jne. Pelkäänpä, ettei tämäntyyppisten kysymysten yhteydessä ole paljonkaan apua niistä apuvälineistä, joita olen edellä pyrkinyt valaisemaan. Vaikka onkin mukavampi etsiä avaimia lyhdyn alla hyvässä valaistuksessa kuin pussipimeässä, on joskus syytä suunnata lyhty myös pimeisiin paikkoihin. Siinä taas voi hyvässä valossa saavutetusta tiedosta olla apua. Siten yksikertaistavatkin tutkimusvälineet ovat useimmiten avuksi, usein jopa välttämättömiä,  kompleksista todellisuutta tutkittaessa. 
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� Lukija tunnistaa Esimerkissä 2 syklisten enemmistöjen ilmiön, jota kutsutaan myös Condorcet’n paradoksiksi. Tässä tuo paradoksi liittyy yksilötason päätöksentekoon, jossa äänestäjien paikalla ovat politiikkasektorit. 


�  Melko kattava kokoelma kirjoituksia pitkältä aikaperiodilta tästä teemasta on koottu teokseen Holler ja Nurmi (2013). Systemaattinen ja edelleenkin hyvin käyttökelpoinen tutkimusmonografia valtaindekseistä on Felsenthal ja Machover (1998). Sitä täydentää oivallisesti Laruelle ja Valenciano (2008). 


� Ideana tässä on tarkastella tapauksia, joissa i voi muuttaa koalition statusta liittymällä siihen tai poistumalla siitä, joten on luontevaa lähteä liikkeelle joko niistä koalitioista, joissa i ei ole mukana ja tarkastella, miten niille käy, kun i liittyy niihin, tai niistä koalitioista, joihin i kuuluu, ja katsoa mitkä niistä muuttuvat voittavista ei-voittaviksi, kun i poistuu. Siksi jakajana on luontevaa käyttää 2n-1:tä. 


� N:n kertoma N! = 1 x 2 x ... x (N-1) x N on N:stä elementistä saatavien erilaisten järjestysten (jonojen) lukumäärä. 


�  Sittemmin artikkeli ilmestyi pienin muutoksin paremmin tunnetussa kokoelmassa (Nurmi 1982). 





