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Tama tutkielma liittyy Turun yliopiston matematiikan ja tilastotieteen lai-
toksen projektiin. Projektin tarkoituksena on tuottaa sdhkdinen matematiikan
oppikirja uuden opetussuunnitelman 2015 mukaisesti. Projektilla on kaksi
ohjaajaa yliopistosta.

Opetusmateriaali on tarkoitettu lukion matematiikan ensimmaiselle kurssille, jon-
ka koodi on MAY1. Uuden kurssin aihealueena on luvutja lukujonot. Valmis oppi-
kirja on tarkoitus julkaista verkkosivulla http://www.avoinoppikirja.fi, kun kaikki
sen osat ovat valmiita.

Téassa tutkielmassa kasitelladan osa lukujonoista; aritmeettinen lukujono ja summa,
lukujonot, jotka eivit ole aritmeettisia tai geometrisia, sekd rekursiivisesti méda-
ritelty lukujono. Luvut ja toinen osa lukujonoista kédsitellddn muiden projektiin
osallistuneiden kirjoittamissa tutkielmissa.

Uusi kurssi on jatkossa kaikille lukion opiskelijoille yhteinen. Valinta pitkdn ja
lyhyen matematiikan oppimddrdn vililld on tarkoitus tehdd vasta ensimmaisen
kurssin jdlkeen, koska opetushallitus haluaa antaa opiskelijoille mahdollisuuden
tehda harkitumman valinnan matematiikan oppiméaaran suhteen.

Opetusmateriaalia suunnitellessani otin huomioon uudessa opetussuunnitelmas-
sa mainitut matematiikan opiskelun oppimistavoitteet sekd kyseiselle kurssille
annetut opetussisdllot. Tutkin myd6s olemassa olevia lukion matematiikan opypi-
kirjoja lukujonojen osalta, sekd tutustuin matematiikan opettamiseen, oppimiseen
ja oppimisvaikeuksiin liittyvaan kirjallisuuteen.

Tekemaéni opetusmateriaali tehtdvineen on osa téta tutkielmaa. Opettajan oppaas-
sa esittelen lyhyesti kappaleiden siséllot ja pohdintojen késittelyn. Sahkoinen op-
pikirja on tarkoitettu opiskelijalle, mutta myos tienndyttdjaksi opettajalle uuden-
laisen kurssisisdllon aiheiden kasittelyyn annetun tuntiméaran puitteissa.
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This thesis is related to a project of the Department of Mathematics and
Statistics in the University of Turku. The project is about creating an electric
mathematics book according to the new curriculum 2015 in Finland. The project
is conducted by two supervisors from the university.

The book is for the first course of mathematics in high school and it is co-
ded as MAY1 in the curriculum. The new course covers the topics of num-
bers and their sequences. The electric book is to be published on website
http://www.avoinoppikirja.fi, when all of its parts are ready.

This thesis covers part of the sequences; arithmetic sequences and their sums,
sequences that are not arithmetic or geometric, and also recursively defined
sequences. Numbers and the other part of sequences are covered in the theses
of the other participants of the project.

In the future, the first course is common to all high school students. The Finnish
National Board of Education wants to give the students a possibility to choose
more carefully which syllabus they will follow in the future, standard or higher,
and thus the choice is to be made after the first course.

When producing the education material I took into consideration the goals for
learning mathematics and the contents of the course, which were mentioned in the
new curriculum. I also explored the existing high school mathematics textbooks
and other literature related to the topic, the mathematics learning in general and
the learning disabilities in mathematics.

The education material with the exercises is a part of this thesis. I also give a short
description of the contents and the introduction exercises in the section called
teacher’s guide. The book is meant for the student, but also as a trailblazer for the
teacher in handling the new combination of topics of the new course in the given
timeframe.
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1 Esipuhe

Ajatus oppikirjan tekemisestd on aina kiehtonut minua, joten koin olevani
onnekas pddstessdni mukaan matematiikan oppikirjaprojektiin Turun yli-
opiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksella. Toivon tdsta tutkielmasta
olevan hydtyéd opettajille, jotka aloittavat uuden opetussuunnitelman mu-
kaisen opetuksen vuoden 2016 syksylla.

Haluan esittdd kiitokseni tutkielmani ohjaajille ja projektin vetdjille, pro-
fessori Peter Héastolle Oulun ja Turun yliopistosta ja tutkijatohtori Riku
Klénille Turun yliopistosta. Haluan kiittdd myos koko kirjaprojektiryhmaa
hyvésta yhteistyosta. Erityiset kiitokset haluan esittda Taru Nolville, jonka
kanssa tein lukujonojen osuutta kirjassa.

Tama tutkielma on esitetty myos Pro gradu -seminaarissa. Kiitos opponen-
tilleni Tuula Ruuskaselle hyvistd kommenteista ja ideoista. Matematiikan
ja tilastotieteen laitos ansaitsee myos kiitokseni kaikesta mielenkiintoises-
ta opetuksesta, joka on lopulta johtanut tdiman tutkielman kirjoittamiseen.
Lopuksi haluan kiittdd Markku Salmista arvokkaasta henkilokohtaisesta
tuesta.



2 Johdanto

Tama tutkielma liittyy Turun yliopiston matematiikan ja tilastotieteen lai-
toksen projektiin, jonka tarkoituksena on tuottaa sdhkdinen oppikirja lu-
kion matematiikan ensimmadiselle kurssille. Kurssi perustuu 27.10.2015 jul-
kaistuun uuteen opetussuunnitelmaan [32], joka otetaan kdyttoon viimeis-
tddan 1.8.2016. Projektilla on kaksi ohjaajaa yliopistosta.

Uuden kurssin (MAY1) aihealueena on luvut ja lukujonot. Kurssilla kerra-
taan ja tdydennetddn opiskelijoiden tietoja aiheista lukualueet, peruslasku-
toimitukset, prosenttilaskenta, funktion késite, lukujonon késite, rekursii-
visesti méddritelty lukujono, lukujonon summa, aritmeettinen ja geometri-
nen lukujono ja niistd muodostettu summa sekd kuvaajan piirto ja tulkinta
teknisid apuvélineitd kdyttden.

Téassd tutkielmassa késitellddn aritmeettinen lukujono ja summa, muut
kuin aritmeettiset ja geometriset lukujonot sekéd rekursiivisesti maéaritelty
lukujono. Muut aiheet ja loput lukujonojen osuudesta késitellddn muiden
projektiin osallistuneiden opiskelijoiden kirjoittamissa tutkielmissa. Val-
mis oppikirja [34] on tarkoitus julkaista sdhkoisessd muodossa.

Uusi kurssi on kaikille opiskelijoille yhteinen, joten sen tulee tarjota sopi-
va opetuskokonaisuus sekd pitkdn ettd lyhyen matematiikan valitseville
opiskelijoille. Opiskelijat tekevéat valinnan vasta yhteisen kurssin jalkeen.
Opetushallitus haluaa nédin antaa opiskelijoille mahdollisuuden tehd& har-
kitumman valinnan oppiméadran suhteen. Opetushallitus toivoo uuden
yhteisen kurssin myos lisddvan pitkdn matematiikan valitsevien méaaraa
[30].

Matematiikan yhteisen opintokokonaisuuden yhtend tehtdvanad on he-
rattdd opiskelijan kiinnostus matematiikkaa kohtaan. Matematiikka tuli-
si ndhda hyodyllisend oppiaineena. Opiskelija saa yhteisen ensimmaisen
kurssin my6td myos mahdollisuuden vahvistaa pohjaa tuleville matema-
tiikan opinnoilleen. Samalla on kuitenkin huomioitava myos ne opiskelijat,
jotka tarvitsevat eriyttdmistd ylospdin.

Opetusmateriaalia suunnitellessani otin huomioon uudessa opetussuun-
nitelmassa mainitut matematiikan opiskelun oppimistavoitteet sekad ky-
seiselle kurssille annetut opetussiséllot. Tutustuin myos olemassa oleviin
lukion matematiikan oppikirjoihin, joissa vastaavat lukujonoihin liittyvat
asiat on késitelty pitkdn matematiikan yhdeksdnnessda kurssissa "trigo-
nometriset funktiot ja lukujonot” ja lyhyen matematiikan kuudennessa
kurssissa “matemaattisia malleja I1”.
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Tutustuin lisdksi aiheeseen liittyvaan kirjallisuuteen. Lukemani artikkelit
ja muu kirjallisuus késittelivat matematiikan oppimisvaikeuksia, lukujo-
noja ja matematiikan oppimiseen ja opettamiseen liittyvid asioita yleisesti.
Tutkielmani ohjaajat ovat my0s vaikuttaneet omalta osaltaan opetusmate-
riaalini sisdltoon.

Ohjaajat valitsivat neljd artikkelia, jotka toimivat hyvana ldhtokohtana ope-
tusmateriaalin suunnittelussa. Artikkelit ovat: “Habits of Mind: An Orga-
nizing Principle for Mathematics Curricula” [4], “Identifying a Framework
for Graphing Formulas from Expert Strategies” [24], “The Notion of Proof
in the Context of Elementary School Mathematics” [36] ja “Use of Indi-

rect Addition in Adult’s Mental Subtraction in the Number Domain up to
1,000” [38].

Kurssia varten tekeméni opetusmateriaali tehtdvineen on osa tata tutkiel-
maa ja se 16ytyy luvusta 5. Opettajan oppaassa (luku 6) esittelen lyhyesti
kappaleiden sisdllot, opetuksen tavoitteet ja pohdintojen késittelyn. Sih-
koinen oppikirja on tarkoitettu varsinaisesti opiskelijalle, mutta myos tien-
ndyttdjaksi opettajalle uudenlaisen kurssisisédllon aiheiden késittelyyn an-
netun tuntimédran puitteissa.

Uuden opetussuunnitelman mukaan matematiikan opetuksen tavoitteissa
(ks. liite B) korostetaan matematiikan ymmartamista ja hyodyntamistd, se-
kd matemaattisesti esitetyn tiedon tuottamista. Merkittdviksi nousee myos
syvallisempi perehtyminen opetettaviin aihealueisiin, luovien ratkaisujen
16ytaminen ja ongelmanratkaisutaitojen kehittdminen.

Lisédksi opiskelijaa tulisi kannustaa kokeiluihin ja tiedonhankintaan. Ope-
tuksen ldhtokohdat tulisi valita opiskelijoita kiinnostavista aiheista, il-
midistd ja niihin liittyvistd ongelmista. Matemaattiset kédsitteet tulisi liittaa
osaksi suurempaa kokonaisuutta. Tyotapojen tulisi olla vaihtelevia ja ope-
tuksen apuna tulisi kdyttda tietokoneohjelmistoja. [32]

Tekemdéssédni opetusmateriaalissa painottuu ymmartdminen. Kaikkein laa-
jimman ymmarryksen saa mielestédni opiskelija, joka tutkii erilaisia tapauk-
sia, ja 10ytda teorian itse sitd kautta. Korostan pdattelyn merkitystd mate-
matiikassa, silld se on matematiikan syvin olemus.

Tarkedd on myos vastauksen jirkevyyden pohtiminen, kriittinen ajatte-
leminen ja todellisten ongelmien tutkiminen aina kun se on mahdollista.
Matematiikka on loogisen pédittelyn viline. Opetusmateriaalissa tekstin ja
matemaattisten lausekkeiden formalismi on pyritty pitimadan matalana.

Lukujono on melko irrallinen késite lukion oppiméddrédssd. Aritmeettisen
lukujonon késittelyd tarvitaan mm. talousmatematiikassa, kun kuukausit-
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taisille talletuksille lasketaan vuotuista korkoa. Opiskelijalle voi kuitenkin
korostaa juuri matemaattisen ajattelun opettelemista ja lukujonojen roolia
ikddn kuin tyokalupakin tytkaluna.



3 Opetusmateriaalin sisdltoon vaikuttaneet asiat

3.1 Johdanto

Téssd luvussa pohditaan matematiikan opetusta ja oppimista opetussuun-
nitelman tavoitteiden saavuttamisen kannalta. Lihtokohtana on opiskelija
ja hdnen tavoitteensa, sekd opettajan mielessd pyorivét ajatukset mahdol-
lisesti haastavaakin uutta opetustapaa kdytettdessa. Uusia taitoja voi on-
neksi opetella yksi kerrallaan.

Matematiikan opiskelu vaatii opiskelijalta monia taitoja ja sinnikkyytta.
Matematiikan oppimisvaikeudet ja motivaatio vaikuttavat oppimistulok-
siin. Toisaalta my0s opetustavalla ja tehtdavityypeilld on merkittdva vai-
kutus opiskelijan matemaattisen identiteetin rakentumiseen ja sitd kautta
oppimiseen.

Uudessa opetussuunnitelmassa korostetaan luovien ratkaisujen 16ytamis-
td ja ongelmanratkaisua. Késittelen ndiden lisdksi matemaattisen ajattelu-
ketjun muodostamista. Opiskelijan tulisi oppia kidyttdmé&éan asiantuntijoi-
den kdyttdmid menetelmid ja ajattelemaan matemaattisesti. Asiantuntijan
kdayttamat metodit eroavat noviisin kdyttamistd, joskin asiantuntijuuden
madritelméad on pohdittu ja tarkennettu vuosien saatossa.

Ongelmanratkaisutehtdvan kasitteleminen luokassa voi olla haastavaa ja
vaatia paljon opettajalta. Miten tehtdvéa tulisi ohjeistaa? Miten saadaan
koottua yksittdisten vastausten anti kaikkia hyddyttdvaan muotoon ja mi-
ten se tulisi kdyda yhdessa lapi? Miten toimia védrien vastausten kanssa?

Matemaattinen todistaminen on myos olennainen osa matematiikan ym-
madrtdmistd ja ilmaisua. Miten sitd voisi harjoitella luokassa ja mitd opet-
taja voi tehdd auttaakseen opiskelijoita padsemddn eteenpdin? Kdyn vield
lopuksi ldpi erilaisia tehtavatyyppeja ja niiden hyddyntamistd tekemani
opetusmateriaalin suunnittelussa.

3.2 Opetussuunnitelma
Uudessa opetussuunnitelmassa [32] matematiikan opetuksen tavoitteissa
korostetaan kdaytannollistd ldhestymistapaa ja matemaattisessa muodossa

olevan tiedon kasittelyad. Seuraavassa on otteita tavoitteista.

“Matematiikan opetuksen tehtdvédna on tutustuttaa opiske-
lija matemaattisen ajattelun malleihin sekd matematiikan pe-
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rusideoihin ja rakenteisiin, opettaa kdyttimaan puhuttua ja kir-
joitettua matematiikan kieltd sekd kehittdad laskemisen, ilmidi-
den mallintamisen ja ongelmien ratkaisemisen taitoja.

Opetuksen ldhtokohdat valitaan opiskelijoita kiinnostavista
aiheista, ilmidistd ja niihin liittyvistd ongelmista. Opetuksessa
kdytetddn vaihtelevia tyotapoja, joissa opiskelijat tyoskentele-
vat yksin ja yhdessd. Opetustilanteet jarjestetddn siten, ettd ne
herdttavat opiskelijan tekeméddn havaintojensa pohjalta kysy-
myksid, oletuksia ja padtelmid sekd perustelemaan niita. (...)

Opiskelijaa kannustetaan kehittdméaan luovia ratkaisuja ma-
temaattisiin ongelmiin. Opetuksessa tutkitaan matematiikan ja
arkielaman vélisid yhteyksid sekd tietoisesti kdytetddn eteen
tulevia mahdollisuuksia opiskelijan persoonallisuuden kehit-
tdmiseen, miké tarkoittaa muun muassa hianen kiinnostuksen-
sa ohjaamista, kokeiluihin kannustamista sekd tiedonhankinta-
prosessien kehittamistd.” [32]

Matematiikan pitkdn oppimddrén tavoitteissa mainitaan ammatillisten ja
korkeakouluopintojen edellyttdiméat matemaattiset valmiudet ja matemaat-
tinen yleissivistys. Lyhyen oppimédaran tavoitteissa painottuvat valmiudet
hankkia, késitelld ja ymmartdd matemaattista tietoa ja kdyttdd matematiik-
kaa eldmaén eri tilanteissa ja jatko-opinnoissa. [32]

Opetushallitus haluaa lisdtd pitkdn oppimddran opiskelijoiden maaraa
[30]. Valinnalla on vaikutusta jatko-opintoihin pddsemiseen. Yhteinen en-
simmdinen kurssi antaa opiskelijalle mahdollisuuden tehda tdiman tarkedn
padtoksensd paremmalta pohjalta.

Edellisessa vuoden 2003 opetussuunnitelmassa [31], joka otettiin kdyttoon
1.8.2005, matematiikan opetuksen tavoitteissa painotettiin myos ongelman
ratkaisemisen taitoja. Opetustilanteet piti jarjestda siten, ettd ne herattavat
opiskelijan tekemddn havaintojensa pohjalta kysymyksid, oletuksia ja paa-
telmid sekd perustelemaan niitd. Opiskelijaa tuli kannustaa kehittiméaan
luovia ratkaisuja matemaattisiin ongelmiin. Nama tavoitteet ovat siis sdi-
lyneet samoina myo6s uudessa opetussuunnitelmassa.

3.3 Matematiikkaan liittyvat oppimisvaikeudet

Oppimisvaikeus-sivustolla [26] todetaan, ettd matematiikan oppimisvai-
keuksia on monenlaisia, koska matematiikassa tarvitaan monenlaisia tai-
toja.



“Kielelliset vaikeudet aiheuttavat matemaattisten késittei-
den ja symbolien ymmartdmiseen ja muistamiseen liittyvid on-
gelmia. Hahmottamiseen liittyvdt pulmat vaikeuttavat mate-
matiikkaan liittyvén visuaalisen eli ndonvaraisen tiedon késit-
telyd, kuten kdyrien, graafisten esitysten tai geometrian ym-
martamista.

Matematiikka edellyttdd visuospatiaalisen eli avaruudelli-
sen hahmottamisen kykyié, jota tarvitaan muun muassa nume-
roiden ja matemaattisten symbolien hahmottamisessa. Havain-
topohjaiset ja tarkkaavaisuuteen liittyvit vaikeudet puolestaan
saattavat aiheuttaa virheitd numeroiden ja laskumerkkien ha-
vaitsemisessa ja lukemisessa sekd lukujen sijoittamisessa kaa-
voihin.

Muistiongelmat hankaloittavat laskusddntdjen, kertotaulun
ja peruslaskutoimitusten tulosten ulkoa oppimista. Matemaat-
tisten ongelmien ratkaisu tapahtuu puolestaan tyomuistissa,
jolloin tydmuistin heikentynyt kapasiteetti asettaa omat rajoi-
tuksensa.

Matematiikan hallitseminen edellyttdd toiminnan ohjauk-
sen taitoja, eli kykyad tarkkailla ja sdddelld omaa toimintaa ja esi-
merkiksi muuttaa tarvittaessa laskutapaa. Luonnollisesti vai-
keudet loogisen paattelyn taidoissa asettavat omat rajoituksen-
sa matemaattisten periaatteiden ymmartdmiseen ja soveltami-
seen.

Lisédksi on olemassa erityisesti matemaattisiin taitoihin liit-
tyvid vaikeuksia, kuten vaikeuksia ymmartdd ja muodostaa lu-
kujonoja ja siten ymmartad suuruuskasitteitd ja lukujen valisid
suhteita.” [26]

Matemaattisten merkintdjen ymmartaminen on matemaattisten ongelmien
ratkaisemisessa valttamatonta. Opiskelijan tdytyy ymmartad, mitd mika-
kin merkki tarkoittaa ja miten se tdytyy huomioida laskua laskettaessa.
[19, s. 7] Laskun voi yrittdd pilkkoa helpommin kasiteltdviin osiin [25].
Esim. vdhennyslaskun voi usein muokata helpommin késiteltdivampaan

muotoon [38].

“Lapsen voi olla hankala ymmartdd, mitd sanallisessa tehtdvassa kysytaan.
Lisaksi lapselle saattaa olla haastavaa erottaa ongelman ratkaisemisen kan-
nalta olennainen tieto epdolennaisesta. Joskus tehtdvissd eteneminen voi
olla vaikeaa: lapsi ei tiedd, miten edetd vaiheittain monivaiheisessa teh-
tdvassd tai mika laskutapa sopii tietynlaisten ongelmien ratkaisemiseen.”
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[19, s. 8]

Laskun vilivaiheet kannattaa kirjoittaa ylos mahdollisimman tarkasti, silla
se selkeyttdd omia ajatuksia, ja tehtdva on myos helpompi selittdd toisille.
Kynén ja paperin kdyttdiminen vdhentdd myos tyomuistin kuormitusta.
[25]

Hahmotusvaikeudet voivat ilmetd myos aikajatkumoiden ja syy-
seuraussuhteiden mieltdmisen vaikeutena, sekd kokonaisuuksien jasen-
tamisen vaikeutena. Ne voivat haitata my0s sosiaalisen viestinnan tul-
kintaa, silld ihmisten vélisestd vuorovaikutuksesta suuri osa perustuu ei-
kielelliseen ilmaisuun. [26]

Muistiongelmiin voi auttaa hédlyn ja keskeytysten rajoittaminen, tiedon
jasentely ja merkitysten liittdminen opittavaan asiaan [20]. Palautteen an-
taminen voi myos kehittdd opiskelutaitoja, silld omat kokemukset eivit
aina anna riittivaa palautetta siitd, oliko kaytetty tyoskentelytapa tai -aika
oikea suhteessa tavoitteisiin ja oppimisen tuloksiin. [25]

Lukujonotaidot tarkoittavat kykya luetella lukuja eteen- ja taaksepdin, seka
taitoa luetella lukuja hyppien joidenkin lukujen yli, esim. 2, 4, 6, 8, ... On
myos osattava yhdistda tietty luku sitd vastaavaan lukumaddrdan, esim.
lukusana kolme ja kolme palloa. Ndamai taidot kehittyvit usein jo ennen
koulun alkua. [19, s. 6]

Opettaja voi ottaa mahdolliset oppimisvaikeudet huomioon monella ta-
valla, esim. esittdmalld vaihtoehtoisia ratkaisutapoja, kdyttamalld kuvia,
johdattelemalla eteenpdin ja painottamalla olennaisia asioita. Kaikille on
hyodyllistd, mikéli luokassa on hyvé tydrauha, mutta erityisesti siitd hyo-
tyvit keskittymisvaikeuksista karsivét opiskelijat.

Oppimisvaikeuksien ymmartdminen on mielestani tirkedd ja vaikuttaa
omalta osaltaan my0s opetusmateriaalin laatimiseen. Olen pyrkinyt kayt-
tdamddn mahdollisimman hyvaa suomenkieltd ja selkeitd tehtdvid. Olen jét-
tanyt mallitehtdvistd pois asiasisdllon kannalta epdolennaiset turhat vai-
keudet. My®0s eritasoisissa tehtdvissd on pyritty keskittymddn olennaisen
opiskeluun.

Opettaja oppii véhitellen ndkemddn, missd opiskelijoilla on useimmiten

vaikeuksia ja voi hyodyntda tatd tietoa opetuksessaan. Selked opetusma-
teriaali tukee omalta osaltaan laadukasta opetusta.
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3.4 Matemaattisen identiteetin kehittaiminen

Artikkelissa Being a Mathematics Learner: Four Faces of Identity [3] tutkitaan
lukio-opiskelijoiden matemaattisen identiteetin kehittymistd ja merkitysta
matematiikan oppimisessa. Matemaattinen identiteetti muodostuu kans-
sakdymisessd muiden kanssa ja se vaikuttaa opiskelijan suhtautumiseen
matematiikan opiskeluun. He kysyvit itseltddn, “olenko mind matematii-
kan opiskelija?”. [3, s. 7-8]

Identiteetin luominen alkaa jo kotiympdristdssd, pohjautuen sen asen-
teisiin ja elinpiirissd tarjolla oleviin ammatteihin. Myohemmin luokka-
huoneessa tapahtuvalla kanssakdymiselld opettajan ja opiskelutovereiden
kanssa on suuri merkitys opiskelijan kdsitykseen itsestddn matematiikan
opiskelijana. [3, s. 8-10]

Matemaattisen identiteetin kehittymisen kannalta olisi tarkedd, ettd opis-
kelija kokisi olevansa osa matematiikkaa opiskelevien yhteisdvd. Hanen
tulisi ndhdé itsensd arvokkaana osana sitd ja kokea, ettd muutkin nike-
véat hdnet samoin. Matematiikan opiskelu ei ole siis pelkéstaan kasitteiden
opettelemista ja taitojen hiomista, vaan myos identiteetin rakentamista. [3,
s. 89, s. 12]

Perinteisessd opetustyylissd opiskelijat tydskentelevit itsendisesti ratkoen
lyhyitd ja yksinkertaisia tehtédvid, joihin on vain yksi oikea vastaus. Tédssa
opetustyylissd matematiikka nayttdytyy yksioikoisena ja kaavamaisena.
Opiskelija saattaa ajatella olevansa huono matematiikassa, jos hén ei ole
yhtd nopea ratkaisemaan tehtdvid kuin muut. [3, s. 8-9, s. 12]

Opiskelija tekee jatkuvasti huomioita omasta menestymisestddn ja luo ndin
identiteettiddn opiskelijana. Hénelld saattaa kuitenkin olla muita mate-
maattisia taitoja, esim. ongelmanratkaisussa, jotka voivat jaavit 16ytymét-
td. Taiteellinen opiskelija puolestaan saattaa kaivata lisdd luovuuden kdyt-
tdmistd myos matematiikassa. [3, s. 9]

Kun opiskelijat paddsevat itse tekemddn, pohtimaan ja luomaan omia rat-
kaisujaan matemaattisiin ongelmatehtéviin, se saattaa auttaa heita sitoutu-
maan matematiikan opiskeluun. Liséksi se voi tukea heiddn matemaattista
identiteettiddn. Luokkaympariston voi my0s jdrjestdd siten, ettd se tukee
keskusteluita, ajatustenvaihtoa ja yhteistyota. [3, s. 12].

Opettaja voi liittdd matematiikan opetuksen ymparoivaan yhteiskuntaan
kutsumalla asiantuntijoita vieraiksi. Han voi my0s antaa opiskelijoille teh-
tavaksi tarkkailla ja kirjoittaa ylos missd kaikessa he itse tormédavat mate-
matiikkaan arjessa. Tehtdva voi tarjota hyvan pohjan keskusteluille koulus-
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sa opetettavan matematiikan yhteydestd luokan ulkopuoliseen eldmdan.
[3,s.12]

Lukion opiskelijat ndkevidt matematiikan usein portinvartijana jatkokou-
lutuksiin hakiessa, jolloin matematiikka ndhdadan kenties vain valttamatto-
méand pahana. Jotkut tiedostavat liséksi tarvitsevansa matematiikkaa myos
tulevassa ammatissaan, mikd motivoi jo hieman enemmaén. Osalla ei ole
matematiikalle ndkopiirissd mitdan kayttod jatko-opintojen suhteen. [3, s.
9]

Opiskelijan motivaatio opiskella matematiikkaa onkin pitkélti sidonnai-
nen hdnen henkildkohtaisiin tavoitteisiinsa, mielikuviinsa ja késitykseen
tulevasta tarpeesta [3, s. 9]. Motivoitaessa hdantd valitsemaan matematiikan
opintoja, ne tulisi esitelld hdnelle mielenkiintoisena tutkimuskenttand, ei
jatko-opintojen portinvartijana [3, s. 12].

Opettaja voi huomioida erilaiset matemaattiset identiteetit luokassa, mutta
odotukset tulisi silti pitdd korkealla. Positiivinen ilmapiiri luokassa, opiske-
lijoiden ponnistelujen ja heidédn esittdmiensd ajatusten arvostaminen, seka
heiddn ottamisensa mukaan keskusteluun vievat kaikki oikeaan suuntaan.
[3,s.13]

Tehtavityypeilld ja opetustavalla on merkittdva vaikutus identiteetin ra-
kentumiseen ja sitd kautta oppimiseen [3, s. 9]. Kdytdn opetusmateriaa-
lissani mahdollisimman monipuolisesti erilaisia tehtdvanantoja. Tehtava-
tyyppejd ja varsinkin ongelmanratkaisutehtavaan liittyvia asioita kdydaan
lapi kappaleessa 3.8.

3.5 Matemaattinen ajatteluketju ja ongelmanratkaisu

Seuraavan lukiosta valmistuvan sukupolven tarpeita on vaikea ennustaa,
joten mitd heille siis tulisi nyt opettaa? Artikkelin Habits of Mind: An Orga-
nizing Principle for Mathematics Curricula mukaan kysymyksen asettelu on
vddrd. Opetussuunnitelmaa ei tulisi suunnitella tiettyjen asioiden ympa-
rille, vaan keskittya opiskelijoiden ongelmanratkaisukyvyn kehittamiseen.
[4, s. 375-376]

Kuten artikkelissa todetaan, tulevaisuuden ennustaminen on riskialtista.
Kun tdmédn pdivan ekaluokkalaiset valmistuvat korkeakoulusta, he tule-
vat luultavimmin ratkomaan sellaisia ongelmia, joita ei ole vield olemas-
sakaan. [4, s. 375]

Opiskelijoiden tulisi oppia 16ytdmaan niitd ajatusketjuja, joiden avulla jo-
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kin matemaattinen tulos on syntynyt [4, s. 376]. Tekemé&ssadni opetusmate-
riaalissa jokainen osio alkaa pohdintatehtdvalld. Opiskelijan on tarkoitus
miettid pohdintatehtdvaa itse ja samalla 16ytdd matemaattinen ajatteluket-
ju tehtdvan takana.

Opetuksen tavoitteena tulisi olla auttaa opiskelijaa ymmartdméaan ja si-
sdistdimadn joitakin niistd tavoista, joita matemaatikot kdyttavéat ratkais-
tessaan ongelmia. Tama olisi tarkedmpdd kuin suurten massojen koulutta-
minen yliopistokelpoisiksi ja tiedollisesti osaaviksi, mutta samoja vanhoja
metodeita kayttaviksi. [4, s. 375-376]

Kun opiskeljjoille opetetaan keinoja ja tyokalujen kdyttod tiedon jakamisen
sijaan, he saattavat luoda sellaista matematiikkaa, jota ei vield ole olemas-
sa. Nayttamalla opiskelijoille, miten matematiikkaa tehddan, he eivét néde
pelkédstadn kiillotettua lopputulosta, vaan oppivat myos tekeméan itse ja
luomaan uutta. [4, s. 376]

Opetusmateriaalissani pyrin antamaan vain ideoita siitd, miten jonkin ma-
temaattisen ongelman voisi ratkaista. Varsinainen idean soveltaminen kay-
tantdon on jdtetty oppilaan tehtdvidksi. Esim. kappaleessa ” Aritmeettinen
lukujono ja summa” on ensin annettu lause todistuksineen jonkin jasenen
selvittamiseksi, kun tunnetaan ensimmadinen jdsen ja differenssi.

Ensimmadisessd mallitehtdvassd esitetddn miten voidaan madrittdd diffe-
renssi, kun tunnetaan lukujonon jotkin kaksi jasentd. Tama toimii johda-
tuksena seuraavaksi annettavaan lauseeseen. Toisessa mallitehtdvéassa tut-
kitaan, kuuluuko tietty luku annettuun aritmeettiseen lukujonoon eli ko-
rostetaan indeksin olevan kokonaisluku. Kaikki muut luvussa esiteltyihin
lauseisiin liittyvit soveltavammat tehtdvét on jatetty tehtaviksi.

“Habits of mind”-opetussuunnitelmassa kannustetaan opiskelijoita kokei-
lemaan itse, tekeméddn virheitd ja korjaamaan niitd, tutkimaan erikoista-
pauksia ja laskemaan. Samalla opetellaan tiivistimaan 16ydettyja asioita
lemmoiksi, joita tarkistetaan mythemmin aina uusia tuloksia vastaan. [4,
s. 376]

Ajatusmalleja kdytetddn yleensd alitajuisesti. Esim. kokenut automekaa-
nikko tietdd heti missd vika on. Artikkelin kirjoittajat haluavat opiskeli-
joiden ajattelevan matemaattisesti, niin kuin matemaatikot ajattelevat, ja
heidan kokemuksensa mukaan opiskelijat pystyvét siihen. [4, s. 377]

Opiskelijoiden ei toki tarvitse ymmartdd matemaatikkojen tutkimia aihei-
ta, mutta heidén tulisi tottua kdyttiméaan oikeiden matemaatikkojen kdyt-
tamid metodeja; tutkimustekniikat, konjektuurien kehittdiminen ja havain-
toa tukevien todisteiden esittdminen. [4, s. 377-378] Konjektuuri on mate-
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maattinen vdite, jonka arvellaan olevan tosi, mutta jota kukaan ei ole vield
todistanut todeksi tai epdtodeksi.

Artikkelin kirjoittajat pelkdavit, ettd opiskelijoiden aidon ongelmanratkai-
sutaidon kehittdmisen sijaan kehitetddn ”viisi askelta ongelmien ratkaise-
miseksi”. Opettajilla on lisdksi haasteena miettid, miten ja milloin mitakin
taitoa kehitetadn. [4, s. 378]

Opiskelijalta toivotaan monenlaisia taitoja. Hanen tulisi havaita tietyn mal-
lin toistuminen ja tehda siitd johtopadtoksid. Hanen tulisi kokeilla millai-
nen lopputulos saadaan erilaisilla arvoilla ja alkuasetelmilla. Ongelmalla
tulisi ikddn kuin pelailla. My6s pdéattelyyn ilman paperia ja kyndd voidaan
kannustaa. [4, s. 378-379]

Opiskeljjan tulisi tarkastella tuloksia kriittisesti ja tiedostaa kokeellisten
metodien rajallisuus, silld matematiikassa ne eivét aina riitd. Hanen tulisi
osata esittdd tuloksensa sanallisesti ja matemaattisilla merkinnoilld. Pro-
sessin vaiheiden selostaminen toisille auttaa ymmaértdimaan sen paremmin
my0s itse. Merkintdjen keksiminen itse auttaa nikeméaan formalismin mer-
kityksen matematiikassa. [4, s. 379]

Opetusmateriaalissani kappale ” Aritmeettinen lukujono ja summa” alkaa
pohdintatehtadvilld, jonka ensimmadiset kohdat voidaan helposti péatella.
Seuraavien kohtien tarkoituksena on herattdd opiskelijassa tarve jonkin
systeemin kehittdmiselle kuviojonon indeksin kasvaessa ja tehtdvien han-
kaloituessa.

Opiskelija voi tdssd vaiheessa vield keksid itse, miten han merkitsee asioi-
ta paperille; kirjoittaako han tulokset sanallisesti vai joillakin itse keksi-
millddn merkinnoilld. Aritmeettisen lukujonon méaéaritelman jalkeen anne-
taan kirjassa kédytettavat merkinnitja pyydetdédn opiskelijaa merkitseméaéan
ensimmadisessd pohdintatehtdvdssd saamansa tulokset kdyttden annettua
merkintédtapaa.

Opiskelijan toivotaan kédyttdvan myos luovaa ongelmanratkaisua ja muo-
dostavan uudenlaisia ongelmia yhdistelemalld ideoita. Hanen tulisi suh-
tautua tutkivasti virheisiin ja esittdd kysymyksid. Lisdksi hdneltd toivotaan
kekselidisyytta. [4, s. 379-380]

Keksinnoét voivat olla jonkin pelin sidannot, algoritmi jonkin asian suoritta-
miseen, jonkin toiminnan selvittdminen tai jopa matemaattisia aksioomia.
[4, s. 380] Aksiooma on jonkin matemaattisen peruskasitteen méaéaritelmd,
jota kdytetddn muiden tulosten todistamiseen.

Opiskelijan toivotaan pystyvan kuvittelemaan asioita visuaalisesti mieles-
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sddn eli luomaan visuaalisen mallin. Hanen tulisi my®s tehda konjektuu-
reja, tutkimalla esim. ohjelmakoodia. Han voi sy6ttdd ohjelman paramet-
reiksi erilaisia arvoja ja luoda konjektuurin kdyttimalld saatua todistusai-
neistoa, aiempaa kokemustaan aiheesta ja tietoja itse algoritmista. My0s
arvaaminen on loistava tieteellinen strategia oikein kaytettyna. [4, s. 381-
384]

Artikkelissa on annettu myos konkreettisia esimerkkejd matemaatikoi-
den kdyttamistd ajatusmalleista [4, s. 384-401]. Kaiken kaikkiaan mate-
maattisen pédattelyn korostaminen antaa mahdollisuuden my6s yhteisen
kurssin suunnittelemiseen, vaikka opiskelijoilla olisikin erilaisia jatko-
opiskelutavoitteita. [4, s. 401]

Padttelyd tarvitaan yhtd lailla kaikilla aloilla, kuten tutkivassa journalis-
missa, sairaiden diagnosoimisessa tai autonkorjaamisessa. Matemaattis-
ten ajatusmallien ja sitd kautta mielen mallien (“habits of mind”) syntymi-
nen tapahtuu pitkalld aikavalilld aktiivisen harjoituksen seurauksena. [4,
s. 401]

Miten asiantuntijan kdyttimat ajatusmallit eroavat noviisin kdyttamista?
Viimeisten neljinkymmenen vuoden aikana asiantuntijuutta on selitetty
eri tavoin. Aiemmin ajateltiin asiantuntijalla olevan erinomaiset hakustra-
tegiat, joiden avulla han 1oytda ratkaisun tiettyyn ongelmaan. [24, s. 123-
124]

Tuolloin asiantuntijuutta testattiin ongelmilla, joissa tarvitaan lahinna ylei-
sid ongelmanratkaisustrategioita. Myohemmin huomattiin, ettd asiantun-
tija etsii ensin polkua ongelma-avaruudessa yhdistddkseen ongelman ja
ratkaisun. Asiantuntijuus ndhtiin pystymisend tehokkaaseen hakuun. Aja-
teltiin, ettd ongelman joko tunnistaa tai ei tunnista. [24, s. 124]

Sittemmin hyvin jasennetyn tiedon ajateltiin olevan ratkaiseva tekijd ha-
kustrategian paattdmisessd. Ajateltiin, ettd asiantuntijoilla ei valttamatta
ole erinomaisia hakustrategioita, mutta heidan tietonsa on tehokkaammin
jasentynyttd, kuten kognitiiviset skeemat pitkdaikaisessa muistissa. Kog-
nititvinen skeema voidaan ndhda hierarkkisesti rakentuneena kéisitteiden,
proseduurien ja strategioiden verkkona. [24, s. 124]

Viime aikoina ongelman tunnistamista on alettu pitdimé&an tarkeimpana
tekijand asiantuntijuudessa: tehokkaasti jasentynyt tietdimys ohjaa tunnis-
tamista, joka sanelee hakustrategiat. Asiantuntija ja noviisi keskittyvit on-
gelman eri elementteihin. Asiantuntija miettii ilmion taustalla olevia peri-
aatteita, kun taas noviisi tarkastelee pinnallisempia havaintoja. Asiantun-
tija kdyttdd skeemojaan ongelman tunnistamiseen. [24, s. 124]
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3.6 Matemaattinen todistaminen

Matemaattinen todistaminen on olennainen osa matematiikan ymmarta-
mistd ja ilmaisua [36, s. 1]. Opetusmateriaalissani kdydaan lapi todistukset
lauseille 5.2.5 ja 5.2.7. Todistuksissa kdytetddn hyviksi annettua mééritel-
mad. Lauseen 5.2.10 todistaminen on jdtetty tehtdviaksi (tehtdava 11).

Mallitehtavaa 5.4.3 seuraavassa ”Lisdtietoa”-kohdassa todistetaan, ettd
mallitehtdvassd 10ydetty lukujonon yleisen jdsenen lauseke patee myos
silloin, kun n > 4. Tehtava 7 on todistustehtava.

Todistamista tulisi harjoitella systemaattisesti jo alakoulusta alkaen, jotta se
opitaan oikein ja siitd tulee luonteva osa matemaattista ajatteluketjua [36,
s. 1-2]. Opettajalla on tdrked rooli todistamiseen liittyvien periaatteiden
ja kdytantojen tuomisessa ldhemmaés matemaattisen yhteison hyviaksymia
todistustapoja. [36, s. 13, s. 16]

Todistusketju pohjautuu yleensi joihinkin yhteisssé yleisesti hyvéksyt-
tyihin méaritelmiin. Todistuksen pétevyyttd voidaan tarkastella sen poh-
jalla olevien médritelmien ja aksioomien lisdksi sen muodostamistavan
mukaan. Kaytetaanko todistuksessa esim. loogista paattelya tai onko tulos
saatu yleistamalla erityistapauksia? [36, s. 2-3]

Myos todistuksen esitystapaa voidaan tarkastella. Kaytetaanko puhekiel-
td, algebrallista ilmaisua tms.? Miten hyvin todistus otetaan vastaan siina
ympadristossd, jossa se on kehitetty? Ovatko todistuksessa kdytetyt metodit
yhteison — tdssd tapauksessa oppilaiden ja opettajan yhdessd — hyviksy-
mid? [36, s. 2-3,s. 12-13, 5. 17]

Empiiriset eli kokemusperdiset todistukset eivdt ole matemaattisia todis-
tuksia, vaikka kokeilemalla voidaankin saada tietoa tutkittavasta asias-
ta. Sen sijaan matematiikan tunnilla tapahtuva todistaminen voi nojautua
deduktiiviseen piittelyyn, jossa tosista premisseistd seuraa valttamattd tosi
johtopéatos. [36, s. 4]

Matemaattista todistamista voidaan harjoitella luokassa esimerkiksi huo-
lellisesti valittujen matemaattisten ongelmanratkaisutehtdvien avulla.
Opiskelijat voivat ensin miettid ongelmaa yksin tai pareittain, sitten pie-
nemmissd ryhmissd ja lopulta koko luokan kanssa yhdessa. [36, s. 4-5]
Opettaja ohjaa keskustelua kyselemalld ja jakamalla puheenvuoroja. [36, s.
6]

Lopuksi opettajan tulisi vetdd yhteen kisitellyt asiat. Mikéli jonkun opis-
kelijan esittdimad todistus oli patevd, mutta se ei saanut yleistd hyviksyn-
tdd luokassa, opettajan tulisi esittdd ndkokulmia, joiden avulla opiskelijat
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ymmartdisivat todistuksen, ja voisivat tdten lisdtd kyseisen todistustavan
luokassa yleisesti hyvaksyttyjen tapojen listaan. [36, s. 13-16]

3.7 Keskustelu opetusmetodina

Luokassa kdytdviin opettajajohtoisiin keskusteluihin keskitytaan artikke-
lissa Orchestrating Productive Mathematical Discussions: Five Practices for Hel-
ping Teachers Move Beyond Show and Tell [35]. On haastavaa saada aikaan
koko luokan oppimista edistdva keskustelu, jossa hyodynnetaan yksittdis-
ten opiskelijoiden vastauksia. [35, s. 314, s. 320, s. 332]

Opiskelijjoille annettava tehtdvé tulisi ensin ohjeistaa hyvin. Heille tulee
painottaa ratkaisun kirjoittamista ylos perusteluineen, silld ne on tarkoitus
kasitelld yhdessa tydoskentelyn lopuksi. Tehtdvien tulisi edistda kasitteiden
ymmartdmistd, sekd ajattelun, jarkeilyn ja ongelmanratkaisun taitoja. [35,
s. 315] Seuraavaksi esiteltdvat vinkit sopivat hyvin opetusmateriaalissani
olevien ongelmanratkaisutehtdvien tai pohdintojen késittelyyn.

Opiskelijoiden tyoskennellessd tehtdvian parissa, opettaja voi kiertdd luo-
kassa ja tehdd huomioita niistd tavoista, joilla he yrittdvét ratkaista teh-
tavaa. Han voi jo siind vaiheessa valita, mitkd ratkaisut olisi hyodyllista
ndyttdd lopuksi koko luokalle ja missa jarjestyksessd ne kannattaisi esittaa.
Hénen tulisi my0s miettid, mitd matemaattisia periaatteita opiskelijoiden
ratkaisujen taustalla on. [35, s. 326]

Opettajan ei tulisi puuttua liikaa opiskelijoiden tydskentelyyn tai vastauk-
siin, mutta hdn voi ohjata oppilasta oikeaan suuntaan. Kierrellessdan luo-
kassa hédn voi kuuntelemalla ja kyselemalld yrittda selvittad, mika virheel-
linen ajatus jonkin vddrdn vastauksen takana voisi olla, ja onko sama vir-
hekasitys kenties muillakin. [35, s. 326]

Lopuksi opettaja voi pyytdd valitsemiaan opiskelijoita esittiméaan ja se-
littdim&dan ratkaisunsa, joista sitten keskustellaan yhdessd luokan kanssa.
My®6s virheellisid ratkaisuja on joskus hyodyllista kdyda lapi. Talloin opet-
tajan tulisi tiedostaa, miten opiskelijan virhekdsitys on syntynyt, ja pyrkid
oikaisemaan se. Opettaja voi pyytdd opiskelijoita miettiméddn, mitd yhteisid
piirteitd tai eroavaisuuksia eri ratkaisuilla on. [35, s. 327-328, s. 331]

Jonkun toisen opiskelijan ratkaisu voi saada opiskelijan ymmartdmaan
oman ratkaisunsa mahdottomuuden. [35, s. 331] Opettaja voi esittdd myos
jonkin sellaisen tavan, jota kukaan luokassa ei kdyttanyt. Erds tapa lisdta
ratkaisutapojen maarad keskustelussa, on antaa ohjeita jo tydskentelyvai-
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heessa sellaiselle opiskelijalle, joka tarvitsee vain hieman apua loytddkseen
uuden ja tarkedn ratkaisutavan. [35, s. 328]

Opettajan tulisi pyrkid rakentamaan erilaisten ratkaisujen avulla opiske-
lijalle polku ymmartda ratkaisutavan taustalla olevat matemaattiset peri-
aatteet. Ei siis riitd, ettd joitakin opiskelijoita pyydetddn esittdm&dn rat-
kaisujaan muille, vaan on tdrkedd, ettd opettaja selventdd matemaattiset
periaatteet opiskelijoille eri ratkaisujen takana. [35, s. 329-331, s. 333]

Matemaattinen tehtdvad voidaan usein ratkaista useilla eri tavoilla. Kaik-
ki tavat eivét ole yhtd hyvii, joten ratkaisutapojen tarkasteleminen kaytta-
malla niitd erilaisissa tilanteissa hyddyttda opiskelijaa. Opettaja voi esimer-
kiksi antaa seuraavalla tunnilla samanlaisen, mutta vaikeamman tehtavan.
[35, s. 331]

Talloin opiskelijat saavat tilaisuuden miettid aiemmin keksimédnsa ratkai-
sun etuja ja haittoja verrattuna muiden keksimiin ratkaisuihin. Lopulta
opettaja voi esittdd vield kysymyksid, jotka vaativat enemman kekselidi-
syyttd ja osaamisen soveltamista. [35, s. 331]

Ratkaisutavat voidaan jdrjestdd monella tavalla. Jos monella on sama rat-
kaisutapa, voidaan kdyda se ensin ldpi ja sen jalkeen harvinaisemmat rat-
kaisutavat. Tai eri tavoista voidaan muodostaa ikddn kuin ajatusketju, jossa
siirrytddn konkreettisesta abstraktimpaan, eli helpommin ymmarrettavas-
td monimutkaisempaan. Tai voidaan ensin késitelld jokin monella opiske-
lijalla esiintynyt virhekasitys. [35, s. 329-330]

Jos keskustelussa kisitellddn vain oikeita ratkaisutapoja tai jos opettaja
osoittaa tydskentelyn aikana jonkin ratkaisutavan olevan véarin, opiskeli-
jat ajattelevat opettajan arvostavan vain oikeaa ratkaisua, eikd opiskelijan
matemaattista paattelyketjua. Opettajan tulisi vilttdd my0Os arvottamasta
ratkaisutapoja paremmuusjdrjestykseen ja jattdd se opiskelijoiden itsensd
tehtavaksi. [35, s. 333]

Artikkelissa annetaan neuvoja opettajalle keskustelun hallintaan. Opiske-
lijoiden vastaukset saattavat olla joskus hyvinkin ylldttavia ja niitd voi olla
vaikea ymmartdd. Opettajan kannattaa jo etukédteen miettid minkélaisia —
oikeita tai vddrid — ratkaisutapoja opiskelijat voisivat keksia. [35, s. 321-323]

Opiskelijoiden tyypillisid ratkaisutapoja tiettyissd tehtdvissd, sekd tietoa
késitteiden ymmartamisestd voi etsid my0s aiheeseen liittyvista tutkimuk-
sista. [35, s. 323, s. 326] Mikali opiskelija esittdd ratkaisutavan, jota opettaja
pitda tarkednd, mutta jonka taustalla olevaa matemaattista periaatetta hian
ei heti keksi, hian voi lykédtd sen késittelemisen seuraavalle tunnille. [35, s.
328]
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Arvaamattomien tilanteiden késittely vaatii improvisointitaitoja, laajaa
ymmarrystd kdsiteltivéstd asiasta ja pedagogisia taitoja. Opiskelijoiden
tunteminen auttaa my0s keskustelun ohjaamisessa. Opettajan tulisi yhta
aikaa huomioida opiskelijat, heiddn tyoskentelynsd, ratkaisunsa ja tunnin
pdamadara eli opetettavan asian oppiminen. [35, s. 320]

Opettaja voi kehittdd taitojaan kerta toisensa jilkeen. Han voi esim. aset-
taa itselleen vilitavoitteita. Ensimmaiselld opetuskerralla hian voi pyrkid
saamaan selville, minké tyyppisid opiskelijoiden vastaukset yleensa ovat.
Seuraavalla kerralla hidn voi pyrkid kehittdiméan taitojaan oppilaiden va-
litsemisessa taululle. Ja mydhemmin hédn voi kehittdd tapoja jarjestdd vas-
taukset ja yhdistdd niiden taustalla olevat periaatteet. [35, s. 334]

Opiskelijoiden tyoskentelyaika kannattaa kdayttaa hyodyksi tarkkailemalla
heidédn keskustelujaan ja késitteiden kdyttamistd. Samalla voi valita sopi-
via ratkaisutapoja keskustelua varten ja miettid sopivaa jarjestystd niiden
esittdmiseen. Muistiinpanojen tekeminen tydskentelyn aikana saattaa hel-
pottaa keskustelun ohjaamista. [35, s. 321, s. 326]

3.8 Tehtavityypit

Uuden opetussuunnitelman [32] mukaan tehtédvien tulisi kytkeytya arkie-
lam&an ja niiden tulisi olla aihepiiriltddn opiskelijoiden eldmaén liittyvia.
Uusi asia pitdisi kytked aiemmin opittuun seké laajempaan kokonaisuu-
teen. Tehtdvien avulla tulisi my06s kehittdad opiskelijan ongelmanratkaisu-
taitoja.

Opetusmateriaalissani olevat harjoitukset on pyritty valitsemaan siten, et-
td ne olisivat mielenkiintoisia ja liittyisivdt johonkin luonnolliseen arkie-
lamaén tilanteeseen. Esim. talletusten laskemiseen (tehtdva 1), istumapaik-
kojen laskemiseen amfiteatterissa (tehtdva 9) tai kloonautuvien vihollisten
laskemiseen pelisséd (pohdinta 5.3.1).

Ongelmanratkaisutehtdvid 16ytyy myos opetusmateriaalistani. Esim. teh-
tdvadssd 9 annetaan tietoja, joiden perusteella opiskelijan on ensin pdétel-
tdva amfiteatterin ensimmadiselle riville mahtuvien ihmisten lukumaara
ja tdman jalkeen yhdistettdva tehtdva aritmeettisen summan laskemiseen.
Tehtdva on annettu muodossa ”Arvioi kuinka monta lippua teatteriin voi
myyda.”.

Pohdinnassa 5.2.11 tehtdvdnd on laskea annettu aritmeettinen summa
mahdollisimman monella eri tavalla ja lopuksi vertailla, mikd tavoista on
nopein. Vihjeeksi on annettu myos kuva.
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Tehtdvéa voi olla myos puhtaasti matemaattinen 1dhtokohdaltaan. Jos esi-
merkit ovat kovin vaikeita, saattaa opetettava asia jadda muiden yksityis-
kohtien jalkoihin. Olen pyrkinyt jattdmé&éan soveltavat tehtdavit harjoitus-
tehtdviksi, ja kdsittelemadan mallitehtdvissa selkedmpid tapauksia.

Tehtdva voi olla my9s perinteinen suora kysymys. Sanallisissa tehtdvissa
kieli tuo omat haasteensa. Tehtdva voi olla avoin tai suljettu. Avoimessa
tehtdvassd voi olla useita eri vastausvaihtoehtoja ja ratkaisutapoja [15].
Suljettuun tehtdvaan on vain yksi oikea vastaus, mutta siihen voidaan
padtyd monella eri tavalla.

Olen pyrkinyt valttiméaan turhia kompastuskivid sanallisissa tehtédvissa,
mutta esim. tehtdvdssd 9 annetaan henkildiden lukumé&édrd muodossa “teat-
terinjohtaja ja 17 nayttelijad”. Kyseessd on tahallinen kielellinen kompa,
joka opiskelijan tulisi huomata.

Opiskelijalle voidaan antaa useampi valmis ratkaisu ja pyytda kuvaamaan,
miten niihin on paadytty ja mikd tavoista on paras. Vastaavasti voidaan
antaa oikea ja vddrd ratkaisutapa. Tdlloin voidaan pyytdd hiantd valitse-
maan niistd toinen ja selittiméddn, miksi juuri se on oikea ratkaisu. Esim.
pohdinnassa 5.3.3 on annettu kaksi vastausta ja kysytdan kumpi niistd on
oikein.

Pohdintatehtdvan avulla voidaan johdatella opiskelijan ajatuksia viritty-
madn kasiteltdvaan asiaan, ja hdn saa tilaisuuden oivaltaa asioita itse. Ope-
tusmateriaalini jokaisessa luvussa on pohdintatehtévia. Lisdksi kappalees-
sa ”Aritmeettinen summa” kerrotaan tarina Gaussista ja kysytddn, miten
hdn mahtoi ratkaista saamansa tehtdvan niin nopeasti.

Tehtavit voivat sisdltdd myos hamaystietoja, jolloin opiskelijan taytyy vali-
ta annetuista tiedoista tehtdvan kannalta olennaiset. Opiskelijalle voidaan
myoOs antaa tehtdviassa tarvittavat tiedot ja pyytdad hantd keksiméan niistad
oma tehtdva. Tai hantd voidaan pyytaa keksiméan tehtdva kokonaan itse-
nédisesti. Tdamén jdlkeen tehtdvid voidaan vaihtaa parin kanssa. Tehtdva voi
olla my0s vanha ylioppilastehtava.

Luokassa voidaan tyoskennelld myos seuraavalla tavalla. Jaetaan ensin
opiskelijat pienryhmiin ja annetaan jokaiselle ryhmalle tietty aihe opiskel-
tavaksi. Kun he ovat opiskelleet aiheen pienryhmaéssd, pienryhmit jaetaan
uudelleen siten, ettd jokaiseen ryhmaan tulee yksi opiskelija alkuperdisista
pienryhmistd. Ryhmén jasenet opettavat sitten aiheet toisilleen.

Ongelmanratkaisutehtdvin antamisessa ja ohjeistuksessa opettajalla on
tarked rooli. Artikkelissa Erilaisia tapoja johdatella ongelmanratkaisutehtiviiin
tarkastellaan ongelmanratkaisutehtdvan kayttamistd matematiikan ope-

18



tuksessa ja opettajan toiminnan merkitystd tehtdvanantovaiheessa sekéa
opiskelijoiden kyvykkyytta ratkaista epdtavanomaista tehtavaa [29, s. 82].

Kasiteltdessd ongelmanratkaisutehtdvida on keskeistd matematiikan oppi-
misen kannalta opiskelijoiden ongelmanratkaisusitkeyden kehittaminen.
Talla tarkoitetaan opiskelijoiden kykya yrittdd ratkaisemista, vaikka he ei-
vt heti keksisikddn oikeaa ratkaisumenetelmaa. Tahan tahtadvia opettajan
toimenpiteitd ovat esim. myOnteisen ilmapiirin luominen, opiskelijoiden
luovuuden ja tiedollisten valmiuksien kehittaminen sekd ongelmanratkai-
suasenteiden parantaminen. [29, s. 84]

Opettajan tulisi antaa opiskelijoille tilaisuuksia ajattelunsa kehittdmiseen
ja ajatustensa ilmaisemiseen. Ongelmanratkaisutaitojen kehittyminen on
myos oppimisprosessi. [29, s. 97] Opiskelijoita voi aluksi johdattaa aihee-
seen kdymalld yhdessd esimerkin ldpi. Johdatteleva esimerkki voi olla hie-
man helpompi versio varsinaisesta tehtdvésta, esim. artikkelissa on kdytet-
ty aritmagon-tehtdvéa, jonka avulla johdatellaan ensin kaavion rakenteen
ymmadrtdmiseen. [29, s. 85-86]

Tehtdvéaa voi jasentdd ja opiskelijoita voi auttaa eteenpdin tdsmallisten ky-
symysten avulla: "Mistéd sd aloitit?”, "Mit4 sa teit tdssd?”, "Mitd huomaat
noista...”, "Loyddtko samoja...?”. [29, s. 95] Mikdli opettaja huomaa, ettd
opiskelijat eivat tee oikeita asioita, voi tyoskentelyn keskeyttdd ja miettia
tehtavaa yhdessa. [29, s. 94]

On ymmarrettdvaa, ettd jos opettaja ei korosta ratkaisustrategian kirjoitta-
mista, opiskelijat mielelldén ohittavat tdiman vaiheen [29, s. 96]. “Kuinka
moni huomasi, ettd...?” “Miksi jotkut luvut eivit toimi?” Opiskelijat voivat
pohtia tehtdvdad yksin tai kaverin kanssa ddneen. [29, s. 91]

Tehtdvdssa epdonnistunut opiskelija pitdisi siis saada yrittimédan jotakin
toista tapaa. Pitdisi valttad tilanteita, joissa opiskelijalle jda sellainen olo,
ettd han on huono matematiikassa, eikd “tdsta tule yhtaan mitdan”. Opis-
kelijan tulisi kohdistaa itsekritiikki tehtdvan ratkaisuun, ei itseensa. Lisdksi
jokaisen opiskelijan tulisi saada oman tasonsa mukaisia haasteellisia teh-
tavia.

Opettajalla on molempien tavoitteiden saavuttamisessa tdarked rooli. Hin
voi ohjata opiskelijaa tarkastelemaan tehtdvdd uudelleen. Toisaalta hidn
voi tarvittaessa antaa helpompia tai haastavampia tehtdvanantoja tietyille
opiskelijoille, eli eriyttdd alas- tai ylospdin.

Opiskelijan onnistumisen tunteet ruokkivat itseddn ja kannustavat hanta
yrittdimédédn seuraavallakin kerralla. My0s itseohjautuvat opiskelijat tarvit-
sevat tyOskentelynsa ohjausta, jasentdmistd ja palautetta.
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4 Nykyiset oppikirjat

4.1 Kappalejako ja sisdlto

Lukujonoihin liittyen késittelen aiheet aritmeettinen lukujono ja summa,
muut kuin aritmeettiset ja geometriset lukujonot sekd rekursiivisesti maa-
ritelty lukujono. Tutustuin sisdllon suunnittelua varten mahdollisimman
moneen pitkdn ja lyhyen matematiikan oppikirjaan.

Pitkdn oppiméddran mukaisia kirjoja ovat Laudatur [10], Lukion Calculus
[18], Matematiikan taito [6], Pitkii matematiikka [21], Pitki sigma [2] ja Pyramidi
[16, 23, 17]. Lyhyen oppiméadran mukaisia kirjoja ovat Kertoma [33], Lyhyt
matikka [1], Sigma [14], Summa [5] ja Variaabeli [8, 9].

Kokosin eri kirjoissa kisiteltyjd asioita yhteen ja valitsin niistd mielesta-
ni sopivan kokonaisuuden yhteiselle kurssille. Yhteistd materiaalia varten
tein kompromisseja sisdllon suhteen, silld pitkédssad ja lyhyessd matema-
tiikassa lukujonojen késittely poikkesi melkoisesti toisistaan. Eri asioiden
painotuksissa oli my0s selvid eroja kirjojen valilld. Valitsin késitteistd mie-
lestdni kuvaavimmatja kdytan niitd yhdenmukaisesti opetusmateriaalissa.

Alla olevassa listassa on lueteltu lukion oppikirjoissa kasiteltdvid asioita
ja tyypillisid esimerkkitehtavid lukujonoihin liittyen. Listasta puuttuu lu-
kujonojen késitteleminen funktiona ja geometrinen lukujono ja summa,
koska niitd ei késitelld tdssa tutkielmassa.

Yleinen lukujono ja summa:

e pddttyvd ja paattymaton lukujono ja niiden merkintdtapa

lukujonon jasenet voidaan valita jonkin sddannén mukaan tai satun-
naisesti

jdsenten merkitseminen kirjaimen 4 ja indeksin n avulla

yleisen jasenen lausekkeen madrittdminen

kun tunnetaan yleisen jisenen lauseke, voidaan maarittaa

- miké tahansa lukujonon jasenista

— kuuluuko jokin tietty luku lukujonoon

indeksoinnin vaikutus yleisen jasenen lausekkeeseen
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lukujonon jasenten summa

Rekursiivinen lukujono:

rekursiivisesti médaritelty lukujono, alkuehdot ja rekursiosdanto
jdsenten maarittaminen, kun tunnetaan 1. jasen ja rekursiosdanto

yleisen jdasenen lausekkeen etsiminen, kun tunnetaan 1. jdsen ja re-
kursiosdadnto

lausekkeen todistaminen yleisen jasenen lausekkeeksi

Aritmeettinen lukujono:

paattyva ja padttymaton aritmeettinen lukujono, differenssi d
funktion kuvaaja muodostuu suoralla olevista pisteista

differenssin, yleisen jdsenen lausekkeen ja tietyn jasenen maarittami-
nen, kun tunnetaan aritmeettinen lukujono

kun tunnetaan 1. jasen ja differenssi, voidaan maarittaa

- yleisen jdsenen lauseke ja siten mikéd tahansa lukujonon jasenista

— positiivisten tai negatiivisten jasenten lukumaara

yleisen jasenen lausekkeen maédrittdminen, kun aritmeettinen luku-
jono on annettu rekursiivisessa muodossa

differenssin méaarittdminen, kun tunnetaan jotkin kaksi jasentd ja nii-
den indeksit

1. jasenen méadrittdiminen, kun tunnetaan differenssi ja jokin jasen
kuuluuko jokin tietty luku lukujonoon

lukujonon todistaminen aritmeettiseksi, kun tunnetaan yleisen jase-
nen lauseke

Aritmeettinen summa:

aritmeettisen lukujonon jasenten summa
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Kaikissa edelld mainituissa oppikirjoissa yleinen lukujono késitelldan en-
nen aritmeettista ja geometrista lukujonoa ja niiden summia. Lukujonon
rekursiivinen méaritelmé on useissa kirjoissa yhdistetty yleisen lukujonon
késittelyyn, mutta joissakin se kdsitellddn omana kokonaisuutenaan luvun
lopussa (esim. Lyhyt matikka, Matematiikan taito, Sigma ja Summa) tai arit-
meettisen ja geometrisen lukujonon jilkeen, mutta ennen niiden summia
(esim. Pitkid matematiikka).

Useimmissa lyhyen matematiikan oppikirjoissa (Kertoma, Lyhyt matikka,
Sigmaja Summa), sekd Matematiikan taito -kirjassa, kdsitellddn aritmeettinen
lukujono ja summa ennen geometristd lukujonoa ja summaa, kun taas
oppikirjoissa Calculus, Laudatur, Pitkii matematiikka, Pitki sigma, Pyramidi
ja Variaabeli kdydadn ensin ldpi aritmeettinen ja geometrinen lukujono ja
sitten vasta ndiden summat.

Useissa kirjoissa on lisdksi soveltava osuus, jossa késitellddan lainalasken-
taa, sddstdmistd tai muita soveltavia tehtdvid. Joissakin kirjoissa on myos
aiheeseen liittyvia tietoiskuja tai historiaa.

Alla olevassa listassa on esitelty sahkodiseen oppikirjaan tulevien kappalei-
den sisdllot. Kirjan kolmas osio alkaa lukujonon piirtdmiselld koordinaatis-
toon. Aritmeettinen lukujono ja summa kisitelldan yhtend kokonaisuutena
ennen geometrista lukujonoa ja summaa.

Yleinen lukujono ja summa késitellddn yleisestd jdrjestyksestd poiketen
vasta ndiden jdlkeen, silld siihen liittyvét asiat ovat astetta teoreettisempia.
Kappaleen nimeksi péaétettiin antaa “muut lukujonot”, silld siind késitel-
ladn muita kuin aritmeettisia tai geometrisia lukujonoja.

Lopuksi késitellddn rekursiivinen lukujono. Kappale on nimetty rekursii-
visesti méaritellyksi lukujonoksi, silld rekursiivinen tapa on vain yksi tapa
merkitd jokin lukujono. Opetusmateriaalissa ei kisitelld padttymattomia
lukujonoja.

Aritmeettinen lukujono ja summa:

e pohdintatehtdva kuviojonon avulla

aritmeettisen lukujonon maaritelma

yleinen jdsen ja sen lauseke, differenssi

n.jasenen kaavan soveltaminen ja annettujen lauseiden todistaminen

tietyn luvun kuuluminen lukujonoon eli 16ytyyko kokonaislukuin-
deksi
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e lukujonon jadsenten summa ja erilaisia tapoja laskea se
Muut lukujonot:

e pohdintatehtdva Fibonaccin lukujonoon liittyen

e yleisen jasenen lausekkeen etsiminen

indeksoinnin vaikutus yleisen jisenen lausekkeeseen

indeksin merkitseminen alaviitteeksi

lukujonon jasenten summan merkitseminen
Rekursiivisesti mdaritelty lukujono:

e pohdintatehtdvana merkitd sanallisesti annettu lukujono a(1), a(n—1)
ja a(n) avulla

e rekursiivinen merkintidtapa: alkuehdot ja rekursiosdanto
e jdsenten médrittdminen ja yleisen jasenen lausekkeen etsiminen

e lausekkeen todistaminen yleisen jasenen lausekkeeksi induktiota
kayttden (lisdtietoa)

Siséllysluettelo 10ytyy kokonaisuudessaan liitteestd A. Siitd ndkyy miten
kyseiset aihealueet sijoittuvat sisdltokokonaisuuteen. Aritmeettisen luku-
jonon ja summan késittelyyn on suunniteltu kdytettdvéksi noin kaksi oppi-
tuntia, muiden kuin aritmeettisten ja geometristen lukujonojen kasittelyyn
yksi oppitunti ja rekursiivisesti madritellyn lukujonon késittelyyn yksi op-
pitunti.

4.2 Kaisitteet ja aiheen kasittely

Eri oppikirjoissa kdytetddn erilaisia nimityksid lukujonoihin liittyville ka-
sitteille. Lukujonon rajallisuudesta kédytetddn sanoja pdittyvi ja pidttymi-
ton tai direllinen ja direton. Lukujonon lukuja kutsutaan joko jiseniksi tai
termeiksi. Jirjestyslukua kutsutaan joissakin kirjoissa indeksiksi.
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Aritmeettisen lukujonon kahden perdkkdisen luvun erotusta kutsutaan
erotusluvuksi, erotusvakioksi tai differenssiksi. Lauseketta, jolla kaikki lukujo-
non luvut voidaan muodostaa, kutsutaan joissakin oppikirjoissa analyytti-
seksi lukujonoksi ja toisissa yleisen jisenen lausekkeeksi.

Kéytdn opetusmateriaalissa seuraavia kasitteitd: lukujono, jasen, paattyva
ja padttymaton lukujono, indeksi 1, indeksointi, yleinen jasen a(n), yleisen
jasenen lauseke (esim. a(n) = 5n + 1), rekursiivisesti méadritelty lukujono,
alkuehdot, rekursiosdantd, summa, differenssi d, aritmeettinen lukujono
ja aritmeettinen summa. Kédytan lukujonon jasenten merkitsemiseen funk-
tioista tuttua tapaa eli merkintda a(n) merkinnén a, sijaan.

Pitkdssd ja lyhyessd matematiikassa késitellddn samoja asioita, mutta la-
hestymistapa on erilainen. Lyhyen matematiikan kirjoissa on enemmaén
tekstid ja esimerkkitehtdvissa painottuu tekemailld oppiminen. Tehtavand
on esim. selvittdd jonkin luvun kuuluminen lukujonoon tai tietyn jasenen
madrittdiminen, kun yleisen jisenen lauseke on annettu.

Pitkdn matematiikan esimerkkitehtdvit ovat teoreettisempia ja teksti on
niukempaa. Esim. todistamistehtédvét ja positiivisten tai negatiivisten ja-
senten lukumddrdn selvittdminen liittyvit pitkddan matematiikkaan. Pit-
kdn matematiikan tehtdvissa on useammin kdytetty jotakin ylimdardista
muuttujaa tehtdvan vaikeuttamiseksi, esim. "Maéritd x ja lukujonon 4. ter-
mi, kun lukujono (2, x, 6x, ...) on aritmeettinen.”.

Joissakin matematiikan oppikirjoissa ldhestytddn uutta aihetta luettelemal-
la ensin késitteet ja médrittelyt, jonka jalkeen kdydédan lapi melko moni-
mutkaisiakin esimerkkitapauksia. Tdamd tapa tuntuu melko raskaalta ja
vaatii opiskelijalta hyvéaa sisdistdmisen taitoa.

Joissakin oppikirjoissa annetaan aluksi opiskelijalle pohdintatehtévid, joi-
den avulla hianelld on mahdollisuus itse oivaltaa tarvittavat asiat, ennen
kuin niille annetaan viralliset nimet ja tdsmalliset maaritelméat. Ndin opis-
kelijalle muodostuu ensin késitys siitd, mihin hdn kyseisid kisitteitd ja
madrittelyja tarvitsee.

Opetusmateriaalissani pyrin ensin herdttelemdan opiskelijan mielenkiin-
non aiheeseen pohdintatehtdvin avulla, kuten esim. Sigma-sarjassa. Teks-
tin ja matemaattisten lausekkeiden formalismi on pyritty pitimddn mata-
lana ja paattelyn osuutta on korostettu.

Tekstiosuus pyrkii haastamaan opiskelijan pohtimaan ja paattelemaan itse
asioita. Mallitehtdvien ja esimerkkitehtdvien méérd on pyritty pitaimaan
kohtuullisena, mutta riittdvan kattavana. Samalla niistd on pyritty karsi-
maan turha vaikeus pois, jotta kokonaisuudesta tulisi selked ja helposti
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sulateltava.

4.3 Tehtavait

Vertailin lukion matematiikan oppikirjoja myos tehtdvien osalta. Kdytin
joitakin kirjojen tehtdvistd myos omassa materiaalissani, usein kuitenkin
muokattuina tavalla tai toisella. Talld hetkelld kdytossd olevissa kirjoissa
ei kuitenkaan 16ytynyt tietyn tyyppisid tehtdvid, joten laadin niitd itse.
Ohjaajiltani sain myo6s hyvid vinkkejd tehtdvien malleiksi.

Etsin lisdksi ylioppilaskokeiden tehtdvia lukujonoihin ja summiin liittyen.
Uudemmat kokeet 16ytyvét verkosta [39, 40, 22]. Vanhempia ylioppilasko-
keita 10ytyy sekd verkosta [37] ettd kirjoista [28, 7, 27]. Kirjoissa Abi pitki
matematiikka [11, 12] ja Abi lyhyt matematiikka [13] on koottu ylioppilasko-
keiden tehtdvid aihealueittain vuosilta 1990 - 2011.

4.4 Kuvat

Lukion matematiikan oppikirjoissa on yleisesti ottaen melko vahan kuvia.
Kuvat ovat useimmiten taulukoita tai kuvaajia. Joistakin oppikirjoista 16y-
tyy myos satunnaisia affektiivisia kuvia, jotka kuitenkin liittyvat jollakin
tavalla aihealueeseen, esim. pdivankakkara tai simpukka.

Paivankakkaran kuva liittyy Fibonaccin lukujonoon siten, ettd kyseisen
kukan terdlehtien méddra vastaa jotakin Fibonaccin lukujonon lukua. Sim-
pukan rakenne puolestaan noudattaa kultaista leikkausta. Fibonaccin lu-
kujonon perdkkaisten lukujen suhde ldhestyy kultaisen leikkauksen lukua

@ =135 - 1 6180...

Joissakin tehtdvissd kuva on aivan valttdméton, silld esim. jonkin geometri-
sen kuvion selittiminen sanallisesti olisi melko mahdotonta. Kuvien tulisi
tukea oppimista. Kuvat myos keventdvit raskasta matemaattista tekstia.

Opiskelijoiden, joiden didinkieli on muu kuin suomi, on helpompi ymmar-
tdd kuvallinen tehtdvd. Mielenkiintoinen kuva voi saada mielikuvituksen
lentoon ihan toisella tavalla kuin pelkka kuiva teksti. Monilla opiskelijoil-
la on vaikeuksia sanallisten tehtdvien ymmartdmisessd, ja kuvan avulla
voidaan selkeyttdd tehtdvanantoa.
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5 Opetusmateriaali: lukujonot

5.1 Johdanto

Tama luku koostuu tekemaéstidni opetusmateriaalista. Siind késitelldadn arit-
meettiseen lukujonoon ja summaan liittyvit asiat sekd lukujono formaalis-
ti. Alustava sisallysluettelo 16ytyy kokonaisuudessaan liitteestd A, jonne
on merkitty my06s suunnitellut tuntiméaarat. Oppikirjan kolmas osio ”Lu-
kujono ja summa” sisdltdd kolme lukua, joiden kisittelemiseen menee noin
yhdeksédn oppituntia.

III Lukujono ja summa (9 h)
7. Lukujono koordinaatistossa (2 h)

8. Aritmeettinen ja geometrinen lukujono (5 h)
8.1 Aritmeettinen lukujono ja summa
8.2 Geometrinen lukujono ja summa

9. Lukujono formaalisti (2 h)
9.1 Muut lukujonot
9.2 Rekursiivisesti méaaritelty lukujono

Vastaukset opetusmateriaalin tehtdviin 1oytyvat liitteestd C. Opetusmate-
riaalin jalkeisestd hakemistosta 16ytyy sdhkoiseen oppikirjaan tulevat ka-
sitteet sivunumeroineen. Hakemistossa mainitut sivunumerot viittaavat
talla hetkelld timéan tutkielman sivuille.

Osa lukujonojen kasittelystd kuuluu toiseen Pro gradu -tutkielmaan. Luku-
jonon jasenten merkitsemistapa kirjaimen a avulla, esim. a(1), késitelladan
jo osion ensimmadisessd luvussa “lukujono koordinaatistossa”.

Opetusmateriaalin lopullinen ulkoasu tulee olemaan erilainen kuin tdssa
tutkielmassa esitetty, sillda ulkoasua muokataan myohemmin sdhkdiseen
kirjaan sopivaksi. Olen kdyttanyt laatikoita ja tekstin tummennusta tehos-
tuskeinoina, mutta nekin saattavat muuttua kirjan lopullisessa versiossa.

Samoin tehtdvien numeroinnit muuttuvat. Tein tarvittavat ymparistot
IETgX-ladontaohjelmaa varten jokaiselle tekstin osiolle erikseen (malliteh-
tavd, lause, harjoitustehtdva jne.). Ympaéristojen avulla kirjan ulkoasun
muokkaaminen sujuu helpommin.

Mikali kyseessd on ylioppilaskokeen tehtdvéd, kokeen vuosiluku ja tehtdvan
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numero on merkitty nakyviin. Pieni kirjain [k tai s] tarkoittaa lyhyen ja iso
kirjain [K tai S] pitkdn matematiikan tehtavaa. Esim. [K15, 8] tarkoittaa
kevddn 2015 pitkdn matematiikan tehtavaa 8.

Opetusmateriaaliin liittyy opettajan opas, joka 16ytyy luvusta 6. Siiné esi-
tellddn lyhyesti kappaleiden sisdllot ja kdydadan lapi pohdintatehtdvien
kasittelya.
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5.2 Aritmeettinen lukujono ja summa

5.2.1 Aritmeettinen lukujono

Pohdinta 5.2.1 Alla on muodostettu kuvioita napeista.

a) Miké on kuviojonon neljds kuvio?

b) Mitkd ovat kuuden ensimmadisen kuvion nappien lukumaarat?
c) Montako nappia on 14. kuviossa?

d) Miten saat laskettua minkéa tahansa jasenen lukujonossa?

e) Kuinka monennessa kuviossa on 97 nappia?

f) Jos kuviossa on 117 nappia, voiko se kuulua tdhdn kuviojonoon?

@ &
&8
CEEE

&8
g

€ @ @

&
B & @
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oo/
238
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&

Tiettyyn jédrjestykseen laitettuja lukuja, kuten pohdintatehtdvian nappien
lukumaarid, kutsutaan lukujonoksi. Lukujonon jasenet merkitdan sulkeiden
sisddn ja ne erotetaan toisistaan pilkulla.

Esimerkki 5.2.2 Lukujonossa (4) on yksi jasen.
Lukujonossa (4,7,10) on kolme jasenta.

28




Maairitelma: Lukujono on aritmeettinen, jos kahden perdkkadisen
jdsenen erotus on jokin tietty luku eli vakio.

Esimerkki 5.2.3 Lukujono (1,5,9,13,17) on aritmeettinen.
Lukujono (1,5,13,9,5) ei ole aritmeettinen.

Aritmeettisen lukujonon kahden perdkkéisen jdsenen erotus on aina vakio,
jota kutsutaan differenssiksi d.

Jarjestysnumeroa voidaan merkita kirjaimella 1, jolloin 7. jasen merkitddn
a(n). Jarjestysnumeroa kutsutaan myos indeksiksi.

Lauseketta, jonka avulla voidaan selvittdd mikad tahansa lukujonon jase-
nistd, kutsutaan yleisen jdsenen lausekkeeksi. Aritmeettisen lukujonon
yleisen jasenen lauseke voidaan selvittdd lukujonon ensimmadisen jasenen
ja differenssin avulla.

Pohdinta 5.2.4 Esitd pohdintatehtdviassa 5.2.1 esiin tulleet asiat formaa-
listi eli kdyttden matemaattisia merkintojd. Esitd lukujono, ensimmai-
nen jdsen, 14. jasen, differenssi ja yleisen jasenen lauseke. Kuvio, jossa
on 97 nappia, voidaan esittdd muodossa a( ) = 97.

Lause 5.2.5 Aritmeettisen lukujonon jasen a(n) = a(1) + (n — 1)d, missd
a(1) on lukujonon ensimmadinen jasen ja d kahden perédkkaisen jasenen
erotus.
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Lause 5.2.5 voidaan todistaa esimerkiksi seuraavalla tavalla. Tarkastellaan
ensin aritmeettista lukujonoa (a(1), a(2),a(3)). Muodostetaan lausekkeet ja-
senten a(3) ja a(2), seka jasenten a(2) ja a(1) vilisestd erotuksesta. Indeksin
arvo on kolme eli n = 3.

Lausekkeet voidaan laskea allekkain yhteen. Kun lasketaan kahden lausek-
keen vasemmat puolet yhteen ja oikeat puolet yhteen, saadun lausekkeen
yhtdsuuruus sdilyy.

a3) — a2) = d
+ a2) — a(l) = d
a3) — a) + a2 - a(l) = 2d
a(3) - a(l) = 2d
a(3) = a(1)+2d

Yhteenlaskettavien lausekkeiden lukumaéari eli luvun d kerroin saadaan
viimeisen ja ensimmadisen jdsenen indeksien vdhennyksend eli (3 — 1).
Lausekkeeksi saadaan siis a(3) = a(1) + (3 — 1)d.

Samalla tavalla voidaan todistaa lause a(n) = a(1)+(n—1)d. Talloin tarvitaan
(n — 1) kappaletta lausekkeita.

a(n) - an-1) =d
+ am—-1) — an-2) =d
+ a(2) - a(1) = d
am)—an—-1)+amn—-1)— ..+ a(2) - a(1) =n-1d
a(n) - a(1) =mn-1d
a(n) =a(l)+(n—-1)d

Tama padttely todistaa lauseen 5.2.5.

Mallitehtava 5.2.6 Madrittele aritmeettisen lukujonon differenssi, kun
sen 20. jasen on 107 ja 23. jasen on 122.

Ratkaisu: Tiedetddn lukujonon kaksi jasentd a(20) = 107 ja a(23) =
122, joten niiden avulla voidaan péételld differenssin suuruus. Kun 20.
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lukuun lisatdan kolme kertaa differenssi d, saadaan 23. luku.

a(23) = a(20) + (23 — 20)d
122 = 107 +3d
3d = 15 |:3
d =5

Vastaus: Differenssi d = 5.

Lause 5.2.7 Aritmeettisen lukujonon jasen a(n) = a(k) + (n — k)d, missa
a(k) on lukujonon jokin jasen ja d kahden perédkkdisen jasenen erotus.

Lause 5.2.7 voidaan todistaa kuten edelld. Muodostetaan lausekkeet jasen-
ten vilisistd erotuksista ja lasketaan ne yhteen. Talloin tarvitaan (n — k)
kappaletta lausekkeita.

a(n) — an-1) =d
+ am-1) — an-2) =d
-+. | atkk+1) — a(k) : d
am)—an—-1)+an—-1)—..+ ak+1) — ak) =n-k)d
a(n) — a(k) =n-k)d
a(n) =a(k) — (n—k)d

Tama padttely todistaa lauseen 5.2.7.

Yleisen jasenen lausekkeen avulla voidaan testata kuuluuko jokin luku
tarkasteltavaan lukujonoon.

Mallitehtava 5.2.8 Kuuluuko luku 172 aritmeettiseen lukujonoon (11,
15,19, ..., 355)?

Ratkaisu: Selvitetddn ensin differenssid = 15—11 = 4ja yleisen jdsenen
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lauseke.
am)=al)+(n-1)d=11+n-1)-4=11+4n-4=4n+7

Jos luku 172 on lukujonon jasen, on oltava olemassa kokonaislukuarvo
indeksille 7 siten, ettd a(n) = 172.

dn+7 = 172
4n = 165 |: 4
n = 41,25

Luku 172 ei siis ole annetun lukujonon jdsen, koska indeksiksi kelpaa-
vaa kokonaislukua ei 16ytynyt.

Vastaus: Ei kuulu.

5.2.2 Aritmeettinen summa

Kun aritmeettisen lukujonon jasenia lasketaan yhteen, puhutaan aritmeet-
tisesta summasta S(n).

Matemaatikko Gauss kévi koulua 1700-luvulla. Tarinan mukaan hédn oli
yhdeksanvuotias, kun opettaja antoi hinelle lisdtehtdvéksi laskea sadan

ensimmaisen luonnollisen luvun summan, koska hén oli tehtdvissa muita
edella.

Gauss 10ysi ratkaisun melko nopeasti, ja ilmoitti summan olevan 5050.
Pystytko keksim&dan, miten hin ratkaisi tehtdvan?

Mallitehtadva 5.2.9 Mika on aritmeettisen lukujonon (1,2,3,...,100) jasen-
ten summa?

Ratkaisu: Summa on 14+2+3+...4100. Erds tapa laskea summa on lisédtd
sithen ensin sama summalauseke, mutta pdinvastaiseen jarjestykseen
kddnnettyna.

5(100) = 1 + 2 + 3+ ...+ 98 + 99 + 100
+5(100) 100 + 99 + 98 + .. + 3 + 2 + 1
25(100) = 101 + 101 + 101 + .. + 101 + 101 + 101
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Nadin saadaan kaksinkertainen summa, joka on siis 100 - 101 = 10100.
Eli kerrotaan luku 101 jasenten lukumaaralla. Alkuperdinen summa on
puolet tistd eli 4% = 5050.

Vastaus: Lukujonon jasenten summa on 5050.

Lause 5.2.10 Aritmeettisen lukujonon jasenten summa on S(n) = n -

a(1)+a(n) P . .. . .
-5 ,missa 11(1) on ensimmalnen jasen, a(n) on viimeinen jasen ja n

on jasenten lukumaéara.

Lauseen 5.2.10 voi todistaa kuten mallitehtavassa. Tama jatetaan tehtavaksi
(tehtava 11).

Pohdinta 5.2.11 Kuinka monta erilaista tapaa keksit summan 1+4+7+
10 + 13 laskemiseksi? Mika niistd on nopein tapa laskea? (Vihje: katso
kuva.)

Q00000000
Q00000000
Q00000000
O0000000O0
000000000

Q0000
© 0000

o
O
@)
O
o

© 0000

O
O
O
O
o
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Tehtavit
Aritmeettinen lukujono

1. Liisa paattaa tallettaa 50 euroa sddstotililleen jokaisen kuukauden alus-
sa vuoden ajan. Tilin kuukausittaiset saldot muodostavat lukujonon
(50,100, ..., 600). Mika on lukujonon yleisen jasenen a(n) lauseke?

2. Harrilla on 120 euroa tilillddn vuoden alussa. Han paattda tallettaa ti-

lilleen 20 euroa helmikuun alussa ja sen jdlkeen aina kuukauden vélein.
Muodosta lukujono tilin saldoista ensimmaéisen vuoden aikana.

a) Mika on lukujonon yleisen jasenen a(n) lauseke?
b) Mitd arvoja indeksi n saa?
¢) Paljonko tililld on rahaa vuoden kuluttua?
3. Taideteokseen on aseteltu erilaisia lasipulloja riveihin. Etummaisessa

rivissd on 16 pulloa. Seuraavissa riveissd on aina 2 pulloa enemmaén kuin
edellisessa.

a) Kuinka monta pulloa on viimeisessa eli 24. rivissa?
b) Kuinka monta pulloa on 7. rivissa?
c) Mitd arvoja n saa?
4. Mika on aritmeettisen lukujonon (80,97, ...,13476)  531. jasen?

5. Kuuluuko luku a) 18 b) 23 lukujonoon, jonka yleinen jasen a(n) =
4n-6,n=1,23,..,100?

6. Madrittele aritmeettisen lukujonon (6, 2x, x, ...) muuttuja x, kolme ensim-
madistd jasentd ja yleisen jasenen lauseke.

7. Todista, ettd lukujono on aritmeettinen, kun sen yleinen jdsen a(n) =
5n-2,n=1,2,3,..

8. Onko lukujono a)a(n) =7n—1 b)b(n) =n?>+2 aritmeettinen?
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Aritmeettinen summa

9. Puoliympyran muotoisessa amfiteatterissa jarjestetddn naytelma. Teatte-
rin johtajaja 17 ndyttelijad kokeilevat istua katsomon ensimmaiselld rivilla,
jolloin siitd ja4 noin 2 tyhjaksi.

Rivejd on yhteensa 20. Seuraavalle riville mahtuu aina 4 ihmistd enemmaén
kuin edelliselle. Arvioi kuinka monta lippua teatteriin voi myyda.

10. Laske seuraavien lukujonojen summa kahdella eri tavalla.

a) 7+ (-4)+(-1)+..+8

b) -8+ (-5)+(-2)+..+7

¢ -7,5+(-4,5+(-1,5+..+75
11. Johda kaava S(n) = n - w

12. [k06, 11] Aritmeettisen jonon ensimmdinen termi on %, toinen on 7 ja
viimeinen 117. Laske jonon summa.

13. [K14, 13a] Tarkastellaan positiivisia kokonaislukuja 7 ja k, joille
n+mn+1)+m+2)+---+(n+k)=1007.
Osoita, ettd tallaiset luvut 7 ja k toteuttavat yhtdlon (k + 1)(2n + k) = 2014.

14. [s05, 13] Luonnollisille luvuille 2 ja 3 pitee 2> =1+3ja3* =1+3 +5.
Esitd vastaava yhtdlo luvulle 4. Yleistd tdméa koskemaan minkéd tahansa
luonnollisen luvun 7 nelibtd 1n? ja osoita esittdmaési kaava oikeaksi.
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5.3 Muut lukujonot

Pohdinta 5.3.1 Tietokonepelissa on aluksi yksi vihollinen. Jokainen vi-
hollinen luo kloonin itsestddn kahden minuutin kuluttua syntymds-
tddn, mutta sen jdlkeen aina minuutin vélein. Montako vihollista on
kuuden minuutin kuluttua?

Jatka kuviojonoa (valkoinen ympyrd = vastasyntynyt, harmaa = mi-
nuutin ikdinen ja musta = kahden minuutin ikdinen tai vanhempi).

Alussa

o|O

1 min
kuluttua

2 min
kuluttua

3 min
kuluttua

4 min
kuluttua

O—® O|0—® O|0—®

5 min
kuluttua

6 min
kuluttua

O @ O0|]O @ O|]O ® O|]O ® O|]O ®@ O|O ®@ O|O ® O

36



Tiettyyn jarjestykseen asetetut reaaliluvut muodostavat lukujonon. Luku-
jonon lukuja kutsutaan jdseniksi tai termeiksi.

Pohdintatehtdvissa vihollisten lukumé&arat muodostavat Fibonaccin luku-
jonon (1,1,2,3,5,8,13, ...), jossa kolmannesta luvusta alkaen luku saadaan
kahden edellisen luvun summana. Tdma lukujono ei siis ole aritmeettinen
eikd geometrinen.

Huomautus: Jos lukujono merkitddn tiettyjen jdsenten avulla,
esim. (3,5,7,...), se voisi jatkua periaatteessa miten vain, vaikkapa
(3,5,7,3,5,7,...).

Mallitehtdva 5.3.2 Kuution muotoisen laatikon sirmén pituus on 3 cm.
Sarmaén pituutta kasvatetaan 1 cm kerrallaan, kunnes se on 6 cm pitka.

Laatikon tilavuuksista muodostuu lukujono (3%,4%,5%,6°%) eli
(27,64,125,216). Yksikkod (cm®) ei merkitd ndkyviin, mutta luku-
jonon jdsenilld on yhteinen yksikké. Mikd on lukujonon yleisen
jdsenen lauseke?

Ratkaisu: Yleisen jasenen lauseke voidaan kirjoittaa laatikon sdarman
kuution avulla eli a(n) = n®. Télloin n saa arvot 3, 4, 5 ja 6.

Vastaus: a(n) =n®, n=23,4,5,6.

Ratkaisu: Toinen  vaihtoehtoinen esitystapa yleisen jdsenen
lausekkeelle voidaan 16ytdd muokkaamalla lukujono muotoon
((142)%, (2+2)%, (3+2)%, (4+2)*). Tdstd muodosta ndhdadn, ettd jokainen
jdsen voidaan ilmaista indeksin 7 avulla, kun se saa arvot 1, 2, 3 ja 4.

an)=m+2)° n=1,234

Vastaus: a(n) = (n+2)}, n=1,2,3,4.

Kaikille lukujonoille ei voida médritelld yleisen jasenen lauseketta.

Lukujono voidaan indeksoida alkamaan jostakin muustakin luvusta kuin
luvusta yksi. Esim. jos n = 0, 1, 2, ..., lukujonon ensimmdinen jasen on a(0),
toinen jdsen on a(1) jne.
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Pohdinta 5.3.3 Lukujonon yleisen jdsenen lauseke on a(n) = n*> — 2n +
1, n=0,1,2,3,..,25. Mikd on lukujonon 20. jasen?

Ville ja Pekka ovat kumpikin ratkaisseet tehtdvan. Kumpi vastauksista
on oikein?

Villen ratkaisu on
a(20) = 20> =2 -20 + 1 = 361.
Pekan ratkaisu on

a(19) = 19> -2-19 + 1 = 324.

Lisdtietoa: Lukujonon jasenet voidaan merkitd my0s alaviitteen avul-
la. Talloin esim. merkinta a(1),a(2), ...,a(n), ...,a(k) korvataan merkin-
nalld ay,ay, ..., a,, ...,ar, kunn = 1,2, ..., k. Pddttyvan lukujonon jasenten
summa voidaan merkitd myos

k
Zﬂn =a1t+a,+..+a,+ ..+ da.
i=1

Summassa kdytetddn indeksina kirjainta i. Indeksi saa kokonaislukuar-
vot valiltd 1, ..., k, koska lukujonossa (a1, a2, ..., ay, ..., ax) on k kappaletta
yhteenlaskettavia jasenia.
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Tehtavat

15. Mika voisi olla lukujonon seuraava jasen? Merkitse b)- ja c)-kohdat
yleisen jasenen lausekkeen avulla.

a) (1,212,12121,...)
b) (2,4,8,16,32,..)
¢) (-3,4,-5,6,-7,...

16. Mikd on yleisen jasenen lauseke, kun lukujonon muodostavat 50 en-
simmadistd positiivista a) parillista b) paritonta kokonaislukua?

17. Lukujonon yleisen jasenen lauseke on a(n) = 1500 — 40n - (-1)", n =
0,1,2,...,30. Mikd on lukujonon 18. jasen?
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5.4 Rekursiivisesti miadritelty lukujono

Pohdinta 5.4.1 Lukujonon ensimmdinen jdsen on 10. Lukujonon seu-
raava jasen saadaan, kun edellinen jasen kerrotaan viidelld ja lisdtdadn
tuloon kaksi.

Miten voisit merkitd ndma sdannot kayttamallda merkintojd a(1), a(n—1)
jaa(n)?

Jotkin lukujonot voidaan méaritellda my0s rekursiivisesti. Tdlloin annetaan
yksi tai useampi jdsen jonon alusta eli alkuehdot, sekd rekursiosdanto,
jonka avulla voidaan laskea lukujonon seuraavat jdsenet edellisten jasenten
avulla.

Rekursiosddnnossd viitataan jasentd a(n) edeltdviin jaseniin merkinngilld
a(n—1),a(n - 2), ... Aritmeettinen ja geometrinen lukujono voidaan my®os
madritelld rekursiivisesti. (Katso tehtdva 23.) My0s esimerkiksi pohdinnas-
sa 5.3.1 muodostuva Fibonaccin lukujono voidaan merkitd rekursiivisesti
seuraavasti:

a(l) =1

a2) =1
am)y=an-2)+an—-1), n=3,4,5,..

Mallitehtava 5.4.2 Mitka ovat seuraavan rekursiivisesti maaritellyn lu-
kujonon jdsenet?

)=1
)=2
amn)=an—-2)—amn—-1), n=3,4,56

Ratkaisu: Rekursiosddannén mukaan lukujonon 3. jisen saadaan va-
hentamalld sen ensimmaisestd jasenestd toinen jdsen, jne.

aB) = a(l)—-a(2) = 10-2 = 8
a4) = a2)—a(3) = 2-8 = —6
a’) = a(3)—a(4) = 8—-(-6) = 14
a(6) = a(4)—ab) = -6-14 = -20
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Vastaus: a(1) = 10,a(2) = 2,a(3) = 8,a(4) = —6,a(5) = 14,a(6) = -20

Jos edellisen esimerkin lukujonolle on olemassa yleisen jasenen lauseke,
se on vaikea suoraan pditelld. Joskus lauseke voidaan kuitenkin saada
selville joko pddttelemdlld tai arvaamalla ja todistamalla arvaus oikeaksi.

Mallitehtdva 5.4.3 Olkoon (a(n)) rekursiivisesti madritelty lukujono,
jolle on voimassa

a(l) =1
a(n) =1 .an-1), n=234,

Maérita lukujonon yleisen jasenen lauseke.

Ratkaisu: Lasketaan ensin lukujonon ensimmaisid jasenia.

a(l) = 1

B EL I
ao) = 372 T 372 T 3
aw = 1= =]

Kun n =1, 2,3, 4, niin lukujonon yleinen jdsen on a(n) = %

Vastaus:a(n) =1, n=1,2,34

Lisdtietoa: Onko edellisessd tehtdvassd 1oydetty lauseke a(n) = 1 ylei-
sen jasenen lauseke my®0s silloin, kun 7 on suurempi kuin nelja?

Ratkaisu: Osoitetaan ensin, etta lauseke a(n) = % pétee ensimmadiselle
jasenelle eli alkuehdolle. Sijoitetaan siis lausekkeeseen n = 1.

a(l):%:l

Nain pitikin olla, joten alkuehto on kunnossa.
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Osoitetaan sitten, etta lauseke a(n) = % pétee kaikilla muillakin indek-
seilld. Sijoitetaan rekursiosddntdon jasenen a(n — 1) paikalle oletuksen
mukainen yleisen jisenen lauseke (n — 1). jasenelle eli -L-.

-1 n-—1 1 1
. -1) = -
n an ) n n—-1 n

n

a(n) =

Paadyttiin siis samaan lausekkeeseen a(n) = 1, joten tima on lukujonon
yleisen jdsenen lauseke.

Vastaus: On, elia(n) =1, n=1,23,..
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Tehtavat

18. Lukujonon ensimmadinen jasen on 54. Seuraava jasen saadaan, kun lu-
kuun 20 lisdtaan kolme kertaa edellinen jasen. Merkitse lukujono rekursii-
visesti.

19. Mitkd ovat annetun lukujonon kuusi ensimmadistd jasenta?

a(l) =1
a) amn)=amn-1)+n, n=>2
b b(1) =1
) bk+1)=bk)+k+1, k=1
20. Méaéritd lukujonon jasenet, kun
a(l)=3
a2) =5

an)=an—-1)—an-2)+n*-10, n=23,4,56

21. Etsi lukujonon muodostamissddnto ja merkitse lukujono rekursiivises-
ti.

a) (2,4,8,16,32,..)
b) (1,2,3,5,8,..)

o) (2,4,16,256, ...
d) (3,4,6,9,13,..)

22. Keksi jokin sdanto ja 1. jasen. Muodosta niiden avulla lukujonon viisi
ensimmadistd jasentd. Anna lukujono kaverillesi ja pyyda hdntd keksiméan
lukujonon sdanto.

23. Maédrittele rekursiivisesti lukujono, joka on a) aritmeettinen b) geomet-
rinen.

24. Bakteerien lukumdéarad on aluksi b ja se kasvaa 20 % joka tunti. Esitd
lukumaééristda muodostuva lukujono

a) rekursiivisesti

b) yleisen jasenen lausekkeen avulla.
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25. Ravintolaan ostetaan joka kuukausi 25 uutta lasia korvaamaan rikki
menneitd sekd vastaamaan asiakasmaéaran kasvuun. Joka kuukausi 2 % la-
seista menee rikki. Esitd lasien kuukausittaiset lukumaéréat rekursiivisesti.
Laseja on alussa 1000. Kuinka monta lasia ravintolassa on neljan kuukau-
den kuluttua?

26. Olkoon (a(n)) rekursiivisesti méaritelty lukujono, jolle on voimassa

{a(l):7

an) = 2,

nx=?2

a) Maarita lukujonon yleisen jasenen lauseke.

b) Todista, ettd kyseinen lauseke pétee kaikilla indeksin 7 arvoilla.
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Opetusmateriaalin hakemisto

differenssi (aritmeettinen lukujono), 29
indeksi (lukujono), 29
jasen (lukujono), 37

summa (aritmeettinen lukujono), 32
summa (lukujono), 38

termi (lukujono), 37

yleisen jasenen lauseke (lukujono), 29
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6 Opettajan opas

6.1 Johdanto

Téssd luvussa esittelen lyhyesti tekeméni opetusmateriaalin kappaleiden
sisdllot ja pohdintatehtdvien késittelyn. Lisdd vinkkejd opetuksen toteu-
tukseen 16ytyy luvusta 3. Matematiikan oppimisen lisdksi tarkeitd opitta-
via taitoja ovat mm. keskustelutaidot, vastausten perusteleminen, luovien
ratkaisuiden 16ytdminen ja ongelmanratkaisutaitojen kehittdminen.

Pohdintatehtdvien ja ongelmanratkaisutehtdvien kisittelyssa voidaan
kdyttdd menetelmad, jota on kisitelty luvussa 3.7. Matemaattisten todis-
tustehtdvien kasittelya on kdyty lapi luvussa 3.6. Erilaisia tehtavatyyppeja
ja opettajan roolia ohjaajana on esitelty luvussa 3.8.

6.2 Aritmeettinen lukujono ja summa (2 h)
Sisdlto

Kappale alkaa pohdintatehtdvalld, jossa johdatellaan opiskelijaa ymmar-
tamddn aritmeettisia lukujonoja. Tehtdavaa on tarkoitus pohtia itsendisesti
tai ryhmissd jonkin aikaa. Tamaén jilkeen tehtdva kdydaan yhdessa lapi.
Loydetyt tulokset voidaan kirjoittaa vaikkapa sanallisesti.

Seuraavaksi annetaan aritmeettisen lukujonon méaaritelm4, sekd esimerkki
aritmeettisesta ja ei-aritmeettisesta lukujonosta. Esitellddn formaalimpi esi-
tystapa ja kaava yleisen jasenen lausekkeelle, kun tiedetddn ensimmaéinen
jasen ja differenssi. Esitellddn kisite differenssi. Lauseille esitetddn myos
todistukset.

Pohdintaa jatketaan vield pyytdmalld opiskelijaa kirjaamaan pohdinnassa
esiin tulleet asiat formaalisti.

Seuraavat kaksi mallitehtdvad sekd lause lukujonon lausekkeesta, kun tie-
detddn jokin jasen ja differenssi, voidaan jattaa opiskelijan itsendisesti luet-
tavaksi tunnilla tai kotitehtdvana.

Artimeettisen summan kappale alkaa tarinalla Gaussista. Opiskelija haas-

tetaan miettimdan, miten hén olisi ratkaissut sadan ensimmaisen luonnol-
lisen luvun summan.

Gauss ratkaisi tehtdvan jakamalla lukujonon kahteen osaan, kdantamalla
toisen pdinvastaiseen jdrjestykseen ja laskemalla lukujonot yhteen. Jos lu-
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kuja olisi ollut pariton mdard, pitdisi keskimmadinen luku laittaa muistiin
ja lisatd loppusummaan.

Tehtdva kdydddn ldpi seuraavassa mallitehtdvédssd. Menetelmdnd kayte-
tddan kaksinkertaista summaa, jota voidaan kdyttdd myos parittomille méaa-
rille lukuja.

Seuraavaksi annetaan aritmeettisen summan kaava, jonka todistaminen
jatetdan tehtdvaksi. Pohdintatehtdvassa pyydetdan opiskelijaa keksimddn
erilaisia tapoja laskea annettu summa.

Pohdinnat

Pohdinta 5.2.1.

Ratkaisu: a) Neljannessd kuviossa on nelja kolmen napin kerrosta ja
niiden péaalld yksi nappi.

b) 4,7,10,13,16ja 19

c) Nappien lukumédréd on aina kolme suurempi kuin edellinen, joten
ensimmadiseen lukuun 4 taytyy lisdtd 13 kertaa luku kolme, ettd saa-
daan 14. luku. Se on siis 4 + 13 - 3 = 43.

d) Edellisestd kohdasta saadaan yleisempi tulos: ensimmadiseen lukuun
taytyy lisdtd luku kolme yhden kerran viahemman kuin kysytyn lu-
vun jdrjestysluku.

e) Nyt tiedetddn haluttu luku, joten se on muodostunut ensimmadisen
luvun ja tietyn méadran kolmosia summana. Voidaan siis paatelld, ettd
vahentamallad luvusta ensin ensimmainen luku eli nelja ja jakamalla
se sitten kolmella, saadaan tietdd haluttu jarjestysnumero. Lasketaan
27=4 = 31, eli 31. kuviossa on 97 nappia. Tulos voidaan tarkistaa vield
laskemalla 4 + 31 - 3 = 97.

f) Kuviojonoon kuuluvat ne luvut, jotka saadaan edellisen péaattelyn
avulla jarjestysluvuilla, jotka ovat kokonaislukuja. Tehtavaksi jaa siis
selvittdd, monennessako kuviossa on 117 nappia, ja saadaanko tél-
13 tavalla kokonaislukuarvo, kuten edellisessd kohdassa. Lasketaan
074 — 37 66..., ja voidaan todeta, ettd kyseinen kuvio ei kuulu tdhdn

3
kuviojonoon.

Pohdinta 5.2.4.
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Ratkaisu: Lukujono on (4,7, 10,13, 16, 19).

Ensimmainen jdsen a(1) = 4.

14. jasen a(14) = 43.

97 napin kuvio a(31) = 97.

Differenssi d = 3.

Yleisenjdsenen lausekea(n) = a(1)+(n—1)d = 4+(n—-1)3 = 4+3n-3 = 3n+1.

Pohdinta 5.2.11.

Ratkaisu: Summan voi laskea helposti laskimella tai pddssdalaskuna. Sum-
ma voidaan laskea my0s kaksinkertaisena summana eli 14+14+14+14+14
ja jakaa se kahdella. Tai Gaussin tapaa mukaillen 14+14+7.

Summa voidaan laskea my0s katsomalla tehtdvan alla olevaa kuvaa, jossa
on viisi rivid ja 14 saraketta palloja. Pallojen lukumadra saadaan laskettua
kertomalla 5 * 14. Summa on puolet tasta.

Tietysti voidaan laskea vield monella muullakin tavalla, esim. 1 +7 =
8,8+10=18,18 +4 =22,22 +13 = 35.

6.3 Muut lukujonot (1 h)
Sisilto

Kappale alkaa pohdintatehtdvélld, joka perustuu Fibonaccin lukujonoon.
Perinteisen kaniparin jdlkeldisten sijaan tehtdvéssd lasketaan vihollisten
klooneja tietokonepelissd. Opiskelijaa pyydetddn jatkamaan kuviojonoa.
Kuvioiden on tarkoitus helpottaa tehtdvdnantoa ja nopeuttaa asiaan pe-
rehtymista.

Pohdinnan jidlkeen kerrotaan, ettd pohdintatehtdvassa muodostuva luku-
jono on Fibonaccin lukujono, jonka luvut saadaan laskettua tietyn sddnnén
mukaan. Tama ei siis ole aritmeettinen eikd geometrinen lukujono. Maini-
taan lukujonon merkintdtavan epatdasmallisyys.

Mallitehtdvéssa etsitddn yleisen jasenen lauseketta, joka voidaan merkita
ainakin kahdella tavalla.

Lukujonojen indeksointia pohditaan tehtdvin avulla, jossa on annettu kak-
si mahdollista ratkaisua, joista pitdd valita toinen.

Lopuksi annetaan vaihtoehtoinen merkintdtapa lukujonon jdsenille ala-
viitteen avulla, sekd summalle ison sigman )}, avulla.
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Pohdinnat

Pohdinta 5.3.1.

Ratkaisu: Kellon siirtyessd minuutin eteenpdin, jokainen valkoinen pallo
muuttuu harmaaksija harmaa pallo mustaksi. Lisdksi jokainen musta pallo
luo uuden kloonin itsestddn, eli kuvaan taytyy piirtdd uusi valkoinen pallo.
Viiden minuutin kuluttua vihollisia on kahdeksan ja kuuden minuutin
kuluttua 13. Lukumaééristd muodostuu Fibonaccin lukujono.

Pohdinta 5.3.3.

Ratkaisu: Tehtdvdd voidaan ldhted purkamaan siten, ettd lasketaan luku-
jonon ensimmaisid jasenia.

1.jgsen a(0)=0>-2-0+1=1
2.jasen a(1)=1>-2-141=0

Téten n. jasen on oltava a(19) eli Pekan ratkaisu on oikein.

6.4 Rekursiivisesti madritelty lukujono (1 h)
Sisilto
Kappale alkaa pohdintatehtédvilld, jossa pyydetddn opiskelijaa merkitse-

madn annetut sddnnot kaytamalld merkintojd a(1), a(n — 1) ja a(n).

Seuraavaksi esitellddn rekursiivinen tapa merkita lukujonoja. Kédydaan 1a-
pi alkuehdot ja rekursiosddnto. Todetaan, ettd myos aritmeettinen ja geo-
metrinen lukujono voidaan merkitd rekursiivisesti.

Mallitehtdvan avulla ndytetddn, miten jdsenet saadaan selville, kun kayte-
taan edellisille jasenille merkintojd a(n — 1) ja a(n — 2).

Seuraavassa mallitehtdvéssad etsitddn yleisen jasenen lauseketta. Lisdtieto-
na kerrotaan, miten saadun lausekkeen voi osoittaa yleisen jasenen lausek-
keeksi induktiota kayttden.

Pohdinnat
Pohdinta 5.4.1.
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Ratkaisu: Ensimmadinen jasen voidaan merkitd a(1) = 10, kuten aiemmissa
kappaleissa onjo totuttu tekeméédn. Seuraavaksi voidaan tarkastella jasenta
a(2),joka onsiis 5-a(1)+2. Ja tdstd voidaan huomata, ettd a(n) = 5-a(n—1)+2,
kunn > 2.
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7 Yhteenveto

Tutkielmassani tutustutaan ensin uudessa opetussuunnitelmassa [32] ase-
tettuihin matematiikan opetuksen tavoitteisiin, joiden mukaisesti laa-
din opetusmateriaalia lukujonoihin liittyen. Kdyn opetuksen tavoitteita
lapi didaktisen tutkimuskirjallisuuden avulla pohtien samalla millaisia
opetustapoja kédyttden saavutettaisiin asetetut tavoitteet parhaiten lukio-
opetuksessa.

Ennen opetusmateriaalin laatimista kdvin ldapi nykyisid lukion matematii-
kan oppikirjoja lukujonojen osalta, seka selvitin minkalaisia tehtavid luku-
jonoista on tehty ylioppilaskokeisiin vuosien varrella. Vertailin oppikirjoja
kasitteiden, tehtdvien, asiasisdllon ja kasittelyjadrjestyksen suhteen. Tamén
analysoinnin pohjalta valitsin opetusmateriaalissa kaytettdvat kisitteet.
Sain oppikirjoista my0s ideoita sisdllon ja tehtdvien suunnitteluun.

Opetusmateriaalin suunnittelun kantava idea on perdisin artikkelista Ha-
bits of Mind: An Organizing Principle for Mathematics Curricula [4]. Siind
painotetaan ongelmanratkaisutaitojen kehittdmisen liséksi sitd, ettd opis-
kelijan tulisi oppia ajattelemaan kuten matemaatikko, vaikka tutkittavat
aihealueet olisivatkin arkisempia ja koulun oppiméddrdan sopivampia kuin
matemaatikoiden tutkimusaiheet.

Pyrin kdyttimaan opetusmateriaalissa vaihtelevia tehtavatyyppeja ja kan-
nustamaan opiskelijoita kehittimddn ongelmanratkaisutaitojaan. Opettaja
voi kehittdd heiddn ongelmanratkaisusitkeyttdadn esim. esittdmallad tasmal-
lisid kysymyksid. Tehtdvien haastavuustason voi suhteuttaa kunkin opis-
kelijan omien tavoitteiden mukaiseksi.

Luokkahuonetyoskentelyn aikana ja ongelmanratkaisutehtivan jalkeen
kaytavilld keskusteluilla on merkitystd opiskelijan kannalta. Opiskelijoi-
den tulisi esittdd omia ratkaisujaan muille, jolloin he oppivat ilmaisemaan
ajatuksiaan ja ratkaisun taustalla oleva ajatteluketju tulee nakyvéaksi seka
muille opiskelijoille ettd opettajalle.

Opettajan johdolla opiskelijoille tulisi selvitd erilaisten ratkaisujen taustal-
la olevat erot ja yhtéldisyydet, sekd mitd matemaattisia periaatteita ratkai-
sujen taustalla on. Matemaattinen todistaminen on my®os tdarked osa ma-
tematiikkaa. Matemaattiset skeemat auttavat ongelmien ratkaisemisessa,
mutta niiden syntyminen vaatii harjoittelua.

Opiskelijjalle kehittyvélld matemaattisella identiteetilld on tarked merkitys
oppimisessa. Henkilokohtaiset tavoitteet myos méarittelevat motivaatiota
opiskella matematiikkaa. Opettaja voi painottaa matematiikan merkitysta
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mielenkiintoisena tutkimusaiheena, eikd niinkddn portinvartijana jatko-
opintoihin hakeuduttaessa. Tehtdvityypeilld ja opetustavalla on merkitys-
td identiteetin kehittymisessa.
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A Avoimen oppikirjan alustava sisdllysluettelo
(10.12.2015)

MAY1 Luvut ja lukujonot (1 h =45 min)

I Luvut (14 h)
1. Lukujoukot (5 h)
2. Peruslaskutoimitukset (5 h)

3. Potenssi (4 h)

II Funktiot (15 h)
4. Kuvaajan tulkinta ja muodostaminen (5 h)
5. Funktioiden transformaatiot (5 h)

6. Funktion kuvaajan piirto (5 h)

III Lukujono ja summa (9 h)

7. Lukujono koordinaatistossa (2 h)

8. Aritmeettinen ja geometrinen lukujono (5 h)
8.1 Aritmeettinen lukujono ja summa

8.2 Geometrinen lukujono ja summa

9. Lukujono formaalisti (2 h)

9.1 Muut lukujonot
9.2 Rekursiivisesti madritelty lukujono
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B Ote lukion opetussuunnitelmasta

Téama on ote 27.10.2015 julkaistusta uudesta opetussuunnitelmasta. Ote on
luvusta 5.6 Matematiikka, jossa kerrotaan yleisesti matematiikan opetuk-
sen tavoitteista, arvioinnista ja kaikille yhteisen MAY1-kurssin sisdllostd,
sekd pitkdn ja lyhyen matematiikan opetuksen tavoitteista. Arviointi,
oppiméddran vaihtaminen ja muiden kuin MAY1-kurssien kuvaukset on
jatetty tdstd otteesta pois, koska niitd ei kdsitelld tdssa tutkielmassa.

5.6 Matematiikka

Matematiikan asema aikamme kulttuurissa edellyttdd valmiutta ym-
maértdd, hyddyntdd ja tuottaa matemaattisesti esitettyd tietoa. Silld on
merkittdva tai ratkaiseva rooli muun muassa tieteissd, teknologiassa,
taloudessa, yrittdjyydessd, terveydenhuollossa ja turvallisuudessa. Ma-
tematiikan opetuksen tehtdvédnd on tutustuttaa opiskelija matemaattisen
ajattelun malleihin sekd matematiikan perusideoihin ja rakenteisiin, opet-
taa kdyttamaan puhuttua ja kirjoitettua matematiikan kieltd seka kehittaa
laskemisen, ilmididen mallintamisen ja ongelmien ratkaisemisen taitoja.

Opetuksen ldhtokohdat valitaan opiskelijoita kiinnostavista aiheista, il-
midistd ja niihin liittyvistd ongelmista. Opetuksessa kédytetddn vaihtelevia
tyotapoja, joissa opiskelijat tyoskentelevit yksin ja yhdessd. Opetustilan-
teet jarjestetddn siten, ettd ne herattavat opiskelijan tekemddn havaintojen-
sa pohjalta kysymyksid, oletuksia ja pddtelmid sekd perustelemaan niita.
Erityisesti opiskelijaa ohjataan hahmottamaan matemaattisten késitteiden
merkityksid ja tunnistamaan, kuinka ne liittyvat laajempiin kokonaisuuk-
siin. Opiskelijaa rohkaistaan my0s kdyttamaan ajattelua tukevia kuvia,
piirroksia ja vélineitd sekd tuetaan opiskelijan taitoa siirtyd toisesta mate-
maattisen tiedon esitysmuodosta toiseen.

Opiskelijaa kannustetaan kehittdmaan luovia ratkaisuja matemaattisiin
ongelmiin. Opetuksessa tutkitaan matematiikan ja arkieldmén valisid yh-
teyksid sekd tietoisesti kdytetddn eteen tulevia mahdollisuuksia opiskeli-
jan persoonallisuuden kehittdmiseen, mikd tarkoittaa muun muassa ha-
nen kiinnostuksensa ohjaamista, kokeiluihin kannustamista sekéd tiedon-
hankintaprosessien kehittamista.

Opiskelija harjaannutetaan kdyttimdan tietokoneohjelmistoja matema-
tiikkan oppimisen ja tutkimisen sekd ongelmanratkaisun apuvilineind.
Matematiikan opiskelussa hyoddynnetddn muun muassa dynaamisen
matematiikan ohjelmistoja, symbolisen laskennan ohjelmistoja, tilasto-
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ohjelmistoja, taulukkolaskentaa, tekstinkésittelyd sekda mahdollisuuksien
mukaan digitaalisia tiedonlédhteitd. Tarkedd on myds arvioida apuvélinei-
den hyodyllisyyttd ja kdyton rajallisuutta. Edelld mainituista apuvalineista
kdytetddn jatkossa nimitystd tekniset apuvilineet.

5.6.1 Matematiikan yhteinen opintokokonaisuus

Matematiikan yhteisen opintokokonaisuuden tehtdvdnd on herdttda
opiskelijan kiinnostus matematiikkaa kohtaan muun muassa tutustut-
tamalla hdnet matematiikan moninaiseen merkitykseen ihmiselle ja
yhteiskunnalle sekd sen ainutlaatuiseen ja kiehtovaan olemukseen tietee-
nalana. Téassd opintokokonaisuudessa opiskelijalla on tilaisuus vahvistaa
pohjaa matematiikan opinnoilleen ja ndhdd matematiikka hyodyllisend ja
kayttokelpoisena selitettdessd ja hallittaessa muun muassa yhteiskunnan,
talouden ja luonnon tapahtumia ja tilanteita.

Pakollinen kurssi

1. Luvut ja lukujonot (MAY1)

Tavoitteet
Kurssin tavoitteena on, ettd opiskelija

e pohtii matematiikan merkitystd yksilon ja yhteiskunnan nakodkul-
masta

o kertaa ja tdydentdd lukualueet, kertaa peruslaskutoimitukset ja pro-
senttilaskennan periaatteet

e vahvistaa ymmarrystaan funktion kasitteesta
e ymmartdd lukujonon kasitteen

e osaa madrittdd lukujonoja, kun annetaan alkuehdot ja tapa, jolla seu-
raavat termit muodostetaan

e saa havainnollisen kasityksen lukujonon summan maéérittdmisesta

e osaa ratkaista kdytdinnon ongelmia aritmeettisen ja geometrisen jo-
non ja niistd muodostettujen summien avulla

e osaa kdyttda teknisid apuvilineitd funktion kuvaajan ja lukujonojen
tutkimisessa sekd lukujonoihin liittyvien sovellusongelmien ratkai-
sussa.
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Keskeiset sisillot

e reaaliluvut, peruslaskutoimitukset ja prosenttilaskenta

funktio, kuvaajan piirto ja tulkinta

e lukujono

e rekursiivinen lukujono

e aritmeettinen jono ja summa

e logaritmi ja potenssi sekd niiden valinen yhteys

e muotoa a* = b, x € IN olevien yhtdloiden ratkaiseminen

e geometrinen jono ja summa

5.6.2 Matematiikan pitkd oppimdira

Matematiikan pitkdn oppiméaran opetuksen tehtdvdna on antaa opiske-
lijalle ammatillisten ja korkeakouluopintojen edellyttdimat matemaattiset
valmiudet sekd matemaattinen yleissivistys. Pitkdn matematiikan opin-
noissa opiskelijalla on tilaisuus omaksua matemaattisia késitteitd ja
menetelmid sekd oppia ymmairtimdin matemaattisen tiedon luon-
netta. Opetus pyrkii my0s antamaan opiskelijalle selkedn kasityksen
matematiikan merkityksestd yhteiskunnan kehityksessa sekd sen sovelta-
mismahdollisuuksista arkieldmaéssd, tieteessd ja tekniikassa.

Opetuksen tavoitteet

Matematiikan pitkdn oppim&ddrdn opetuksen tavoitteena on, ettd
opiskelija

e saa myonteisid oppimiskokemuksia ja tottuu pitkédjanteiseen tyos-
kentelyyn sekd oppii niiden kautta luottamaan omiin matemaattisiin
kykyihins4, taitoihinsa ja ajatteluunsa

e rohkaistuu kokeilevaan ja tutkivaan toimintaan, ratkaisujen keksimi-
seen sekd niiden kriittiseen arviointiin

e ymmartdd ja osaa kdyttdd matematiikan kieltd, kuten seuraamaan
matemaattisen tiedon esittamistd, lukemaan matemaattista tekstia,
keskustelemaan matematiikasta, ja oppii arvostamaan esityksen tés-
mallisyyttd ja perustelujen selkeytta
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e oppii ndkem&ddn matemaattisen tiedon loogisena rakenteena

e kehittdd lausekkeiden kasittely-, paattely- ja ongelmanratkaisutaito-

jaan

e harjaantuu késittelem&an tietoa matematiikalle ominaisella tavalla,
tottuu tekemédn otaksumia, tutkimaan niiden oikeellisuutta ja laati-
maan perusteluja sekd arvioimaan perustelujen patevyyttd ja tulosten
yleistettavyytta

e harjaantuu mallintamaan kidytdnnon ongelmatilanteita ja hyodynta-
madn erilaisia ratkaisustrategioita

e osaa kdyttda tarkoituksenmukaisia matemaattisia menetelmid, tek-
nisid apuvdlineitd ja tietoldhteita.

5.6.3 Matematiikan lyhyt oppimaara

Matematiikan lyhyen oppiméddrdn opetuksen tehtdvdnd on tarjota
valmiuksia hankkia, késitelld ja ymmartdd matemaattista tietoa ja kayttaa
matematiikkaa eldmén eri tilanteissa ja jatko-opinnoissa. Opetus pyrkii
myo6s antamaan opiskelijalle selkedn késityksen matematiikan merkityk-
sestd yhteiskunnan kehityksessd sekd sen soveltamismahdollisuuksista
arkieldmaésséd ja monissa eri tieteissa.

Opetuksen tavoitteet

Matematiikan lyhyen oppimédédrdn opetuksen tavoitteena on, ettd
opiskelija

e osaa kadyttdd matematiikkaa jokapdivdisen eldmén ja yhteiskunnalli-
sen toiminnan apuvélineend

e saa myOnteisid oppimiskokemuksia matematiikan parissa tyosken-
nellessddn, oppii luottamaan omiin kykyihinsd, taitoihinsa ja ajatte-
luunsa ja rohkaistuu kokeilevaan, tutkivaan ja keksivdaan oppimiseen

e hankkii sellaisia matemaattisia tietoja, taitoja ja valmiuksia, jotka an-
tavat riittivan pohjan jatko-opinnoille

e sisdistdd matematiikan merkityksen vélineend, jolla ilmititd voidaan
kuvata, selittdd ja mallintaa ja jota voidaan kayttdd johtopadatdsten
tekemisessa
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kehittaa kasitystddn matemaattisen tiedon luonteesta ja sen loogises-
ta rakenteesta

harjaantuu vastaanottamaan ja analysoimaan viestimien matemaat-
tisessa muodossa tarjoamaa informaatiota ja arvioimaan sen luotet-
tavuutta

tutustuu matematiikan merkitykseen kulttuurin kehityksessa
osaa kayttaa kuvioita, kaavioita ja malleja ajattelun apuna

osaa kadyttdd tarkoituksenmukaisia matemaattisia menetelmid, tek-
nisid apuvdlineitd ja tietoldhteita.
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C Vastaukset opetusmateriaalin tehtiviin

C.1 Aritmeettinen lukujono ja summa

Aritmeettinen lukujono

1.a(n)=50n, n=1,23,..12
2.20n+120, n=0,1,2,...,11, 340 euroa
3.a(24) =62, an)=2n+14, n=1,2,3,..24
4. 9090
5.

a) kuuluu

b) ei kuulu

6.a(1)=6, a2)=4, a(3)=2, an)=-2n+8, n=1273,..
7. -

a) on

b) eiole

Aritmeettinen summa

9. n. 1840 lippua
10.
a) 5(6)=3
b) S(6) = -3
c) S(6)=0
11. -
12. 13033

13. -
14. -
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C.2 Muut lukujonot
15.

a) 2121212
b) 64, a(n)=2", n=1,23,..
) 8, amn)=(-1)"'(n+1), n=23,4,..

16.

a) an)=2n, n=1,2,3,..,50
b) an)=2n+1, n=0,1,2,...,49

17. 18. jasen a(17) = 2180

C.3 Rekursiivisesti mdiritelty lukujono

a(l) =54
18. { a(n) =20 +3a(n-1), n>2

19.

a) 1,3,6,10,15ja 21
b) 1,3,6,10,15ja 21

Huom! b-kohdan tehtivi saadaan sijoittamalla a-kohtaan n=k+1.
20. 3,5,1,2,16 ja 40
21.
) a(l)=2
a amn)=2-an-1), n=2.73,4,..

b) a(l) =
amn)=an-2)+an-1), n=3,4,5,..

(an-1)% n=23,4,..
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d a(l) =3
) am)y=an-1)+mn-1), n=273,4,..

22, -
23.

s1)=A, AeR
DN am)=a()+(—1)d, n=234,., d=a@n+1)—an)

. [b)=B, BeR
)\ bn) = b(1)g"!, n=2,3,4,., q="20D

a(n)

24.

a(l)=b
a) am)=1,2-an-1), n=273,4,..
b) a(n)=1,2"'h, n=1,23,..
a(1) = 1000

an)=0,98-an-1)+25, n=2,3,4,..
Neljan kuukauden kuluttua laseja on jdljelld n. 1015 kpl.

26.a(n)=%, n>1

25.
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