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Fysiikan laitos

VAINIO, JAAKKO: Gravitaatioteorioiden Palatini-formalismi

Pro gradu -tutkielma, 68 s., 21 liites.
Teoreettinen fysiikka
Marraskuu 2007

Viime vuosisadan lopulla tehtiin tirked havainto supernovista: galaksit nayttavit
loittenevan kiihtyvilla vauhdilla. Ndiden havaintojen jélkeen yleistetyt gravitaa-
tioteoriat ovat nousseet huomattavan kiinnostuksen kohteiksi. Néilla uusilla teo-
rioilla voidaan mahdollisesti selittdd maailmankaikkeuden kiihtyva laajeneminen
ilman pimedd energiaa. Téssd tutkielmassa on perehdytty yhteen mahdolliseen
yleistykseen: Palatini-formalismiin f(R)-teorioissa. Yleisessé suhteellisuusteoriassa
aika-avaruuden ominaisuudet seuraavat metriikasta. Tamé on erikoistapaus Palatini-
formalismissa, jossa yhdensuuntaissiirtoon liittyva konnektio on metriikasta riip-
pumaton. Palatini-formalismi selvidd samoista testeistd kuin erikoistapauksensa,
yleinen suhteellisuusteoria. Kisitellyt Lagrangen tiheydet ovat f(R)-muotoa eli
kaarevuuden funktioita.

Tutkielmassa on aluksi perehdytty menetelmén historiaan. Taustojen selvittelyn jal-
keen kisitellidn Palatini-formalismia yksinkertaisessa tapauksessa, jossa konnektio
on symmetrinen. Erikoistapauksena kasitellddn erdas Lagrangen tiheys, jolla voidaan
selittdd maailmankaikkeuden kiihtyva laajeneminen. Palatini-formalismiin kohdis-
tunutta kritiikkid on myds tarkasteltu — mikéan ei kuitenkaan sulje menetelméd pois
laskuista. Vaikka Palatini-formalismia tarkastellaan tavallisesti symmetrisen kon-
nektion tapauksessa, on yksi tutkielman luku omistettu yleisemmaélle tapaukselle.
Osoittautuu, ettd monet symmetriseen konnektioon liitetyt ominaisuudet seuraavat
yleisemmastikin tapauksesta, mutta ilman tarvetta lisdoletuksiin. Samassa luvussa
on myos tarkasteltu materian osuutta Lagrangen tiheydessa.

Tutkielman lopussa on tarkasteltu mahdollisuuksia hyodyntdd symmetriaa konnek-
tion madraamisessa. Tatd mahdollisuutta ei ole juurikaan tutkittu aiemmin. Havain-
not ovat osoittaneet, ettd maailmankaikkeudessa esiintyy symmetriaa. Tensorien
muotoinvarianssia hyédynnetdin konnektion komponenttien laskemiseen. Yleisessa
tapauksessa konnektiolla on 64 komponenttia, jotka voivat riippua ajasta ja paikas-
ta. Homogeenisessa ja isotrooppisessa tapauksessa vapausasteet saadaan rajoitet-
tua neljddn vain ajasta riippuvaan funktioon. Pallosymmetrisessi tapauksessa va-
pausasteita jad 14 ajasta ja sdteestd riippuvaa funktiota. N&itd tuloksia ei tiet-
tavisti ole laskettu muualla. Téssd laskettuja tuloksia voidaan hyodyntai sijoitta-
malla huomattavasti rajatut konnektion komponentit kenttdyhtéloihin. Néin saadut
yhtédlot ovat huomattavasti yksinkertaisempia. Kayttémahdollisuudet eivit rajoitu
pelkistaan Palatini-formalismiin, vaan kirjoittamalla Lagrangen tiheys tietylla taval-
la, voidaan tuloksia kiyttdd myos puhtaasti metrisessd formalismissa.

Avainsanat: Palatini-formalismi, metris-affiini formalismi, torsio, maksimaalinen
symmetria, f(R)-teoriat, yleistetyt gravitaatioteoriat.



Alkusanat

Kun pikkupoikana pelailin Master of Orionia, kohtaloni selvisi. Minusta tulisi fyysikko. Tu-
ossa pelissé minulle oli aina térkeintd panostaa tieteeseen. En juuri ymmaértanyt silloin vield
englantia, mutta kovasti hienoilta kaikki tulokset kuulostivat. Eiké silld niin vilid ollutkaan,
kaikki vei kauemmas téhtiin. Jossakin maarittelemattomassa vaiheessa sitten aloin kiinnos-
tua gravitaatiosta. En oikeastaan osaa sanoa, mista tdmaé kiinnostus on periisin. Jotenkin se
vain aina tuntui tdrkeimmaélta ja jannittavimmaltad vuorovaikutukselta. Eikd sen kokemiseen
tarvita mitdan vilineita! Lopulta yliopistolla sitten tein enemmalti tuttavuutta kosmologian
kanssa. Siind viehéttivit filosofiaa muistuttavat suuret kysymykset. Filosofia on minua aina
etdisesti kiinnostanut juuri ndiden kysymysten johdosta, mutta toisaalta en ole pitdnyt sen
menetelmista.

Vaikka en enéé aikuisena ihmisend uskokaan sokeasti tieteen pelastavan maailman, koen
tieteen yhdeksi tarkeimmistd itseisarvoista. Kieltaméatta tiede tuottaa sovelluksia, jotka
mahdollistavat paremman huomisen, mutta se merkitsee muutakin. Vililla maailman tapah-
tumien seuraaminen saa kysymaéaédn: Mika oikeasti erottaa meiddt muista eldimistd? Oikeas-
taan en endd osaa vastata tdhdn muuta kuin, ettd tieto nostaa meiddt muun luonnon
ylapuolelle. Ja toisaalta se silyttdd meille valtavan vastuun.

Haluan kiittda kaikkia, jotka ovat auttaneet taméan tutkielman valmistumisessa. Matkan
varrelta kiitdn erityisesti lehtori liro Viljaa, joka ohjaili projektin kohti mielenkiintoista
omaa tutkimusta sekd dosentti Tuomas Multamiked, joka opastuksen liséiksi jirjesti Suomen
Akatemian rahoitusta tyolleni. Loppuvaiheesta kiitdn vield oikolukemisesta Jani Sainio-
ta, Pekka Silanterdd ja Jyrki Vainiota, varsinkin kun kahdelle kolmesta tutkielma ei ollut

lainkaan omaa alaa.

LTo gaze up from the ruins of the oppressive present towards the stars is to
recognise the indestructible world of laws, to strengthen faith in reason, to realise
the ’harmonia mundi’ that transfuses all phenomena, and that never has been,

nor will be, disturbed.”

Hermann Weyl

Turussa 25.11.2007,

Jaakko Vainio



1 Johdanto

Kosmologia tulee Kreikan sanasta koo poloyia (koo pos,kosmos+Aoyoo,logos). Varsinaises-
ti antiikin kreikkalaiset eivit vield tutkineet kosmologiaa, vaan téitd sanaa alettiin kiyt-
taa 1700-luvulla. Talld tieteenalalla on kuitenkin pitkdt perinteet. Tarkasti ottaen tassé
pro gradu -tutkielmassa késitellddn fysikaalista kosmologiaa erotuksena uskonnollisesta ja
metafyysisestd kosmologiasta. Luonnollisesti ensimméinen néistd on ainoa, joka kiyttaa lu-
onnontieteen menetelmis. Tieteen ja fysiikan historiasta on kirjoitettu useita kirjoja, mutta
nimenomaan kosmologiaan keskittyvid teoksia on niukasti. Pieni katsaus tieteenalan histo-
riaan on kuitenkin paikallaan [I], 2], [3].

Kosmologian suuret kysymykset, kuten minkédlainen maailmankaikkeus on, miten se on
syntynyt ja minne se on menossa, ovat aina kiinnostaneet ihmisid. Jossakin mielessd jo
primitiivisten kansojen yritykset selittdd maailmaansa sisilsivit kosmologiaa. Varhaisissa
kulttuureissa, kuten Egyptissd ja Babyloniassa, ainoa yhteiskuntaluokka, jolla oli mahdol-
lisuuksia perehtyé tieteisiin, oli papisto. Ei siis ole mitenkiin yllattavia, ettd historialliset
kisitykset maailmasta ovat kulloisenkin ajan valtauskonnon vérittdmia - uskonnollista kos-
mologiaa. Enimmaékseen ajatukset maailmankaikkeudesta olivat tietenkin hyvin kaukana
nykyisistd kisityksistd, mutta yllattavinkin hyvid padtelmié 16ytyy paikoittain.

Antiikin Kreikan filosofit pohtivat monia taivaan ilmiéitd ja saivat aikaan hyvidkin tu-
loksia. Ymmaérrettavistd syistd ajatukset pyorivat enimméakseen planeettojen ja tdhtien
ympdrilla. Kuitenkin asialistalla oli myos todellisia kosmologian kysymyksid: Onko maail-
mankaikkeus dareton? Onko materiaa rajattomasti? Atomistit olivat ajatuksissaan tuhansia
vuosia edelld aikaansa. He olivat valmiita uskomaan darettoméain maailmankaikkeuteen, jos-
sa on ddreton maard ainetta. Aristoteles taas kannatti perinteisempéé ajatusta, ettd molem-
mat ovat direllisid. Valitettavasti antiikista keskiajalle siirtyneet ajatukset eivit aina olleet
oikeimpia ja tiede kaikilla aloilla lukkiutui vééarille urille tuhanneksi vuodeksi.

Renessanssin ja ennen kaikkea Isaac Newtonin myota alkoi fysiikan todellinen kukoistus.
Vaikka kosmologia tukeutuu voimakkaasti suhteellisuusteoriaan, toimii Newtonin mekaniik-

ka pitkille galaksien ja tdhtienkin tapauksessa [4]. Kopernikuksen ajatus, ettd maan paalla



toimivat samat lait kuin taivaalla oli myos téarked késitteellinen havainto, silld ilman sitd
olisi hyvin vaikea edetd Einsteinin postulaatteihin.

1800-luvulla tutkittiin paljon termodynamiikkaa ja téta kautta johduttiin my6s kosmolo-
gian pohdintoihin. Esimerkiksi Rudolf Clausiuksen mukaan maailmankaikkeudessa energia
on vakio, ja entropia pyrkii kohti maksimia. Lopputilasta puhuttiin lampdkuolemana, elot-
tomana maailmankaikkeutena. Tamaé oli kuitenkin hankala ajatus siind mielessd, ettd mikali
maailmankaikkeus olisi ollut aina olemassa, olisi se nyt darettoman ajan kuluttua tuossa lop-
putilassa. Toisaalta ajatus, ettd maailmankaikkeus olisi syntynyt jonain tiettynd hetkené,
herdtti ennakkoluuloja, koska se vaitteend herdtti uskonnollisia mielleyhtymia.

Nykyinen kosmologia on tieteenad nuori; se on kehittynyt 1900-luvun aikana. Vield nuorem-
maksi sen tekee, ettéd sen rooli muuttui merkittévisti vuosisadan viimeiselli vuosikymmenel-
4. Juuret ovat kieltdmatta syvilld historiassa, mutta varsinaisesti kosmologian katsotaan
saaneen alkunsa Einsteinin toissd 1910-luvulla [5], [6]. Siihen saakka paitelmét olivat ldhes-
tulkoon perusteetonta pohdintaa. Einsteinin tyot antoivat pohjan, josta voitiin matemaat-
tisesti johtaa kosmologian tuloksia. Myos tdhtitieteen havaintomahdollisuudet kasvoivat su-
uresti 1900-luvun aikana, joten kyse ei endé ollut mystisestd metafysiikasta, vaan laskelmia
voitiin verrata havaintoihin.

Einsteinin alkuperdisessid mallissa maailmankaikkeus oli ajallisesti 4idreton, mutta avaru-
udellisesti rajoitettu. Pohjan mallille antoivat hinen yhtdlonsd vuodelta 1915, mutta nyt
niihin ilmestyi uusi termi, kosmologinen vakio. Sen tarkoitus oli pitdd malli staattisena.
Einstein uskoi ensin, ettd tdmaé olisi ainoa yleiseen suhteellisuusteoriaan sopiva ratkaisu.
Néin ei kuitenkaan ollut, vaan Willem de Sitterin ratkaisu, kosmologisen vakion dominoima
maailmankaikkeus, osoittautui myos mahdolliseksi ja hyvin erilaiseksi.

Samoihin aikoihin havaintojen puolella tapahtui paljon. Vuonna 1917 Vesto Slipher
havaitsi spiraaligalaksien punasiirtymii. Seitseméin vuotta my6hemmin puolalainen Lud-
wik Silberstein esitti punasiirtymien olevan verrannollisia etdisyyteen. Hanen todistuksensa
olivat kuitenkin virheellisid, eikd ajatus ottanut vield tuulta alleen. Samaan aikaan kiytiin
myos keskustelua muiden galaksien olemassaolosta. Jo Immanuel Kant oli esittdnyt ajatuk-
sen maailman saarekkeista ( Weltinsel) avaruudessa, mutta vasta vuonna 1923, kun Edwin
Hubble mittasi kefeidien avulla etdisyyden Andromedan galaksiin, tuli galakseista yleisesti
hyviksyttyja. [tse asiassa Hubble oli luonteeltaan varovainen, joten siinid vaiheessa, kun hin
julkisti 16ydoksensa 1925, olivat ne yleisesti tunnettuja ja jopa hyviksyttyja.

Vuonna 1929 Hubble tuli samaan tulokseen kuin Silberstein aiemmin; punasiirtymé on
suoraan verrannollinen etiisyyteen. Toisin kuin yleensa viitetddn, hin ei kuitenkaan julkises-
ti yhdistdnyt tdtd maailmankaikkeuden laajenemiseen. Samalla vuosikymmenelld Alexan-

der Friedmann tutki Einsteinin kenttdyhtdloita ja totesi Einsteinin ja de Sitterin ratkaisu-



jen olevan erikoistapauksia yleisesta ratkaisusta. Friedmann tutki asiaa puhtaan matemaat-
tisesti eikd siis pyrkinyt liittdméan tuloksiaan havaintoihin. Lemaitre tutki viittd vuotta
myohemmin samoja yhtaloitd ja paédtyi samoihin tuloksiin. Han yhdisti tuloksensa havait-
tuihin punasiirtymiin ja johti Hubblen lain. Ndméa tulokset eivit kuitenkaan tulleet laajem-
malti tunnetuiksi kuin vasta 1930-luvulla.

Friedmann pohti toissddn myos darellisen ikdistd maailmankaikkeutta, mutta ldhinna
matematiikasta nousevana mahdollisuutena — ei siis varsinaisena todellisuutena. Vuonna
1931 Lemaitre alkoi kampanjoida alkurdjahdysteorian puolesta. Monille tamé kuitenkin toi
mieleen filosofisen ongelman maailman luomisesta. Voisiko maailmankaikkeus syntyid ty-
hjastd tai jos sen on jokin luonut, mistd tdmé luoja tulee? Alkurdjihdysteoria sai uutta
pontta Gamowin ja Alpherin t6istd, joissa mukaan liitettiin ydinfysiikkaa. Tuolloin ennustet-
tiin kosminen taustasiteily, mutta sitd ei l10ydetty vielda pitkdan aikaan.

Samaan aikaan englantilaiset Bondi, Gold ja Hoyle esittelivit oman kilpailevan teori-
ansa. Heidén steady state -maailmankaikkeutensa laajeni, mutta oli stationddrinen. Tama
kuitenkin vaati, ettd uutta materiaa syntyi jatkuvasti. Taméan teorian etuna oli, ettd sen
avulla pystyttiin selittiméain galaksien synty paremmin kuin alkurdjihdyksen avulla. Steady
state -teoria oli suosittu erityisesti Englannissa.

Kiista kahden kilpailevan teorian valilla ratkesi 1960-luvulla. Tuolloin saatiin todisteita
alkurdjihdyksen puolesta moneltakin suunnalta. Ensimmaéisend saatiin radioastronomian
puolelta havaintoja avaruuden geometriasta, jotka eivit sopineet steady state -malliin. Lisda
todisteita tarjosivat kvasaarit ja heliumin osuus maailmankaikkeudessa. Vuonna 1965 16ytyi
alemmin ennustettu kosminen taustasiteily. Loydon takana olivat Penzias ja Wilson, jotka
eivit kuitenkaan osanneet selittda havaintojaan. Loydon merkitys paljastui, kun kosmologiaa
tutkinut Robert Dicke sai tietdd tuloksista.

1970- ja 1980-luvuilla kosmologian siteet ydin- ja hiukkasfysiikkaan vahvistuivat. Uudet
hiukkaskiihdyttimet tarjosivat tietoa myos kosmologeille. Hiukkasfysiikan puolelta tuli myos
Alan Guthin inflaatioteoria, jonka mukaan varhainen maailmankaikkeus laajeni ja kylmeni
hyvin nopeasti [7], [8], [9]. Inflaatioteoria téytti joitakin perinteiseen alkurdjahdysteori-
aan jadneitd aukkoja. Tatd uutta teoriaa pidettiin aluksi kovin metafyysisend, mutta se
hyvaksyttiin, kun sitd tukevaa havaintoaineistoa alkoi kertyd enemmaén.

1990-luvulla havaintomenetelmét alkoivat olla siind méarin kehittyneita, ettd kosmolo-
gian kultakausi saattoi alkaa. Hyodyllisid olivat erityisesti satelliittihavainnot. Esimerkiksi
taustasiteilyd tarkkailleet WMAP- ja COBE-luotaimet nostivat havainnot uudelle tasolle.
Testeja mahdollisille kosmologian teorioille 10ytyi kosmisesta taustasiteilystd, suuren skaalan
rakenteista ja supernovista. Vuonna 1998 tehtiin kosmologian kannalta tirkein 16yt6: super-

novahavainnot tukevat ajatusta kiihtyvésti laajenevasta maailmankaikkeudesta [10], [11].



Perinteinen yleinen suhteellisuusteoria vaatii tamén selittdikseen kosmologisen vakion. Kos-
mologiseen vakioon taas liittyy useita ongelmia ja néin syntyykin kysynté yleistetyille grav-
itaatioteorioille, joita on ehdotettu montaa eri tyyppié.

Yksi mahdollinen yleistys on Palatini-formalismi. Yleisessd suhteellisuusteoriassa aika-
avaruuden luonteen méarad metriikka — geometrian kannalta yhdensuuntaissiirtoon liittyva
konnektio madraytyy myoOs metriikan avulla. Palatini-formalismissa tai metris-affiinissa for-
malismissa konnektio on a priori metriikasta riippumaton. Erdélld Lagrangen tiheyden valin-
nalla metris-affiini formalismi tuottaa samat kenttiyhtélot kuin yleinen suhteellisuusteo-
ria — erikoistapauksena. Merkittdvad on, ettd metris-affiini formalismi voi selittdda maail-

mankaikkeuden kiihtyvian laajenemisen ilman pimeda energiaa.



2 Yleistettyjen gravitaatioteorioiden

motivointi

2.1 Kokeelliset syyt

Einsteinin yhtéloihin tulee Lagrangen tiheyden potentiaalitermisti kosmologinen vakio. Ein-
stein otti sen alun perin mukaan saadakseen tulokseksi stationdédrisen maailmankaikkeu-
den. Kun my6hemmin Hubblen tulokset osoittivat, ettd maailmankaikkeus ei ollutkaan sta-
tionddrinen, Einsteinin kutsui kosmologista vakiota eliménsi suurimmaksi munaukseksi.
Einsteinin epdonnistumisetkin saattavat olla kiinnostavia, silld uudet havainnot laajenev-
asta maailmankaikkeudesta ovat tehneet kosmologisesta vakiosta jélleen mielenkiinnon ko-
hteen.

Tyypin Ta supernovat (SNIa) ovat yksi tdrkeimmistd apuvilineistd mitatessa tahtiti-
eteellisid etdisyyksid. Supernovina rdjahtavit tdhdet ovat lyhytikiisid ja sen vuoksi niita
voidaan havaita my6s hyvin nuoressa maailmankaikkeudessa. Lisdksi supernovan fysiikka
tunnetaan melko hyvin ja 1990-luvun puoliviliin mennessa niiden Valokéyrétﬂ tunnettiin
varsin hyvin. Vdhéin aikaa supernova loistaa emogalaksiaan kirkkaammin. Havaittujen su-
pernovien kirkkautta mittaamalla voidaan laskea galaksin punasiirtymé ja etdisyys. Tassa
tutkielmassa ei paneuduta supernovien fysiikkaan, johon voi perehtyé ldhes kaikkien tahti-
tieteen oppikirjojen avulla, esim. [12], [13].

Jo paljaan silmén havainnot osoittavat, ettd maailmankaikkeudessa on huomattava maira
tavallista ainetta. Kaikkea maailmankaikkeuden liikettd ei kuitenkaan pystyta selittdméan
pelkistdidn ndkyvdn materian avulla. Vaihtoehtoja on kaksi. Joko gravitaatioteoria vaatii
korjausta tai maailmankaikkeudessa on runsaasti jotakin eksoottisessa muodossa olevaa en-
ergiaa.

Aiemmin mainittu Einsteinin kosmologinen vakio, jolla on negatiivinen paine, on yksi

selitysehdotus. Tdméa negatiivinen paine selittdisi kithtyvan laajenemisen. Ratkaisu voi ol-

len. light curve, valon intensiteetti ajan funktiona.



la muunkin luonteinen. Esimerkiksi Palatini-formalismi ldhtee liikkeelle jostakin Lagrangen
tiheydesta kuten Einsteinin teoriakin, mutta kenttayhtalot johdetaan eri tavalla. Toisaalta
teoria saattaa kaivata syvillisempédd muokkausta, ldhtien niinkin itsestdin selviltd tuntu-
van asian kuin ulottuvuuksien madridn muuttamisesta. T&ll6in painovoimaa voisi hukkua

yliméaraisiin ulottuvuuksiin ja siten avaruuden laajenemiselle olisi vihemmén vastusta [14].

2.2 Teoreettiset syyt

Teoreettiseen fysiikkaan kuuluu perinteisten teorioiden kyseenalaistaminen ja toisaalta uu-
sien kehittely. Jo siitd syystd tutkitaan yleistettyja gravitaatioteorioita. Vaikka Einsteinin
teoria on yksinkertaisin ja siksi kaunis, ei se valttdmétta ole koko totuus. Newtonin grav-
itaatiokin oli riittdvan tarkka useaksi sadaksi vuodeksi, mutta silti se on vain raja-arvo
laajemmasta teoriasta.

Einstein—Hilbert-vaikutus ei nouse esiin mistdén teoriasta. On siis syytd epailld, etté
taustalla on olemassa jokin syvéllisempi periaate, jota ei vain vield tunneta. Mikian ei estéd
vaikutusta sisdltdmaista epéalineaarista riippuvuutta kaarevuudesta tai jonkinlaista muuta
lisdystéd. Osoittautuukin, kuten historian saatossa on tapahtunut aiemminkin, etti nykyiset
teoriat ovat monissa tilanteissa tyydyttivid, mutta eivit kuitenkaan koko totuus.

Kenttdyhtéloiden ratkaisemisessa on kyse Cauchyn tehtivistd. Tdméa on ongelma, jo-
ta on tutkittu varsin paljon. Erds kohtuullisen laaja katsaus asiaan 16ytyy viitteestd [15].
Keskustelua on kiiyty pitkdan, mutta lopullista tulosta ei ole vield saatu [I6]. Erityisen
kiinnostava on kysymys siitd, onko Cauchyn tehtidvd hyvin asetettu sekd metrisessi ettd
metris-affiinissa formalismissa — vai vain toisessa [17].

Yleensakin tieteessé ja erityisesti fysiikassa pyritdan kohti mahdollisimman yksinkertai-
sia ja kattavia teorioita [I8]. Sdhkéinen ja magneettinen vuorovaikutus saatiin yhdistet-
tyd jo sata vuotta sitten. Kun sihkomagnetismi ja heikko vuorovaikutus saatiin myohem-
min yhdistettyd, syntyi usko mahdollisuuteen 16ytéa kaikki perusvuorovaikutukset yhdistava
teoria. Nykyéaan pystytdan esittdméaan sekd sahkoheikko- ettd vahvavuorovaikutus renormal-
isoituvina kvanttikenttind. Kaikkien vuorovaikutusten yhdistdminen yhden teorian alle on
kuitenkin osoittautunut erityisesti gravitaation osalta hankalaksi. Einsteinin gravitaatiota
el pystytd kvantisoimaan, toisin kuin muita vuorovaikutuksia. Monia kilpailevia teorioita,
esimerkiksi siieteoria, on ehdotettu, mutta tyydyttavaa ratkaisua ei ole 16ytynyt.

Hankala kysymys on myo0s maailmankaikkeuden synty. Mitéd tapahtui hetkelld nolla?
Einsteinin gravitaatio ei ole riittava selittimaan tata mielenkiintoista kysymysta. Vaikuttaa
siltd, ettd ndiden ddrimmaisten olosuhteiden kuvauksessa vaaditaan toimivaa kvanttigravi-

taation teoriaa. Hyva yleistetty gravitaatioteoria voisi tarjota nykyistd paremman approksi-



maation hankaluuksia tuottavasta kvanttigravitaatiosta.

Einsteinin gravitaatio tuottaa luonnostaan singulariteettiratkaisuja, joita pidetddn kiu-
sallisina. Namé& on mahdollista valttda joissakin teorioissa [19]. Suurilla etéisyyksilla yleinen
suhteellisuusteoria tuottaa hyvid tuloksia, mutta erittdin lyhyet etaisyydet, joilla kvant-
tivaikutukset tulevat merkittiviksi, vaaditaan jotakin uutta. Séieteoria tarjoaisi mahdol-
lisuuksia, mutta teorian keskenerdisyys on ongelma. Monia teorian piirteitd saadaan kuitenkin
mukaan kiyttamalld efektiivistd voimaa, johon on tehty sdieteorian mukaiset korjaukset.

Otettaessa kiyttoon kvanttikorjauksia, joudutaan gravitaatiokenttien yhtéloihin lisiamaan
termeja. Erditd mahdollisia yleistettyja gravitaatioteorioita ovat skalaaritensoriteoriat ja
moniulotteiset Kaluza—Klein-teoriat |[20]. Molemmat néisté liittyviit Brans—Dicke-teoriaan,
jota on kiytetty monien yleistettyjen gravitaatioteorioiden pohjana.

Yksi tédrked syy tdmén teorian kehittdmiseen oli luoda Machin periaatteen|21] siséltéava
teoria. Se ei tdysin sisdlly yleiseen suhteellisuusteoriaan, vaikka Einstein piti téta yht-
end johtotdhtendédn suhteellisuusteoriaa luodessaan. Machin periaate on ongelmallinen si-
ind mielessd, ettd sen kantava ajatus — massa tdalla vaikuttaa inertiaan tuolla — on varsin
epamadridinen. Tamén vuoksi Machin periaatteeksi on esitetty erilaisia véitteitd. Viitteessi
[22] on lueteltu kymmenen erilaista tulkintaa Machin periaatteesta.

Brans—Dicke-teoriassa esiintyy parametri w vaikutuksessa [QO]E]

w

¢

ja rajalla w — oo tulokset ovat useimmissa tapauksissa samat kuin yleiselld suhteellisu-

Sop = —— | d0/=g[oR ~

167 9"V upVup = V(9)] + S, (2.1)

usteorialla. Skalaaritensoriteorioiden vaikutus muistuttaa Brans-Dicke-teorian vastaavaa

vaikutusta. Merkittdvi ero on, ettd téssd parametri w = w(¢) riippuu skalaarikentésta.

Kaluza—Klein-teoriasta puolestaan voidaan johtaa Brans—Dicke-teoria.
Einstein—Hilbert-vaikutukselle on monia vaihtoehtoja. Suosittuja tutkimuskohteita ovat

niin sanotut f(R)-teoriat, joissa vaikutus on muotoa

Sy = [ d0v=af(R). (22)

Téama4 on siind mielessa yksinkertainen muutos, ettd se ei tuo mukanaan uusia kenttia. Eniten

tutkittuja ovat paitsi perinteinen R, lisitermit R* ja + (esim. [23], [24]). Ongelmana on

kuitenkin, ettd mikali kdytetdan edelleen puhtaasti metrista Variaatioperiaatettaﬂ tulokset
eivit saa oikeaa newtonilaista rajaa [25], [26], [23] eivéitkd selvid Aurinkokunnan testeisté

23], [27)-

*Tutkielmassa kiiytetéiin liitteen |A| mukaista merkintéd [ d*z = [, d.
3Seuraavassa luvussa on kiisitelty kolmea erilaista variaatioperiaatetta.
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3 Palatini-formalismi

3.1 Palatini-formalismin taustaa

Ennen varsinaista tarkastelua on hyvé ensin perehtyd menetelmén historiaan. Palatini-for-
malismin kehityksestd viime vuosisadan alussa kertoo erityisesti viite [28]. Lahdettiessi
johtamaan Einsteinin kenttdyhtdloitd (tai mahdollisesti jonkin yleistetyn gravitaatioteorian)
kiaytetdan yleensd sopivaa variaatioperiaatetta. Vaihtoehtoja on kuitenkin enemmén kuin
yksi, eiviitkd vaihtoehtoiset tavat vilttdmédttd johda samaan tulokseen.

Yksi vaihtoehto on metris-affiini variaatioperiaate, jossa riippumattomia kenttid ovat
metriikka g ja konnektio I'. Mukaan voidaan liittd4 my6s materian kenttid ¢. Metris-affiinia
teoriaa rakennettaessa tehdédin oletus, ettd metriikka ja konnektio siséltévit kaiken oleel-
lisen informaation késiteltdvistd monistosta. Metriikka méadrad kronologisen rakenteen ja
konnektio affiinin rakenteen. Otetaan kayttoon Lagrangen tiheys L4, jonka kentdt ovat

g,0q9,1", 0", ¢ ja 0¢. Kenttdyhtalot saadaan varioimalla vaikutusta eli

5u< / dQLMA(u,au)> — 0, (3.1)

jossa variaatio kiy lapi kaikki riippumattomat kentét u = (g,T", ¢). Tatd metriikan ja kon-
nektioiden tulkitsemista riippumattomiksi kentiksi kutsutaan Palatinin variaatiomenetelmdk-
s1 tai sanotaan, ettd kenttiyhtédlot saadaan Palatinin formalismissa. On tosin kyseenalaista,
kuuluuko tassa asiassa kunnia Palatinille. Kolmas kiytetty nimitys on ensimmdisen kertalu-
vun formalismﬂ Tamén viimeisen nimityksen merkitys ndkyy vaikutuksessa (3.1]), joka on
funktio kentisté ja ndiden ensimmaéisistd derivaatoista. Saadaan siis ensimmaéisen kertaluvun
differentiaaliyhtal6ita.

Koska téssd metriikkaa ja konnektioita varioidaan erikseen, ei etukiteen voida olettaa
minkadnlaista riippuvuutta niiden kahden vélille. Jos esimerkiksi oletetaan, ettd I' on Levi-

Civita-konnektio — jolloin komponentit ovat Christoffelin symboleita — paddytaan erilaiseen

I T#té suomenkielistd nimitystd kiytetiin harvoin, mutta englanninkielists termié first order formalism

nakee artikkeleissa.



variaatioperiaatteeseen. Téll6in on I' = I'(g, dg), joten Lagrangen tiheys voidaan kirjoittaa

muodossa Ly;(g,0g, 0%g, ¢, 0¢). Kenttiyhtiloitd haetaan siis yhtélosté

5. / AL pga(v,90, %) ) =0, (3.2)
U

jossa télla kertaa variaatio kdy lapi kaksi riippumatonta kenttdd v = (g, ¢). Koska variaatiota
ei suoriteta affiineiden konnektioiden suhteen, tiatd vaihtoa kutsutaan puhtaasti metrisek-
si (tai Hilbertin) variaatioperiaatteeksi. Joskus téssi yhteydessd kiytetddn Lagrangen ker-
toimia. Tall6in konnektion metrisyys tulee mukaan side-ehtona. Tam& menetelmi on ekvi-
valentti puhtaasti metrisen variaatioperiaatteen kanssa [29]. Palatini kiytti vuoden 1919
artikkelissaan [30] tétd puhtaasti metristd variaatioperiaatetta, mutta ldhestyen hieman
eri suunnasta [28]. Hén aloitti kiisittelemalld yleistd konnektiota, mutta puolitiessd valit-
si kuitenkin Levi-Civita-konnektion. Artikkelissa johdettu Palatinin yhtdlé on kuitenkin
voimassa yleiselld konnektiolla.

Kolmas vaihtoehtoinen variaatioperiaate [31], [32] on puhtaasti affiini variaatioperiaate

[28]. Téssé tapauksessa kenttayhtéloita haetaan muodossa

5w( / dQﬁA(w,aw,aQw)) —0, (3.3)

jossa varioidaan kahden kentdn I' ja ¢ suhteen. Téssé siis konnektio on perimmaéinen kentta
ja se vastaa siten koordinaatteja relativistisessa mekaniikassa [33]. Tat4 analogiaa voi jatkaa
rinnastamalla kaarevuuden nelinopeuteen ja metriikan yleistettyihin momentteihin. Tamé&
analogia toimii siindkin mielessd, ettd konnektio ja koordinaatit eivit ole tensoreita, mutta
niiden variaatiot ovat (koordinaattien variaatiot ovat vektoreita). Metrinen tensori syntyy
konnektiosta riippuvan Lagrangen tiheyden Hamiltonin derivaatoista [34].

Kun Einstein esitteli alustavat ja epatdydelliset yhtalonsd marraskuussa 1915, hian kiytti
puhtaasti metristd variaatiomenetelmad. Talloin hén kuitenkin teki oletuksen, ettd \/—g =1
eiké Lagrangen tiheys ollut yleisesti kovariantti. Myohemmin samassa kuussa, kun hén esit-
teli lopulliset yhtalonsé, ei artikkelissa ollut kiytetty mitddn variaatioperiaatetta. Samoihin
aikoihin David Hilbert johti Einsteinin yht&lot metriselld variaatioperiaatteella kiyttiden

Lagrangen tiheytena
L = R\/—g, (3.4)
joka on kovariantti.
Einstein julkaisi seuraavana vuonna yleisen suhteellisuusteorian perusteet [35]@, jossa

kuitenkin on edelleen ongelmana, ettd variaatioperiaate ei ole kovariantti. Samana vuon-

na Lorentz perehtyi Einsteinin tuloksiin kdyttden samaa Lagrangen tiheyttd kuin Hilbert.

Zkiannos [36]



Liséksi Lorentz tutki monia erilaisia materiatermeji. Oletettavasti hinen toidensa vaikutuk-
sesta Einstein palasikin tdhén ongelmaan artikkelissaan [37]. Télld kertaa kiytossd ei ollut
ongelmallista rajoitusta metriikalle. Lisdksi hén asettaa téssd artikkelissa materialle huo-
mattavasti aiempaa vihemmaén oletuksia. Metrisen formalismin voi katsoa tdssd vaiheessa
pédsseen eroon lastentaudeistaan, vaikkakin Klein kehitteli sitd edelleen Emmy Noetherin
ajatusten pohjalta.

Palatini julkaisi oman artikkelinsa [30Jf] vuonna 1919. Héinen tarkoituksensa oli kehitel-
18 eteenpiin Hilbertin pédttelyd ja sdilyttdd kaikissa yhtéloissd tensoriluonne. Artikkeli
sisaltddkin arvokkaita tuloksia: Palatinin yhtalo ja tieto Christoffelin symbolin variaation
tensoriluonteesta. Erityisesti Palatinin yhtalo on riippumaton symmetrisen konnektion valin-
nasta eikd siis vaadi ndiden olevan Christoffelin symboleita.

Palatini ei kuitenkaan kayttidnyt mielivaltaisia konnektioita, vaan rajoittui yksinomaan
metriseen tapaukseen. Niin siitdkin huolimatta, ettd hén esitteli yleisen konnektion kiyt-
tamisen mahdollistavia tyokaluja. Palatinin artikkeli ei kuitenkaan tullut tuolloin laajalti
tunnetuksi. Samaan aikaan Weyl pohdiskeli samansuuntaisia asioita [39] todennékdisesti
tuntematta Palatinin toita.

Weylin tyot tulivat paremmin tunnetuiksi ja niiden perusteella ryhdyttiin pohtimaan
puhtaasti affiineja gravitaatioteorioita. Ensimmaisten joukossa oli Eddington, joka pasi
ldhelle kohdettaan, mutta hin maéaaritteli metriikan siten, ettd se lukitsi konnektion. Lop-
putulos oli siis pohjimmiltaan edelleen puhtaasti metrinen. Hieman myohemmin, 1923, Ein-
stein kehitteli tata ajatusta edelleen. Suurena ajatuksena oli yhdistdd sdhkomagnetismi ja
gravitaatio yhden teorian alle geometriselta pohjalta. Hin esitti, ettd Lagrangen tiheyden
tulisi riippua pelkistaidn konnektiosta ja sitd tulisi my6s varioida konnektion suhteen. Metri-
ikka saataisiin oheistuotteena.

Einstein palasi asiaan vield uudelleen vuonna 1925, koska yhdistetty kenttdteoria tuotti
ongelmia. Yhdistettyd kenttateoriaa ei vieldkdan syntynyt, mutta hinen artikkelinsa oli en-
simmaéinen, jossa nykyisin tunnettu Palatinin menetelma4 esiintyi. Hén siis hylkési puhtaasti
affiinin variaatioperiaatteen ja palasi kiyttdmain metris-affiinia variaatioperiaatetta. Téassa
esityksessa hdn ei olettanut edes konnektion symmetrisyyttd. Tama kdytiin kuitenkin lapi
erikoistapauksena. Einstein ei viittaa artikkelissaan Palatinin téihin.

My6hemmin Einstein kylla viittasi Palatiniin, joten on todennikdistd, ettd Einstein ei
tassd vaiheessa tuntenut Palatinin t6itd. Ensimmaistd kertaa Einstein viittasi Palatiniin
1941. Han nimitti tdtd metris-affiinia variaatioperiaatetta Palatinin menetelméksi ja tamé
nimitys on pysynyt, vaikkakin kunnia kuulunee etupédssa Finsteinille.

Koska tdméakiain menettely ei tuottanut tulosta yhdistetyn kenttédteorian saralla, metris-

3K&annos [38)

10



affiini variaatio menetti suuren osan merkityksestdin, silla Einstein—Hilbert-vaikutuksen
tapauksessa metrinen ja metris-affiini variaatio tuottavat ekvivalentit tulokset. Palatinin
formalismi koki kuitenkin uuden nousun 1950-luvulla, kun menetelmid kaytettiin kaarevu-
ustensorin suhteen kvadraattisten Lagrangen tiheyksien yhteydessa. Jilleen kerran motivaa-
tiona oli yhdistetty kenttéiteoria. Erityisesti Buchdahl kuitenkin puhui Palatinin formalismia
vastaan ja ehdotti sen hylkdamista [40], [24].

1970- ja 1980-luvun tutkimuksissa on havaittavissa tiettyd ennakkoluuloisuutta suhteel-
lisuusteorian kilpailijoita kohtaan. Tuolloin havainnot eivit olleet osoittaneet vield mitdan
syitd poiketa yleisestd suhteellisuusteoriasta. Koska metris-affiini variaatioperiaate tarjosi
vain toisen tavan johtaa Einsteinin yhtdlot, koettiin se 1&hinnd taakaksi [29]. Sama pati
muihinkin muutoksiin yleiseen suhteellisuusteoriaan.

Viime aikoina Palatinin formalismi on jélleen kerdnnyt huomiota. T&lla kertaa kiinnos-
tus ei johdu niinkddn yhdistetystd kenttiteoriasta, vaan mahdollisuudesta selittdd pimeén
energian ongelma. Néin maailmankaikkeude kiihtyvaa laajenemista ei tarvitsisi selittdd mys-
tiselld pimedlld energialla, vaan kyseinen kdytds nousisi suoraan teoriasta.

Toinen kiyttokohde on kvanttigravitaation ongelma. Ashtekar kehitteli 1980-luvulla uut-
ta formalismia, johon voidaan soveltaa kvantisointia mittakenttéteorioista [41],[42]. Ongel-
mallista tdssa on, ettd kentat ovat kompleksisia ja seurauksena on hankaluuksia reaalisuuse-
hdoista.

Mythemmin Barberon [43] ja Holstin [44] t6issd Ashtekarin formalismia on kehitetty
edelleen ja mukaan on tullut Palatinin formalismi. Nyky&an usein kvantisoinnissa kiytetaan
Palatinin vaikutusta, jota varioidaan kahden kentéin tetradin [[] ja konnektion suhteen [46],
[47].

3.2 Palatini-formalismi f(R)-teorian tapauksessa

Téssi ja jatkossa otetaan kiyttoon liitteesséd [A] esitellyt merkinnédt. Enimmékseen ndmé ovat
laajalti tunnettuja, mutta tensoritiheyksien merkitseminen fraktuuralla on hieman harv-
inaisempi tapa.

Téssd luvussa tarkastellaan f(R)-tyyppisid Lagrangen tiheyksid metris-affiinin variaa-
tioperiaatteen valossa. Torsion oletetaan havidvian a prior: timéan luvun tarkasteluissa. Per-
inteisesti tdta on pidetty luonnollisena oletuksena, silld torsiota ei ole pystytty kokeellisesti

havaitsemaan. Téta kiertyvan aika-avaruuden tapausta tarkastellaan seuraavassa luvussa.

!Tama4 liittyy metriikkaan, silld g, = efjefnag [45]. Tetradeista kerrotaan laajemmin liitteessa
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Riippumatta variaatioperiaatteesta, lahtétilanne on
5 / a0 = / AU bg,,, + BT, ). (3.5)
U U

Téassd £ on Lagrangen tiheys kerrottuna metriikasta saatavalla \/—g. Oikealla puolella esi-
intyvat 2 ja B ovat joitakin tensoritiheyksid. Metris-affiinin variaation tapauksessa tasta
saadaan yhtaloiksi

A =0, BL =0. (3.6)

Metrisen variaation tapauksessa kirjoitetaan 6I'f, riippuu metriikasta, jolloin saadaan
B = 0. (3.7)

Toisin sanoen Einsteinin tensoritiheyden tulee havitd. Lahdetddn nyt tarkastelemaan vaiku-

tusta ]
S(g,99,T, 0T) — _%/ d0V=Gf(R) + Sur, (3.8)
U
jossa k on jokin vakio. Jo tdssi vaiheessa huomataan yksi etu Palatinin formalismissa: vaiku-
tuksessa on vain ensimméisen kertaluvun derivaattoja kentistd. Ensinndkin titd voidaan

varioida metriikan ¢g"” suhteen

55 = —%/ 406/ —gf (R)] + 65y = —i/ dQ[f(R)5v/—g + v —gf (R)SR] + 85u.
y Y (3.9)

Nyt tarvitaan tietoa

N e AV S S Iy (3.10)

- Y
ag " N 290

Lisdksi 0R = 6(¢""R,,) = R,.,09", koska Riccin kaarevuusskalaari on funktio affiineista
konnektioista, jotka eiviit siis metris-affiinissa tapauksessa riipu metriikasta. Ndiden kahden

avulla saadaan (3.9) muotoon

1 1 0Sn
= —— Q| — = me ! Y 4+ ——=4dgH". a1
58 5 /Ud [ 2gu,,f(R)ég + f'(R)R,09""] + 5gw(5g (3.11)
Koska variaation pitdi havita, saadaan
1., 1 0Sn
e = —— 12
L (R, = Sa f(R)] = £ (312
joka voidaan kirjoittaa
1 2K 5S]w
! — = —
f (R)RMV - Eguuf(R) - \/—_g(SgW - HTNV' (313)
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Ennen kuin vaikutusta voidaan varioida konnektion suhteen, tarvitaan tyokaluja. Erityisesti
tarvitaan Palatinin identiteettid (tulos tunnetaan myos Palatinin yhtélon nimelld), joka oli
esilld jo aiemmin:

0R,, = VAL, — V007, (3.14)

Jotta kyseinen tulos saadaan johdettua, on ensin syytd tarkastella hetki konnektiota IV},
sekd sen variaatiota dI';,. Konnektiot I'}, eivit kdyttdydy muunnoksissa kuten tensorit
(eiviit edes Christoffelin symbolit) [48]. Yksi tapa saada tdma tulos olisi tarkastella vaikkapa
kontravariantin vektorin kovarianttia derivaattaa V, A* = 0, A*+I'% A* ja vaatia sen olevan
(1,1)-tensori. T&ma4 tuottaa [, :lle muunnoskaavan, joka ei yleisessd tapauksessa ole tensorin
muunnoskaava. On tietenkin luonnollista, ettd niin on, koska konnektiot ovat korjaamassa
tensorin derivoinnissa syntyvin ylimaérédisen osan.

Toisin kuin T},
todettua, tdmé tulos on perdisin Palatinin artikkelista [30] — tosin metrisen konnektion

on 0I'y, tensori [49], jolla on kovariantit derivaatat. Kuten aiemmin

tapauksessa. Liitteessi [B.2] on perehdytty Palatinin tapaan johtaa tdmé tulos. Toinen ja
lyhyempi tapa saada tdméd tulos on tarkastella konnektion I, pientd muutosta

re, —TIo, =I5, + 00 (3.15)

pv
joten siis
oy, =17, — T (3.16)
Kahden konnektion I', erotukset ovat tensoreita, koska muunnoksen epdhomogeeniset osat
kumoavat toisensa. Téssd menetelméssd on myos se etu, ettei tarvitse olettaa konnektion

metrisyyttd tai edes torsiottomuutta. Palatinin yhtdlén johtaminen kuitenkin vaatii tor-

siottomuutta. Torsiollinen tapaus késitellddin myShemmin luvussa [5] Nyt Palatinin yht&lo

saadaan kdyttden madritelmid (A.4)) ja (A.5)

OR,, = 0R%, = 6(0,1%, — 9,1, + T2 %, — T2 %) (3.17)
= O\, — 0,00, + 60,0, + 0015, — 605, 10, — 5,007,
= (00T, + 1Ay, = 072, T7, = T3,0T%,) = (9,070 — TheT%, ). (3.18)

Ensimmaisista sulkeista saadaan kolmannen asteen sekatensorin kovariantti derivaatta. Samoin
toisten sulkujen termien avulla saadaan kovariantin vektorin kovariantti derivaatta. Saadaan
siis tulos (3.14). Tamé& tulos voidaan johtaa muillakin tavoilla, joista yhden esitti Palatini

artikkelissaan [30]. Nyt on esitelty tarvittavat tyokalut vaikutuksen (3.8) varioimiseksi kon-
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nektion suhteen:

S = —i/[]dm[ﬁf(fz)} + 05y = —i/UdQ\/—_gf’(R)éR
1

== de( )g" 6 R, (3.19)

jossa materian osuus Sy ei riipu konnektioista. Téssd voidaan selvistikin kiyttad edelld
kéisiteltyd Palatinin yht&lod (3.14]), jonka avulla saadaan [50]

1
65 = o de( )g™ (V,0T%, — V,dT%,). (3.20)

Téssd kohdin voidaan kiyttad Gaussin lausetta [51]. Koska variaatio hévidé pinnalla, on

/ 40 (R)g" V6T, = / 40TV, (f'(R)g™). (3.21)
U U

Téssa on syytd huomata, ettd vasemmalla kovariantin vektorin kovariantti derivaatta, kun
taas oikealla puolella on toisen asteen kontravariantin tensoritiheyden kovariantti derivaat-
ta. Tata asiaa on tarkasteltu liitteessi [B.Il Toimimalla vastaavasti toisen termin suhteen

voidaan kirjoittaa

55 = o [ 4919, (Rg)0T5, — V(£ (R))9T; ]
— 5 [ AL - s (R)goTs (3.22)

Koska vaikutuksen varioinnin tulee hivitd mielivaltaisessa tilavuudessa, jonka yli integroidaan,
taytyy olla
[02V5(f'(R)g"") = Vol f'(R)g")] 6Ty, = 0 (3.23)

Koska téssd kappaleessa tarkastellaan symmetrisen konnektion tapausta, jossa Cartanin

torsiotensori hividd [52], B3] eli S,,* = (%, —T'g,) = 0 pitéi edellisesséi symmetrisen

vu

osan havita sulkujen sisilta eli
SO (R)G) + SOV (T (R)8”) — Vil (B)g) = 0. (3.24)
Tama tulos voidaan saattaa vield siistimpdan muotoon. Kontraktoidaan « ja p,
V(I (R)G™) = 5Vs(F (RIG™)8, — ST (R)a™) 8 = 0
= VAP (RIG™)3, + 295(F (R)g™) = V. (f (R)g™)
= 2V(F (R = Y, (R)g)

2
= Vu(f(R)g")=0. (3.25)
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Tamaéankaltainen toimenpide voidaan suorittaa aina, jos n > 2. Sijoitetaan tdmi tulos
takaisin yhtaloon (3.24)), jolloin ainoastaan viimeinen termi jéa jiljelle. Kenttayhtdlot ovat
siis

Vaol(f(R)g") =0, (3.26a)

f,<R)R;w - %g,uuf(R) = _K/TMV' (326b)

3.2.1 Vertailu puhtaasti metrisen variaatioperiaatteen tuloksiin

Nyt voidaan metris-affiinin variaatioperiaatteen tuloksia verrata vain metriikkaa varioimalla
saatuun tulokseen Einstein—Hilbert-vaikutuksen tapauksessa, jossa siis f(R) = R — 2A ja
r = 5. Talloin kenttiyhtalst (3.26) saadaan muotoon

Va(g") =0, (3.27a)
1 1
R,uz/ - §QWR + g,u,uA - _iT,uu- (327b)

Jalkimmaéinen on juuri sama, metriselli variaatioperiaatteella saatu tulos ja sitd kutsu-
taan Finsteinin (gravitaatio)yhtdloksi. Ylempi yht&lo on uusi. Se ei kuitenkaan tuo uutta
informaatiota, silld se vastaa metrisyysehtoa eli kertoo konnektion komponenttien I'}, ol-
evan Christoffelin symboleita. Vaatimus, ettd konnektio on Levi-Civita-konnektio sisiltia
tarkalleen ottaen kaksi erillistd vaatimusta, metrisyysehdon ja torsiottomuuden. Torsiotto-
muus on kuitenkin ollut téssa késittelyssd koko ajan oletettuna.
Seuraavalla tavalla voidaan osoittaa, etté kertoo komponenttien I}, olevan Christof-

felin symboleita (torsiottomassa tapauksessa). Ensinndkin tarvitaan kovariantti derivaatta
Vav/—9, joka on méaéaritelty [54]

Vov/=g = 0ayv/=g — T /3. (3.28)

Téasta saadaan kiyttden tunnettuja metriikan determinantin g derivointiominaisuuksia

va V4§ = T_gg/waag;w - FZ& vV —3- (329)

Lahdetaan tarkastelemaan seuraavanlaista rakennetta:

V(8" 9u8) = 8""Vagus = V=99""Vagus. (3.30)

Toisaalta on voimassa myos

Va(gWgVﬁ> = va(\/__gég) = 5gva\/—_9- (3.31)
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Voidaan siis kirjoittaa (3.29) avulla

05Var/—g = 0 (—'2_99”%% —D3aV=9) = V=99""Vagus. (3.32)

Kontraktoidaan nyt u ja (3, jolloin

2/ =99" Oagp — =gty = V=99 (0agp — Tongus — Thogan). (3.33)

Oikea puoli sievenee kontraktiot laskemalla ja saadaan
2y _ggw’aag;w — 4y _grﬁa =V _ggwjaocg/w — 2y _grﬁa (3'34)

eli

\% _ggwjaag/w - 2F,’ja = 2va\/ —g = 0. (335)

Sijoitetaan tdméa tulos yhtaloon (3.32)), jolloin ndhdéain, etta

0=+v—-99""Vagus. (3.36)
Tésti seuraa, ettd
Vagus = 0. (3.37)

Tuloksena saatiin siis Riccin identiteetti eli metrisyysehto. Kaytanndssa tdmé tarkoittaa, et-
td yhdensuuntaissiirrossa pituus siilyy. Tétd ominaisuutta kutsutaan metrisyydeksi. Riccin
identiteetin avulla voidaan kirjoittaa Christoffelin symbolin mééritelméssi (A.2)):ssa esiin-

tyvit kolme derivaattaa seuraavalla tavalla:

Viugsr = 0ugsr — UngGor — Upygas = 0
= w9y = UgGar + T 9as,
09 = I'ys9op + 15908,
=089 = —1'§,900 — UG, 90u- (3.38)

Summataan kolme viimeistd yhtéloa, jolloin saadaan

Ougpr + sy — 989 = I'igGar + I 9as + Thggap + 17,908 — T'900 — T Gan
= nggaﬁ + Fff#gag = QFngaﬂ, (339)

kun muistetaan, ettd tarkastellaan torsiotonta tapausta. Tulos alkaa jo olla selvisti nahtavil-

14, mutta kerrotaan vield puolittain yhdistelmalla % g8, jotta saadaan
1 af a
59" Ougsy + Ougoy — Osgyw) = Ik, (3.40)
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joka on Christoffelin symbolin mairitelma . Tamén kasittelyn tuloksena siis todetaan,
ettd yksinkertaisessa tapauksessa, jossa varioidaan Einstein—Hilbert-vaikutusta, saadaan
samat yhtilot varioimalla pelkistddn metriikan suhteen tai varioimalla sekid metriikan etté
konnektioiden suhteen. Yleinen suhteellisuusteoria siis saadaan metris-affiinin f(R)-teorian
erikoistapauksena.

Selvdad on myo0s, ettd tulokset eivit yleisesti ole samat, silld konnektioiden suhteen vari-
ointi tuottaa yhtélon, joka ei vilttaméatta ole pelkkd metrisyysehto. Tamé tulos voidaan ti-
etenkin johtaa Palatinin menetelmélld suoraan Einstein—Hilbert-vaikutuksesta kayttaméatta

aluksi yleisemp#d f(R)-teoriaa [54].

3.2.2 Konnektion lisdtarkasteluja

Konnektion variaatiolla saatu kenttdyhtalo (3.26al) on mahdollista ratkaista suoraan konnek-
tion suhteen kirjoittamalla auki kovariantti derivaatta. Vaihtoehtoisesti voidaan méaritella

uusi metriikka
g;w = f/(R)QW, (341)
jolloin yhtélo on
Va.g" = 0. (3.42)

Taméa puolestaan on edellisen osion tarkastelun mukaan yhtapitdva sen kanssa, ettd kon-
nektio I', on Christoffelin symboli uuden metriikan g,, suhteen. Sanotaan, ettd metriikat

g ja g ovat konformit, jos [55]
g;w = Qggw/a gul/ = Q—le“” (343)

jollakin nollasta eroavalla differentioituvalla funktiolla 2. Sanotaan myos, ettd metriikalle on
tehty konformimuunnos. Yhtalon (3.41) méadrittelemé uusi metriikka ja alkuperdinen ovat
siis konformit. Konformimuunnos vaikuttaa ajan- tai paikanluonteisten intervallien pituu-
teen, mutta se jattdd kausaalisuuden ennalleen. Valokartio pysyy siis muuttumattomana
[56], [57].

Koska uuden metriikan tapauksessa konnektion komponentit ovat Christoffelin symbol-
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eita voidaan médritelmidn (A.2) sijoittaa g, = ( f’(R))ng, jolloi

aﬁ[ 960 + Ougpu — 8B§W}

it )
()

,uu

(9800,f (R) + 95,00 f'(R) — g0 f'(R))

+

-{ut

Téassé on merkitty Christoffelin symbolia alkuperiisen metriikan suhteen {:‘V} Koska kon-

77 (00 0uf (R) + 00,1 (R)giu = 9™ 05 (R)

oVuIn f/(R) + 6V, In f'(R)ggu — gy’ Vsln f'(R)). (3.44)

nektio tdmén mukaan riippuu funktiosta f’(R), joka edelleen riippuu konnektion derivaatas-
ta, ei konnektio ndytd maardytyvin taysin. Tadhin mennessd on kenttayhtaloista tarkasteltu
(3.264)), joten on aika katsoa myos yhtélod (3.26b)). Kontraktio tuottaa yht&loksi

Rf'(R) — 2f(R) = —&T, (3.45)

josta saa maariatylla f(R) ratkaistua R = R(T'). Konnektio siis riippuu energiaimpulssiten-
sorin 1" derivaatasta. Kun materiatermi riippuu vain metriikasta, eiki sen derivaatoista,
saadaan konnektiolle lauseke, joka riippuu vain metriikan ensimmaéisista derivaatoista. Kent-
tayhtalot ovat siis toista kertalukua metriikan suhteen.

Laskettaessa Riccin tensori ja -skalaari sijoittamalla Riemannin kaarevuustensorin
médritelmain havaitaan, ettd ndm& muodostuvat metrisista osista R, (g), R(g) sekd
joukosta korjaustermejiP}

3

RMV = Rl“’(g) — Wvuf'v,,f' + /V V (f) 2f/gw/|:|f (346&)

3 !/ !/
X f,)Qvu V1. (3.46D)

f
R = R(g) +

f/

Yhtélon (3.44) muodon perusteella saattoi jo paételldkin, ettd Riccin tensorissa ja skalaaris-
sa esiintyisi Christoffelin symboleista saatavat kaarevuussuureet. Korjaustermit riippuvat
derivaatasta f'(R). Koska korjaukset erottuvat erillisiksi termeiksi, voidaan ne kenttiy-
htélossa siirtdéd samalle puolelle energiaimpulssitensorin kanssa ja nimetd koko oikea puoli

muunnetuksi lahteeksi. Nain saadaan

1
Ru(9) = 5R(9) 9 = —K T (3.47)

‘hawking73

5T&dm& on Christoffelin symbolin perinteinen merkintd. Varhaisimmissa artikkeleissa, kuten Palatinin
toissé, merkinté oli kuitenkin kifinteinen {‘fl”}.

6T#ssé on merkitty f/(R) = f'.
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3.2.3 FErikoistapaus, lisitermi 1/R

Artikkelissaan [51]|Z] Vollick kisitteli erikseen mielenkiintoista tapausta, jossa

(](2

f(R)=R— 3R (3.48)
Hén osoitti, ettd Palatinin formalismissa maailmankaikkeuden kiihtyvéa laajeneminen voidaan
selittad ilman hankalaa pimedd energiaa. Téssé esityksessd seurataan padosin hdnen artikke-
liaan. Tdhan asti Palatinin formalismia oli késitelty harvakseltaan ldhinnad kuriositeettina
— vaihtoehtoisena tapana johtaa Einsteinin yhtdlét, mutta ilman sen kummempaa omaa
merkitysta.

Luonnollisesti ei kuitenkaan voida valita vain jotakin sopivalta ndyttavaa tiheytta pi-
ittaamatta sen fysikaalisuudesta. Téssé tapauksessa valintaa voidaan kuitenkin perustella
jarkevésti. Lukuisat havainnot muun muassa Aurinkokunnan sisdlld ovat osoittaneet, et-
td Einsteinin yleinen suhteellisuusteoria pitda paikkansa erittdin hyvin. Sen sijaan suurilla
etédisyyksilld tilanne voi olla toinen. Pime#é energiaa tarvitaan selittiméan ilmioitd néil-

a

l& pienen kaarevuuden alueilla. Lisdtermi g5 on siis hyvé ehdokas, koska se on Auringon

lahistolla pieni ja syvissd avaruudessa pieni.
Kun sijoitetaan (3.48]) kenttdyhtaloon (3.26b]), saadaan

o? 1 a?

(1 + @)Rmx — i(R — ﬁ)gwj = —KZT#V. (349)
Kontraktio antaa )
—R+%:—/£T<:> R®— kTR — a2 =0, (3.50)

jonka voi ratkaista toisen asteen yhtilon ratkaisukaavalla
1
R = §(I<LT + VKET? + 402). (3.51)

Naiden kahden ratkaisun fysikaalisuus ei ole itsestadn selvi, joten tdytyy tehda merkkitar-
kastelu. Jos |T'| kasvaa suureksi, pitéisi tuloksen olla Einsteinin yht&lon mukaisesti R = 7.
Taytyy siis valita positiivinen merkki, kun 7" > 0 ja negatiivinen kun 7" < 0. Jos tarkastellaan

maailmankaikkeutta, jonka téyttid ideaalivirre (perfect fluid), jolle T = —(p — 3P) onf]|
1
R = §(I€T — VKEI? + 4a2), (3.52)

joka on vakuumirajalla 7" — 0
R=—a. (3.53)

TSamaa tapausta tarkastellaan myds muun muassa viitteessi [58].
8Kun p > 0ja p > 3P.
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Tamé tarkoittaa, ettd maailmankaikkeus ldhestyy vakiokaarevuuden avaruutta. Tarkastel-
laan seuraavaksi kaarevuutta, kun o on hyvin suuri tai pieni verrattuna tuloon |kT|.

Kun |kT| >> «, saadaan tuloksena Einsteinin yht&lot. Siis tihefissd polyn tayttaméssa
maailmankaikkeudessa ei synny eroa Einsteinin yhtéléihin. Kun maailmankaikkeus laajenee
ja aine harvenee, kasvaa lisdtermin merkitys ja lopulta se muuttuu hallitsevaksi. Nykyisessa

maailmankaikkeudessa ei materian osuus ole mititon, joten (3.52)) voidaan kehittdé sarjaksi

1 402 202

Tulos on kontraktoitu Einsteinin yhtalo pienelld kosmologisella vakiolla. Saatu tulos selvida
siis samoista testeisti kuin Einsteinin yleinen suhteellisuusteoriakin. Havaintojen perusteella
voidaan médrata arvo a:lle.

Tarkastellaan maailmankaikkeutta, jossa myoOhéisessé vaiheessa (v >> kT') voidaan

kiyttad metriikkaa
ds® = —dt* + a(t)[dz® + dy* + d2?]. (3.55)

Koska o on hyvin suuri, voidaan yhtiloé (3.46) approksimoida jattdméalld toinen termi pie-
nena pois:

1 ! !
R, ~ Ry(g) + FVMV,,(f )? + 5 f,g,wa . (3.56)

Kaarevuusskalaarille saadaan puolestaan arvio jattdmaélla huomiotta x7'-termi neliGjuuren

alla yht&lossd (3.52)):

1
R~ §I€T — . (3.57)
Tam4 arvio kaarevuusskalaarille voidaan sijoittaa funktio f(R) lausekkeeseen (3.48)) ja saada
1 a? 1 2 KT 2 KT
R)~ kT — ———— ~ kT — - — == (1——). 3.58
J(R) = 5K ST 30 27 3976 T 30U (8:58)
Derivaatalle puolestaan saadaan
a? 1 1 4 kKT 4 kT
R =1+ ~1+= ~ s+ =1+ ). 3.5
f(R) JrSRQ +31 <a_ZTT§> 3+304 3 4o (3:59)

Nama approksimoidut tulokset sijoitetaan yhtdloon (3.26bl), jolloin kenttayhtiloksi saadaan

K f KT, 1—2a(1 — &5
Ry =—ZTw + 559w =~ — #,,i -— G
W f/ H 2f/ H %(1+ T) 2 %(1 ) 12
3 kT k1
~ ——¢gT,, — 1——)(1— »
4“ " 4< )( 4a>9u
1 3 5
= — G — H(ZTM 16TgW) (3.60)



Approksimoidaan ainetta nykyisessd maailmankaikkeudessa polylld, jolla on T' = 25, téll6in
voidaan laskea Riccin tensorin komponentit yhtalostd (3.56). Esimerkiksi
1

27 (0] + Toutf"). (3.61)

1
Roo = Roo(g) + f(aoaof/ — IG00af") +
Sijoitetaan tdhin nyt (3.59):

Rog = 2% . Orip0 [é +4(9)2] _ 3rp0 [é _ 4(9)2] 432 [ . 3i@]

a  8aa’la a 8a la a a 8at «
3a  9kpo [d a2
- 2oy 3.62
a + 8aa® La (a) (362)
Ei-diagonaalialkiot havidvat, koska metriikka on diagonaalinen. Muut diagonaalialkiot saadaan
vastaavasti: 5 . )
. . Rpo [ Q a.\ 2
Rij = —[ais + 20 + 22 (2 4 (2)7)], 3.63
aatsam S8a \a + (a> ( )

My®o6héisinéd aikoina maailmankaikkeus on lahelld de Sitter -tyyppié, joten voidaan merkité
a(t) = et 4 b(t), (3.64)

jossa korjaus b(t) on hyvin pieni. Asettamalla vield o = 12H? voidaan ratkaista b(t) sijoit-
tamalla (3.64) yht&lsihin (3.60),(3.62)),(3.63)). Huomioimalla b(¢)-termit vain ensimmaéisessé

kertaluvussa saadaan toisen kertaluvun differentiaaliyhtélopari, joka voidaan ratkaista. Lop-
2

putulos on, ettd b(t) oc e 2! eli mydhiisissi vaiheissa maailmankaikkeus lihenee de Sitter

-mallia eksponentiaalisesti. Téssd tapauksessa siis maailmankaikkeus laajenee kiihtyvalla
vauhdilla.

3.3 Einsteinin ja Jordanin puite

Artikkelissaan [59] Flanagan esitti, ettd havainnot elektroni—elektroni-sironnasta osoittavat
Palatini-formalismin tulokset mahdottomiksi. Paittely perustuu suurelta osin Einsteinin
ja Jordanin puitteen eroavaisuuksiin. Jo Bransin ja Dicken artikkelissa osoitettiin, etté
skalaaritensoriteorialle on kaksi formalismia [60], [61].

Jordanin puitteessa Einstein—Hilbert-vaikutusta muutetaan lisadmalld ei-kanoninen Kki-
neettinen termi ja potentiaali, jotka riippuvat skalaarikentéstd. Materian vaikutus pysyy
alkuperaisena. Einsteinin puitteeseen padstian konformimuunnoksella. Tassé puitteessa grav-
itaation vaikutus on Einstein—Hilbert-vaikutus, johon lisdtddn kanoninen kineettinen termi
ja efektiivinen potentiaali. Skalaarikentta esiintyy néissi lisdtermeissd, mutta se saattaa esi-
intyd myos materian vaikutuksessa. Téastd seuraa muun muassa se, ettd energiaimpulssiten-

sori ei sdily kovariantisti [62].
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Flanaganin paattelyssd lahdetdén liikkkeelle f(R)-tyyppisestéd vaikutuksesta
(G ) = 5 [ A= (R) + Sut (G ). (36

jossa viivalliset suureet viittaavat Jordanin puitteeseen ja R = g“”]i’w. Téassd kaarevu-
ustensori RW liittyy symmetriseen konnektioon r - Variointia ei nyt suoriteta konnektion

suhteen, vaan tensorikententdn H ;\V suhteen:

D O I vaR 72

H "=V, V=V, V" (3.66)
Téssda V# on mielivaltainen vektori. Kaarevuus kirjoitetaan tAméan tensorikentdn H ﬁy funk-
tiona. Kéayttden hyviksi konformimuunnoksia siirrytdin Einsteinin puitteeseen, jossa huo-

mataan, ettd vaikutus on skalaaritensorimuotoa

. R
S(aun @.0) = [ d/=5(50 ~ V(®)) + Su(e D0 (3.6)
U
Téassd on kidytossd potentiaali V(®) ja Einsteinin puitteen metriikka g,
(@) — f() 2
V(D) = , =e 2@®g 3.68
( ) 21‘1]5/((1))2 ’ g# g# ( )
Kun tdhén sijoitetaan vapaiden elektronien Diracin vaikutus
S (G, ¥) = / dQU (iy*V ,, — m.)V, (3.69)
U

voidaan hankkiutua eroon ®-osuudesta ratkaisemalla kenttiyhtilot sen suhteen ja sijoitta-

malla tulos takaisin. Nain saadaan

3v/3
16m?

*

_ R _ _ _
S (G, V) = / dQ\/—g(TQ — AN +iUV, ¥ — m VW — (1YY, W)?

_ Lm_z (TD)? \/>_ (1Y, ) (D) + ) (3.70)

missi & = \/4/3k,m. = /1K, A = 12 /(v/3k). Témi on tulos Einsteinin puitteessa. Kolme
viimeistd termid ovat korjauksia standardimalliin, jotka pitdisi pystyd havaitsemaan. Té&l-
laista ei kuitenkaan ole nihty, joten télla paittelylla Palatinin formalismin tulos on mahdo-
ton.

Kyseinen pédttely ei kuitenkaan pidd paikkaansa [63]. Virhe tapahtuu siin, ettd vaikka
konformimuunnoksen pé#ssd olevissa puitteissa teoriat ovat matemaattisesti ekvivalentit
(ratkaisut ovat keskenddn isomorfisia), ne eivit ole fysikaalisesti ekvivalentit. Siksi taytyykin

siis padttad, mikd puite on fysikaalinen [64].
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Flanagan kirjoitti materiatermit Jordanin puitteessa, joten laskut tulisi suorittaa ni-
menomaan Jordanin puitteessa. Se, ettd Einsteinin puitteessa vaikutukseen ilmestyy lisiter-
meji ei tarkoita vield mitddn, silld tama ei ole fysikaalinen puite. Mikéli pysytelldin koko
ajan Jordanin puitteessa, ongelmallisia lisdtermeja ei synny. Vastaavasti myos jatkuva tyosken-

tely Einsteinin puitteessa tuottaa hyviksyttivin vaikutuksen. Flanaganin viite ei siis pade.

3.4 Yleinen tulos f(R)-vaikutusten tapauksessa

Viitteessd [65] on perehdytty yleisiin f(R)-vaikutuksiin Palatinin formalismissa. Tulos on,
ettd lopulta saadaan Einsteinin yhtéiloiden kaltaiset yhtélot, mikéli yleensidkiin saadaan
yhtapitavit yhtilot.

Jos materiaa ei huomioida ja ulottuvuuksien m&éréé ei rajoiteta neljdén (mutta vaadi-
taan vihintiin kaksi) saadaan yht#losti kontraktio

F(R)R — %f(R) = 0. (3.71)
Olettaen, ettd f(R) on analyyttinen, on voimassa jokin seuraavista
1. Yhtalolla ei ole reaaliratkaisua, eikd ndin ollen saada konsistentteja kenttayhtaloita.

2. Yhtalolla on numeroituva méaara reaalisia ratkaisuja R = ¢;. Tama tapaus jakautuu

edelleen kolmeen alitapaukseen

(a) Jos m > 2 ja R = ¢; siten, ettd f'(R) # 0, niin konnektiot ovat Levi-Civita
konnektioita ja metriikka ¢ toteuttaa Einsteinin yhtélét kosmologisella vaki-
olla A = €

(b) Jos n = 2 ja R = ¢; siten, ettd f'(R) # 0, niin metriikka g jii mielival-

taiseksi ja konnektio I' on Weylin konnektio, joka muodostuu Levi-Civita

-konnektiosta ja mielivaltaisesta vektorikentéstd B. Pari (g, B) toteuttaa
yhtélén R(g, B) = R(g, W (g, B)) = ;.

(c) Jos m > 2 ja R = ¢ siten, ettd f'(R) = 0, niin I:n ja ¢g:n vélille ei saada
muuta yhteyttd kuin R(g,I") = ¢;

3. Yhtils toteutuu identtisesti. Niin kiy, kun £ o< R™2. Tamikin mahdollisuus jakautuu

kahteen erikoistapaukseen ulottuvuuksien maédrin mukaan.

(a) Jos n > 2, niin joko R = 0 on ainoa dynaaminen yhteys I':n ja g:n vililla tai
jos ndin ei ole, niin on voimassa: Jos pari (g,I") on yhtélon ratkaisu, niin on

olemassa skalaarikenttd V¥, jolla Wg,, on konformi alkuperdisen metriikan g
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kanssa, joka toteuttaa Einsteinin yhtélot ja I' on konformimuunnetun metri-
ikan Vg, Levi-Civita-konnektio. Lisdksi alkuperdisten g ja I' suhteen saatu

kaarevuusskalaari on yhtasuuri kuin W.

(b) Jos n = 2, niin g on mielivaltainen metriikka ja T' on Weylin konnektio, joka

muodostuu g:n Levi-Civita -konnektiosta ja mielivaltaisesta vektorikentisté
B.

Niisté tuloksista eriis huomattava erikoistapaus on f(R) = R?, joka neliulotteisen avaru-
uden tapauksessa nousee esiin kohdasta 3(a). Tamén erikoistapauksen keksiminen ei tosin
vaadi edellisté yleista tulostal. Kyseinen kvadraattinen Lagrangen tiheys tuottaa Einsteinin
yhtalot, kunhan R # 0. Téta tapausta on tutkittu melko paljon —jo 1950-luvulta l&dhtien.
Myd6s Buchdahlin artikkeleissa [40], [24] tdhén vaikutukseen on perehdytty.

Monet fysikaalisesti mielekkddt vaikutukset sopivat kategoriaan 2(a) eli tuottavat Ein-
steinin yhtdlot kosmologisella vakiolla. Tadméa on positiivista, koska yleinen suhteellisuus-
teoria on selvinnyt monista testeistd. Metrinen variaatioperiaate sen sijaan tuottaisi tassi
tapauksessa neljdnnen kertaluvun yhtélot, jotka siis poikkeaisivat perinteisistd Einsteinin
yhtéloistd merkittavisti. Selvda on, etté tillaiset yhtalot ovat selvisti vaikeampia ratkaista.
Liséksi huomattavaa on, ettd kosmologisella vakiolla voi olla useita arvoja liittyen eri ar-

voihin R = ¢;.
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4 Palatini-formalismin ongelmat

Edellisessa luvussa nahtiin, ettd Einstein-Hilbert-vaikutuksen tapauksessa puhtaasti metri-

nen ja metris-affiini variaatioperiaate tuottavat samat yhtilot. Téméan vuoksi onkin néitéd
kahta tapaa pidetty ekvivalentteina. Tata on pidetty yhtend syynéa luopua Palatinin menetelmaésta.
Itse asiassa tassd yksinkertaisessa tapauksessa metris-affiini variaatio tuottaa tuloksen helpom-
min ja elegantimmin. Kun vertaillaan metris-affiinin ja metrisen formalismin tuloksia pintaa
syvemmalta, huomataan useita eroavaisuuksia jopa Einstein—Hilbert-vaikutuksen tapaukses-

Sa.

4.1 Pintatermit

Kenttayhtaloilld on todettu olevan sama muoto puhtaasti metrisessé ja metris-affiinissa for-
malismissa. Naihin yhtdloihin pddseminen vaatii kuitenkin erilaiset oletukset. Ensimméisené
tulee huomata, ettd variaation reunaehdot eivit ole samat [50]. Metris-affiinissa variaa-
tiossa sekd metriikan ettd konnektion variaatiot hividvit alueen reunalla, mutta puhtaasti
metrisessii variaatiossa luonnollisesti vain metriikan variaatiot hividivit. Tallsin| ongelma

nousee esiin seuraavalla tavalla:
05 = /U dQ(6g™ Ry + g0 Ry) = /U dQ[ Ry, 09" + g Va(0I7,) + 8"V, (6T7,)]
= /UdQ [(59’“’]%#,, + V(g oly,) — 61, Vag" + V, (g" 0T}, ) — 6Fgavyg“”]. (4.1)
Koska tassd tapauksessa ovat kdytossa Christoffelin symbolit, on voimassa V,g*” = 0, joten
08 = /UdQ [69“”]%,“, + Va (gl + V,,(g“”él“za)}

= / dQ (36" Ry + V(g 0T2, + ghoT2,)], (4.2)
U

!Puhtaasti metrisessé tapauksessa on S = S(g,dg, 9?g).
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jonka jalkimmaéiseen termiin voidaan kiyttdd Gaussin lausetta ja saada

5S = / dQ(5g" R, + / d*S(g"oTe, + ghoore,). (4.3)
U oU

Tavallisesti tdméan pintaintegraalin oletetaan menevin nollaksi, koska metriikan variaatiot
hévidvat varioitavan alueen pinnalla. Pintaintegraali kuitenkin siséltda [':n variaation. Metrisessé
tapauksessa tdméi kieltdméattd palautuu metritkkaan, mutta yleisessid tapauksessa ei ole
pakko olettaa metriikan derivaattojen hévidvin variaatioalueen pinnalla. Tamé termi ei
siis valttamatta havidkaan.

Tarkkaan ottaen tulisi vaikutukseen lisdtd tdmén pintatermin kumoava termi — tai tehda
lisdoletus derivaatan hividmisestd. Metris-affiinissa tapauksessa tidtd ongelmaa ei esiinny,
koska konnektiota I' varioidaan erikseen, joten sen variaatiot havidvit alueen pinnalla. Siis
jo téasséd yksinkertaisessa tapauksessa, jossa molemmat formalismit tuottavat samat yhtalot,

osoittautuu, etteivit menetelméit ole ekvivalentit.

4.2 Korkeamman kertaluvun vaikutukset

Jos metris-affiinissa tapauksessa Lagrangen tiheyden annetaan riippua toisista derivaatoista,
on olemassa useita mahdollisia Lagrangen tiheyksid. Ongelmaksi muodostuu valinta néiden
valilld. Kaikissa tapauksissa ei saada Levi-Civita-konnektiota, jossa komponentteina ovat
Christoffelin symbolit [66]. Einstein—Hilbert-vaikutuksen tapauksessa téllaista ongelmaa ei
kuitenkaan synny, silli vaadittaessa kenttdyhtdloiden olevan toista kertalukua ja yleistd
kovarianssia madraytyy Lagrangen tiheys vakiota vaille.

Tavallisesti vaaditaan, ettd kenttidyhtiloiden tulee olla toista kertalukua. T&ta vaatimus-
ta perustellaan silld, ettd gravitaation lisdksi kaikki muut teoriat sisdltavit toisen ker-
taluvun kenttdyhtaloitd. Metrisessd tapauksessa kaarevuusskalaari sisdltda toisia derivaat-
toja metriikasta, joten Lagrangen tiheyden tulee riippua kaarevuusskalaarista lineaarises-
ti. Esimerkiksi R2-termit tuottavat metriselli variaatiolla metriikan neljansii derivaattoja.
Néin paddytain neljinnen kertaluvun differentiaaliyhtiloihin. Metris-affiinissa tapauksessa
ei ndin kuitenkaan ole, silld kaarevuusskalaari sisdltda vain ensimmaéisid derivaattoja kon-

nektiosta. R?-termit (muun muassa) ovat siis mahdollisia.

4.3 Moniston valinta

Koska Palatini-formalismissa ei oleteta konnektion I' komponentteja Christoffelin symbol-

eiksi, litkutaan yleisemmassid geometrisessa tapauksessa. Avaruus on yleinen affiini avaruus
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Ay eikd pseudo-Riemannin avaruus Vj, kuten metrisen varioinnin tapauksessa. Vaikutuk-
sesta riippuen yleinen A, saattaa madrdytyd avaruudeksi Vj, mutta on myos mahdollista,
ettd ndin ei kily. Metriikka voi jadda jopa téiysin mielivaltaiseksi. Ndin kidy muun muassa
silloin, kun Lagrangen tiheys ei sisdlld lainkaan riippuvuutta metriikasta — esimerkiksi jos
¢ = Aot By

Tité asiaa on pohdittu muun muassa artikkeleissa [40], [24], [50], [67]. Viimeksi maini-
tussa esitetdan yksinkertaiseksi ratkaisuksi, ettd avaruus kiinnitetdan a priori.

Buchdahl piti metritkan mahdollista mielivaltaisuutta ja ongelmia monistojen kanssa
riittavand syynéd luopua Palatinin menetelméstd [40]. Artikkelissaan hén késittelee myos

epalineaaristen Lagrangen tiheyksien tapauksissa saatavia erikoisia tuloksia. Esimerkiksi
kun £ = \/=¢(R*+ a), a # 0, saadaan

1
68 = (R*+a)dy/—g + 2R6R = —(R* + a)égwﬁg‘“’ + 2R(g"0R, + R,wog"),  (4.4)
joten metriikan suhteen variointi tuottaa kenttayhtalot
1
- 5(32 +a)g,, +2RR,, = 0. (4.5)

Tamén kontraktion mukaan pitéisi olla a = 0, mikd on mahdotonta. Metristd variaatioperi-

aatetta kiyttien tatd ongelmaa ei esiinny.

4.4 Materiatermit

Mahdollisesti eroa metris-affiinin ja metrisen variaation véilille muodostuu materian osuud-
esta. Edellisen kappaleen kisittelyssd materiatermin Sy, ei oletettu riippuvan konnektiosta
I'. Tama ei kuitenkaan ole ainoa mahdollisuus. Konnektiosta riippuviin materian vaikutuk-
siin perehdytdin tarkemmin seuraavassa luvussa. Mikéli tatd riippumattomuusoletusta ei

tehtéisi, olisivat kenttayhtalot

2/%2 5SM
GHV 7F T — ; 46&
(g ) V9 59;”/ ( )

5% 2/12 5SM
— = Va (/' (R)g") — Vs (f (R)g") = M (4.6b)

Alemman yhtalon oikeaa puolta kutsutaan joskus hypermomentiksﬂ Naméa yhtalot eivit
ole yleisesti konsistentit [53], eivitki ole ekvivalentit Einsteinin kenttéyhtaloiden kanssa il-
man lisdolettamuksia. Tavallisesti tehdaddn oletukset, kuten edellisessd luvussa on tehty, et-
té torsiotensori hividd ja ettei materiatermi sisilld riippuvuutta konnektiosta I'. Mainitus-

sa artikkelissa esitetddn lievemmaét vaatimukset ekvivalenssille ja kyseenalaistetaan niiden

2Hypermomenttia tarkastellaan tarkemmin luvussa
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kahden lisdolettamuksen fysikaalinen mielekkyys. Yhtdloiden (4.6 vaillinainen yhtépitéavyys

nihdéain tarkastelemalla konnektioiden projektiivisia muutoksia
I, =T5, + Audy, (4.7)

jotka Ay:ssd sdilyttdvit suuntien paralleelisuuden. Téssd A, on jokin kovariantti vektori.
Kun tdmi sijoitetaan Riemannin kaarevuustensorin méadritelmadn (A.3)), saadaan

g,uu = 6’/F,lojﬁ — 8MF3/6 + | R S A Rg,uu + ay)\uég - @M)\V(Sg, (48)

kvt pfB Tt kpt vf

joka voidaan kontraktoida
R = Ry — 0,0, — O\, (4.9)

ja edelleen nihdéin, ettd R = R ja siten my6s R = R. Kaarevuusskalaari on siis projekti-
ivisesti invariantti. Tami tarkoittaa ettd R(g, I'y, +A,.07) —R(g,T',) = 0 eli pienilld arvoilla

A
R

ore,

52 = 0. (4.10)

Néama tulokset tarkoittavat, ettd Einsteinin tensorin symmetrinen osa ja kaarevuusska-
laarin tiheyden variaatio, jota joskus kutsutaan Palatinin tensoriksi, ovat projektiivisesti
invariantteja. Toisaalta pitdisi siis yhtéloissd (4.6) my6s oikeilla puolilla olla td&mé omi-
naisuus. Yhtilo (4.6a) vaatii siis energiaimpulssitensoria ja yhtilo hypermomenttia

projektiivisti invariantiksi. Tama ei yleisessd tapauksessa toteudu.

4.5 Kaksiulotteinen tapaus

[lmeiset havainnot osoittavat, ettd ulottuvuuksia on ainakin nelji. Yleensa kuitenkin pyritain
teorioihin, jotka toimivat myos ulottuvuuksien méairdn muuttuessa. Palatinin menetelmé
kuitenkin joutuu ongelmiin, jos tarkastellaan kaksidimensioista avaruutta, kun hypermo-
mentti havida [68], [69]. Tassd tapauksessa konnektio ei madrdydy tdydellisesti, vaan jaa

vapaaksi. Aiemmin osiossa [3.2.2] osoitettiin, ettd konnektio voidaan kirjoittaa muodossa

a « 1 a a a
L = {MV} * 5(5;1)(1/ + 05 Xy — 9w X)), (4.11)

Jossa X, =V, In\/—g =T}, — 0,In\/—g. Késittelyssd el tarvittu ulottuvuuksien méiéria,

joten tdmé tulos on voimassa myos, kun ulottuvuuksia on vain kaksi. Téstd voidaan nyt
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kontraktoida « ja v saada

o 1
I‘Z‘a =, = { } + 5((53)(& + 600X, — guaX?)

16 1 o n
= —(X X, — X, = -X
{Ma}+2< p TNy ) {ua}+2 1
1 n
= ég“"agm, + 5(1—‘“ — 8M In vV —g)

1
=T,(1- g) + gﬁﬂ Iny/—g= 59‘”’89“1,
n 1
= (1- 5)(% Iny/—g—-T,) = §g“V8gW +0,Iny/—g. (4.12)
Saadun yhtalon oikea puoli hévidi, joten saadaan lopulta yhtilo

(1=5)@ulnv=g—T,) = 0. (4.13)

Tasta voidaan ratkaista konnektio, kun n # 2. Jos kuitenkin n = 2, héividi vasen puoli

identtisesti, eikd konnektio maardydy tdysin.
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5 Torsiollinen konnektio ja materia

Einsteinin yleisessd suhteellisuusteoriassa oletetaan torsion hévidvin. MyGs monet yleiste-
tyt gravitaatioteoriat tekevit tdmén oletuksen. Yksinkertaisuus on yksi syy tdhén. Ennen
havaintoja kiihtyvésti laajenevasta maailmankaikkeudesta ei monimutkaisemmille teorioille
juuri ollut tilausta. Varsinaisesti torsiollisuuden poissulkevia tuloksia ei kuitenkaan ole. Ty-
hjién torsio kuitenkin suljetaan intuition vastaisena yleisesti pois.

Torsion késitteen esitteli ensimméisené Carta. Tamén johdosta torsiotensori S,
on nimetty hdnen mukaansa. Han kertoi tuloksistaan Einsteinille ja myOhemmin myos
Schrodinger osallistui tutkimukseen, mutta aihe unohtui ldhes kokonaan toisen maailman-
sodan aikana. Torsiota herdteltiin uudelleen henkiin 1950-luvulla lokaalien mittakenttateo-
rioiden synnyttya.

Hehlin tutkimukset 1970-luvulla [71], [53] nostivat torsion suurimpaan loistoonsa. Toiveis-
sa oli kvantisointi, mutta koska tdma ei onnistunut, torsio painui jilleen taka-alalle. Viimeis-
ten kymmenen vuoden aikana torsiota on toiseen kertaan nostettu takaisin tutkimuksen ko-
hteeksi. Laajenevan maailmankaikkeuden kuvaaminen vaatii uudenlaisia vélineitd ja yksi
niistd voi olla vanha tuttu torsio.

Metris-affiineissa teorioissa, joissa sallitaan torsio ja ei-metrisyys, kisitellddn yleisesti
metris-affiinia avaruutta (A, g). Metrisyysehto johtaa Riemann-Cartanin avaruuteen Ul.
Jos torsion oletetaan havidvan paadytaan pseudo-Riemannin avaruuteen Vy. Olettamalla
my6s kaarevuuden hévidvan jiljelle jad Minkowskin avaruus My. Mahdollista on myds olet-
taa, ettd kaarevuus havida, mutta ei torsio. Talloin on kyse Weitzenbdckin avaruudesta T,
I72], |73].

Ei-metrinen tapaus eli tilanne, jossa metriikan kovariantti derivaatta ei hivia, tarkoit-
taa konkreettisesti, ettd pituus ei siily yhdensuuntaissiirrossa. Torsiota puolestaan voidaan
havainnollistaa tarkastelemalla suunnikasta [72], [74].

Tarvitaan kaksi infinitesimaalista vektoria u® ja v®. Yhdensuuntaissiirretdan vektori u®

pitkin vektoria v®, jolloin saadaan vektori u® — I'jj u*v”. Vastaavasti saadaan suunnikkaan

'K&&nnos hiinen tyostidn 1oytyy viitteesti [70].
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vastakkaiselle puolelle v* —I') v*u”. Jotta suunnikas sulkeutuisi, pitdisi saada kahta eri tieta

kulkemalla sama lavistajavektori
u® + v = I 0" = v +u® — T ufv”. (5.1)
Sieventamélld saadaan ehdoksi torsion havidminen
(T, — T4 u'v” = 28, “utv”. (5.2)

Tama on yksinkertainen ajatus, mutta tuntuu intuitiivisesti oudolta, etté edellisen valossa
torsio ei hévidisi. Ei ole kuitenkaan onnistuttu keksiméin koetta, jolla suunnikkaan sulkeu-

tumista tai sulkeutumattomuutta voitaisiin mitata kidytanndssa.

5.1 Riemannin tensorista

Kuten aiemmin todettua, metris-affiini teoria ei vaadi oletusta konnektion torsiottomuud-

esta. Yleisessd tapauksessa Riemannin tensorilla ei ole totuttuja symmetrioita:

Raﬁ,ul/ = _Rﬂa;w = _Raﬁwu (53&)
Ra/)’,uu = R,ul/a/j~ (53b)

Riemannin tensorin méidritelma kertoo ainoastaan, ettd tensori on antisymmetrinen
kahden viimeisen indeksin vaihdon suhteen. Tama puolestaan paljastaa, ettd on mahdollista
16ytaa useampi erilainen Riccin tensori. Mikéli Riccin tensori ei saa riippua metriikasta, on
vaihtoehtoja kaksi ja kun tdmé sallitaan, on vaihtoehtoja kolme [29]. Tavallinen valinta on
kontraktio ensimmadisen ja kolmannen indeksin vélilld. Koska viimeisten indeksien antisym-
metrisyys on yleinen ominaisuus, ei kontraktio ensimmaisen ja neljannen indeksin valilld
tuota kuin negatiiviselld merkilld eroavan tuloksen.

Kontraktio ensimmaéisen ja toisen indeksin suhteen sen sijaan tuottaa jotakin uutta.
Vaihtoehdot ovat

R = R}y, =0\, — 0,00, + oI, =019, (5.4a)
A o o A o R ple" o o
R:w = R;\;w = _8VFUu + a,UFJV + Faurau - FOél/ ox T aﬂrau - aVFUu‘ (54b)

Toinen kontraktio tuottaa ylemmaésta tavallisen Riccin skalaarin, mutta alempi antaa aina

R = g‘“’R;W =0Ty, — 0Ty, =0. (5.5)

Mikéli Riccin tensorin sallitaan riippua metriikasta on vield kolmas mahdollisuus:
RZJ/ = Ruaaua (56&)
R” = guygaaguBRﬁoam/ - RVUO’V == _RVUI/J = —R. (56b)

Ainoaksi jarkeviksi valinnaksi jai siis R = ¢g"" R,
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5.2 Einstein—Straus-teoriat

Palatini-formalismissa on mahdollista tiputtaa pois oletus metriikan symmetrisyydestd il-
man suurempia ongelmia. Metrisessi tapauksessa tdméa tarkoittaa myos konnektion sym-
metrisyyttd, mutta Palatinin tapauksessa tdmé& on erillinen kysymys. Mikéli metriikka ei
ole symmetrinen, mutta konnektio pidetddin symmetrisend, ei saada hyvia tuloksia [34].
Kun sen sijaan kummaltakaan ei vaadita symmetrisyyttd, saadaan Einstein—Straus-teoria.
Erds huomioitavista asioista téssd tapauksessa on, ettei kovariantti osittaisintegrointi enda
ole triviaalia, vaan mukaan tulee lisdtermeji. Uudemmat tutkimukset kuitenkin rajaavat

ei-symmetrisen metriikan melko ahtaalle [75], [76].

5.3 Symmetrinen metriikka ja torsiollinen konnektio

Toisin kuin Einstein—Straus-teoriassa oletetaan tassd metriikka symmetriseksi. Konnektion
suhteen ei kuitenkaan tehdd symmetriaoletuksia. Torsion mukanaolo tarkoittaa, ettd aika-
avaruus voi kiertyé. Intuition perusteella tuloksen pitéisi olla, ettd torsion aiheuttaa materia
— materia aiheuttaa kaarevuuttakin. Lihdetddn tarkastelemaan vaikutusta, joka on jaettu
jalleen kerran materia- ja gravitaatio-osiin S = Sg + Sy, jossa gravitaatio-osa on f(R)-
tyyppid S¢ = 5 [ dQy/=gf(R). Tuttuun tapaan saadaan

1 / 1 v 1 ! 4
5S¢ = 5= | Q[ (RRRw) — 5 f(R)gu]0g™ + —/ dQf (R)g"R,y,  (5.7)
R Ju 2 2K U

jossa on merkitty R(,,) kaarevuusskalaarin symmetristé osaaﬂ

5.3.1 Gravitaation vaikutus

Konnektiot saattavat sisiltdi torsiota, joten Palatinin yhtéloa ei voi kiyttdd vaikutuksessa
(5.7). Oletettavissa on, etti saadaan lisitermeji, jotka riippuvat konnektion antisymmetris-
esti osastal’t

SRy, =050T, — 0,061, + 0L, I%, + T2,\007, — 6T, T, — I, 007,
=V0I), — V00, + 19,01, + 19,00, — 5,007,
—I, 000, — 5,000, 4+ 15,000, + 005, + 5,609, — 62,1, — I's, 007,
=V0I'), — V.00, + I9,60), — 5,007,
=V0Ty, — V, 00, + 217,561, (5.8)

2 Antisymmetriselle osalle 5g’“’R[W] =0.
3 Antisymmetrisyyttd merkitéiéin hakasuluilla, ks. liite
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Kahteen ensimmadiseen termiin sovelletaan kovarianttia osittaisintegrointia. Téssé kuitenkin
nousee esiin edellisen kappaleen ongelma, torsiollisessa tapauksessa osittaisintegrointi ei
ole triviaalia. Torsiollisen tapauksen osittaisintegrointia on tarkasteltu liitteessa Téssd

tarvitaan ainoastaan lopputulosta
/ dQf'(R)g" (VAoTy, — V,00),)
U

_ /U A0V, (f'(R)g")oT %, — VaA(f'(R)g")oT %, +
2f' (R)g" (D x0T, — Thu0li) |- (5.9)

Nyt vaikutuksen variaatiolle (5.7)) on

1 1
550 = 5 | (7RI - §f<R>gW)agW SNV (' (R)g™) +

o vA( F(R)g™) + 2f'(R)g" (Ton0T 2, — T 0T + T8y 6T )]
o [ aof{lrr §f<R>gW]5g“” + [V (R)g™) -

U
< <R>gﬂ“>5 +2/(R )(gWFM 0% + 8" Thy) T, }

o [ a0 [P (RBR — 5 F(Rgulia™ + [V (F (R)g™) -
U

va(f’(R)g““)5V+2f( (8 Saa® = 97 Sa"05 + 8 Sar") 0T, | (5.10)

5.3.2 Materian vaikutus

Materian osuus oletetaan useimmiten riippumattomaksi konnektioista. Selvistikddn tdma
ei ole yleisin tapaus. On syytéd hetki miettid, mité téllainen oletus tarkoittaa [77]. Materian
vaikutuksessa kovariantit derivaatat ovat talléin a priori yhteensopivia metriikan kanssalz_f]
eli Christoffelin symboleita. Konnektiot eivit siis ole méirdiméssd avaruuden geometrisia
ominaisuuksia, kuten yleisessd tapauksessa. Se ei miéarittele yhdensuuntaissiirtoa ja itse
asiassa metriikka miirdd koko avaruuden geometrisen rakenteen]]

Konnektioista riippumattoman materian vaikutuksen tapauksessa konnektiot menetté-
vat suurelta osin merkityksensd edellisen nojalla. Ne ovatkin siis erddnlainen materiaan
kytkeytyméton apukentti, joka voidaan tulkita fysikaalisesti samaan tapaan kuin skalaariken-

tat skalaaritensoriteorioissa. Néin siiné mielessé, ettd metriikka on ainoa osa gravitaatiokent-

4v —
AJuv = 0
5Koska tiissi tapauksessa tulos on tietyssi mielessi metrinen, erottaa Sotiriou artikkelissaan Palatini-

formalismin ja metris-affiinin teorian. Palatini-formalismissa oletetaan materian vaikutus riippumattomaksi

konnektioista. Metris-affiini teoria on edellisen yleistys, jossa oletusta ei tehdé.
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tad, joka vaikuttaa materian kanssa. Konnektiot eivit sisilla kaarevuuden luonnetta, mutta
vaikuttaa siihen, miten materia kaareuttaa avaruutta.

Koska konnektion tarkoitus on pohjimmiltaan méaaritelld yhdensuuntaissiirto, ei jatkossa
tehda oletusta materian vaikutuksen riippumattomuudesta konnektioista. Lisdksi mukaan
otetaan kentét ¢ﬂ joten Sy = Sn(guws Ffw, 1), jolloin saadaan

o 531\4 iy / 55]% A 1/ uv uv A
5SM—/UdQ(Sgwég + [ A0GEany, = =5 | a0V (Tusg + A0T). (511

72

N&in merkiten siis hypermomentin Ay*” hévidminen tarkoittaa materian vaikutuksen ri-
ippumattomuutta konnektioista. Jos tdmé oletetaan a priori, paddytadn ongelmiin, kuten
aiemmin on todettu. Toisaalta tdhin saatetaan padtya a posteriori esimerkiksi skalaarikent-

tien tapauksessa. Silloin saadaan samat yhtalot, tehtiinpé oletus materiasta tai ei.

5.3.3 Kenttiyhtilst

Yhdistamélld nyt materian (5.11)) ja gravitaation (5.10) osuudet saadaan yht#loksi metriikan

variaatiosta .
F'(B) Ry = 5 (R) G = KT, (5.12)

joka on jo tuttu. Konnektion tuottamat yhtalot sen sijaan poikkeavat aiemmin saaduista,

koska torsiottomuusoletuksesta luovuttiin. Nyt ne ovat muotoa

= [V () - VA )+

2f"(R) (9" Sxa® — g"7S0a05 4+ ¢"*San”) = KA. (5.13)
Kontraktoimalla p ja A paljastuu, etta
0=rAM, (5.14)

koska hakasulkujen sisilld olevat termit kumoavat toisensa ja kaksi ensimmaisté torsiotermié
samaten havittavat toisensa. Kolmas torsiotermi havidd symmetrisen metriikan ja antisym-
metrisen tensorin kontraktiona.

Yhtalo on materian ominaisuuksia rajaava side-ehto [53]. Materian vaikutuksen
variaation kontraktion pitad aina havita. Tama ei ole tyydyttava tulos, silld kaikki materia ei
ole téllaista. Teoria ei siis pysty kuvaamaan kuin tietynlaista ainetta. Téssi kappaleessa on
kiayttetty oletuksia, ettd metriikka on symmetrinen ja vaikutus riippuu ainoastaan kaarevu-

usskalaarista. Koska néilld alkuoletuksilla padadyttiin ongelmiin, tdytyy toisesta oletuksesta

6 Joiden suhteen ei tdssd varioida.
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luopua. Mikéli luovutaan metriikan symmetrisyydesti, saadaan Einstein-Straus-teoria [34].
Néin saadaan konsistentit yhtalot, mutta niiden fysikaalisuus ei ole selvio. Téassé tapaukses-
sa nimittain ei-metrisyys ja torsio eivéit héivié tyhjiossa. Torsio ei siis ole perdisin materiasta,
vaan on gravitaatiolle luonteenomaista.

Toinen vaihtoehto on muuttaa vaikutusta lisddmaélla termeji. Naiden avulla tulisi saa-
da rikottua edellisessa luvussa mainittu projektiivinen invarianssi. Matemaattisesti timé on
mahdollista hyvinkin monilla lisdyksilla, mutta jilleen on syytd miettid naiden fysikaalisu-

utta [77]. Korjauksien tulisi tyhjiossi johtaa torsion hévidmiseen.

5.3.4 Lagrangen kertojien menetelmi

Korjaustermid voidaan ldhted etsimiddn Lagrangen kertojien menetelmélld. Koska projek-
tiivinen invarianssi tuottaa ongelmia, pitdd tdmé symmetria saada rikottua. Projektiivisen
muunnoksen madritelméstd (4.7) ndhdadn, ettd kiinnitettivid vapausasteita on neljé, vas-
taten \,:n komponentteja. Ongelma siis vastaa nelivektorin kiinnittdmista. Hehl ehdotti [53]

Weylin Vektorilﬂ kiinnittdmista eli lisdtermia

Suar = [ A5, (5.15)
U

jossa A" on Lagrangen kerroin. Lisdtermi ei kuitenkaan tuota toivottua tulosta. Tamé toimii
ainoastaan, jos f(R) on lineaarinen R:n suhteen [77]. Ei-metrisyyttd ei voida sitoa Weylin
vektorin avulla, koska ei-metrisyys johtuu suoraan Lagrangen tiheyden muodosta. Vapausas-
teet eivit siis ole perdisin ei-metrisyydesta vaan torsiosta. Torsiottoman tapauksen yhtilot,
jotka johdettiin luvussa , ovat siis konsistentit. Hehlin artikkelissal53] ongelma siis aiheutui
lisaamalla yleisyytta. Toisaalta kulkemalla yleisyyden tietd loppuun saakka, ongelmakin jaa
taakse, kuten seuraavassa havaitaan.

Torsiotensorin neljé vapausastetta tulee kiinnittdd, joten vaaditaan S, = S,,% = 0 eli
kontraktoidut konnektiot ovat symmetrisid. Lagrangen kertojan B* avulla muodostetaan

lisdtermi
SL]V[ = / dQ\/ —gB'uSu. (516)
U

Nyt varioidaan myos Lagrangen kertojan suhteen, joten uutena saatava yhtald varmistaa,
etteivat kenttayhtilot muutu. Sy, riippuu metriikasta, mutta uutena saatava yhtalo varmis-
taa tdman uuden termin hévidmisen eli metriikan suhteen saadaan edelleen yhtaloksi (5.12]).

Konnektion suhteen varioitaessa sen sijaan tulee pieni lisdys yhtéaloon (5.13]), koska Cartanin

"Weylin vektori médritelliéin Q,, = —1V g, ks. liite
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torsiotensori miiritelliin konnektioiden avulla. Tulos onfl

= [T )3 - V() ]+

2f(R) (g’“’Sma — 9" 5,005 + g"aSaA”) = /i(A,\‘“’ — B["éz]). (5.17)
Lagrangen kertojan variointi tuottaa tietenkin yhtalon
S, =0, (5.18)

jonka avulla voidaan siistia edellistd yht&l6d muotoon

v
Ve (f/(R)") 8% — V(S (R)g™) | +
21 (R)g"* San” = R(A,\“V - B[“é';]). (5.19)
Kontraktoidaan p ja A, jolloin vasen puoli havidd kuten aiemminkin, mutta oikea puoli antaa
yhtalon
Bt = gAao‘“. (5.20)

Sijoittamalla tdméa takaisin saadaan torsiollisen tapauksen kenttidyhtdlot lopullisessa muo-

dossa

F(R) Ry~ 57 (B = KT, (5.212)

Vo (R)g)d = Va(F (R)g™) |+

< Q

2
(R)g"Sa” = K (A3 = S0 4Y)). (5.21b)
Suoaa = 0. (521C)

Néama yhtédlot ovat konsistentit, eivitkd tee hankalia vaatimuksia materian suhteen. La-
grangen kertojan kdytossa menetettiin hieman yleisyyttd. Rajoitus ei kuitenkaan koske téasséa
tapauksessa materiaa, vaan aika-avaruutta. Torsio on mahdollinen eli aika-avaruus voi kier-
tyd, mutta vain siten ettd S, = 0. Ilman téllaista rajoitusta seuraa aiemman perusteel-
la ongelmia yleisen f(R)-vaikutuksen tapauksessa. Kuten aiemmin n#htiin, on kuitenkin
erikoistapauksia, jotka toimivat helpomminkin.

Tarkastellaan nyt erilaisia materian vaikutuksia S}, ja erityisesti erilaisia hypermoment-
teja A M.

8B76S, = LB°§(I%, —T2,) = 1(B76r6y — Bo66k)oTY, = L (Brs¥ — BYoY) = BlrsY.

N2
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5.3.5 Hypermomentti hiaviai

Yksinkertaisin tapaus on luonnollisesti, ettd materian vaikutus ei riipu konnektioista eli
A\* = 0. Hypermomentin hévitessd hividd my6s yhtdlon (5.21) oikea puoli. Kontrak-

toimalla v ja A saadaan metrisyysehtoa muistuttava
Va(f'(R)g") = 0. (5.22)
Takaisin sijoittamalla saadaan
Va (f’(R)g’“’) +2f"(R)gh*San” = 0. (5.23)
Koska metriikka on symmetrinen, timén (u, v)-antisymmetrinen osa on
918 =0 = Sun = Suru- (5.24)

Torsiotensori on siis symmetrinen ensimmaisen ja viimeisen indeksin vaihdon suhteen. Koska
médritelméin mukaan tdmé tensori on lisdksi antisymmetrinen kahden ensimmaisen indeksin

vaihdon suhteen, on
Sur = S = =S = =S = Sy = Sy = =S (5.25)

Torsiotensori siis haviaa eli

S, =0. (5.26)

Tuloksena saadaan yhtélot (3.26). Kuten aiemmin todettiin, konnektio on metrinen uuden
metriikan h,, = f'(R)g,, suhteen. Tdméd uusi metriikka on myos symmetrinen, koska se
on konformimuunnoksen pédsséd alkuperdisestd. Koska konnektio on metrinen symmetrisen
metriikan suhteen on myos F;\W symmetrinen. Konnektioista riippumattomat materian ken-
tat siis tuottavat torsiottoman aika-avaruuden. Toisin sanoen, kun annetaan materian vaiku-
tuksen riippua konnektioista, torsion esiintyminen on mahdollista, mutta ei viistamatonta.

Materia siis madrdd sekd kaarevuuden ettd kiertymisen.

5.3.6 Symmetrinen hypermomentti

Tarkastellaan (u, v)-symmetrisen hypermomentin tapausta A, = 0, jolloin konnektion
variaatiosta saadussa kenttdyhtédlossd (5.21b)) myos vasemmalla puolella on vain antisym-

metrinen osa eli

/ « v /! « v 2’% oV
Vo f'(R)g?™)65) + 2f (R)g™ ¥ Ssn = -5 A v stl (5.27)

-
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Kontraktoimalla v ja A vasemman puolen toinen termi hividi, koska S, = 0 ja saadaan

2

Va((R)g) = 2

KACH, (5.28)

-

Sijoittamalla tdmé takaisin oikea puoli ja vasemman puolen ensimmaéinen termi kumoavat
toisensa, joten on
S, = 0. (5.29)

Hypermomentittomassa tapauksessa osoitettiin, ettd tidmé tarkoittaa torsion havidmista
(5.26). Kayttamalla tatd hyvéksi yhtdlon (5.21) symmetrisessd osassa, kenttéyhtiloiksi saa-

daan

PR Ry — 5 F(R) g = KT, (5.30a)
[V ()5~ VA (£ (Bg)| = 5y (5.30b)
N
Tama on sama tulos kuin aiemmin torsiottomassa tapauksessa saatu yhtalo — hyper-
momentilla lisdttynd. Hypermomentti siis vaikuttaa ei-metrisyyteen. Vaikka téssé olisikin
kiytossd Einstein-Hilbert-vaikutus f(R) = R, ei saataisi metristd konnektiota. Koska hyper-
momentin antisymmetrisen osan hévitessa tulos on sama kuin torsiottomassa tapauksessa,

voidaan péitelld, ettd juuri hypermomentin antisymmetrinen osa aiheuttaa torsion.

5.3.7 Antisymmetrinen hypermomentti

Koska edellisessé kohdassa todettiin torsion aiheutuvan kokonaan hypermomentin antisym-
metrisestd osasta, voidaan symmetrisen palan hivitessi, A,(™" = 0, odottaa torsion esiin-

tymistd. Tarkastellaan jilleen yhtélon (5.21) symmetrisid ja antisymmetrisid osia

—VA(f/(R)g") + Va (' (R)g°") 8y + 2f'(R)g* " Say”) = 0, (5.31a)

1 2
Vo (F(R)gM)6Y + 2 (R) g™ WS = k(A1 — ZA oY, 5.31b
\/_—gv(f()G)AJrf()g A= R(Ay 3 ) (5.31D)

Kontraktoimalla v ja A hdvida vasemman puolen viimeinen termi ylemmésté yhtalosté, koska

kontraktoitu torsiotensori on symmetrinen. Ndin saadaan kahden ensimmaéisen termin avulla
Va(f'(R)g™) = 0. (5.32)
Sijoittamalla tama takaisin saadaan sievennettyd antisymmetrista osaa

2
2f'(R) g1 Spn” = k(A1) — gAaa[m;‘]). (5.33)
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Symmetrinen osa voidaan puolestaan saattaa metrisyysehdon kaltaiseen muotoon

— V(£ (R)g") + Va (£ (R)g"¥) 8 + 2f (R)g" ¥ S0 = 0
= = V=90 ([ (R)g") — ['(R)g" Va(v/=9) — Tling® — Tlng™+
+ %(QWFZA — g, + 9™, — Elm’ria) =0
= — V=g0\(f'(R)g") = f'(R)g" (0z(vV=9) = T%av/=9)—
S TR F(R)g™ — 3 (T +T5,) f (R)g™ = 0
= = V=90 (' (R)g") = J'(R)g" (9r(v=9) = T*a)V/=9) — Ty 8*" = Tluny8™
=Va(f(R)g") = 0. (5.34)

~—

| —

~—

Tissi V), tarkoittaa kovarianttia derivaattaa konnektion I' symmetrisen osan suhteen. Apuna
on kiytetty side-ehtoa S5,,% = 0 eli I}, = I'f

(i) Kuten aiemminkin, voidaan méaaritelld

symmetrinen metriikka h,, = f'(R)guw, johon liittyvin metrisen konnektion symmetriset
osat sdilyttavit kovariantisti. Saadaan siis kaksi yhtdlod, joista toinen koskee ei-metrisyytta
(5.34)) ja toinen torsiota (5.33]). Néistd ndhdédén, ettd hypermomentin antisymmetrinen osa

aiheuttaa torsion, mutta ei-metrisyyden synnyttiii vaikutuksen gravitaatio-osa’}

5.3.8 Lagrangen tiheyden muodostaminen

Puhtaasti metrisissd gravitaatioteorioissa ldhdetdédn liikkeelle lokaalisti minkowskilaisista
avaruuksista, joissa konnektiot hividvit. Kaarevan avaruuden Lagrangen tiheys saadaan
tdman kautta sallimalla metriikan ja konnektion yleisyys. Taméa ajatus voidaan pukea
sanoiksi seuraavasti: Gravitaatiokentdn komponentteja tulee esiintyd materian vaikutuk-
sessa vain tarvittaessa. Metrisessé tapauksessa tamaé tarkoittaa, ettd metriikkaa tulee kiyt-
tad materian vaikutuksessa vain indeksien kontraktointiin ja rakentamaan lisdtermeja, jotka
vaaditaan kovarianssin saavuttamiseen. Koska téssd tapauksessa konnektiot eivit ole riip-
pumattomia metriikasta, niitd tulee esiintyé vain kovarianttien derivaattojen sisalli. Ne eivit
my6skdan edistd kovarianssia, silld ne eivit ole tensoreita.

Metris-affiinissa tapauksessa tilanne on kuitenkin toinen. Nyt konnektio on riippumaton
kenttd ja kun torsio sallitaan, saadaan konnektiosta helposti rakennettua tensori, Cartanin
torsiotensori. Minimikytkentdperiaate ei siis ole tdssd sama kuin metrisessd tapauksessa.
Metris-affiinissa tapauksessa minimikykentdperiaate sanoo: Metriikkaa tulee kiyttdd ain-
oastaan kontraktioissa ja konnektioita tulee kiiyttad rakentamaan lisdtermeji, jotka varmis-

tavat kovarianssin.

9Selviistikin, jos f(R) = R saadaan tuttu metrisyysehto eli ei-metrisyyskién ei ole vilttadmitonta.
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5.4 Materian Lagrangen tiheydet

Tahdn mennessda on enimmékseen tarkasteltu geometrian aiheuttamaa vaikutusta ja mate-
rian kenttid yleiselld tasolla. Jotta teoriaa on mahdollista testata myos kiytdnnossa, tarvi-
taan kuitenkin tarkemmin masrattyja vaikutuksia. Mikili teoria tuottaa jonkin fysikaalisesti
mielekkddn vaikutuksen tapauksessa huomattavasti havainnoista poikkeavia tuloksiaﬁ, on
syytéd pohtia koko teorian mielekkyytta. Téssd jaksossa tarkastellaan muutamia esimerkkejé

materian vaikutuksista.

5.4.1 Diracin vaikutus

Diracin vaikutusta tarkastellessa tulee tarpeelliseksi kiyttia tetradiformalismia. Liitteessa
[C] on lisdé tietoa asiasta seké erityisesti merkinnoistd ja mééritelmistd. Lisdksi tarvitaan
spinoreita ja Diracin v-matriiseja, jotka on esitelty liitteessd [D| Koska niitd madritelmié,
sekd, niihin liittyviad identiteettejd, on runsaasti ja niitd tarvitaan ainoastaan tésséi osiossa,
esitetééin ne vain liitteissd. Tam4 esitys seuraa pitkilti Vollickin artikkelia [78]. Jélleen ker-
ran vaikutus koostuu kahdesta palasta: gravitaatio-osasta ja materian osasta. Gravitaatio-
osa pysyy samana f(R)-tyyppisend kuin kappaleessa . Materian vaikutukseksi otetaan

Diracin vapaiden fermionien vaikutus [59]
Sy = / dQ eV (iv" D, — m)¥], (5.35)
U

jossa ¥ on Diracin kenttd ja spinori; v* = e, *y® eli Diracin matriisi, jossa koordinaatti-
indeksi voidaan vaihtaa Lorentz-indeksiksi tetradin avulla. Determinantti e = det(ef,) on

tetradien vastine tutulle /—g. Kovariantti derivaatta spinorille on
1 a
D,V =9,V + 5%”2@\1/. (5.36)

Vaikutuksessa on tulkittu ¥ ja U riippumattomiksi kentiksi. Selviisti helpointa on varioida
vaikutusta kentin W suhteen. Gravitaatio-osassa spinoreita ei tietenkiin esiinny, joten se
tuottaa nollan. Oikealla puolella tdmé puolestaan esiintyy derivaatan ulkopuolella, joten
tulos on selvi:

iv" D, ¥ —mV =0, (5.37)

jota kutsutaan Diracin yhtdldksi. Seuraavaksi tarkastellaan variointia tetradin suhteen. Tor-
siottomassa tapauksessa gravitaatio-osaa kannattaa varioida ensin metriikan suhteen ja kir-

joittaa sitten metriikan variaatio tetradin avulla. Torsiollisessa tapauksessa sen sijaan taytyy

19Kuten esimerkiksi luvussa |3| mainittu Flanaganin p#ittely vapaiden fermionien — esimerkiksi elektronit
— tapauksessa [59]
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kirjoittaa kaarevuusskalaari tetradin avulla [78]:

R=¢e'eyR,,". (5.38)
Néin saadaan
1
0S¢ = —/ dQ[f(R)de + ef'(R)SR]
2k Ju
1
= dQ[ — ef(R)e"deq + ef' (R) (R des + Rutdey”)]
U
1 / a0 [ f(R)R,* — % F(R)e™, Jdet (5.39)
K Ju

Diracin vaikutusta varioitaessa taas saadaan
0Sy = / dQé[e\Il(iea“fy“Du —m)V]
U
- / dQT (7D, — m)Ude + icTy® D, W(5e,)] (5.40)
U

Ensimmaéinen termi kuitenkin hévida Diracin yhtéalon (5.37) nojalla. Kokonaisvaikutuksen

variaatiolle on siis
1 _
§(Sq + Su) = / dQef' (R)R," — 3¢ f(R)e®, + ie¥y*D,V¥]de," = 0. (5.41)
U

Niin saadaan kenttayhtaloksi

[P (R)R, - % f(R)e,] = —ieT~"D, V. (5.42)

Kertomalla puolittain tetradilla e,, saavutetaan siistimpi muoto
1 -
f'(R)R,, — §f(R)gw, = —ikU, D, V. (5.43)

Vielé on jaljelld variointi spin-konnektion suhteen. Talla kertaa on helpompi ldhted liikkeelle

Diracin vaikutuksen osuudesta
oSy = /UdQcS[e\If(i'y“aulll + %v“w,ﬂbZab\If + m\If)]
= / dQ(%fy“e\IlEab\If) 5wuab. (5.44)
U

Gravitaatio-osassa on syytd kirjoittaa Riccin kaarevuusskalaari tavallisesta poikkeavalla

tavalla, nimittdin

1
R = E{—:lwaﬁéabcdeauebyRQQCd. (545)
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Nyt on

2K
1
T 2%y
1
T2k Jy
1
2/{

1 1
6Sq = — dQe f'(R)6R = o / dQf' (R)e" P e gpege” ue’ 0 Ros™
U

dQs“mﬁ eabcdébyéau(waaddwgca - 8a5wgcd)
dQevBe p .e? v (0n€) + waad55)§wﬁ6d

dQS“V ﬁsabcd(Dge M)G 5wa

(5.46)

Toiselta riviltd on padsty kolmannelle kdyttamalld osittaisintegrointia ja tietoa, ettd variaatio

hividd alueen reunalla. Lisiiksi on merkitty 7, = [ f/(R)] 1/26%. Tédmén muunnetun tetradin

kohdalla konnektio havida:

Dgé®, = 0%, + w™e,.
Yhdistdmaélla vaikutukset saadaan tuttuun tapaan kenttiyhtalot
i AT, 1 uvaf ~a \zb
5’}/ G\I/Eablp = ﬁg 5abcd(DB€ u)e -

Kéyttamalla liitteen [D] identiteettejd voidaan vasen puoli kirjoittaa muotoon

1€ -
- ﬂ\I’eaéfguyﬁ%’YMYV’Yﬁ’stfcdabzab‘I’

= ) 4\116 € e caay VY s 20U

= 24\1j5u 65abcd7,u’yufyﬁ2 .

Tamaén avulla voidaan kirjoittaa kenttayhtéldista uusi yhtédlo
o Vel — 10 by
(Dipén) %) = 25 P m =0
Oikealla puolella voidaan jélleen kiyttaa liitteen identiteetteji, joten

~la ~ ek - o\a
(Dpe',) e, = E‘I’gﬂuuﬂﬂ nOw.

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

Tulosta ((5.50) on mahdollista siisti kertomalla puolittain &, ja é,*. Vasemmalla puolella
suuri osa termeistd kumoutuu ja tulos voidaan kirjoittaa helposti ilman antikommutaattoria.
Oikealla puolella puolestaan voidaan lisiksi kilyttdd identiteettid (D.8bf). Néin saadaan

K

Dgé®,, — D,e%p = — =0 [2675%#0“7/) — (e"gvu — e“uyﬁ)} v

4/ f'(R)
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Kayttamalla toista tetradipostulaattia saadaan vasemmalle puolelle torsio esiin. Ndin ndhdaén,
ettd torsio ei hdvid. Sen muodoksi tulee

a Z’f = a a a
@[26755@/) V= (€ —e #75)]\11

Faea_l—\a éaa: aéaa:
uB B B 4 f,(R)
1K

=8,,5%%, = P P (e, — % ys) ]
uB € 4f (R) [67553,“4’ ’7 (6 B,y# € H’yﬁ)]

K

=S80 = a0 U [2e7588p07” — (€asVu — €ans)] V. (5.53)

Taméa on yksi esimerkki tapauksesta, jossa materia aiheuttaa torsion. Fermionit ovat
tarked ja usein kiisitelty materian muoto. Liséksi Diracin vaikutus ((5.35)) on varsin yksinker-
tainen. T&std huolimatta torsion muodon laskeminen ei ollut aivan suoraviivaista. Valitet-

tavasti tdmé on tavallista fermionien yhteydessé.
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6 Symmetriset avaruudet

Vaikka yleensd pyritddnkin luomaan mahdollisimman yleisid teorioita, on tavallisesti jos-
sain vaiheessa rajoitettava yleisyytti. Teoria saattaa olla yleisimméssd muodossaan liian
raskas havaintotulosten tulkintaan. Toisaalta havainnot saattavat suoraan sulkea pois osan
vaihtoehdoista. Tdmé luku kédsittelee konnektion vapausasteiden rajoittamista symmetrian
avulla. Havaintojen nojalla tietyt symmetriat ovat perusteltuja, joten on olemassa muutakin

motivaatiota kuin jatkotarkastelujen yksinkertaistaminen.

6.1 Afhinit vektorikentat aika-avaruudessa

Seuraava voidaan luonnollisesti yleistida erilaiseen dimensioiden maérdén ja metriikkaan, jol-
la on mielivaltainen signatuuri. Tdmén tutkielman puitteissa kiinnostus kuitenkin kohdistuu
neliulotteiseen aika-avaruuteen.

Ensinnidkin tarvitaan tensorin sdilymisen kisite. Siledn vektorikentéin X sanotaan sdi-
lyttdvdn tensorin T monistolla M, jos kaikilla sileilld lokaaleilla diffeomorfismeilla ¢; on
T = ¢;T diffeomorfismin ¢, médrittelyalueessa U. Tama on yhtépitiva viite sen kanssa,
ettd LxT = 0 eli tdmén tensorin Lien derivaatta hdvida. Téata on kisitelty liitteessé [E]

Affiini vektorikenttd X on moniston M globaali siled vektorikentta, jos jokainen siihen
liittyva lokaali siled diffeomorfismi ¢; on affieni kartta. Kartta ¢; on affiini, jos se séilyttaid

moniston geodeetit ja niiden affiinit parametrit. Voidaan osoittaa [79], etti

g 0 0
I R o po Jé]
£xV (550 ) = (VaViXe = B3,,X7) 2 (6.1)
ja ettd X on affiini silloin ja vain silloin kun LxV = 0 eli
V.V, X = R*,;X". (6.2)

Tama voidaan kirjoittaa myos toisin, jakamalla X :n kovariantti derivaatta symmetriseen ja

antisymmetriseen osaan:
1
V., X, = §h,w + F. (6.3)
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Symmetrinen osa vastaa metriikan Lien derivaattaa, kun konnektio on symmetrinen, silla
hyw = hyy =V, X, +V, X, = Lx g (6.4)
Sijoittamalla yhtdloon saadaan
%Vah,w + VoFu = Ruas X’ (6.5)
Kun otetaan huomioon indeksien symmetriat, saadaan kaksi ehtoa
Vohuw =0, VoFu, = RuasX’. (6.6)

Ensimméinen néisti voidaan osoittaa ekvivalentiksi sen kanssa, ettd X on affiini vektorikent-
ta [79). Usein kisitellyt Killingin vektorikentdt ovat erikoistapaus tésta yleisemmésta vek-

torikentastéd. Jos valitaan h,, = 0, saadaan

VX =0 (6.7)
ja

Lxgu = 0. (6.8)

Ensimmaéistd naistd sanotaan Killingin yhtdloksi. Saadaan muitakin mielenkiintoisia erikoistapauk-

sia, kuten homoteettiset vektorikentdt, mutta ne eivit ole tissi tutkielmassa oleellisia.

6.2 Muotoinvarianssi ja Killingin yhtalo

Vaihtoehtoisesti symmetriaa voidaan kasitelld tarkastelemalla muotoinvarianssia. Tensori T’

on muotoinvariantti [80] koordinaattimuunnoksessa = — 2/, jos
Tos (y) =Tos (y), Yy eM (6.9)

Erityisen kiinnostava on muotoinvariantti metriikka, jonka ehto on tensorin muuntosiintoa

kayttaen
ox'™ Oz’

Koordinaattimuunnosta, joka toteuttaa taméan ehdon sanotaan isometriaksi. Tama ei kuitenkaan

G (1) =

ole vield kovin hytdyllinen vaatimus, mutta se yksinkertaistuu huomattavasti, mikali ra-

jaamme tarkastelun infinitesimaalisiin muunnoksiin:

't =t + XM (x), (6.11)
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joissa t on pieni nollasta eroava parametri. Tassa tapauksessa saadaan

ox'™ _ O(z* +tX(x)) _ 5o +t8X°‘(w)

OxH OxH " oxr

(6.12)

joka edelleen voidaan sijoittaa isometrisyysehtoon (/6.10)). Ensimmaiisessé kertaluvussa saadaan

_ | sa 0X“(x) 8 0X"(x) oy 99 ()
() = (5# +tw> (5V o )(gag(x)+tX () @:))‘ (6.13)
Tama sievenee muotoon
oxe ox« 9% B
Spn Jov + B Jne +X e Lxgu =0, (6.14)

jossa muuttujana ei esiinny endd muunnettu z’. Saimme samalla esiin Lien derivaatan.
Samanlainen kisittely voidaan suorittaa yleiselle tensorille, joten pdadyttiin samaan ehtoon
kuin edelld. Tavallinen tie tdstd eteenpdin on edetd Killingin yhtaloon . Se vaatii
kuitenkin lisdoletuksia, joita meilld ei ole kiytossa. Tarkastellaan kuitenkin tatd toimen-
pidettd kiinnittden erityisesti huomiota tarvittaviin lisdoletuksiin.

Kuten liitteessa |[Ef on todettu, Lien derivaatan tuottamat osittaisderivaatat voidaan
muuttaa kovarianteiksi derivaatoiksi, mikéli konnektio on torsioton. Téata oletusta ei kuitenkaan

haluta vield tehd4, joten jatketaan osittaisderivaattojen kanssa kirjoittaen
9o X = 0u(9or X*) = X Opgow = 0u X — X Opon- (6.15)
Niin saadaan metriikan Lien derivaataksil
LxGu = 0, X, +0,X, + (X"‘aagm, — X“0uGar — Xo‘&,gw)

o /8
= 28(MXV) - 2X gﬁa{pﬂ/

= 201, X,) — 2Xa{ fy} (6.16)

Toisaalta kirjoittamalla auki Killingin yhtdlo saadaan
VX =0,X, +0,X, — I}, Xo — 1", Xa. (6.17)

Vertailemalla néitd kahta huomataan, ettd mikili halutaan saada Killingin yhtdloé voimaan

taytyy olla

« (0% (0%
QXQ{HV} =% X, + 12, X, (6.18)

1 T4ssé kiytetddn jilleen Christoffelin symbolin perinteists merkinti {,Z/}
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Koska vektorikenttd X® on mielivaltainen, taytyy konnektion olla muotoa

(03 Q «
I, = {uv} +Cw®, (6.19)

jossa C,,* on kahden ensimmaisen indeksin suhteen antisymmetrinen tensori. Liitteessa
on esitetty konnektio hajotettuna kolmeen osaan: Christoffelin symboliin, torsioon perustu-
vaan osaan ja ei-metrisyyteen perustuvaan osaan. Yhtalon (6.19) mukaan Christoffelin sym-
boli on sopiva, samaten torsio-osa kiy, koska se on antisymmetrinen kahden ensimmaéisen in-
deksin suhteen. Ei-metrisyysosan sen sijaan tulee havitd, mikili haluamme Killingin yhtélon

voimaan. Artikkelissaan Bloomer [81] toteaa, ettd Killing-yhtdlo on voimassa yleiselld kon-

o o 1 o
P/,Ll/ = { } + §S,ul/ . (620)

1%
Téassd on hieman epatarkkuutta, silld kuten edelld osoitettiin, téllainen konnektio toteuttaa

nektiolla, jotka ovat muotoa

kylld Killing-yhtdlon, mutta ei kuitenkaan ole yleisin mahdollinen konnektio.

6.3 Homogeenisuus ja isotrooppisuus

Homogeenisuutta ja isotrooppisuutta on kisitelty suhteellisuusteorian kurssillaE]7 joten ne
oletetaan téssd tunnetuiksi késitteiksi. Yksinkertaisesti sanottuna homogeenisuus tarkoit-
taa, ettd avaruus on kaikissa pisteissdin samanlainen. Isotropia puolestaan tarkoittaa, etté
kaikki suunnat ovat vastaavia. Todetaan vield, ettd tahtitiede on tuottanut suuren maarin
havaintoja, jotka tukevat ajatusta, ettd maailmankaikkeus on suuressa skaalassa homogeeni-
nen ja isotrooppinen [82], [83], [84].

Jatkossa tarvitaan erityisesti kahta ominaisuutta, jotka seuraavat homogeenisuudesta
ja isotrooppisuudesta. Killingin vektori voidaan valita siten, ettd annetun pisteen m ym-
paristossd X*(m) = 0 ja V,X, on mielivaltainen, kunhan toteutuu. Tam4 jalkimmaéi-
nen ehto on hyodyllisimmillaédn, kun ehto toteutuu. Isotrooppinen ja homogeeninen
avaruus on maksimaalisesti symmetrinen ja siis sallii N(N +1)/2 lineaarisesti riippumatonta
Killing-vektoria.

Edellisessé luvussa késiteltiin metritkan maksimaalista symmetriaa. Tétd4 ominaisuutta
voidaan kuitenkin vaatia muiltakin tensoreilta, kuten kaarevuustensorilta tai torsiotensoril-
ta. Toisaalta voidaan tutkia myos yleisten tensoreiden ominaisuuksia symmetrisissa avaruuk-
sissa. Lahdetédédn tarkastelemaan aluksi tensoreita ja konnektioita symmetrisissa avaruuksis-

sa. Kaytannossa tdma ei kuitenkaan vield riité, silld neliulotteisessa aika-avaruudessa on yksi

2 Asiasta voi lukea muun muassa viitteesté [54].
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aikaulottuvuus ja kolme symmetristd paikkaulottuvuutta. Jatkossa siis tarkastellaan myos
symmetristen aliavaruuksien tapausta.

Liitteessd [F] on laskettu tuloksia eri rangin kovarianteille tensoreille maksimaalisesti sym-
metrisissa avaruuksissa. Kosmologian kannalta ndmé& eivit sindnsad ole kuitenkaan kovin
kiinnostavia. Standardikosmologiassa kolme paikkaulottuvuutta ovat maksimaalisesti sym-
metrisid, mutta aika jad ulkopuolelle. My&s pallosymmetrinen tapaus on kiinnostava. Naissa
molemmissa tapauksissa on kyse maksimaalisesti symmetrisistd aliavaruuksista. Naille on
johdettu tuloksia viitteessa [80].

6.3.1 Konnektion komponentit homogeenisessa ja isotrooppisessa

avaruudessa

Homogeenisessa ja isotrooppisessa avaruudessa metriikka saadaan differentiaalisesta kaaren-

pituudesta [80]
k(u - du)?

1 — ku? J
missd u on kolmiavaruuden vektori ja v on aikakomponenttia. Yleensa tdhin tehddin koor-

—dr? = g(v)dv® + f(v)[du® + (6.21)

dinaattimuunnos [80], [85], jonka avulla metriikka voidaan antaa siististi muodossa

1 0 0 0
a(t)
1 0 0 — 1—kr2 0 0
Gmn = _1=10 0 —a(t)r? 0 . (6.22)
0 —a(t)g
0 0 0 —a(t)r?sin® 6

Téssa g;; on kolmiavaruuden metriikka, joka ei riipu ajasta. Koko tdmén osion ajan i ja j
saavat arvoja joukosta {1,2,3}.

Perehdytddn nyt konnektion muotoon, kun kolme paikkaulottuvuutta on maksimaalis-
esti symmetrisid. Konnektiot eivit ole tensoreita, joten liitteen [F| tuloksia ei voida kayttaa
suoraan. Niiden tulosten avulla voidaan kuitenkin laskea konnektion komponenttien muo-
to. Tarkastellaan yleisten maksimaalisesti symmetristen tensorien kovariantteja derivaatto-
ja, jolloin saadaan konnektioita koskevia relaatioita. Nédin voidaan merkittévésti rajoittaa
konnektion muotoa maksimaalisesti symmetristen aliavaruuksien tapauksessa.

Ensimmadisend tarkastellaan maksimaalisesti symmetristd (ks. liite [F]) kovarianttia vek-
toria V,,. Kovariantin vektorin komponentit ovat nollia lukuun ottamatta aikakomponenttia,

joka on jokin vain ajasta riippuva funktio. Kun otetaan kovariantista vektorista kovariantti
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derivaatta, saadaan toisen kertaluvun kovariantti tensori, joka on muotoa
b(t 0
V.V, =0V, =T}, Vo = ) s (6.23)
0 f(t)gi

joillakin ajasta riippuvilla funktioilla b(t) ja f(¢). Tarkastellaan nyt tdmén kovariantin

derivaatan 00-komponenttia
VoVo = 0oV — T Vo = b(t) = T = c(t). (6.24)
Tama komponentti riippuu siis vain ajasta. 0i- ja i0-komponentit puolestaan kertovat

VoVi =8V, = T§Va =0 = I =0, (6.25)
ViVo=0Vo —TitVa =0 = T3 =0. (6.26)

Valitettavasti ¢j-komponenteille ei saada yhtd kaunista tulosta, mutta sillekin saadaan kylla

rajoite:

1@
Vo

Tésséd on viimeisessi vaiheessa kiytetty hyviksi tietoa, ettd f(t) ei voi riippua maksimaalis-

VZV} = f(t)gw = 81‘/} — F?;‘Va = _F?z = F(]]z =

Gij = ¢(t)Gij- (6.27)

esti symmetrisistd paikkakoordinaateista. Néin saatiin vapausasteet rajattua johonkin funk-
tioon ¢(t), joka ei kuitenkaan ole tdysin mielivaltainen, silli se voi riippua vain ajasta. Kon-
nektiolla on 64 komponenttia ja 16 niista on nyt saatu rajoitettua. Kontravariantilla vek-
torilla on kovarianttia vastaavat komponentit eli ainoastaan aikakomponentti on nollasta

eroava. Tarkastellaan seuraavaksi tdtd tapausta:
V.V =0,V +Th, VP (6.28)
Erityisesti ij-komponentin tapauksessa ensimméiinen termi oikealla hividé ja saadaan

Y, = é(t)de. (6.29)

J

Téssé on ¢(t) jokin tuntematon ajan funktio. Néin saatiin 9 uutta rajoitusta. Otetaan seu-

raavaksi késittelyyn toisen rangin kovariantin tensorin kovariantti derivaatta.
VaBu = 0aBu — T By, — T, Bug. (6.30)

Liitteen [F] mukaan kolmannen rangin tensorit hividvit maksimaalisesti symmetrisessé ali-
avaruudessa. Samoin tulee hévitd komponenttien, joissa on seké paikka- ettd aikaindekseja.

Tarkastelemalla 00z-komponentti saadaan
0 = VoBuy; = 0By — Ty Bsi — I'h B, (6.31)
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jossa oikean puolen ensimmaéinen ja viimeinen termi havidvat aiempien tulosten avulla. Tu-

lokseksi saadaan siis

Iy, = 0. (6.32)
Vield tarvitaan 0z7-komponentti
0 = 0Ty; — Tl Ty — Ty T, (6.33)
josta saadaan
Ty = &(t)d]. (6.34)

Jélleen kerran saatiin tuntematon ajan funktion, ¢(¢). Nyt on saatu rajoituksia kaikille
37 komponentille, jotka eivit koske ainoastaan maksimaalisesti symmetristd aliavaruutta.

Loppuja 27 komponenttia rajoittaa liitteessa || laskettu tulos

Il = {Z’;} (6.35)

Konnektion paikkariippuvuus on siis perdisin metriikasta. Jos metriikka on tunnettu, ei
konnektioon jia tuntemattomia paikan funktioita. Se ei kuitenkaan ole pelkistdén metriikan
funktio, vaan osa komponenteista sisiltas aikariippuvuutta funktioissa c(t), é(t), é(t) ja c(t).

Metriikka on yleensd tunnettu, joten konnektion kaikki vapausasteet ovat tuntemat-
tomissa ajan funktioissa. Lisfdoletuksin on néille mahdollista saada keskiniisié relaatioita.
Esimerkiksi voidaan vaatia konnektion olevan taysin torsioton. Kuten téassé tutkielmassa on
useasti mainittu, tdmé on varsin yleinen oletus. T&ll6in olisi ¢(t) = ¢(t). Koska liitteessé
on osoitettu, ettd maksimaalisesti symmetrisissd aliavaruuksissa torsio havidi, tidméa toimii
myos kidntien. Jos &(t) = é(t) eli I}, = '), niin konnektio on torsioton. Ttse asiassa hieman

rajatumpikin ehto, nimittdin edellisen kontraktio, olisi riittdva. Tdmé& on sama kuin luvussa

kiiytetty oletus (5.18)), koska

Sy=Tg,—TI%, =13, - +1, —T!

o ui

10 0 j . j j .

So = Fgo - Fgo + Féo - Féi = 2<5(t) - é(t)) (6-36)
Toisin sanoen on
Tig =0 < &(t) = &(). (6.37)

Kayttoon ei oteta kuitenkaan tétéd torsioon liittyvéi oletusta, vaan ei-metrisyyteen liit-
tyvi. Liitteessi [F| on tehty oletus Vig;; = 0, jotta Killing-yhtils (6.7) saataisiin kiyttoon.

Téassd " tarkoittaa, ettéd kisitelldan kolmiavaruuden suureita. Lisddmalld vield vaatimus, ettd
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yleisemmin on V;g,, = 0, saadaan hyodyllinen relaatio. Tama oletus sisaltdd olennaisesti

uutena ainoastaan

Vz'goj = Vigjo = 0. (638)
Sen sijaan lisdolettamuksia ei kaipaa
Vigoo = 0igo0 — I'Gi9a0 — I'Gi90a = 0. (6.39)

Koska koko luvun ajan on kannettu mukana oletusta maksimaalisesti symmetrisen aliavaruu-
den ei-metrisyyden havidmisesté, on luonnollisempaa téissd vaiheessa kasvattaa tété oletusta

kuin lisaté oletus torsiosta. Selvitetddn tédstd saatava relaatio. Voidaan kirjoittaa
ViV = Vi(gjaV®) = (Vigja)V® + g ViVF = VOVigjo + g ViVF = g ViVF. (6.40)
Kirjoitetaan kovariantit derivaatat auki oikealla ja vasemmalla, jolloin saadaan
9ikl6: V" = —T5igooV". (6.41)

Vektori on mielivaltainen (mutta maksimaalisesti symmetrinen), joten oletetaan sen 0-
komponentti nollasta eridviksi. Téssé esiintyvit konnektion komponentit tiedetdin yhtaloistéa

(6:27) ja (6.29), joten

95¢(t)8F = —&(t)gjigoo- (6.42)

Téassad on esilld kahta eri metriikkaa. Vasemmalla puolella on neliavaruuden metriikka ja

oikealla puolella kolmiavaruuden metriikka. Metriikan muoto ei kuitenkaan ole tuntematon

[80], nimittdin g;; = —a(t)gj ja goo = goo(t). Metriikka ei mytskddn hivid, joten saadaan
t
at) = “Wey = awae). (6.43)
Joo

Néin saatiin vapausasteita vihennettyé vield yhdella. Mukaan tuli uusi funktio a(t), mut-
ta tdmé on metriikasta tunnettu. Itse asiassa tidmé relaatio voidaan johtaa myos suoraan

lisdoletuksesta (6.38). Nimittdin
Vigjo = 0= 0igjo — I'jiga0 — T5;Gjars (6.44)

joka voidaan esittaa
I'Y; 900 = _nggika (6.45)

?

josta saadaan sama relaatio.
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6.3.2 Riccin tensori ja skalaari

Koska nyt konnektion kaikki komponentit tunnetaan voidaan laskea Riccin tensori ja skalaari.

Kéyttden mééritelmas (A.5)) on siis

Ry, = 0,12, — 0,08, + T2, %, — 2 I* (6.46)

KV~ o Ko™ pv*
Otetaan ensimmaisend késittelyyn 00-komponentti
Roo = 0oT'g0 — 0alGo + TolG0 — TaT o
= 0o (c(t) + 32(t)) + (e(t)ie(t)s! + (1))
= ¢(t) + 3¢(t) + 3e(t)e(t) + A(t). (6.47)

Komponentit 07 ja 10 hdviivit, koska Riccin tensori on nimensi mukaisesti tensori. Tarvitsee

siis endd laskea ij-komponenttien muoto. Tédhdn saadaan

Ry =9,T%; — 0,1'% + T2,I%, — I T

I e Kot i

zaj{]];} — ()i — ak{jz} + <F§JF2"7 - ngrzo + {l{]}{zljl}>_
- < (t)é(t)giy + Lo, L5 {knn}{k})
:aj{:i} c(t)gis a{ } ety = A+ {IZ}{@Z}_

— c(t)e(t)gs; — 3c(t)e(t)gi; — { }Z

=Ry — (2e(1)é(t) + c(t)e(t) + &(t) — &(t)e(t)) giy

=Ry + (2a()E(t) + a(t)e(t) + a(t)elt) + a(t)e(t)e(t) — a(D)et)e(t)) gy.  (6.48)
Esiin tuli siis kolmiavaruuden Riccin tensori Christoffelin symbolien suhteen, Rij, ja kolme
korjaustermié yleisemmaistd konnektiosta. Riccin skalaari saadaan helposti laskemalla yh-

teen yht&lo (6.47) ja kontraktio yhtélosta (6.48). MerkintGjen lyhentdmiseksi seuraavassa ei

ole kirjoitettu funktioiden argumentteja ndkyviin. Tulos on
R =R+ 3(2a¢® + aé + ac + act — acc) + ¢ + 3¢ + 3¢¢ + ¢
—R+ 4o+ 3(a(22 + G cb— o) + ab+ io+ ). (6.49)
Kéyttien metriikkaa (6.22)) tdssé on

= 2k(kr®—3)

R= Ty (6.50)
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Tulos on laskettu Mathematicalle RGTC-paketin avullal Riccin skalaari (6.49) voidaan
sijoittaa edellisissd luvuissa laskettuihin kenttdyhtéloihin. Niin saaduissa yhtéldissa olisi

huomattavasti vihemman vapausasteita kuin alkuperiisissa.

6.4 Pallosymmetrinen tapaus

Edellisessd osiossa paikka-avaruus oli homogeeninen ja isotrooppinen. Jos homogeenisu-
usoletus jatetddn, tilanne on pallosymmetrinen. Tamakin on kosmologisesti kiinnostava
malli [86]. Suunnat ovat edelleen samanarvoiset, kuten monet havainnot ovat osoittaneet.
Rakenteita on kuitenkin havaittu hyvin suuressakin skaalassa [7], joten homogeenisuusa-
jatuksen hylkddmiselle (kuten myo6s hyviiksymiselle) on perusteet. Aine ei ole tasaisesti
jakautunut maailmankaikkeuteen, vaan muistuttaa saippuavaahtoa. Térkea sovellusalue pal-
losymmetrisestd tapauksesta ovat stellaarikonfiguraatiot [87], [88]. Maksimaalisen aliavaru-
uden muodostavat kulmat ja dimensio on siten kaksi. Talld kertaa saadaan siis vain kahdek-
san konnektion komponenttia suoraan yhtdlostd (F.30). Muut komponentit tiytyy laskea

erikseen.

6.4.1 Konnektion komponentit

Pallosymmetrisessd tapauksessa metriikka ei ole yhté yksinkertainen kuin (6.22)). Siind on

kuitenkin paljon sddnnollisyyttd, nimittain

. (6.51)

0

Gy = <§nm<t,7") 0 ) _ 910(97¢) gll<9’¢) 0 0
" 0 f(t.1)5;(0,0) 0
)

Kuten edellisessd osiossa, kiytetddn -merkintdd puhuttaessa maksimaalisesti symmetrisen
aliavaruuden suureista. Tédssé tapauksessa g;; ja gnm Ovat 2 X 2 matriiseja. g;; ei riipu ajas-
ta eikd siteestd, vaan ainoastaan avaruuskulmasta. Téssd osiossa indeksit m,n, o, p saavat
arvoja joukosta {0, 1} ja indeksit 4, j, k, [ joukosta {2, 3}.

Lahdetain liikkeelle samaan tapaan kuin edellisessé kappaleessa eli tarkastelemalla mak-

simaalisesti symmetrisen kovariantin vektorin kovarianttia derivaattaa

Ay (1, 0
VoV, =0,V = T2V, = 0,V, — TV, = (t,7) . (6.52)
0 f(ta T)ng

3http://www.inp.demokritos.gr/ sbonano/RGTC/
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jossa dp,,(t,7) on jokin 2 x 2-matriisi. Jilleen kerran aloitetaan tarkastelemalla 00-kompo-
nenttia

VoVo = doo(t,7) = 0oVo — ThoVo — T Vi (6.53)

Koska tama on voimassa kaikilla maksimaalisesti symmetrisilld vektoreilla V), voidaan eri-

tyisesti valita, ettd Vo = 0 tai V; = 0. Néin saadaan selville kaksi komponenttia,
T = Too(t: ), Too = Toolt, 7). (6.54)
Vastaavasti saadaan 11-komponentista,
Y =1 (tr), Ty =Tyt 7). (6.55)
Myo6s 01- ja 10-tyyppiset termit saadaan aivan vastaavasti eli
Lo = Dou(t,7), T = T9(t,7), Ty = Tou(t,7), Tig = Tip(t, 7). (6.56)

Néama 8 komponenttia jaivit siis tuntemattomiksi. Niistd saatiin selville vain, ettd ne eivit

riipu avaruuskulmasta. Tarkastellaan seuraavaksi mi-komponenttia, jolloin siis
0=T%,Vo+T}, Vi (6.57)

Vektori on taas mielivaltainen, joten voidaan tarkastella nditd kahta termié erikseen. Naiden

konnektiotermien tulee siis havita,

I =0. (6.58)
Vastaavalla tavalla saadaan im-komponentista

. =0. (6.59)
Maksimaalisesti symmetrisesté aliavaruudesta saadaan ij-komponentille

Vlv} = f<t7 r)f]ij = alvj - F?VO - lejvl (660)

J

Kéyttden vektorin mielivaltaisuutta, saadaan

F?j = bi(t,7)Gij, I} ba(t,7)gs;- (6.61)

zj:

Edeten samaan tapaan kuin edellisessd osiossa, tarkastellaan seuraavaksi kontravariantin

vektorin kovarianttia derivaattaa,

V.V =0,V T, V" (6.62)
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Jatkossa kaytetdan vektorin mielivaltaisuutta hyviksi mainitsematta sita erikseen joka kom-

ponentin yhteydessi. Tarkastelemalla ¢j-komponenttia nidhdéaan, etta
9, = by(t, )87, T, = ba(t,r)d!. (6.63)

Siirrytdén nyt toisen rangin kovariantteihin tensoreihin, joita koskee yhtélo (F.12)). Ensin-

nakin mni-komponentti antaa

anT;m - F%nTai - F?nTma = 0. (664)
Kéyttaen hyviksi yhtaloita (6.59) ja (6.58) saadaan
r: =0o. (6.65)

Vield puuttuu kahdeksan komponenttia ja niméa saadaan, kuten edellisessikin kappaleessa,

tarkastelemalla mij-komponenttia
0=0nTy — Th Ty — T Ty (6.66)

Téasta saadaan
T, = 0507, T, = beoy. (6.67)
Etsitdén nyt naille 14 funktiolle keskinaisia riippuvuuksia. Otetaan kiyttoon samantapainen

metrisyysehto kuin edellisessé osiossa:
Vmgij = 0. (6.68)

Témén avulla voidaan toimia samaan tapaan kuin yhtélon (6.40|) suhteen, jolloin

gl V" = =TV, (6.69)

Valitsemalla vuorotellen vektorin nolla- tai ykkoskomponentti nollaksi saadaan kaksi relaa-
tiota.

bi(t,r) = —f(t,r)g% (t,r)bs(t,r) = agbs(t,r), (6.70a)

ba(t,r) = —f(t,r)g" (t,r)ba(t, ) = arba(t, 7). (6.70b)

Téssd funktiot a,,(t,r) saadaan metriikan avulla. Koska kisissimme on nyt 12 funktio-
ta konnektion komponenteissa, on syytd miettid, miten nadmé kannattaa esittdd. Ensin-
nékin kahdeksan ensimmaéista funktiota (6.54), (6.55), (6.56) muodostavat blokin, joten

nditd ei kannata erikseen ilmoittaa funktioina, vaan konnektion komponentteina I'? . Kus-

sakin paikassa on siis funktio ajasta ja sdteestd. Indeksit p, m,n voivat saada arvoja 0 ja 1.
Loput 4 funktiota yhtéldistd saadaan (6.61)) ja (6.67) merkitdéin

b, = (b3(t’r)> by = (bg,(i,?“)) . (6.71)
b4(t, T’) bG(t, T)
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6.4.2 Riccin tensori ja skalaari

Nyt voidaan laskea pallosymmetrisen tapauksen Riccin tensorin komponentit. Jatkossa
lausekkeet ovat varsin pitkié ja siksi kiiytetdan seuraavanlaista merkintdtapaa, joka on muun-
nos Einsteinin summauksesta. Kun termissa on kolme jostakin indeksisté riippuvaa tekijaa,
merkitdan keskimmainen indeksi ylos ja muut kaksi alas. Talla ei ole tekemistd kovarianssin
ja kontravarianssin kanssa. Téssé esityksessd tdmé indeksi voi saada vain tietyt arvot, joten
sitd merkitdan aina o. Kuten edellisessd alaosiossa sanottiin, voi tdmé indeksi saada arvot
{0,1}. Merkitéén esimerkiksi

> " anbaby = aobby ja > andpby = a,0%,. (6.72)

Indeksien nosto on siis tdssd tapauksessa ainoastaan muistutus summauksesta.

Ensinnédkin mn-komponentille

Ry = 0,1% — 0,0 +T % _To7T"

= 20,10, + 200bs + 200, T0 1 4 2(biby — B, 1,,). (6.73)

Téahén sijoittamalla saadaan komponentit
Rog = T'jg — Ty + 2by + 27 T0

R = Fi)oo - F(l)O +2b + ZFZUng

]+2(

1+ 2( )
Ry =T1 — 'L + 2by + 217 T |+ 2(bibo — b,T%,

]+2(

q[0™ 1p
Ry =T —TY + 20, + 21?7 T biby — b,

q[1™ 1p

bobo — b,T'hy) s
bob1 — b,I1),

)
)

Y

. (6.74)

Téssa esiintyy aikaderivaatan lisdksi derivaattaa sdteen suhteen, joka on merkitty heit-
tomerkill, esimerkiksi ¢/,. Samaan tapaan kuin edellisessé osiossa, ovat R,,; ja R;,-tyyppiset

termit ovat nollia tensorin muodon perusteella. Nyt tarvitaan enda ij-komponentit

Rij zangi — (%F?‘Z— + FOCI‘{{ — Fa FN

e Ko™ ji
k k
_aj{kZ} - g’Lj (aoaobo + boaoao) - ak{jl} + (FZ]FZCTL + FZ]F?/C + FZJFZ) —
—(a prn g+ 4 CVERL L og ey )
0 onYij ki Zj Qo0 004
=Rij + Gij (aoh’by — agh°by — ab°TT, — a,0°b,). (6.75)
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Tissi Ry; on kaksidimensioisen paikka-avaruuden Riccin tensori. Yhtilsiden (6.74) ja (6.75)

avulla saadaan Riccin skalaarin kontraktoimalla metriikan kanssa

R=¢""Ru, = g™ Ripn + §™ Rini + 9" Rim + 9" Ri;
=9 Roo + ¢° Ror + 9""Rio + g"' Ri1 + g7 Ry;
=R+ 2(a,b°by — agh®by — a,b’T™, — a,0%b,)+
+ 9" Roo + ¢ Ror + ¢"° Rio + g"' Ruy. (6.76)

Tahén ei ole sijoitettu endd yhtéloitd (6.74), koska tulos ei sievene. Jos kuitenkin metriikka

olisi muotoa

B(t,r) 0 0 0
0 —A(t, 0 0
(t,7) : (6.77)
0 0 f(t,r) 0
0 0 0  f(t,r)sin*0
olisi yhtalo (6.76) oleellisesti yksinkertaisempi
R =R+ 2(a,b°by — a,b°by — a,b’T%, — a,0°b,) + ¢ Roo + ¢ Ry
=+ B(Iy = Ty + 2bo + 20T, +2(bobo — b,T%) ) +2(b"b, — 9"
— T 0P + ab,b”) — A(rg{ — 19, + 28 + 207, 17+ 2(biby — b,,rffl))
=2 + B<F%O - 1—‘/010 + 1—‘(1)0Fgl + F%01—‘[1)1 - F(lnrgo - F%lr(l)o + 2(b0l~)0 - bPFgO))
- A(FE)O1 - F?1 + F81F(1)0 + F?lr%o - FBOF% - F?orh + 2(b1by — bprlljl))
+2(ah®b, — agh®by — a,b°TT, — ay0°b,). (6.78)

Téssi on viimeiseen muotoon kirjoitettu R = 2. Tamé voidaan laskea metriikkaa (6.77)
kdyttden. Kun Riccin tensori ja skalaari on néin saatu laskettua, ne voidaan sijoittaa kent-
tayhtiloihin (esimerkiksi ([3.26)). Niissd symmetriaa hyviksi kiyttden saaduissa yhtéloissi
on huomattavasti alkuperiisid vihemman vapausasteita.

Tamén luvun tuloksia konnektion komponenteista ei tiettivisti ole laskettu aiemmin.
Néilld tuloksilla on kiyttod muun muassa stellaarikonfiguraatioden yhteydessa [87], [88].

Rajatummat vapausasteet mahdollistanevat myos monimutkaisempia tietokonesimulaatioi-

ta yhtéloiden ollessa yksinkertaisempia. Kaarevuusskalaareista (6.49) ja (6.78) ndhd&én,

ettd kenttdyhtilot ovat ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtiloita tai osittaisdifferenti-
aaliyhtéldita. Tama oli tietenkin odotettavissa metris-affiinissa eli ensimmaéisen kertaluvun
formalismissa. Se puolestaan ei ollut valmiiksi selvi, ettd kaarevuusskalaareihin ei ilmesty

derivaattoja kaikista riippumattomista funktioista. Merkittavad on, ettd myoOs puhtaasti

57



metrisessd tapauksessa vaikutus voidaan muokata muotoon, joka mahdollistaa naiden tu-

losten hyodyntédmisen. Einstein—Hilbert-vaikutuksen tapauksessa kirjoitetaan

5= /U JOR(g) — /U 4Q[R(T) + B(t.x) (R(g) ~ R(T))]. (6.79)

Téssd B(t,x) on Lagrangen kertojana toimiva kenttd. Sen varioinnin tuottama kenttdyhtalo

varmistaa, ettd R(g) = R(I'). Tatd menettelyd kiytetddn usein kenttéteoriassa.
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7 Yhteenveto

Tésséd tutkielmassa on tarkasteltu Palatinin formalismia f(R)-teorioiden tapauksessa. Lu-
vussa [2| tarkasteltiin syitd etsid uusia yleistettyja gravitaatioteorioita. Siitd edettiin luvussa
Palatinin formalismin taustaan sekd kdyttoon yksinkertaisessa tapauksessa tavanomais-
ten oletusten vallitessa. Eroja puhtaasti metriseen formalismiin ja mahdollisia ongelmako-
htia pohdittiin luvussa[dl Luvussafb]jatettiin tavallinen oletus konnektion torsiottomuudesta
ja tarkasteltiin materian vaikutusta. Viimeisené luvussa [0 pyrittiin konnektion vapausasteita
rajoittamaan symmetrioita hyviksi kiyttaen.

Tarkeimmaét syyt yleistettyjen gravitaatioteorioiden tutkimukseen ja siten myds Pala-
tinin tai metris-affiinin formalismin tutkimiseen ovat havainnot maailmankaikkeuden laajen-
emisesta ja pyrkimys kohti yhtenéisti kenttidteoriaa. Erityisesti kasvava mé#rd supernova-
havaintoja hautaa vanhan kisityksen tasaisesti laajenevasta maailmankaikkeudesta. Samalla
kerddntyy rajoituksia kosmologisten parametrien arvoille. Naissd malleissa ei kuitenkaan ole
kiytetty metris-affiinia formalismia.

Selityksid kiihtyvdén laajenemiseen voidaan hakea perinteisen Einsteinin gravitaation
avulla, mutta se ei ole suinkaan ongelmatonta. Vaikka jokin yleistetty gravitaatioteoria
nousisi ylitse muiden havaintojen selittdjéné, ei yhtendinen kenttiteoria vield hiadmota
aivan kulman takana. Nykyistd laajempi ymmarrys gravitaatiosta vie meitd kuitenkin askel
askeleelta kohti kvanttigravitaatiota ja yhtendista kenttateoriaa.

Palatinin formalismin taustan todettiin olevan kaukana historiassa, Einsteinin toissa.
Siind mielessd Palatinin formalismi ei ole yhtd hyva nimitys kuin muutenkin kuvaavampi
metris-affiini formalismi. Vaikutuksen ollessa f(R)-tyyppid ja torsion hédvitesséd todettiin, et-
tei metris-affiini formalismi ole juurikaan monimutkaisempi kuin puhtaasti metrinen formal-
ismi. Kayttamalla konformimuunnettua metriikkaa saatiin konnektiot esitettyd Christoffelin
symboleina tdméin muunnetun metriikan suhteen.

Einstein—Hilbert-vaikutuksen tapauksessa kuitenkin saavutetaan samat yhtalét molem-
milla tavoilla — ilman tarvetta muunnoksiin. Tietyilld funktion f(R) valinnoilla todetti-

in voitavan selittdd kiihtyvd laajeneminen ilman pime#d energiaa. Lopulta saatiin tulos,
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ettd yleinenkin f(R)-teoria tuottaa Einsteinin yhtéloiden kaltaisen tuloksen, kun materia
jatetddn huomiotta ja funktio f(R) on analyyttinen.

Vaikka Einstein—Hilbert-vaikutus tuottaakin samat kenttayhtélot, eiviat metris-affiini ja
puhtaasti metrinen formalismi ole lainkaan ekvivalentit. Eroavaisuuksia muodostuu useim-
milla muilla vaikutuksilla. Eroja 16ytyi myos esimerkiksi integrointirajoista. Ongelmiakin
metris-affiinista formalismista 16ytyi, mutta ei mitddn ohittamatonta, koko menetelmén
poissulkevaa. Yksi ongelma ja samalla jossakin maadrin vahvuus on avaruuden ja samal-
la konnektion vapaus. Osa ongelmista poistuu, kun yleisyyttd ei rajoiteta. Toisaalta osa
ongelmista esiintyi fysikaalisesti mahdottomissa erikoistapauksissa, kuten ulottuvuuksien
méadran ollessa kaksi.

Torsion salliminen luonnollisesti toi yleisyyden myo6téd hieman lisdé toitd, mutta toisaalta
poisti joitakin ongelmia. Mielenkiintoista oli, ettd jo Riemannin tensorin yksikdsitteisyys
joutui tédssé yleisemmassi tapauksessa koetukselle. Jélleen erikoistapauksena saatiin yleisen
suhteellisuusteorian tulokset. Tarkasteltaessa erilaisia hypermomentteja saatiin selvitettyé
torsion alkuperad. TyOskentelyyn tarvittiin pieni oletus, joka seuraavan luvun [f] valossa ei
ollut lainkaan luonnoton. Lisdksi todettiin kaikissa tapauksissa saatavilla yhtéloilla olevan
yhteisid piirteitd. Erikoistapauksena tarkasteltiin Diracin vaikutusta materiapuolella.

Kosmologiassa havaintojen nojalla avaruutta pidetdin yleensd ainakin jossakin méarin
symmetrisend. Metris-affiinissa formalismissa konnektio on a priori tiysin yleinen, joten sil-
14 on nelidimensioisessa aika-avaruudessa 64 komponenttia. Mikéli aika-avaruus oletetaan
homogeeniseksi ja isotrooppiseksi, saadaan konnektion komponentit riippumaan metriikas-
ta ja kolmesta ajasta riippuvasta funktiosta. Tekemalld pienié lisdoletuksia, olisi niitd va-
pausasteita voitu rajoittaa edelleen. Mikili homogeenisuusoletus pudotetaan pois, nousee
tuntemattomien funktioiden méaara 12 saakka. Namé funktiot saavat lisiksi riippua séiteesté.
Tama helpottaa huomattavasti kenttdyhtéloiden kasittelyd. Naita tuloksia ei tiettdvisti ole
johdettu aiemmin.

Kaiken kaikkiaan on havaittu, ettd mikéén ei sulje metris-affiinia formalismia pois grav-
itaation ja kosmologian tyckaluna. Sen sijaan silld saavutetaan huomattavia etuja, joista
vahiisin ei suinkaan ole, ettd kenttayhtdlot ovat ensimmaistd kertalukua. Tadmé helpottaa
huomattavasti jatkotutkimuksia. Einsteinin vaikutuksen tapauksessa metris-affiini formal-
ismi osoittautui my6s helpoksi ja elegantiksi tavaksi johtaa Einsteinin yhtédlot. Toisaalta
ei ole mitdan ehdotonta syyta, joka asettaisi metris-affiinin formalismin puhtaasti metrisen
ylapuolelle.

Oleellista on, ettd yleisemmén metris-affiinin formalismin erikoistapauksena saadaan
samat yhtilot kuin yleisessd suhteellisuusteoriassa, joka on kestinyt vuosien saatossa useat

kokeet. Mahdollisuuksia on kuitenkin paljoon muuhunkin, esimerkiksi téssd tutkielmassakin
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késiteltyyn torsioon. Kieltdmétta havainnot osoittavat, ettd totuus on hyvin ldhelld yleisté
suhteellisuusteoriaa, mutta tuon totuuden Aérirajojen pienet korjaukset saattavat osoittau-
tua hyvinkin arkijérjen vastaisiksi.

Tamé tutkielma on suurelta osin painottunut teoreettiseen tarkasteluun. Ongelmana
on paljolti se, ettei vield pystytd tekeméin riittdvin tarkkoja havaintoja, jotta voitaisiin
tehokkaasti rajata pois ehdokkaita yleistetyiksi gravitaatioteorioiksi. Siksi on paljon tilaa
kokeilla erilaisia vaihtoehtoja. Lahestulkoon ainoa kriteeri on, ettad erikoistapauksena pitaé
saada yleistetty suhteellisuusteoria. Vastaavalla tavalla yleista suhteellisuusteoriaa testattiin
aikanaan vaatimalla, ettd se rajalle mentédessid tuottaa Newtonin gravitaatiota vastaavat
tulokset.

Ottamalla havainnot mukaan, saatiin symmetrioiden avulla rajattua konnektion muo-
toa. Tama on suuri apu tarkasteltaessa kenttdyhtiloitd ja sitd kautta maailmankaikkeut-
ta siind muodossa, jossa metris-affiini formalismi sen nayttdd. Tietyin keinoin téitd tietoa
voidaan hyodyntda myds metrissi tapauksessa. Kysymys onkin paljolti siitd, missa jarjestyk-
sessi olettamukset tehdaddn. Puhtaasti metrinen formalismi oletti suoraan torsion ja ei-
metrisyyden havidvin. Téllaisiin paddyttiin ajoittain myos metris-affiinissa formalismissa,
mutta lopputuloksena, ei alkuehtona. Metrisen ja metris-affiinin formalismin vertailu onkin
usein mielenkiintoinen syiden ja seurausten vyyhti.

Viktoriaanisen ajan ihmisten mielestd maailman salat oli jotakuinkin selvitetty. Maail-
ma kuitenkin jarkkyi pois rauhallisilta raiteiltaan. Fysiikan alalla jarkyttdjat olivat kvant-
timekaniikka ja suhteellisuusteoria. Kdymattomia teita luodatessa syntyi monia uusia ajatuk-
sia, joista osalle oli kiyttod — osalle ei. Metris-affiini formalismi oli yksi niistd keksinnoisté,
joita testattiin ja heitettiin sitten tarpeettomana pdyddn nurkkaan. Yleinen suhteellisuus-
teoria riitti selittdméin sen ajan havainnot, joten monimutkaisemmille teorioille ei ollut
kayttoa.

Kosmologeille havainto maailmankaikkeuden kiihtyvéistd laajenemisesta oli melkoinen
vallankumous. Nyt alettiin miettid uusia keinoja — ja kaivettiin esiin jo kokeiltuja. Kun
Vollick totesi, ettd metris-affiinissa formalismissa voidaan kiihtyvd laajeneminen selittda
ilman hypoteettisen pimedn energian olemassaoloa, alettiin tdh&n formalismiin tutustua
laajemmaltikin. Sittemmin on paljastunut useita muitakin mielenkiintoisia ominaisuuksia.

Yleinen suhteellisuusteoria asettaa tiukan oletuksen konnektion muodolle. Toisaalta yleisel-
14 suhteellisuusteorialla on vaikea selittdé kaikkia kummallisuuksia, jotka maailmankaikkeus
eteemme asettaa. Ehké on siis aika luopua tuosta kiitemme sitovasta oletuksesta ja hyviksyé,
ettei maailmankaikkeus olekaan niin yksinkertainen kuin toivoimme. Todenn&ksisesti ei
metris-affiini formalismi kerro koko totuutta, mutta se saattaa hyvinkin valaista kokon-

aiskuvaa.
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A Maaritelmia ja merkintoja

Tensorin kisite fysiikan ja matematiikan puolella on jonkin verran erilainen. Fysiikassa
kiytetddn yleensé tensorikenttid ja matematiikassa puhutaan lineaarikuvauksista. Esimerkik-
si Kari Ylisen Differentiaaligeometrian (matematiikan laitos) luentomonisteessa on mééritel-

ty seuraavasti:

Olkoon F &arellisulotteinen vektoriavaruus, £* timén duaali ja r sekd s epdnegati-
ivisia kokonaislukuja. Merkitdin 7 = R ja jos r + s > 1 kiiytetiin merkintdi

T7(FE) kaikkien (7 + s)-lineaaristen kuvausten
t:E*x---xE"x---xE—=R

joukolle, jossa tekijoitda E* on r ja tekijoitd E on s kappaletta. Vektoriavaruu-
den T7(FE) alkioita kutsutaan r:sti kontravarianteiksi ja s:sti kovarianteiksi ten-
soreiksi avaruudella E tai lyhyemmin (7)-tensoreiksi. Jos t, € T (E) ja ty €
T;"j(E), missd 1 +s1 > 1 ja ry +s; > 1 méaritellidn tensoritulo t; ® ty € Ts”lljfs’”;

kaavalla

tl®t2(ﬁ17...,ﬂm,’}/1,...,’ym,bl,...,b317C1,...7CS2)
:tl(ﬁl,...,ﬁn,bl,...7b51)t2(’71,...,’7T2,b1,...761,...,652)7

missd 3,77 € E* ja b;,c; € E.
Sen sijaan liro Viljan Elektrodynamiikan (fysiikan laitos) luentomonisteessa on tensorit

méiritelty komponenttiensa muuntumisen kautta:

Suure T'(x) on tyypin (Z)—tensom’, jos sen r - s komponentin muuntuminen koor-

dinaattimuunnoksessa © — = = z%(z) on
Fa1 Far mi1 ms
Tal..‘ar <1_> _ Tal...ar (i‘) _ ax o a«r aI L ax Tnlmn'r (x)
br--bs br.--bs Jz™ Oz Oxh Qs ~ M
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Kiinnitetty vektori on vektori, johon on liitetty piste, ja vektorikenttd jonkin alueen yli
tarkoittaa, ettd jokaiseen alueen pisteeseen liittyy vektori. Samaan tapaan tensori miarit-
telee joukon suureita jossakin moniston pisteessi. Jossakin moniston osassa miaritelty ten-
sorikenttd taas liittd4 samaa tyyppid olevan tensorin jokaiseen osan pisteeseen [52].

Integroinnit suoritetaan neliulotteisen avaruuden U mitan €2 suhteen ja on merkitty

/U dirA= /U dQA. (A1)

Mikéli ei toisin mainita, tarkoittaa I'}, yleistd affiinia konnektiota. Valilld kuitenkin
tarkastellaan erikoistapauksia, joissa kyseessd on Levi-Civita-konnektio. Téall6in komponen-
tit ovat Christoffelin symboleita. Yleensa néille kiytetdin samaa merkintdtapaa. Tilanteis-
sa, joissa on sekaantumisen vaara, kiytetddn kuitenkin perinteistd Christoffelin symbolin

merkintitapaa 1

a 1,
{0} = 3 10uan+ .05, ~ 00 (A2)

Liséiksi usein tulee kiiyttoon Riemannin kaarevuustensori Rg,,, joka médritelladn
(V,V, =V, V, )u* = %“Wuﬂ, (A.3)

jossa u® on jokin kontravariantti vektori. Riemannin kaarevuustensori siis on kovariant-
tien derivaattojen kommutaattori. Kovarianttien derivaattojen tuloksien mukaan (esim. [54],
[49]) téssé on

Rg,, =0, — 0,05 + T TG, — T, TG, (A.4)

Josta saadaan kontraktoimalla Riccin kaarevuustensori ja -skalaari

R, =R%, R=g"R,, (A.5)

po)

Ajoittain kdytetdin myoOs Einsteinin tensoria
1
G,uu = RMV - §guuR- (A6)

Kreikkalaiset aakkoset kiyvéit indekseiné ldpi nelja ulottuvuutta, joista ajalla on negatiivi-
nen merkKki ja avaruudellisilla ulottuvuuksilla positiivinen. Erikseen mainituissa tapauksissa
kasitelldan yleisempid n-dimensioisia tapauksia. Metriikka on aina symmetrinen.

Kaytossa ovat luonnolliset yksikdt, joissa valon nopeus on yksi.

Tensoreista puhuttaessa kiytetdan usein symmetristen ja antisymmetristen osien yhtey-
dessid merkint6ja [ ] ja (). Ne poimivat vastaavasti tensorin symmetrisen osan

1

Ay = ) (AIW + Avu) (A7)

!Historiallinen merkintétapa Christoffelin symboleille on {“a"} eli kddnteinen nykyiseen ndhden. Taméa

johtuu summauskiytidnnén muuttumisesta.
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ja antisymmetrisen osan

1
A = §(AW - Avu)' (A.8)

Ei-metrisyystensori madritelladin metriikan kovarianttina derivaattana

Qa,uu = _vaguw (Ag)

joka on tdssa tutkielmassa aina symmetrinen kahden jialkimma&isen indeksin suhteen koska
kisittelddn ainoastaan symmetrisen metriikan tapauksia.
Weylin vektori méaéritelladn ei-metrisyyden kontraktion avulla
1

Qu 1

Qm/y

1
Konnektion antisymmetristé osaa eli torsiota voidaan merkitd Cartanin torsiotensorilla

St =T (A.11)

[pv]-

Tensoritiheyksid merkitdan fraktuurakirjaimilla eli
AW = \/—gAH. (A.12)

Energiaimpulssitensort maaritelladn tavalliseen tapaan

2 0Su
V=g 09"

Muodostetaan vastaavanlainen tensori materian vaikutuksen variaatiosta konnektioiden suh-

(A.13)

teen. Tatd kutsutaan hypermomentiksi: [53].

2 5SM

AW = ——— : A14
A V=g 5Fﬁy ( )

Derivaattaa koordinaattiajan suhteen merkitdin pisteelld eli esimerkiksi
atA/L = A,u' (A15)

Yhden muuttujan funktion derivaattaa muuttujansa suhteen merkitdin yleensi heit-

tomerkilla, eli esimerkiksi
df(R) _
——= = f(R). A16
= p(R) (4.16)
Heittomerkkid kilytetddn luvussa [6] merkitseméiin derivaattaa siteen suhteen (erotuksena

derivaatasta ajan suhteen) eli esimerkiksi

ora(t,r)=d(t,r). (A.17)
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B Yhtaloiden johtoja

B.1 Kovarianttia integrointitekniikkaa

Tensoritiheyksille voidaan kirjoittaa

VA =+/—gV,A" + A"V /=g
= /=90, A + =g} A + A7\ /—g — AT /=g
= 0, A" + T, A% —T'g A%, (B.1)
josta saadaan edelleen kontraktiolla
VA = g A8 4 217, A (B.2)

eli tensoritiheyden kovariantti derivaatta on torsiottomassa tapauksessa tavallinen osittais-
derivaatta.

Tarkastellaan nyt integraalia

- / d(B~ )V, (C), (B.3)

jossa B ja C' ovat joitakin tensoreita tai tensoritiheyksii. Integrandiksi taytyy tulla skalaari-
tiheys, joten B (C  téytyy olla kontravariantti vektoritiheys, jota merkitdan 2A*. Kovari-

antilla derivaatalla pétee Leibnitzin sdénto, joten voidaan kirjoittaa
(B )Vu(C )=V (B~ C7 )= V(B )(C ). (B.4)
Integraali saadaan kaavojen (B.2), avulla muodossa
[ /U OV, 24" — (B~ )(C )]

= / dQ[O, A" 4 20, A — V(B )(C )], (B.5)
U
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jossa ensimméinen termi on puhdas divergenssi, joka Gaussin lauseen avulla voidaan muun-
taa pintaintegraaliksi. Tété integrointitekniikkaa tarvitaan vaikutusta varioitaessa, kun vari-

aatiot havidvit pinnalla. Siis varioitaessa vaikutusta konnektion ollessa yleinen on
I = / s} [QF%M]B“'._, — VMB'““JC’“'_.. (B.6)
U
Ja luonnollisesti, jos torsiota ei sallita, saadaan siistimpi

[—— / i0C VB (B.7)
U

B.2 Christoffelin symbolin variaatio

Seuraavassa osoitetaan, ettd Christoffelin symbolin olevan tensori samalla tavalla kuin Pala-
tini omassa artikkelissaan [30]. Tulosta tarvitaan muun muassa Palatinin yhtédlon todistuk-

sessa. Lahdetdaan liikkeelle Riccin identiteetisté:

99a
D'ygoz,u - 6xﬂ - [Fg'ygﬁ# + Fﬁvga@] = O, (BS)
v
jota varioimalla saadaan
09a
St — [T 6gpu + T 0gap] — [6T0, 98, + 0T gas] = 0. (B.9)

O,

Kun nimetddn 6g,, = e,,, huomataan kahden ensimmmaéisen termin muodostavan kovari-

antin derivaatan eli
D.ey, = g/guél"g7 + gagéfﬁ ) (B.10)

wy

Tamén perusteella saadaan permutoimalla

1
n;,LI/Oé = E(Dueua + Dl/eua - Daeu,u)

1
= §(gﬁa(srg,u + gl’ﬁérgu + gﬂaérﬁv + g#ﬂérgy - gﬁﬂérgu - guﬁ(srﬁa)

1
— 8 B
§(g5a5fw + gga(SFW)

_ 8
- 95015FMV7

(B.11)

kun tarkastellaan tapausta, jossa metriikka on symmetrinen (ja siten myds Christoffelin

symbolit). Viimeiseltd riviltd nihdain, ettd

ol =5, (B.12)
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Tama muistuttaa suuresti Christoffelin symbolin méaritelméa, mutta silla erotuksella, ettd
tavallisten osittaisderivaattojen tilalla on kovariantteja derivaattoja. Koska tensorien kovari-
antit derivaatat ovat tensoreita, on 7y, tensori. Vastaavasti myGs oikean puolen tulee olla
tensori eli Christoffelin symbolin variaatiot ovat tensoreita. Tadmé todistus ei tietenkdin
péde yleisen affiinin konnektion tapauksessa, koska Riccin identiteetti on voimassa ainoas-

taan metriselld konnektiolla.

B.3 Konnektio esitettyna torsion ja ei-metrisyystensorin

avulla

Yleinen konnektio voidaan esittdd Cartanin torsiotensorin ja ei-metrisyystensorin avulla

muodossa

K W Aofy (L 1
I, =g AAyfg(;aagm — 9155a8° + 5@ass), (B.13)

jossa on kiytetty permutaatiotensoria [71]

AL = 626067 + 89678) — 838557 (B.14)

Identiteetti saadaan lahtemaélla kovariantin derivaatan méaritelmésta metriikan suh-
teen

Vg = G — F,Oj,\gazx — I\ (B.15)
Permutoidaan indekseji, kerrotaan puolittain (-) puolikkaalla ja summataan
1 1
3 (Vogou + Viugor — Vagu) = 3 (D9 + 0ugur — O )+
1

+ (F;Oj)\gazx + onj)\gua - Fzyg)\a - Fguga)\ - Fiygau - iugua)- (B16)

2
Téastd vasen puoli voidaan kirjoittaa yksinkertaisemmin ei-metrisyystensorin ja permutaa-
tiotensorin avulla. Oikean puolen ensimméiinen termi voidaan myos kirjoittaa lyhyemmin
permutaatiotensorin avulla. Toisesta termistd puolestaan saadaan kaksi torsiotensoria ja
kahdesta keskimmaisestd konnektio-metriikkaparista muodostuu konnektion symmetrinen
osa

Lo L e
—5A0R (Qasy) = 5803 (995) + Sn g5 + S’ gus = Tlupgns. (BAT)

Symmetrinen osa voidaan kirjoittaa konnektion itsensi ja sen antisymmetrisen osan erotuk-

sena, joten

1. 1.,
_§Au51 (QOéﬁ’Y) = EAVEX (aoagﬁ'y - S;u/59>«5> - F;u/)\- (B18)
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Nyt tarvitsee eniifl siirtdi termeji puolelta toiselle ja kertoa puolittain metriikalla ¢"*, jotta

saadaan

K kA A By (L 1
=9 /\Avg:\y(ﬁgagﬂv - 9755Qﬁ5 + EQaﬂv)' (B.19)

Téassd on hyvd tehdd muutama havainto. Ensinndkin oikean puolen ensimmdinen termi
vastaa Christoffelin symbolia. Mikéli oletamme torsion hévidvéin, sieventynyt yhtalé muis-
tuttaa kappaleessa konformimuunnosten yhteydessd saatua tulosta. Jos sen sijaan
vaadimme ei-metrisyystensorin hdvidmistd eli konnektion metrisyyttd, jad oikealle puolelle

jiljelle Christoffelin symboli ja véddntdtensoriks{| kutsuttu torsiotensoreiden kolmikko
K, =8, —5.," —5".. (B.20)

Torsiollisessa tapauksessa ei-metrisyyden hividminen ei siis vield méiriaa konnektiota Levi-
Civita-konnektioksi. Tassd muodossa nikyy selvisti, ettd konnektio voidaan kirjoittaa Levi-
Civita-konnektion ja korjaustermien avulla. Korjaustermit ovat torsion osuus ja ei-metri-

syyden osuus.

Len. contortion tensor
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C Tetradiformalismi

Tetradiformalismista 16ytyy tietoa muun muassa viitteista [80], [89], [90]. Jatkossa lati-
nalaiset aakkoset ovat Lorentz-indekseja. Ekvivalenssiperiaatteen nimissd voidaan missé
tahansa avaruuden pisteessi X monistolla M muodostaa lokaalisti inertiaalinen koordi-
naatisto £%. Yleisesti inertiaalikoordinaatisto voidaan kuitenkin valita vain, jos avaruus on
litted. Kahden pisteen z* ja x* + dz* vilisen etiisyyden nelié voidaan antaa differentiaalisen

kaarenpituuden avulla:

0&S ol 34
2 X o X v
dre = D dx S dx"ng
= —ea#dx“ebydx”nab
= —gdxtdz”. (C.1)
On siis voimassa
Guv = eauebvnaba (C.2)
jossa on
o _ 9%
e nw = % I:X. (C?))

Inertiaalinen koordinaatisto £5 on kiinnitetty kaikissa pisteissid X, joten osittaisderivaatan

avulla mééritelty tetradi e}, muuntuu yleisessd koordinaattimuunnoksessa

el — el e (C.4)

Tetradi ei siis muunnu kuin (})—tensori. Se muodostaa neljid kovarianttia vektorikenttda.
Tata neljan vektorin joukkoa kutsutaan paitsi tetradiksi, myos nimelld vierbeirﬂ
Tetradin avulla kontravariantin vektori A*(z) komponentit voidaan esittdd pisteessi x

lokaalisti inertiaalisessa koordinaatistossa &x®

A= e AP, (C.5)

IMikili dimensioita ei ole nelji, saatetaan puhua esimerkiksi triadeista tai pentadeista. Yleisesti n#itd

kaikkia kutsutaan dimensiosta riippumatta nimelld vielbein.

76



Koska tassa kontraktoidaan kovarianttia vektoria neljalla kontravariantilla vektorilla, saadaan
lopputuloksena nelja skalaaria. Téssd on yksi tetradiformalismin etu. Vastaavasti voidaan

toimia kovarianttien vektorien ja itse asiassa yleisten tensorien kanssa. Esimerkiksi on
a a v "
B b= € 1€p B! V- (06)

Téssd esiintyvé ey’ on tetradi (C.3), jonka ensimméinen indeksi on laskettu ja toinen nos-
tettu. On tarkedd huomata, ettd Lorentz-indeksid nostetaan ja lasketaan Minkowskin metri-

ikalla ja tensori-indeksid metriselld tensorilla eli
e’ = Napg" e’ . (C.7)

Téasta saadaan selville, etta

Qo a

e‘ner” = e unawg" e’a = gawg"* = 0y (C.8)
eli tetradi on tetradin kiiéinteisalkio. Vastaavasti saadaan myos
oy = e e’ (C.9)
Metrisen tensorin skalaarikomponentit ovat siis
Jab = €a'er” G = €a’ e’ € e Nea = 056 Med = Tab, (C.10)

mikd oli odotettavissa, koska jokaisessa pisteessd valittiin lokaalisti inertiaalinen koordi-
naatisto.

T&hén tapaan voidaan miki tahansa tensori muuntaa skalaarien joukoksi ja muodostaa
Lagrangen tiheys skalaarien avulla. Tdmé on tarpeen muuan muassa Diracin vaikutuksen
tapauksessa. Diracin vaikutus sisdltda spinoreja, jotka kayttaytyvat eri tavoin kuin muut
varioitavat kentdt. Spinoreita kohdataan aina, kun késitelldin fermioneja. Tetradien avulla
spinoreita voidaan kuitenkin kisitelld kuten muitakin kentti.

Kaikki fysikaalisesti mielekkddt vaikutukset siséltévit derivaattoja [80]. Koska kaikkien
kenttien — tetradeja lukuunottamatta — vaaditaan olevan koordinaattiskalaareja, eivit taval-
liset derivaatat ole mahdollisia. Ne pitda ensinndkin kontraktoida tetradin avulla. Vaiku-
tukseen tulee mukaan siis Lorentz-indeksejé, joten on luonnollista, ettd vaikutuksen vaadi-
taan olevan Lorentz-invariantti. Témé&n vuoksi tarvitaan kovarianttia derivaattaa Lorentz-

indeksin suhteen. Yleisen kentdn 1 derivaatta ei kuitenkaan ole vield Lorentz-invariantti:

()t (x) = A (2) o [ D(A) ()]
0 0

= A @)e (@) DA@) o vl@) + [ DA@)]e(@) ). (C.11)

H oxH
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Téssd A% (z) ovat Lorentz-muunnoksia esitettynd komponenttimuodossa ja D(A) on Lo-
rentz-ryhmén matriisiesitys. Tarkoitus on, ettd kovariantti derivaatta kiyttiytyisi kuten

Lorentz-vektori eli
D,p(z) — A" (2) D (A(2)) Dyip(z). (C.12)

Yhtilossa (C.11) on siis jalkimméinen termi litkaa. T#ta tarkoitusta varten tarvitaan spin-
konnektiota wuab, jonka muunnos tuottaa vastakkaismerkkisen termin. Nyt voidaan kirjoittaa

kontravariantin vektorin kovariantti derivaatta
D,V*=09,V* +w, V" (C.13)
Yleisen suhteellisuusteorian metrisyysehtoa vastaava yhtalo on

D,e;, = 0,e; — Fl’\w(g)el‘f + w#“b(e)eby =0, (C.14)

A

pv

jossa I'? on Christoffelin symboli. Tata kutsutaan ensimmdiseksi tetradipostulaatiksi. Tasta

seuraa spinkonnektio [7§]

w,(e) = = [e™(0ue’y — 0,€",) — €%(8e" 0" ,) — €€ e, (Dpecs — Dnery)].  (C.15)

| —

Metris-affiinissa teoriassa tarvitaan riippumattomat konnektiot eli

D, = 0, — T e + w, e, = 0, (C.16)

ur-v

joka on toinen tetradipostulaatts.
Tetradiformalismissa Riemannin kaarevuustensori annetaan spinkonnektioiden avulla
muodossa [89]

b b b b b
R," = 0yw,” — 0w, ™ + w, Wy’ — wy,wye (C.17)

Riccin skalaari saadaan tuttuun tapaan kontraktoimalla, mutta tissa tapauksessa kontraktio
suoritetaan tetradien avulla
R=e. e R,,". (C.18)

Tetradeja kiytettdessd Lagrangen tiheyksissd esiintyy usein e perinteisen /—g sijaan.

Naméa on helppo osoittaa samoiksi:

\/__ - \/Ttguv = \/_ det(eauebunab) = \/_ det(ea#) det<€bl/) det(nab)
= \/det(eau) det(e?,) = det(e?,) = e. (C.19)

Gravitaatio-osaa varioitaessa voidaan kirjoittaa metriikka ja kaarevuustensori suoraan

tetradin avulla, mutta on olemassa lyhyempikin tie torsiottomassa tapauksessa. Variointi
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metriikan suhteen on suoritettu luvussa [3| joten nyt tarvitaan ainoastaan metriikan variaa-

tiota tetradin suhteen. Médritelmésta (C.3) saadaan tarvittava lauseke variointia varten:
0 = € y0eq + eq e, = e 0eq + e 0eq,
= _(gaueau + gaueap)éeaa~ (CQO)
f(R)-teorian tapauksessa on siis

1 !
85 = 5 /U Q[ f' (R)R ) —
1

= — [ dQ[f'(R)R") — %f (R)g""] g

S/ (R)gu] 09

2k Jy
1 !/ v 1 LV a a [}
= _2_ df [f (R>9{(M ) — _f(R)gl } [gocue v+ Gor€ V] 56(1
Kk Ju 2
1 1 1
_ = / v, a / oo - v,a 1,a fe?
o UdQ [['(R)R."e + f'(R)RaM e, 2]‘(R)(5ae u 2]‘(R)(5ae v]deq
1 1
_ ! / O[S (R)Ra® — ~1(R)3]de, (C.21)
Kk Ju 2

Jos néin ei voida toimia, esimerkiksi torsiollisessa tapauksessa, tarvitaan tetradin deter-
minantin e variaatiota. Tama& onnistuu samaan tapaan kuin metriikan determinantin vari-
aation laskeminen. Ensin johdetaan tetradin derivaatta kidinteisen tetradin suhteen. Lihde-

taan liikkeelle Kroneckerin deltan derivoinnista, joka on luonnollisesti nolla:

85" = deye’,) = deyte’, + e, 0e’, =0

= e, = —e,0e,M
b b
= e, 0e’, = —e’,0e,"
= e, l0e’, = —ea“e“,,ebuﬁea“
b b
= Oe’, = —e,e”,0e."
oeb, o b
= —e’e’,. (C.22)
degt
Lisaksi tarvitaan tetradin determinantin derivaattaa
Oe
Ser. E?, = ee,t, (C.23)
nw

jossa £/%, on matriisin alkion alideterminantti. Koska e,* ja e, ovat toistensa kaanteisalkiot
matriiseiksi tulkittuina, on e,* = %E“#. Nyt voidaan kirjoittaa determinantin e derivaatta

tetradin e, * suhteen

82; B (aii) (g::l;) = (eey”)(—e"e’,) = —edpe’,..

= —ee”, (C.24)
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Niiden tulosten perusteella voidaan kirjoittaa haluttu variaatio
de = —ee”,de,". (C.25)
Sivutuotteena saatiin myos variaatio kdanteisen tetradin suhteen varioitaessa:

de = ee,toe”,. (C.26)
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D Diracin matriiseista ja spinoreista

Tavallisesti hiukkasfysiikassa kiytetain metriikassa erilaista merkkisopimusta kuin téssa

tutkielmassa. Johdonmukaisuuden nimissé pysytéén liitteen [A] merkkisopimuksessa. Tésté

johtuen osa esitettivissi identiteeteistd poikkeaa hieman kirjallisuudesta 10ytyvista.
Diracin vy-matriiseista 16ytyy tietoa ldhes kaikista kvanttikenttéteorian kirjoista [91].

N&maé ~-matriisit ovat 4 x 4 matriisien joukko +*, joille on voimassa

{v" 7"} ="+ = 2 (D.1a)
(7°)F = A" (D.1b)
(v = =+, (D.1c)

Yhdessa identiteettimatriisin kanssa y-matriisit muodostavat Cliffordin algebran. Tama
algebra on suljettu summan ja antikommutaattorin méarittelemén tulon suhteen. Maaritelméasti

seuraa suoraan, etta

(") = -1, (D.2a)
(v)?=1 (D.2b)

Lisiiksi midritelliin v°-matriisi
7 =1y (D.3)

Gammamatriiseille voidaan johtaa monia ominaisuuksia, kuten

ve =1, (D.4a)

V5 = Vs (D.4b)

Vi =4l (D.4c)
YA = =67, (D.4d)
Py’ = —(v")F, (D.4e)
Y7 =17, (D.4f)
{77’} =0. (D.4g)
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Lisdksi y-matriisien jaljille voidaan johtaa joukko relaatioita. N&itd ei kuitenkaan tarvita
téssi tutkielmassalll

Diracin y-matriisit voidaan esittdé usealla tavalla. Edelld mainitut relaatiot pitavat kui-
tenkin yleisesti paikkansa. Kaytossd ovat muun muassa Diracin esitys, Majorana-esitys,
Weylin esitys ja kiraalinen esitys. Néissé y-matriisit esitetddn 2 x 2-blokkimatriiseina, joissa

blokkeina on Paulin spinmatriiseja. Esimerkiksi Diracin esityksessd ovat

. . 0 o
V= —ic’ @0 = ( , U). (D.5)
o 0

Spinoreista 10ytyy tietoa sekd kenttéteorian kirjoista, mutta myos suhteellisuusteori-
aa kisittelevistd teoksista, kuten [92]. Spinoreiden muuntumisen kuvaamiseksi tarvitaan

Diracin esityksen generaattoreita X,

1

Yab = Zha, o (D.6)

ja varauskonjugointimatriiseja C', jotka tayttavit ehdon
C’yEC_l = - (D.7)

Esityksen valinta ei kiinnitd varauskonjugointimatriiseja yksikésitteisesti.

Diracin vaikutusta varioitaessa tarvitaan seuraavia identiteetteja:

Yed = —%75€cdab2ab7 (D.8a)
VuZap = %(ew% — eppYa + € pEabeatsV?), (D.8b)
V= éﬁ““d%%%% (D-8¢)
Vi VoV = Eabed V57" (D.8d)

Diracin spinorit méaritellddn niiden muuntumisella Lorentz-muunnoksissa. Spinoriken-
tilld kuvataan sekd fermioneja ettd bosoneja. Bosoneja voidaan kuitenkin kuvata myos
helpommin késiteltidvilld tensoreilla. Tdmén vuoksi spinorit astuvat kehéén yleensé fermione-
ja ja erityisesti elektroneja kisiteltdessi. Spinori ¥ koostuu neljasta kompleksisesta kompo-

nentista. Se muuntuu rajoitetuissa Lorentz-muunnoksissa (z# — 2/* = Ala¥)
1
U — U = ea™" Wy, (D.9)
Lisdksi voidaan muodostaa kaksi muuta spinoria, konjugaattispinori

U = Wl — T 7w (D.10)

INémi 16ytyviit tarvittaessa muun muassa viitteestd [91].
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ja varauskonjugoitu spinori
U = 00T — pei™" wmge (D.11)

jossa {n. € C| |n.| = 1}.

Kovariantteja kenttdyhtaloitd etsiessi tarvitaan Lagrangen tiheys, joka on kvadraatti-
nen, reaalinen, Lorentz-invariantti ja siséltid vain ensimmiisid derivaattoja. ¥y*D,¥ on
hyva kandidaatti, silld se tayttdd kolme vaadituista ehdoista. Valitettavasti se ei kuitenkaan

ole reaalinen. Vaihtoehdot olisivat siis kombinaatiot
Uy D, + (U D, W), iUy D, — i(UA* D, W), (D.12)

Tarkasteltaessa variaatiota Gaussin lauseen avulla huomataan, etti reaalinen osa hévidi
ja imaginddriosan termit ovat samat. Lisdksi Lagrangen tiheyteen voidaan ottaa selvisti

Lorentz-invariantti termi UW. Témén vuoksi Lagrangen tiheydeksi otetaan yksinkertaisesti
Lp =+/—gV[iv"D, — m]V. (D.13)

Tamé& muistuttaa suuresti relativistisen kvanttimekaniikan spin—% hiukkasille antamaa tu-

losta
iv"0,¥ —mW = 0. (D.14)
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E Lien derivaatta

Lien derivaatan maarittelemiseksi tarvitaan moniston M vektorikenttdd X ja yleistd ten-
sorikenttdd T'. Indusoikoon vektorikenttd X = X*e, infinitesimaalisen koordinaattimuun-

noksen
at — ot -t XM, (E.1)

jossa t on jokin pieni vakio. Téassé siis tensorikenttéd T}, pisteessd x, muuntuu tensorikentiksi

T),. Nami ovat a priori eri kentét. Nyt tensorikentén 7' Lien derivaatta voidaan kirjoittaa

1
LT = lim - [T/, — T,). (B.2)

t—0 ¢

Téamai raja on aina olemassa ja lopputulos on tensori [79]. Jotta saataisiin kdyttokelpoisempi
muoto esimerkiksi kovariantille tensorille, tarvitaan vektorikenttddn X liittyvaid lokaalia

diffeomorfismia ¢,;. Kun siis ¢ on infitesimaalinen, voidaan approksimoida
oi(2t) = 2™ = 2t + X", (E.3)
Kovariantille tensorille kirjoitetaan
Ty = ¢ Tsw) (E.4)
eli sen Lien derivaataksi tulee
£xT = Ly 316 o) — T (£5)
Lien derivaatalla on myos yhteys Lien hakatuloon [79)
[X,Y]=XVY -YVX. (E.6)

Tama yhteys saadaan tarkastelemalla vektoria Y. Ensimmaéisessd kertaluvussa saadaan

8 o
Yo = (Ve )w = (V¥ + X"V, Yo (e,0)e = (Y* + tX”V,,Y“)x(%x/uea)x
(VP4 EXVV,Y ), (07 — 1V, X )4 (ca)e = (YO 4+ EXVV, Y™ — Y9V, XO), (€0,

(E.7)
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Sijoitetaan tdma nyt médritelmadn (E.2]), jolloin

cXY::g%%{pmu%dxwxya—ywaxwﬂx@@x—(Yﬂx@@x}
(XYY — Y0, X )a(en)s = [X, V], (E.8)

Lien derivaatalle saadaan muitakin ominaisuuksia. Selvistikin méaéritelméasta seuraa, ettd
tdméa on R-lineaarinen ja kommutoi kontraktioiden kanssa. Téssd yhteydessa ei kuitenkaan

tarvita muita ominaisuuksiall] mutta on hyvi huomata, etti
¢ T=T V¢ < LxT=0. (E.9)

ja, ettd alueessa, jossa T:lli ja X:lli on komponentit 7% ja X, voidaan esittii myos

WV

tensori LxT komponenttimuodossa

(Lx)od =T 0 X0 =T 0XG — o = TO X+ TP X0 4+ + TP X0 (E10)

v .. ,0

Téassd voidaan osittaisderivaatat vaihtaa kovarianteiksi derivaatoiksi, mikili konnektio on
symmetrinen. Erds tdrked erikoistapaus on metriikan Lien derivaatta, jolle saadaan sym-

metrisen konnektion tapauksessa

LxGu = X0l + Jov0u X" + gua0 X’
=X0aGuv + Jav0u X + Guady X° = T2 950 X" + Gual 5, X° = T2, 0,5 X" + a5, X°
=X g = Upa95o X = 100055 X + Gan 0 X + g T5,X° + 600 X° + gual 5, X°
=Va9uwX* + gV X + g, VL, X (E.11)

IN&itd 16ytyy muun muassa viitteista [79)] ja [45].
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F  Tensorien muotoinvarianssi

Tensorien muotoinvarianssin mairitelmén voidaan kirjoittaa yleiselle kovariantille ten-

sorille N
T (2) = 5 D o Tap (2) (F.1)
ja sijoittamalla tdhén infinitesimaalinen muunnos
o't =t + tXH(x), (F.2)
saadaan oo 97 5
0= WTMW(J:) + WTW“.(QU) + ot X’\(x)%TWm(:c). (F.3)

Skalaarille voidaan téstd lukea viimeisestd termisté, ettd maksimaalisesti symmetrisessa
avaruudessa kyseessd on aina vakioskalaari. Korkeamman rangin tensoreilla voidaan lihted

liikkkeelle valitsemalla Killing-vektori siten, etta jossakin pisteessd m

XMm) =0 (I.4)
ja kovariantti derivaatta on
0X*(m)
V(uXa) = gap(m) (—ax# )z:m. (F.5)

Niamé sijoitetaan yhtdloon (F.3). Tulos on pisteessid z = X
02T, +00T,° .+ ... )VsXs = 0. (F.6)

Tésté eteenpéin padseminen kuitenkin vaatii jotakin lisdd. Oletetaan nyt, ettd konnektio

on muotoa
a
I, = {W} +Cu” (F.7)
eli ei-metrisyystensori haviaa. Tésta seuraa, ettd Killingin yhtilo

VX, =0 (F.8)
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on voimassa. Kovariantti derivaatta V3.X, on siis antisymmetrinen, mutta muuten mieliv-

altainen. Yhtalossd (F.6) taytyy siis suluissa olevan kertoimen olla («, 3)-symmetrinen eli
80T, + 8T, 4 =0T, + 00T+ (F.9)

Luvussa [0] tarvitaan tuloksia kovariantille vektorille seké toisen ja kolmannen rangin tensor-
eille. Lasketaan siis ndiden muoto maksimaalisesti symmetrisissa avaruuksissa.

Kontravariantin vektorin A* tapaus on yksinkertainen, silld (F.9) antaa ainoastaan
a AB _ 0 A«
O A7 =4, A% (F.10)
Kontraktoimalla « ja p saadaan
(N —1)A° = 0. (F.11)

Lukuun ottamatta tapausta N = 1, havidvét siis kovariantit vektorit symmetrisissa avaruuk-

sissa. Otetaan seuraavaksi kisittelyyn kovariantti toisen rangin tensori B,,, jolle (.9 antaa
0oB%, +6,B," = 61 B, + 8)B,". (F.12)

Kontraktoidaan jilleen « ja p sekd lasketaan f3,
(N — 1)351, + B,,g = ga,,ij (F13)

Kirjoitetaan tdma yhtélo vaihtaen [ ja v péittdin ja vihennetddn yhtalot toisistaan. Tulok-

seksi saadaan
(N —2)(Bg, — B,g) = 0. (F.14)

Eli kun avaruuden dimensio on 3 tai enemmén, ovat toisen kertaluvun kovariantit tensorit
symmetrisii’| Sijoitetaan tulos takaisin yht#loén (F.13)), jolloin saadaan

I

Baw =~ 45 = foa (F.15)

Téssé f ei riipu maksimaalisesti symmetrisiin ulottuvuuksiin liittyvistd koordinaateista [80].

Tarkastellaan vield kovarianttia rangin 3 tensoria C,,, jolle
0907\ + 050, + 05C,,° = 600\ + 65C, %\ + 67C,". (F.16)
Jélleen kerran lahdetddn liikkeelle kontraktoimalla o ja p

(N =107 + O 5+ O = 8]C, 0 + 80" (F.17)

Wastaava tulos saadaan myds, kun N = 2 [80].
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Téssé oikealla puolella kontraktiot C,*y ja C,\* hdvidvit, koska ne ovat kovariantteja vek-
toreita. Vastaavalla tavalla voidaan kontraktoida myos o ja v tai a ja A. Lasketaan vield

indeksi 3 ja saadaan kolme yhtaloa

(N =1)Cpur + Cupr + Crp = 0 (F.18a)
Cg,j,\ + (N — 1)Cy/g)\ + Cl,g)\ =0 (F.le)
ng,\ + Cl,g)\ -+ (N — 1)C)Wg =0. (F.18C)

Keskimmaisessé on liséksi nimetty p indeksiksi v ja viimeisessa p indeksiksi A\. Nain kaikissa
kolmessa yhtalossd on samat nimet indekseilld. Permutoimalla néditd yhtdloitd on mahdollista

saada lisdd vastaavia yhtalditd. Ensimmaéinen hyodyllinen ominaisuus kolmannen rangin

kovarianteille tensoreille saadaan vihentimélli yhtilosti permutoitu yhtilo
(N —1)Cpux+ Cupr+ Crp — (N — 1)Cpux — Cupr — Cpr = 0. (F.19)

Suurin osa termeistd kumoutuu ja tulos on
Crp = Caa (F.20)

eli tensori el muutu syklisissd permutaatioissa. Seuraavaksi hankitaan muutama antisym-

metriaominaisuus. Naistd ensimméinen saadaan kiyttiden yhtéloiden (F.18a) ja (F.18b]) per-

mutaatioita,
[(N = 1)Cupr + Caua + Crgy — (N = 1)Ciag — Chup — Can]—
—[(N — 1)Cg,\,, + C)\gy -+ C,,)\g — (N — 1)0,,)\5 — C)\Vﬁ — Cl/ﬂ)\] =0. (F.Ql)
Tama sievenee ja antaa tuloksen
Cuign = Cprgo- (F.22)

Tarvitaan vield toinen vastaavantyyppinen tulos. Témaé saadaan jilleen kiayttamalla hyviksi
permutaatioita (F.18a), (F.18b]) ja (F.18c). Kirjoitetaan ensin yhtalot

(N —1)Cpux+ Cupr+ Crp — (N — 1)Cupr — Caur — Crp, =0,
(N — 1)05,,)\ + Cyﬁ)\ + C}wﬁ — (N — 1)O,jﬁ>\ — C’g,,)\ — C’,,)ﬁ =0 (F23)

eli

(N = 2)Cgun = Crjpu)
(N —2)Clgyr = Cluxjs- (F.24)

88



Jos N = 2, saadaan, ettd antisymmetriset osat haviavat eli indeksit voi laittaa haluamaansa
jarjestykseen. Mikéli N # 2, voidaan néistd yhtéloistd ratkaista (N — 2), jolloin saadaan
relaatio

Cing = Cuppg. (F.25)

Kéyttden tuloksia (F.25), (F.22) ja (F.20) saadaan

Cpxg = Cupng = Capa) = Cpuis (F.26)

eli
Cl/)\ﬁ = C)\Vﬁ~ (FQ?)

Néiden tulosten mukaan kolmannen rangin kovariantin tensorin indeksit voidaan vaihtaa

mielivaltaiseen jarjestykseen muuttamatta sen arvoa. Téta tulosta voidaan hyddyntaé yhtélossa

(F.18a)), jolloin saadaan
(N —1)Csun + Cpur + Cpur = (N +1)Cpyx = 0. (F.28)
Koska (/N + 1) ei voi havitd, saamme tuloksen
Cur=0 (F.29)

Taméa on merkittdva tulos. Koska kaikki kolmannen rangin tensorit haviavat, haviavat
erityisesti myos torsiotensori ja ei-metrisyystensori. Ei-metrisyys tosin oletettiin nollaksi
jo aiemmin. Edelleen timé tarkoittaa, ettd symmetrisissd avaruuksissa konnektio on Levi-

Civita-konnektio eli komponentit saadaan Christoffelin symboleista

re, = { “ } (F.30)

j1h%

89



	Johdanto
	Yleistettyjen gravitaatioteorioiden motivointi
	Kokeelliset syyt
	Teoreettiset syyt

	Palatini-formalismi
	Palatini-formalismin taustaa
	Palatini-formalismi f(R)-teorian tapauksessa
	Vertailu puhtaasti metrisen variaatioperiaatteen tuloksiin
	Konnektion lisätarkasteluja
	Erikoistapaus, lisätermi 1/R

	Einsteinin ja Jordanin puite
	Yleinen tulos f(R)-vaikutusten tapauksessa

	Palatini-formalismin ongelmat
	Pintatermit
	Korkeamman kertaluvun vaikutukset
	Moniston valinta
	Materiatermit
	Kaksiulotteinen tapaus

	Torsiollinen konnektio ja materia
	Riemannin tensorista
	Einstein–Straus-teoriat
	Symmetrinen metriikka ja torsiollinen konnektio
	Gravitaation vaikutus
	Materian vaikutus
	Kenttäyhtälöt
	Lagrangen kertojien menetelmä
	Hypermomentti häviää
	Symmetrinen hypermomentti
	Antisymmetrinen hypermomentti
	Lagrangen tiheyden muodostaminen

	Materian Lagrangen tiheydet
	Diracin vaikutus


	Symmetriset avaruudet
	Affiinit vektorikentät aika-avaruudessa
	Muotoinvarianssi ja Killingin yhtälö
	Homogeenisuus ja isotrooppisuus
	Konnektion komponentit homogeenisessa ja isotrooppisessa avaruudessa
	Riccin tensori ja skalaari

	Pallosymmetrinen tapaus
	Konnektion komponentit
	Riccin tensori ja skalaari


	Yhteenveto
	Viitteet
	Määritelmiä ja merkintöjä
	Yhtälöiden johtoja
	Kovarianttia integrointitekniikkaa
	Christoffelin symbolin variaatio
	Konnektio esitettynä torsion ja ei-metrisyystensorin avulla

	Tetradiformalismi
	Diracin matriiseista ja spinoreista
	Lien derivaatta
	Tensorien muotoinvarianssi

