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Tutkielma kasittelee tasogeometrian aksiomaattista 1ahestymistapaa. Tutkielma
on kirjoitettu aiheesta kiinnostuneille, kuten etevalle lukiolaiselle itseopiskeluma-
teriaaliksi sekd matematiikan opettajalle avuksi tasogeometrian todistusten Ia-
pikdymiseen osana opetusta. Tutkielman alussa selvennetddn matemaattiisen
todistamisen nykytilaa lukio-opetuksessa ja opetussuunnitelmassa seka tutustu-
taan matemaattiseen todistamiseen pintapuolisesti.

Tutkielma perustuu Walter Meyerin esittdmaan aksioomajoukkoon. Aksioomien
perusteella maaritelladan matemaattisia kasitteita seka esitetdan naihin kasitteisiin
liittyva lauseita ja niiden todistuksia. Apuna on kaytetty paljon kuvia ja tutkielmas-
sa on pyritty siihen, ettei matemaattisia vélivaiheita ole jatetty pois. Tutkielman
matemaattinen osuus alkaa aksioomalla, joka maaréda suoran yksikasitteiseksi
kahden maaratyn pisteen kautta kulkevaksi pistejoukoksi ja paattyy Pythagoran
lauseeseen. Tutkielman keskeisimpié kasitteita ovat viivainfunktio, yhtenevyys ja
yhdenmuotoisuus.

Tutkielmassa kasitellaan myds joitakin esimerkkeja aksioomien ja lauseiden poik-
keustapauksista ja annetaan esimerkkeja, miksei jotkin sinansa jarkevilta tuntuvat
lauseet toimi tutkielman aksioomajoukossa.
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1 Johdanto

1.1 Todistuksista yleisesti

Matematiikan lauseita eli teoreemia, kuten Pythagoraan lausetta, pyritaan todis-
tamaan matemaattisesti, jotta voidaan olla varmoja lauseen pitédvyydesta kaikilla
halutuilla arvoilla. Matemaattisessa todistamisessa voidaan kayttda esimerkiksi
induktiota tai suoraa ja epasuoraa todistusta. Suorassa todistuksessa hyédynne-
tdan aksioomia tai aiemmin varmoiksi todistettuja lauseita. Ep&suorassa todistuk-
sessa pyritddn saamaan ristiriita lauseen vaitteen kanssa vastaoletuksen avulla.
Induktiotodistuksessa pyritdan osoittamaan, etta vaite patee pienimmalla arvolla
ja induktioaskeleen nojalla aina seuraavalla arvolla. Liséksi joskus vaite voidaan
osoittaa vaaraksi vastaesimerkilla.

Aksioomat ovat matematiikan yksinkertaisia peruustotuuksia, jotka voidaan
olettaa voimassa oleviksi. Aksioomat ovat siis tavallaan lauseita, joita ei voida
todistaa oikeiksi kaytetyssé aksioomajoukossa. Aksioomajoukon tulee olla ristirii-
daton, riippumaton seka niin kattava, etta aksioomajoukon pohjalta voidaan joh-
taa lauseilla mielenkiintoisia ja merkittavia tuloksia. Liséksi eras matematiikalle
luonnollinen tavoite on aksioomien lukumaaran minimoiminen. Aksioomien risti-
riidattomuudella tarkoitetaan, ettd aksioomat eivat saa kumota toisiaan eika nii-
den perusteella voida todistaa kahta keskenaan ristiriitaista lausetta. Riippumat-
tomuudella tarkoitetaan, ettad yksikdan aksiooma ei saa seurata muista aksioo-
masta, silla talldin se olisi lause ja se tulee poistaa aksioomajoukosta. Aksiooma-
joukon muodostaminen on siis jo hyvin vaativa prosessi. Matematiikan kasitteista
ainakin piste, suora ja taso ovat yleisesti muodoltaan ja olemukseltaan ristiriidat-
tomia kasitteitd, joiden varaan geometrian aksioomia voidaan rakentaa (ks. myés
4)).

Matemaattisessa mddritelmédsséa esitellaan uusi kasite aiemmin tunnettujen
kasitteiden ja aksioomien pohjalta. Maaritelm&ssa sovitaan siis kasitteiden nimis-
ta ja merkintatavoista. Maaritelmat eivat ole uusia tuloksia, joten niita ei voida
todistaa oikeiksi.

1.2 Todistuksista lukiossa

Lukiomatematiikka pohjautuu pitkalti annettuihin tuloksiin ja kaavoihin. Matemaat-
tisia todistuksia ei juuri kdyda lapi tai ainakin se on kunkin opettajan oman har-
kinnan varassa. Lukion opetussuunnitelman perusteissa [6] todistukset mainitaan
”Lukuteoria ja todistaminen (MAA11)” -kurssin tavoitteissa ja keskeisissa sisal-
|6issa. Lisaksi muiden lukiokurssien oppikirjojen liiteosuuksissa tai johdannoissa
tarkastellaan ainakin jonkin verran todistuksia [1]. Todistukset lukiokirjoissa eivat
my&dskaan muodosta eheda kokonaisuutta ja niiden perusteluja ei kayda lapi viita-
ten aikaisempiin todistuksiin vaan ennemminkin yleisesti tiedettyihin asioihin ma-
tematiikassa. Todistaminen ei talla hetkella ole keskidssa opetussuunnitelmassa,
mink& vuoksi se ei mydskaan ole merkittavassa roolissa lukiokirjoissa eika yliop-
pilaskirjoitusten tehtavatyypeissa.



Matemaattisen todistuksen osaamista ei siis kovin suuresti vaadita lukiolaisel-
ta. Koska kuitenkin matematiikka pohjautuu todistuksiin, niin niita toivoisi kayta-
van varsinkin lukiossa nykyistd enemman. Etenkin etevimmét opiskelijat voisivat
tutustua matemaattiseen todistamiseen itsendisesti, jos todistuksia esitettéisiin
selkedssa ja riittavan selittdvassa muodossa.

Geometria on helppo matematiikan osa-alue lahted harjoittelemaan mate-
maattista todistamista, silla siind todistuksia pystyy samalla hahmottamaan ja
konkretisoimaan kuvioiden avulla. Talléin todistus ja sen erdanlainen soveltami-
nen kulkevat helposti kasi k&dessa. Varsinkin nykyaan, kun on siirrytty sahkaisiin
tydskentelymuotoihin, on entistakin helpompaa havainnoida, miten jokin muutos
todistuksessa tai saadussa tuloksessa vaikuttaa kuvion muotoon, kokoon tai ku-
vion osien keskinaisiin suhteisiin.

Geometria on lainasana kreikan kielesta ja tarkoittaa maan mittaamista. Nain
geometrialla on historiallisetkin yhteydet muun muassa maantietoon, fysiikkaan
ja kemiaan.

1.3 Aksiomaattinen lahestymistapa

Ensimmaisena geometriaa aksiomaattisesti lahestyi Eukleides noin 300 eaa. Han
esitteli teoksessaan Stoikheia (Alkeet) viisi aksioomaa. Tama oli ensimmaisia
teoksia, jossa laajaa matematiikan osa-aluetta pyrittiin todistamaan loogisesti ei-
ka kuviin tai oletuksiin nojautuen. MyGhemmin on havaittu, etteivat nama aksioo-
mat olleet taysin ristiriidattomia ja aksioomien kautta todistetut lauseet eivat olleet
taysin patevia. Tasogeometriaa mallintavia aksioomajoukkoja on myéhemmin ke-
hitetty lisdd muutamilla eri tavoilla, ja nykytiedon mukaan ristiriidattomia tasogeo-
metrian aksioomajoukkoja on useita, joista yksi tunnetuimmista on Hilbertin ak-
sioomajoukko. (ks. [3] [2])

Tama tutkielma perustuu pitkalti Walter Meyerin kirjaan ”Geometry and lts
Applications” ([5]). Tutkielma on kirjoitettu edistyneelle lukiolaiselle, joka haluaa
perehtyd matemaattiseen todistamiseen lukiokursseja enemman. Apua tutkiel-
masta voi olla myds opettajille, jotka haluvat helposti ottaa matemaattista todista-
mista mukaan opetukseensa. Tutkielmaa voidaan hyédyntaa osana ”Geometria
(MAA3)” -kurssia tai osana omaa todistuksia lapikayvaa kurssia. Tutkielma koos-
tuu aksioomista, maéritelmistd, lauseista seka lauseiden todistuksista. Tuloksia
on pyritty konkretisoimaan kuvilla. Tutkielma keskittyy tasogeometriaan.



2 Aksioomia ja lauseita

Tassa kappaleessa esitetdan yksi tasogeometrian aksioomajoukko, siihen perus-
tuvia lauseita sekd naiden lauseiden todistuksia. Lisaksi esitetdan esimerkkeja
siitd, miksei kaikki jarkevilta kuulostavia lauseita voida todistaa oikeiksi.

2.1 Piste ja suora

Aksiooma 1. Suora, merkitaan ﬁ on tason pisteiden joukko. Jokaista kahta eri
pistettd A ja B kohden on olemassa tarkalleen yksi niiden kautta kulkeva suora
L. Tilanne on esitetty kuvassa 1.

Kuva 1: Vain yksi suora voi kulkea pisteiden A ja B kautta.

Maaritelma 2.1. Kaksi suoraa L ja M ovat yhdensuuntaiset, jos suorilla ei ole
yhteisia pisteita.

Lause 2.2. Kaksi eri suoraa L ja M leikkaavat toisensa korkeintaan yhdessa
pisteessa.

Todistus. Tehdaan vastaoletus. Oletetaan, etta suorat L ja M leikkaavat toisensa
kahdessa pisteessa A ja B. Pisteiden A ja B kautta kulkee siis kaksi suoraa.
Tama on aksiooman 1 vastaista, joten vastaoletuksesta syntyy ristiriita. Lauseen
vaite on siis totta. O

Osa aksioomista on kaksi tai useampi osaisia, kuten seuraavaksi huomaam-
me:

Aksiooma 2. Seuraavat aksiooman osat ovat voimassa samanaikaisesti

1. Jokaiselle kahdelle pisteelle A ja B on olemassa positiivinen reaaliluku, jota
kutsutaan etdisyydeksi pisteesta A pisteeseen B. Tasta etdisyydesta kay-
tetdan merkintaa AB.

2. Jokaisella suoralla L on viivainfunktio f, joka maaraa reaaliluvun kullekin
suoran L pisteelle seuraavasti:

a) Jokainen suoran L piste liittyy yksikasitteiseen viivainfunktion f arvoon.

b) Kaikki reaaliluvut, oli se sitten positiivinen, negatiivinen tai nolla, saa-
daan jonkin suoran L pisteen kuvana.
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c) Jos A ja B ovat suoran L pisteita, niin silloin
|f(B) = f(A)| = |b—a| = AB

on pisteiden A ja B valinen etaisyys. Jos A ja B ovat sama piste, niin
AB = 0.

Kuva 2: Suoran L pisteet A ja B kuvautuvat viivainfunktion f avulla reaaliluvuiksi
ajab

Funktiota f kutsutaan siis suoran L viivainfunktioksi ja reaalilukuja f(A) kut-
sutaan suoran L pisteiden A koordinaateiksi. Aksiooma siirtda reaalilukujen omi-
naisuuksia suoran pisteille. Esimerkiksi aksiooman 2 perusteella kahden pisteen
vélinen etdisyys on yhta suuri kuin viivainfunktion avulla mééariteltyjen pisteita vas-
taavien kahden reaaliluvun erotuksen itseisarvo. Kuvassa 2 suoran piste A vastaa
reaalilukua « ja piste B lukua b. Suoran pisteen ei tarvitse olla samassa kohtaa
reaalilukusuoraa, kuten kuvassa vaan reaalilukujen erotuksen itseisarvo tulee ol-
la yht& suuri kuin suoran pisteiden valinen etdisyys. Aksiooman 2 mukaan suoran
nollapisteen paikka voidaan valita vapaasti.

Maaritelma 2.3. Olkoot A, B ja C suoralla L olevia pisteitd ja f suoran viivain-
funktio. Naiden avulla maaritellaan seuraavat kasitteet:

1. Piste B on pisteiden A ja C vdlissé, jos

f(A) < f(B) < f(C)

tai
f(C) < f(B) < f(A)

Viivainfunktion koordinaattien arvojen suurusjarjestys on siis sama kuin pis-
teiden jarjestys suoralla. Merkintd A — B — C tarkoittaa, etta piste B on
pisteiden A ja C valissé ja C' — B — A tarkoittaa samaa kuin A — B — C.

2. Jana pisteesta A pisteeseen B, merkitdan AB, maaritellaan pistejoukoksi,
joka sisaltaa pisteet A ja B seka kaikki pisteet X, missa A — X — B.

3. Jos AB = CD, niin janat AB ja C'D ovat yhtenevét.
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Lause 2.4. Seuraavat tulokset ovat voimassa
1. AB = BA.
2. Jos A— B —C,niin AB+ BC = AC.

3. Jos A, B ja C ovat suoran kolme eri pistettd, niin tdsmalleen yksi niistd on
kahden muun vélissa.

Todistus. Todistetaan jokainen lauseen kohta erikseen.

1. Aksiooman 2 ja itseisarvon laskusaantéjen mukaan on voimassa

2. Kohdan 2 todistus jakaantuu kahteen osaan. Tapaus f(A) < f(B) < f(C)
on esitetty Meyerin kirjassa [5] ja etenee vastaavasti kuin seuraavaksi esi-
tettava tapaus. Oletetaan, ettd f(C) < f(B) < f(A). Nyt

CB+ BA = \f() F(O) + |f(A) — £(B)|

fB) = f(C) + f(A) - f(B)

f(A) = F(C)

\f( )= f(CO)]
=CA=AC

3. Oletetaan, ettéd a , b ja ¢ ovat suoran pisteiden A, B ja C' viivainfunktion
koordinaatteja. Tunnetusti tarkalleen yksi kolmesta reaaliluvusta on kahden
muun reaaliluvun valissa. Nain ollen tulos seuraa reaalilukujen jarjestyksen
maaritelmasta.

]

Lause 2.5. Minka tahansa kahden pisteen A ja B valista janaa AB voidaan pi-
dentaa positiivisella pituudella e janan kummasta tahansa paasta.

Todistus. Tarkastellaan kuvaa 3. Olkoon L pisteiden A ja B kautta kulkeva suo-
ra. Olkoon e > 0 haluttu pidennyksen pituus janalle AB. Janaa halutaan pidentaa
pisteesta B pisteeseen C' eli piste B olisi pisteiden A ja C' vélissa ja janan piden-
nyksen pituus olisi BC = e. Olkoot a ja b reaalilukuja f(A) ja f(B) eli pisteiden A
ja B kautta kulkevan suoran L viivainfunktion koordinaatteja.

Todistus jakaantuu kahteen osaan. Tapaus a < b on esitetty Meyerin teokses-
sa [5]. Seuraavaksi esitetdan tapaus a > b.

Maaritelladn ¢ = b — e. Aksiooman 2 mukaan on olemassa suoran L piste
C, joka vastaa reaalilukua c. Seuraavan perusteella BC on janan AB haluttu
pidennys:



a) Piste B on pisteiden A ja C valissd, koska b — e < b < a.
b) Etaisyys BC = |£(C) — f(B)] = |(b—¢) —b| = | —¢| = e.

Vastaavasti |6ydettéisiin piste D reaaliluvulle d = a + e, joka pidentda janaa AB
etaisyydella e pisteesta A pisteeseen D.
O

A
v

b a R
@ @ @
C B A L
@ @ @

Kuva 3: Viivainfunktion avulla pidennetty jana AB

Lause 2.6. Jokaisella janalla AB on piste M, jota kutsutaan keskipisteeksija jolle
on voimassa AM = MB.

A M B
@ @ @

Kuva 4: Piste M on janan AB keskipiste.

Todistus. Tarkastellaan kuvaa 4. Olkoon f pisteiden A ja B kautta kulkevan suo-
ran L viivainfunktio. Olkoon M sellainen suoran L piste, etta f(M) = w.

Tallainen piste suoralta L 16ytyy aksiooman 2 perusteella. Nyt

=) - LA SEY i) - gon) = e
Piste M on siis haettu janan AB keskipiste. O

Maaritelma 2.7. Jos A ja B ovat kaksi erillista pistetta, niin puolisuora pisteesta
A pisteen B kautta, merkitdan zﬁ on niiden suoran 1@ pisteiden C joukko, jossa
piste A ei ole pisteiden B ja C valissa. Tilanne on esitetty kuvassa 5. Pistetta A
kutsutaan puolisuoran paéatepisteeksi.



Kuva 5: Puolisuora kuvattuna yhtendisella viivalla.

Puolisuoran maaritelma kertoo, millainen pistejoukko puolisuora on. Seuraava
lause kertoo tarkemmin, mitk& suoran pisteet puolisuoraan kuuluu.

Lause 2.8. Puolisuora ﬁ koostuu janasta AB yhdessa pisteiden X kanssa,
missa A — B — X.

Todistus. Huomataan ensin, ettd seké janan AB pisteet ettd sellaiset pisteet X,
ettd A — B — X ovat maaritelman 2.7 mukaan puolisuoralla 1@ Toisaalta, jos
piste X on puolisuoralla 1@) niin se on maaritelman mukaan joko janalla AB tai
onvoimassa A — B — X. ]

Maaritelma 2.9. Jos A, B ja C ovat kolme erillista tason pistetta, niin puolisuo-
rien unionia /@ U /ﬁ kutsutaan kulmaksi / BAC, ja pistetta A kutsutaan kulman
kérjeksi. Samasta kulmasta voidaan kayttdd myds merkintad /C AB. Jos tarkoi-
tettu kulma on yksikasitteinen, niin kulmasta /BAC voidaan kayttaa lyhyempaa
merkintdd /A. Jos pisteet A, B ja C sijaitsevat samalla suoralla, niin kulmaa
/BAC kutsutaan oikokulmaksi. Tallin AB U AD = BD. Kuvassa 6 on esitetty
kaksi eri suuruista kulmaa.

2.2 Taso

Havaitaan, ettd jo kahdella aksioomalla voidaan johtaa useita lauseita. Edella kes-
Kityttiin pisteisiin, suoriin seka suoran osiin, kuten janoihin ja puolisuoriin. Geo-
metriassa tarvitaan kuitenkin my0ds tasolle seka sen osille nimia ja ominaisuuksia.
Tasojen ajatellaan jatkuvan aarettdmyyksiin jokaiselta sivulta samoin kuin suora
jatkuu aarettdémyyksiin piirretyn osan molemmista paista.

Seuraavan aksiooman Euklidiseen geometriaan lisési Pasch 1800-luvun lo-
pulla, silla alkuperaiset aksioomat eivat antaneet perusteluja kuvioiden leikkaami-
sominaisuuksille. Meyerin teoksessa aksiooma 3 on esitetty melko eritavalla kuin
useissa muissa teoksissa (ks. [4]). Meyerin teoksessa esitetty aksiooma tarkaste-
lee suorien ja janojen leikkaamista. Tavanomaisesti vastaava aksiooma esitetdan
suoran ja kolmion sivujen leikkausten ominaisuuksilla.

Aksiooma 3. Suora L jakaa tason T kahtia kahteen epdétyhjdédn joukkoon H;
ja H,, joita kutsutaan puolitasoiksi. Tason jakautuminen puolitasoihin on esitetty
kuvassa 7.



/ZBAD
/ZBAC

Kuva 6: Kolme puolisuoraa ja kaksi niiden rajaamaa kulmaa, joista toinen on oi-
kokulma /BAD

1. Jos pisteet A ja B ovat samalla puolitasolla, niin jana AB on kokonaan sa-
malla puolitasolla.

2. Jos pisteet A ja B ovat eri puolitasoilla, leikkaa jana AB suoran L.

Kuva 7: Suora L jakaa tason kahteen puolitasoon. Jana on joko kokonaan samalla
puolitasolla tai jana leikkaa suoran L ja sijaitsee molemmilla puolitasoilla.

Matematiikassa on aina pohdittava, mitd aksiooma tai lause todella kertoo
annetusta tilanteesta. Esimerkiksi on huomattava, ettéd suora L ei aksiooman 3
mukaan kuulu kumpaankaan puolitasoon H; ja H,. Tasta syysta puolitasoja kut-
sutaan toisinaan avoimiksi puolitasoiksi.

Maaritelma 2.10. Olkoot A, B ja C kolme tason pistetta, jotka eivét sijaitse sa-
malla suoralla. Suora 1@ maaraa puolitason H., joka sisaltaa pisteen C, ja suora
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¢ maaraa puolitason Hp, joka siséltdé pisteen B. Kulman /BAC rajaama alue
on naiden kahden puolitason leikkaus Hg N H¢. Jos piste D € Hg N H, niin sa-
notaan, ettd D on kulman /BAC sisdpuolella. Kulman / BAC rajaamaa aluetta ja
pisteen D sijaintia havainnollistetaan kuvassa 8.

\

Kuva 8: Puolitaso Hp vihrealla viivoituksella, puolitaso H¢ punaisella viivoituksel-
la seka niiden leikkaus Hp N Ho molemmilla viivoituksilla.

Seuraavaa lausetta on havainnollistettu kuvassa 9.

Lause 2.11. Olkoot L suora seka H; ja H, sen maaraamat puolitasot. Jos puo-
lisuoran 1@) paatepiste A on suoralla L ja piste B € H; , niin kaikki puolisuoran
1@) pisteet pistetta A lukuunottamatta ovat puolitasolla H;.

H,

AB

Kuva 9: Puolisuora, jonka paatepiste on suoralla L, sijaitsee kokonaan puolitasol-
la H;.

Todistus. Tehdaan vastaoletus, etta piste C' on puolisuoralla AB ja piste C' on
puolitasolla H,. Talldin aksiooman 3 mukaan jana BC' leikkaa suoran L. Huo-
mataan, etta lauseen 2.2 mukaan suorat L ja 1@ leikkaavat pisteessd A. Koska
lisdksi BC' C 1@ niin jana BC leikkaa suoran L pisteessd A. Syntyy ristiriita
lauseen oletuksen kanssa, joten lauseen vaite on totta. O
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Seuraavaksi kasittelemme kolmioita, jotka ovat keskeisessé roolissa geomet-
riassa.

Maaritelma 2.12. Olkoot A, B ja C kolme tason pistetta, jotka eivét sijaitse sa-
malla suoralla. Talléin janojen unioni AB U BC U C' A muodostaa kolmion ABC.

Lause 2.13. Jos pisteet A, B ja C eivat sijaitse samalla suoralla ja pisteet D, E
ja M ovat sellaiset, etta

1. A—C - D,
2. B—M-Cja
3. A— M —E,
niin piste £ on kulman /BC'D sisapuolella.

Tarkastellaan ensin kuvaa 10, jossa lauseen tilannetta on havainnollistettu.
Kuvan perusteella todella nayttaisi, etté lauseen vaite patee. Tarvitsemme kuiten-
kin matemaattisen todistuksen sille, etta lause patee kaikissa mahdollisissa taso-
geometrian tilanteissa kolmion koosta ja kulmien suuruuksista riippumatta. Todis-

tuksen taytyy myds perustua pelkastaan edella esitettyihin aksioomiin ja oikeiksi
todistettuihin lauseisiin.

Kuva 10: Piste E nayttaisi olevan kulman /BC'D sisapuolella

Todistus. Oletusten perusteella jana_ﬁ leikkaa suoran BC pisteessa C' ja ak-
siooman 3 perusteella talldin janan AD paatepisteet sijaitsevat eri puolilla suoraa

. Samoin pisteet A ja F ovat eri puolilla suoraa , silla jana AE leikkaa
suoran suoran pisteessa M. Nyt siis pisteet E ja D sijaitsevat samalla puo-
lella suoraa BC'. Koska alkuehtojen mukaan piste B ei sijaitse suoralla 1@ niin
se ei sijaitse mydskaan suoralla @ koska A =@. Lauseen 2.11 perusteella

puolisuora C? sijaitsee pistetta C' lukuunottamatta samalla puolella suoran C
jakamaa tasoa. Piste M sijaitsee janalla BC, silla ehtona oli B — M — C. Pisteet

M ja B sijaitsevat siis samalla puolella suoran Cﬁ jakamaa tasoa. Samoin voi-
daan osoittaa, etté pisteet M ja E ovat samalla suoran oD jakamalla puolitasolla,
silld puolisuoran E pisteet M ja E sijaitsevat samalla puolella suoran C<_[>) jaka-
maa tasoa. Nain ollen pisteet M, B ja F sijaitsevat samalla puolella suoran Cﬁ

10



jakamaa puolitasoa. Nyt siis piste E sijaitsee kulman /BC D sisalla, silla piste £

sijaitsee samalla puolella suoraa % kuin piste D ja samalla puolella suoraa
kuin piste B. O]

Aksiooma 4. Jokaisella tasogeometrian kulmalla on reaalinen kulman suuruus,
joka vaihtelee 0° ja 180° vélilla. Kulman /BAC suuruudesta kaytetdan merkintaa
m/BAC

Maaritelma 2.14. Jos m/BAC=m/PQR, niin sanotaan, ettd kulmat /BAC ja
/PQR ovat yhtenevét.

Aksiooma 5. Olkoot @ puolisuora, joka sijaitsee kokonaan suoralla L ja H suo-
ran L maardama puolitaso. Kaikille reaaliluvuille r, 0° < r < 180°, on olemassa
tarkalleen yksi puolisuora 1@ missa C' on unionin H U L sisélla ja m/BAC = r.
Aksiooman tilanne on esitetty kuvassa 11.

r=m/BAC

Kuva 11: Kulman suuruus maaraa toisen kulman Kkyljista yksikasitteisesti.

Aksiooma 6. Jos piste D on kulman /BAC sisépuolella, silloin m/BAC = m/BAD+
m/DAC. Aksiooman tilanne on esitetty kuvassa 12.

Kuva 12: m/BAC = m/BAD + m/DAC

Maaritelma 2.15. Jos A — B — (' ja piste D ei ole suoralla /ﬁ niin kulmia /ABD
ja /DBC kutsutaan toistensa vieruskulmiksi. Vieruskulman maaritelméaa on ha-
vainnollistettu kuvassa 13.

11



ZCBD
ZLABD

—O0 o—
A )
Kuva 13: Vieruskulmat /ABD ja /DBC

Aksiooma 7. Jos kaksi kulmaa ovat toistensa vieruskulmat, niin niiden yhteen-
laskettu suuruus on 180°

Maaritelma 2.16. Oletetaan, etta suorat L, ja L, leikkaavat pisteessa X. Jos A
ja A" ovat sellaiset suoran L, pisteet sekd B ja B’ sellaiset suoran L, pisteet,
et A — X — A ja B— X — B, niin kulmat /AXB ja /A’X B’ ovat toistensa
ristikulmia. Samoin ovat kulmat /A’X B ja /AX B’. Ristikulman maéritelmaa on
havainnollistettu kuvassa 14.

Kuva 14: Ristkulmia ovat /AXB ja /A XB sekd /A XBja/AXB

Lause 2.17. Ristikulmat ovat yhtenevat.

Todistus. Kaytetaan todistuksessa maaritelman 2.16 ja kuvan 14 merkintéja. Maa-
ritelmé@n 2.15 perusteella kulmat /AXB ja /BX A’ ovat vieruskulmia. Samoin
(A’X B ja /BX A’ ovat vieruskulmia. Nyt aksiooman 7 perusteella saadaan seu-
raavat kaksi yhtaloa:

m/AXB+m/BXA = 180°
m/A'XB +m/BXA = 180°

Vahentamalla ensimmaisesta yhtalésta toisen saamme
m/AXB =m/AXB'

Méaaritelmén 2.14 perusteella ristikulmat ovat siis yhtenevat. O
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Yhtenevyydella tarkoitetaan, ettd esimerkiksi kahdella tai useammalla moni-
kulmiolla on sama muoto ja koko. Tama tarkoittaa, etta vertailtavien monikulmioi-
den vastaavat kulmat ovat yhta suuret ja vastaavat sivut ovat yhta pitkat rippumat-
ta monikulmioden sijainnista tasolla. Matemaattisesti sama todetaan kolmioiden
osalta seuraavassa maaritelmassa:

Maaritelma 2.18. Kaksi kolmiota ovat yhtenevét, jos on mahdollista 16ytéda 1 : 1
yhtenevyydet kolmion pisteille seuraavasti:

1. kolmioiden vastaavat kulmat ovat yhtenevat ja

2. kolmioiden vastaavat sivut ovat yhtenevat eli saman pituiset.

Aksiooma 8. Kolmiot ABC ja A’B’C" ovat yhtenevat, jos seuraavat ehdot taytty-
vat:

1. m/BAC =m/B'A'C’ ja
2. AB=AB ja AC = A'C’
kun kolmioiden ké&rkien vastaavuudet ovat seuraavat: A — A', B — B'jaC — (.

Yleisesti yhtenevien monikulmioiden kohdalla vastaavat kulmat nimetdan sa-
massa jarjestyksessa, kuten aksioomassa 8. Aksioomaa 8 kutsutaan yleisesti
sivu-kulma-sivu -aksioomaksi ja se on keskeisimpia aksioomia tasogeometrias-
sa.

Verrataan seuraavaksi aksioomaa 8 ja maaritelmaa 2.18. Maaritelma 2.18
vaatii, etta kaikille vertailtavien kolmioiden sivuille ja kulmille 16ytyy vastaava kul-
ma tai sivu toisestakin kolmiosta. Aksiooma 8 puolestaan kertoo, etta kahden kol-
mion yhtenevyyteen riittéda, ettd vertailtavista kolmioista I0ydetadn yksi vastaava
kulma, josta lahtevat sivut ovat myés yhtenevat.

Esimerkki 2.19. Miksi aksiooman 8 voidaan olettaa olevan totta? Katsotaan en-
sin kuvaa 15. Aksiooman 8 mukaan kolmioiden yhtenevyyden varmistamiseksi
riittad, etta yksi kulma ja siité lahtevat sivut ovat vastaavia vertailtavissa kolmiois-
sa. Oletetaan siis tunnetuksi, ettd m/ABC = m/DEF, BA = ED ja BC = EF.
Siirretaan seuraavaksi kulma /ABC kulman /DEF tilalle seké jana BA puoli-
suoran ﬁ paalle ja jana BC puolisuoran ﬁ paalle. Nyt selvasti piste B vastaa
pistettd F, piste A vastaa pistetta D, ja piste C vastaa pistettda F'. Nain ollen myds
jana AC vastaa janaa DF'. Kolmioiden jokaiselle kulmalle ja sivulle 16ytyy yhtene-
va osa toisestakin kolmiosta, joten selvasti myds kolmiot ovat yhtenevat.

Seuraavaa aksioomaa kutsutaan paralleeliaksioomaksi, jonka tarpeellisuudes-
ta aksioomaksi kiisteltin matemaatikkojen keskuudessa pitkdan. Lopulta 1820-
luvulla toisistaan riippumatta matemaatikot Nikolai lvanovits LobatSevski ja Janos
Bolyai todistivat paralleeliaksiooman muista erilliseksi aksioomaksi eukliidisessa
geometriassa, jota pitkalti lukiossa hyédynnetaan (ks. [2]).
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Kuva 15: Aksiooman 8 havainnolistaminen esimerkin 2.19 avulla.

Aksiooma 9. Suoran L ulkopuolella olevan pisteen P kautta voidaan piirtaa tas-
malleen yksi suora, joka ei leikkaa suoraa L.

Lauseen 2.20 mukaista kolmiota kutsutaan tasasivuiseksi kolmioksi ja sita on
havainnollistettu kuvassa 16.

Lause 2.20. Jos kolmion ABC sivut AB ja AC ovat yhtenevat eli AB = AC, niin
kolmion kulmat /ABC ja /ACB ovat yhtenevat eli m/ABC = m/ACB.

A

Kuva 16: Tasakylkinen kolmio, jossa AB = AC jam/ABC = m/ACB

Todistus. Pyritdan todistamaan, etta kolmiot ABC' ja AC'B kuvassa 16 ovat yhte-
nevat keskendan. Toisin sanoen pyritdan osoittamaan, etta jos lahdetaan pistees-
ta A kiertamaan kolmiota kumpaan tahansa suuntaan, niin aina saman pituinen
sivu ja saman suuruinen kulma tulevat vastaan samassa jarjestyksessa. Kulma
/BAC on molemmissa tapauksissa sama eli se on selvasti yhteneva molemmis-
sa kolmioissa. Lauseen oletusten mukaan AB = AC, joten kaksi sivua kummas-
sakin kolmiossa ovat yhtenevia. Nyt aksiooman 8 perusteella voidaan todeta, etta
kolmiot ABC' ja AC'B ovat yhtenevét elim/ABC = m/ACB O
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Maaritelma 2.21. Kolmion sisdkulma on kolmion karjen viereisten sivujen vélinen
kulma, joka on kolmion sisapuolella.

Maaritelma 2.22. Kolmion ulkokulma on karjen viereisen sivun ja karjen toisen
viereisen sivun jatkeen vélinen kulma.

Lause 2.23. Kolmion ulkokulma on aina suurempi kuin ne kolmion sisdkulmat,
jotka eivat ole ulkokulman vieruskulmia.

Kuva 17: Kolmion ABC' ulkokulma /DC' M on suurempi kuin kulma ja /ABC

Todistus. Tarkastellaan kuvaa 17. Olkoon ABC' kolmio. Nyt kolmion ABC' yhte-
na ulkokulmana on /DCM. On siis naytettava, ettéd kulmat /CAB ja /ABC ovat
pienempid kuin kulma /DC M. Tarkastellaan ensin kulmaa /ABC'. Olkoot piste M
janan BC keskipiste ja piste D suoralla 1@ ja A—C—D sekéa E sellainen lauseen
2.5 perusteella saatu piste, ettd AM=ME. Pyritdan osoittamaan, ettd kolmiot
ABM ja EC M ovat yhtenevat. Koska kulmat /AM B ja /C M E ovat toistensa risti-
kulmia, niin ne ovat lauseen 2.17 perusteella yhtenevia. Lisaksi sivut BM = MC,
koska piste M on janan BC keskipiste. Nyt aksiooman 8 perusteella voidaan to-
deta, ettd kolmiot ABM ja ECM ovat yhtenevat. Nyt m/ABM = m/ECM ja
kulma m/ABM < m/DCM.

Tarkastellaan seuraavaksi kulmaa /BAC. Olkoot piste M’ sivun AC' keski-
piste ja £’ sellainen lauseen 2.5 perusteella saatu piste, ettda BM'=M'E’. Py-
ritdan osoittamaan, ettd kolmiot ABM’ ja E'C’ M’ ovat yhtenevat. Koska kulmat
[AM'B ja /CM'E' ovat toistensa ristikulmia, niin ne ovat lauseen 2.17 perus-
teella yhtenevia. Liséksi sivut AM’ = M'C' ja BM' = M'E’. Nyt aksiooman 8
perusteella voidaan todeta, ettd kolmiot ABM' ja C'E' M’ ovat yhtenevat. Nyt siis
m/BAC = m/FE'CM’. Liséksi /E'CM' ja /ECD ovat toistensa ristikulmia el
m/BAC =m/ECD < m/DCM.
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Nyt on siis osoitettu, ettd kolmion ABC yksi ulkokulmista /M DC' on suurempi
kuin kulmat /ABC ja /BAC. Vastaavasti I0ydettaisiin perustelut muille ulkokul-
mille. ]

Aksioomaa 8 kutsutaan usein sivu-kulma-sivu -aksioomaksi. Muita vastaavia
kolmioiden yhtenevyyksiin liittyvia saantéja ovat kulma-kulma-sivu, sivu-sivu-sivu
ja kulma-sivu-kulma. Tarkastellaan néita sdantéja ja niiden todistuksia seuraavis-
sa lauseissa.

Lause 2.24. Kolmiot ovat yhtenevat, jos kaksi kulmaa ja toisen tunnetun kulman
vastainen sivu ovat yhtenevia.

Kuva 18: Kulma-kulma-sivu -sdanndn havainnollistaminen.

Todistus. Tarkastellaan kuvaa 18. Olkoot ABC ja A’B'C’ kolmioita. Oletetaan,
ettd sivut BC ja B'C’ ovat yhtenevéat. Oletetaan lisaksi, ettd kulmat /ABC ja
(A'B'C" sekd /BAC ja /B'A'C" ovat yhtenevat. Jos AB = A’B’, niin aksiooman
8 perusteella kolmiot ovat yhtenevat. Tarkastellaan tilanteita, jossa AB # A'B’
ja pyritdan osoittamaan tama ristiriidan kautta mahdottomiksi. Aloitetaan tilan-
teesta AB > A'B’. Olkoon D sellainen sivun AB piste, ettd A’'B’ = DB ja
A—D—B. Nyt kolmiot A’B’C" ja D BC ovat yhtenevat aksiooman 8 nojalla. Nyt siis
m/BDC = m/B'A'C". Nyt oletusten perusteella myés m/BDC = m/BAC, mika
ei ole mahdollista lauseen 2.23 perusteella, silld /BDC on yksi kolmion ADC ul-
kokulmista. Tapauksessa AB < A’'B’ valitaan sellainen piste D', ettd A’'—D’'— B’ ja
A'D" = AB ja edetaan samalla tavalla kuin ensimmaisessa tapauksessa. Molem-
missa tapauksissa syntyy ristiriita lauseen oletusten kanssa, joten AB on oltava
yhté pitk& kuin A'B’. O
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Lause 2.25. Kolmiot ovat yhtenevat, jos kaksi kulmaa ja niiden valinen sivu ovat
yhtenevia.

Kuva 19: Kulma-sivu-kulma -sdanndn havainnollistaminen.

Todistus. Tarkastellaan kuvaa 19. Olkoot ABC ja A’B'C’ kolmioita. Oletetaan,
ettd m/BAC = m/B'AC', AB = A'B'" ja m/ABC = m/A'B'C’. Jos my®6s
AC = A'C’, niin aksiooman 8 perusteella kolmiot ovat yhtenevét. Tarkastellaan
siis tilanteita, kun AC # A’C’ ja pyritdén osoittamaan ristiriita lauseen oletusten
tai aikaisempien lauseiden ja aksioomien kanssa. Tarkastellaan ensin tilannetta,
ettd AC > A’C’. Olkoon D’ sellainen piste sivun A'C’ jatkeella, ettd A’ — C' — D’
ja AC = A'D’. Nyt kolmiot ABC ja A’B’'D’ ovat yhtenevat aksiooman 8 perus-
teella. Aksiooman 6 mukaan m/ABC = m/A’B'D’ > m/A'B'C’. Syntyy ristiriita
lauseen oletusten kanssa, joten sivu AC' ei voi olla pidempi kuin A’C’. Vastaava
ristirita syntyy tapauksessa AC < A'C’, kun piste D valitaan sivun AC jatkeelta
ja AD = A'C'". Lopulta saadaan AC = A'C’ ja vaite seuraa aksiooman 8 perus-
teella. O

Lause 2.26. Kolmiot ovat yhtenevat, jos kaikki kolme sivua ovat yhtenevia.

Todistus. Tarkastellaan kuvaa 20. Olkoot ABC' ja A’B'C’ kolmioita. Naissa kah-
dessa kolmiossa sivut AB ja A'B’, AC ja A'C’" sekd BC ja B'C’ ovat yhtene-
via. Etsitdén sellainen piste D toiselta puolelta suoraa fﬁ kuin piste B, etta
m/CAD = m/C'A'B" jam/ACD = m/A’C'B'. Tallainen piste D on mahdollista
|6ytda aksiooman 5 perusteella. Nyt lauseen 2.25 perusteella kolmiot A’B'C’ ja
ACD ovat yhtenevat. Nyt siis A’/B’ = AD = ABja B'C' = CD = BC. Yhdistamal-
|& pisteet B ja D saadaan kaksi tasasivuista kolmiota ABD ja BDC'. Nyt lauseen
2.20 perusteella saadaan m/ADB = m/ABD jam/BDC = m/CBD. Laskemal-
la kulmat puolittain yhteen sadaan aksiooman 6 mukaan m/ADC = m/ABC'. Nyt
aksiooman 8 perusteella kolmiot ABC ja ADC' ovat yhtenevat, joten kolmiot ABC
ja A’B'C' ovat yhtenevat ja lauseen vaite patee. ]
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Kuva 20: Sivu-sivu-sivu -sdannon havainnollistaminen.

Esimerkki 2.27. Osoitetaan, ettei sivu-sivu-kulma ole kolmioiden yhtenevyys séan-
t0. Tarkastellaan kuvaa 21. Kolmioissa ABC ja ADC sivu AC esiintyy molemmis-
sa, sivut AB ja AD ovat yhtenevat sekd kulmat /BC' A ja / DC A ovat yhtéa suuret.
Kolmiot eivat kuitenkaan ole yhtenevat, koska muun muassa sivut DC' ja BC eivat
ole yhtenevig, silla piste D on aidosti pisteiden C' ja B valissa.

Kuva 21: Sivu-sivu-kulma saantoa ei ole olemassa

Maaritelma 2.28. Jos kahden leikkaavan suoran kaikki nelja kulmaa ovat yhtene-
vid, niin suorat leikkaavat toisensa kohtisuorasti ja kaikki kulmat ovat suorakulmia.

Suorakulman suuruus on 90° eli puolet oikokulmasta. Tama seuraa aksioomis-
ta6ja’.

Maaritelma 2.29. Suoran L normaali on toinen suora M, joka leikkaa suoran L
kohtisuorasti.
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Méaritelmé 2.30. Janan AB keskinormaali on jana tai suora, joka leikkaa janan
AB kohtisuorasti janan keskipisteessa M.

Lause 2.31. Jos piste B on yhta kaukana pisteista A ja C, niin piste B sijaitsee
janan AC' keskinormaalilla. K&&ntaen, jos B sijaitsee janan AC' keskinormaalilla,
niin pisteet A ja C ovat yhta kaukana pisteesta B

Kuva 22: Jos AB = CB, niin B sijaitsee janan AC keskinormaalilla.

Todistus. Tarkastellaan kuvaa 22. Olkoon piste M janan AC keskipiste. Nyt lauseen
2.26 todistuksen peusteella kolmiot ABM ja C'BM ovat yhtenevat. Niinpd m/AM B =
m/CMB = 90° ja BM on osa janan AC keskinormaalia. Lauseen toinen osa to-
distetaan toteamalla, ettd aksiooman 8 perusteella kolmiot ABM ja CBM ovat
yhtenevat eli sivut BA ja BC ovat yhtenevat. O

Seuraavan lauseen todistamiseen tarvitaan kolmioepayhtaléa. Tassa ei kay-
da kolmioepayhtéalén todistamista 1api, vaan todetaan seuraavan lauseen todis-
tamiseen tarpeellinen osa kolmioepayhtalosta: PQ + QR > PR. Kahden pisteen
valinen etaisyys on siis aina pienimmillaan ilman valipistetta Q).

Lause 2.32. Jos pisteet A ja ) ovat samalla puolella suoraa L, niin lyhin matka
pisteesta A suoran L kautta pisteeseen (Q muodostuu, kun tulo- ja heijastuskulma
suoralla L ovat yhta suuret.

Todistus. Tarkastellaan kuvaa 23. Olkoot L suora, M suoran L pisteen @ kautta
kulkeva normaali ja F' niiden leikkauspiste. Olkoon @’ normaalin M piste, joka
sijaitsee yhta kaukana suorasta L kuin piste @), mutta eri puolella suoraa. Olkoot
liséksi piste A oletusten mukainen piste. Olkoot nyt /ABC' tulokulma ja /QPF
heijastuskulma.

Aksiooman 3 mukaan AQ’ leikkaa suoran L pisteessd B. Olkoon B’ jokin
toinen suoran L piste. Kolmiot QB'F ja Q'B'F ovat aksiooman 8 perusteella
yhtenevat samoin kuin kolmiot QBF ja Q’BF ovat keskendan yhtenevia. Nyt
siis B'QQ = B'Q' ja BQ = BQ'. Edella olevat yhtal6t tarkoittavat, ettd matka
pisteestd A suoran L kautta pisteeseen () on yhta pitkd kuin pisteiden A ja
)’ valinen matka pisteiden B ja B’ kautta. Kolmioepayhtalén perusteella voi-
daan todeta, etta etaisyys pisteen B kautta on lyhyempi kuin minkdan muun pis-
teen B’ kautta kulkeva etaisyys pisteiden A ja @’ valilla. Koska kolmiot QF B ja
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Q' F B ovat yhtenevat, niin m/QBF = m/Q)'BF. Lauseen 2.17 perusteella myds
m/B'BA = m/Q)’BF = m/QBF. Nain ollen tulo- ja heijastuskulmat ovat yhta-
suuret, kun matka pisteesta A pisteeseen @) suoran L kautta minimoidaan. O

Kuva 23: Tulo- ja heijastuskulmat ovat yhta suuret.

Lause 2.33. Kolmion kaikki keskinormaalit leikkaavat aina yhdessa pisteessa.

Todistus. Tarkastellaan kuvaa 24. Olkoot A, B ja C' kolmion Karkipisteet, L, L, ja
L3 kolmion sivuja BC, AC ja AB vastaavat keskinormaalit seka piste D kahden
keskinormaalin L, ja L, leikkauspiste. Koska piste D on molemmilla keskinor-
maaleilla L, ja L., niin lauseen 2.31 perusteella DB = DC' ja DA = DC. Edelli-
sista yhtaléistd saamme DA = DB. Nyt piste D on yhtéd kaukana pisteistd A ja B
joten lauseen 2.31 mukaan piste D sijaitsee janan AB keskinormaalilla L;. Siis
lauseen vaite patee. O

L

Kuva 24: Kaikki kolmion sivujen keskinormaalit leikkaavat pisteessa D
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Lause 2.34. Olkoon M suoran L normaali. Olkoot @) suorien L ja M leikkauspis-
te sekd P piste normaalilla M. Jos suora N leikkaa normaalin M kohtisuorasti
pisteessa P, niin suorat N ja L ovat yhdensuuntaisia, kuten kuvassa 25.

Todistus. Tarkastellaan kuvaa 25. Olkoot piste @) suoralla L ja piste P suoralla N
Kaytetdan epasuoraa todistusta. Oletetaan, ettad suorat N ja L eivat ole yhden-
suuntaisia. Oletetaan, etté suorat leikkaavat pisteessa R. Nyt kolmion PQ R kaksi
ulkokulmaa ovat 90° samoin kuin kaksi sen sisakulmista. Tasta syntyy ristiriita

lauseen 2.23 kanssa, joten oletus on vaara ja lauseen vaite patee. O
N P
M
Q
D L

Kuva 25: Suorat L ja N ovat yhdensuuntaisia, jos M on niiden molempien nor-
maali.

Lause 2.35. Jos kaksi suoraa L ja M ovat yhdensuuntaiset, niin suorien vali-
nen jana muodostaa kaksi yhtenevaa kulmaparia kuvan 26 tavoin. Kaantaen, jos
suorien L ja M ja niiden vélisen janan muodostamat kulmat ovat yhtenevat, niin
suorat L ja M ovat yhdensuuntaiset.

Kuva 26: Kaksi yhdensuuntaista suoraa ja niiden valinen jana muodostavat yhte-
nevia kulmia.
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Todistus. Tarkastellaan kuvaa 26. Todistetaan ensin lauseen ensimmainen osa
eli oletetaan, ettd suorat L ja M ovat yhdensuuntaiset. Olkoot E janan AB kes-
kipiste ja jana F'G pisteen E kautta kulkeva suorien L ja M normaali, joka on
olemassa aksiooman 9 perusteella. Nyt kulmat /EGA ja /EF B ovat yhtenevét
ja AE = EB. Liséksi lauseen 2.17 perusteella kulmat /AEG ja /BEF ovat yh-
tenevat. Nyt lauseen 2.24 perusteella kolmiot AEG ja BEF ovat yhtenevat, joten
m/FEAG = m/EBF. Todistetaan seuraavaksi lauseen toinen osa eli oletetaan,
ettd m/FAG = m/EBF. Tehdaan vastaoletus, etta suorat L ja M leikkaavat pis-
teessd P. Nyt kolmion ABP yksi ulkokulmista on kulma /EBF, joka oli yhteneva
kulman /FAG kanssa. Syntyy ristiriita lauseen 2.23 kanssa, joten lauseen vaite
on totta. O

Maaritelma 2.36. Suunnikas on nelikulmio, jonka vastakkaiset sivut ovat yhden-
suuntaisia.

Lause 2.37. Jos ABCD on suunnikas, niin nelikulmion
a) vastakkaiset sivut ovat yhtenevat.

b) vastakkaiset kulmat ovat yhtenevat.

Kuva 27: Suunnikas voidaan muodostaa kahden yhtenevan kolmion avulla.

Todistus. Edeltavat lauseet ovat koskeneet kolmioiden yhtenevyyksia, joten muo-
dostetaan suunnikkaasta ABC D kaksi kolmiota diagonaalin BD avulla, kuten ku-
vassa 27. Nyt lauseen 2.35 mukaan m/DBC = m/BDA jam/BDC = m/DBA.
Nyt kolmioissa on kaksi yhtenevaa kulmaa ja kulmien vélinen sivu BD on kol-
mioissa yhtenevat, joten lauseen 2.25 perusteella kolmiot ovat yhtenevat. Taman
perusteella saadaan AB = CD ja AD = BC. Samoin /DAB = m/DCB ja
[{ABC =m/ABD +m/DBC = /CDB +m/BDA =m/CDA. O

Lause 2.38. Nelikulmiossa ABC' D, missa
a) sivut eivat leikkaa toisiaan kuin karkipisteissa ja
b) vastakkaiset sivut ovat yhtenevat,

vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaisia eli ABC D on suunnikas.
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Todistus. Tarkastellaan kuvaa 27. Kolmiot ABD ja C'DB ovat yhtenevat lauseen
oletusten ja lauseen 2.26 perusteella. Nyt kulma /A vastaa kulmaa /C, /ADB
vastaa /CBD ja /ABD vastaa /C'DB. Edelld esitetyt kulmat ovat kaikki kolmioi-
den ABD tai C DB sisékulmia. Nyt lauseen 2.35 mukaan suorat % ja 4D ovat

yhdensuuntaisia. Vastaavasti AB ja % ovat yhdensuuntaisia, joten ABC'D on
suunnikas. n

Lause 2.39. Kaikkien kolmioiden kulmien summa on 180°

Todistus. Tarkastellaan kuvaa 28. Aksiooman 9 perusteella |6ydetdan pisteen
B kautta kulkeva suora L, joka on yhdensuuntainen kolmion sivun AC kans-
sa. Merkitdan suoran L ja kolmion sivujen valisia kulmia /1, /2 ja /3. Lauseen
2.35 perusteella m/A = m/1 ja m/C = m/3. Liséksi aksiooman 7 perusteella
m/l+m/2+m/3 = 180°. Koska /B = /2, nin m/A+m/B +m/C = 180°. [

g L

Kuva 28: Kolmion kulmien summa on sama kuin oikokulman eli 180°

Maaritelma 2.40. Ympyré on niiden pisteiden joukko, joiden etéisyys keskipisteesta
on yhta suuri.

Lause 2.41.

a) Jos pisteet B, C ja D ovat ympyran kehalla ja ympyran keskipiste A sijaitsee
janalla BC, niin m/BDC = 90°.

b) Jos B ja C ovat kiinnitettyja pisteita, niin kaikkien niiden pisteiden D joukko,
joille m/BDC = 90°, koostuu halkaisijaltaan BC' olevan ympyran kaikista
pisteista lukuunottamatta pisteitda B ja C.

Todistus. Tarkastellaan kuvaa 29. Todistetaan ensin kohta a). Olkoot pisteet B,
C' ja D ympyran kehan pisteita ja A ympyran keskipiste. Nyt AB = AC = AD.
Lauseen 2.20 perusteella kolmiot ABD ja AC D ovat tasakylkisia, joten m/ABD =
m/ADB jam/ACD = m/ADC. Nyt aksiooman 6 mukaan

m/BDC =m/ADC +m/ADB = m/ACD +m/ABD
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ja lauseen 2.39 mukaan
m/BDC +m/ACD +m/ABD = 2(m/BDC') = 180° < m/BDC = 90°

Todistetaan seuraavaksi kohta b). Tarkastellaan ympyraa O, jonka keskipis-
teend on A ja sateend AB = AC. Pisteet B ja C ovat siis ympyralla. Olkoon E

nyt sellainen ympyran O piste, ettd £ on suoralla . Kohdan a) perusteella kul-
ma /BEC on suora. Nyt siis lauseen 2.24 mukaan kolmiot BDC' ja BEC ovat
yhtenevat, ja D on siis ympyran O kehalla. O
B
o E /
8

Kuva 29: Kulma /BDC = 90°, jos piste D sijaitsee ympyran kehalla.

24



2.3 Pinta-ala

Seuraavat pinta-aloihin liittyvat aksioomien oletukset ovat kaikille tasogeometri-
aan vahankaan tutustuneille tuttuja. Ne ovat kuitenkin tarked maarittaa, jotta tule-
vissa lauseissa ei ole kyseenalaistettavia kohtia. Vastaavanlaisia aksioomia 16y-
detdan avaruusgeometrian kappaleille ja tilavuuksille [5], mutta niitd ei k&dyda nyt
lapi.

Aksiooma 10. Jokaiselle monikulmaiselle alueelle R on maaritelty tietty positii-
vinen reaaliluku, jota kutsutaan pinta-alaksi. Kaytetaan siita jatkossa merkintaa
a(R).

Aksiooma 11. Monikulmainen alue R muodostuu kahden monikulmaisen alueen Rz,
ja Rz unionista, jos R; ja R, leikkaavat toisensa korkeintaan aarellisen monella si-
vulla tai yksittaisessé pisteessa, niin a(R) = a(R; U Ry) = a(Ry) + a(Ry).

Aksiooma 12. Yhtenevien kolmioiden pinta-alat ovat samat.

Aksiooma 13. Suorakulmion pinta-ala on kahden vierekkaisen sivun, eli kannan
ja korkeuden, pituuksien tulo.

Lause 2.42. Suunnikkaan ABC D pinta-ala on tulo bh, missa b on kannan pituus
ja h on kannan ja sen vastaisen sivun vélinen etaisyys.

B b c
||
L h M
[$
A E D F

Kuva 30: Suunnikkaan pinta-ala lasketaan kertomalla kannan pituus b suunnik-
kaan korkeudella h.

Todistus. Olkoon ABCD suunnikas, kuten kuvassa 30. Olkoot L suunnikkaan
karjen B kautta kulkeva normaali suoralle AD ja M suunnikkaan kéarjen C kautta
kulkeva normaali suoralle AD. Olkoot £ normaalin L ja suoran AD leikkauspiste
ja F normaalin M ja suoran AD leikkauspiste. Lauseen 2.37 perusteella AB =
DC ja lauseen 2.35 perusteella m/BEA = m/CFD ja m/BAE = m/CDF,
joten nédin lauseen 2.24 mukaan kolmiot CF'D ja BEA ovat yhtenevéat. Koska
nyt aksiooman 12 mukaan a(AEB) = a(CDF), niin aksioomien 11 ja 13 mukaan
saadaan a(ABCD) = a(ABE)+a(BCDE) = a(CDF)+a(BCDE) = o(BCFE) =
EF-h=(ED+ DF)-h=(AE+ ED) - h = bh. O
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Lause 2.43. Kolmion pinta-ala on %bh, missa b on minkad tahansa sivun pituus ja
h kyseisen sivun ja sen vastaisen karjen valinen etaisyys.

Kuva 31: Kolmion pinta-ala on puolet suunnikkaan pinta-alasta.

Todistus. Olkoot kolmio ABC ja AB sen tutkittava kanta, kuten kuvassa 31. Piir-
retdan suoran 9B suuntainen suora L pisteen C kautta ja suoran @ suuntai-
nen suora M pisteen A kautta. Olkoon D suorien L ja M leikkauspiste. Maaritel-
man 2.36 perusteella ABC'D on suunnikas. Kolmiot ADC ja C'BA ovat yhtenevat
lauseen 2.37 todistuksen perusteella ja niiden pinta-alat ovat yhta suuret aksioo-
man 12 perusteella. Kolmion ABC pinta-ala on siis puolet suunnikkaan ABC'D
pinta-alasta, joka oli edellisen lauseen perusteella bh. Kolmion pinta-ala on siis
1bh. O

Maaritelma 2.44. Puolisuunnikas on nelikulmio, jossa toiset vastakkaisista sivuis-
ta ovat yhdensuuntaiset. Naita kahta sivua kutsutaan puolisuunnikkaan kannoiksi
ja niiden pituuksille kaytetdaan merkintdja b, ja b,. Kantojen valista kohtisuoraa
etaisyytta kutsutaan korkeudeksi, josta kaytetdan merkintaa .

Lause 2.45. Puolisuunnikkaan pinta-ala on 3 (b, + bo)h

@)
m
'n
O

by

Kuva 32: Puolisuunnikkaan pinta-ala voidaan muodostaa kolmion ja suunnikkaan
pinta-alojen avulla.
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Todistus. Tarkastellaan kuvaa 32. Olkoot ABCD puolisuunnikas ja E sellainen

suoran DC’ piste, ettd ABCE on suunnikas. Lauseen 2.42 mukaan «(ABCE) =
:bih ja lauseen 2.43 mukaan a(AED) = (b, — by )h. Aksiooman 11 mukaan

a(ABCD) = a(ABDE) + a(AED)
1
= bih+ 5 (b = bo)h

1

]

Yhtenevyydella tarkoitettiin sitd, etta kaksi monikulmiota vastasivat taysin toi-
siaan. Yhdenmuotoisuudella tarkoitetaan, etta monikulmiot ovat samanmuotoisia,
mutta ne voivat olla eri kokoisia.

Maaritelma 2.46. Kaksi monikulmiota ovat yhdenmuotoiset, jos on olemassa seu-
raavat ehdot tayttava bijektiivinen funktio f/ monikulmioiden karkien vélilla.

1) Vastaavat kulmat ovat yhtenevat eli jokaiselle kéarjelle A on voimassam/A =
mlf(A)

2) Vastaavien sivujen pituuksien suhde on vakio. Eli on olemassa sellainen

vakio r, ettd jos monikulmion viereiset kérjet ovat A ja B, niin 7 AB

AFB) "

Lause 2.47. Jos kolmiossa ABC piste D sijaitsee sivulla AB, piste E sivulla BC

seka janat AC' ja DE ovat yhdensuuntaiset, niin 24 = 5¢.

Todistus. Tarkastellaan kuvaa 33. Olkoon £’ janan AB ja pisteen E kautta kulke-
van janan AB normaalin leikkaupiste. Lauseen 2.43 perusteella seuraavat yhtalot
patevat.

a(AEB) = %(FE)(AB)

o(DEB) — %(FE)(BD)

Havaitaan, etta kolmioiden AEB ja DE B korkeus karkipisteen D kautta on yhta
suuri. Jakamalla edelliset yhtal6t puolittain saadaan

a(AEB)  (BA)

a«(DEB) ~ (BD)

Olkoon G janan C'B ja kérkipisteen D kautta kulkevan janan C'B normaalin leik-
kaupiste. Vastaavasti saadaan




Osoitetaan seuraavaksi, ettd «(CDB) = a(AEB), jotta edellisten yhtaldiden oi-
keat puolet voidaan merkitd yhta suuriksi. Koska molempien kolmioiden pinta-
alaan kuuluu kolmion D E B pinta-ala, niin taytyy osoittaa, ettd a(DEA) = a(CDE).
Naiden molempien kolmioiden yksi sivu on jana DE. Kaytetaan sitd kantana. Kos-

ka suorat f@ ja ovat yhdensuuntaiset, niin kohtisuorat etdisyydet karjista

A ja C suoralle DE ovat yht& pitkia. N&in kolmioiden DEA ja CDE korkeudet

ovat samat ja a(DEA) = a(CDFE). Nyt siis a(CDB) = a(AEB). Lopulta saadaan
BA BC
BA _ BC U
BD BE

Kuva 33: Kahden kolmion sivujen pituuksien suhteiden laskemiseen tarvitaan
useita apupisteita ja -kolmioita.

Lause 2.48. Jos kolmiossa ABC piste D sijaitsee sivulla AB, piste E sivulla BC
ja sivujen suhteet ovat vakiot seuraavasti 24 = £< niin janat AC ja DE ovat
yhdensuuntaiset.

Todistus. Tarkastellaan kuvaa 33. Tehd&an vastaoletus, ettd DE ja AC eivét ole
yhdensuuntaiset ja pyritddn osoittamaan ristiriita. Olkoon £’ sellainen suoralla Efl
oleva piste, etta suorat ja AC ovat yhdensuuntaiset. Edellisen lauseen ja
oletusten perusteella

BC BA BA

BE BD BF
Taman perusteella saadaan BF' = BD. Koska pisteet F' ja E ovat samalla sivulla
BA, niin voidaan todeta, ettd F = D. Nain ollen = EF. Syntyy ristiriita eli
lauseen vaite patee eli suorat ﬁ ja Zé ovat yhdensuuntaisia. O

Edella kaytiin 1&pi yhtenevyyksiin liittyvia lauseita, joiden ansiosta yhtenevyy-
den paattelemiseen kolmiosta ei tarvinnut tietdd kaikkia kulmien suuruuksia ja
sivuujen pituuksia. Yhdenmuotoisuudelle 16ydetaan vastaavia uusia helpottavia
saantoja.

Lause 2.49. Kolmiot ABC ja A’B'C’ ovat yhdenmuotoisia, jos m/A = m/A’,
m/B =m/B"jam/C = m/C" ja karkipisteet vastaavat toisiaan seuraavasti A —
A, B—BjaC — (.
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Kuva 34: Kolmiot ovat yhdenmuotoisia, jos niiden kaikki vastaavat kulmat ovat
saman suuruisia

Todistus. Tarkastellaan kuvaa 34. Jos AB = A’B’, niin kolmiot ovat yhtenevat
lauseen 2.25 perusteella. Riittaa tarkastella tilannetta, jossa A'B’ < AB. Olkoon
D sellainen piste janalla AB, ettd BD = A’B’. Etsitdan sellainen piste £ janalta
BC, etta

BC BA

BE  BD’
Edellisen lauseen perusteella janat AC ja DE ovat yhdensuuntaiset. Nyt edelli-
sen lauseen ja oletusten perusteella m/BDC = m/A = m/A’ eli lauseen 2.24

perusteella kolmiot DBE ja A’B’'C’ ovat yhtenevat. Nyt korvaamalla pisteet D ja
E pisteilla A" ja ¢’ saadaan

BC  BA
B'C"  B'A

Vastaava todistus voidaan tehda myds karjista A tai C. Voidaan todeta, etta lauseen
véite péatee. O

Lause 2.50. Kolmiot ABC' ja A’B’C’ ovat yhdenmuotoisia, jos m/B = m/B’,
BA _ BC

B/A/ - B/Cl'

Kuva 35: Yhdenmuotoisuus lauseen 2.50 tapauksessa.
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Todistus. Riittaa tarkastella tilannetta, jossa A’B’ < AB. Tarkastellaan kuvaa 35.
Olkoot D ja E sellaisia pisteita sivuilla BA ja BC, ettda BD = B'A’ ja BE =
B'C’. Korvaamalla ndma lauseen oletukseen saadaan g—g‘ = %. Lauseen 2.48
perusteella havaitaan, etta ﬁ@ = ﬁ Nyt siis vastaavat kulmat /BDFE ja /BAC
sekd /BED ja /BCA ovat yhtenevat. Lauseen 2.49 perusteella kolmiot ABC
ja DBE ovat samanmuotoiset. Koska aksiooman 8 perusteella kolmiot DBFE ja
A’B'C’ ovat yhtenevat, niin kolmiot A’B’C" ja ABC ovat yhdenmuotoiset O

Maaritelma 2.51. Olkoot ABC suorakulmainen kolmio. Suorankulman viereisia
sivuja kutsutaan kateeteiksija vastaista sivua hypotenuusaksi

Lause 2.52. Jos suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat a ja b ja hypo-
tenuusan pituus c, niin a? + b? = 2.

Kuva 36: Pythagoraan lause

Todistus. Olkoon kolmio ABC' suorakulmainen kuten kuvassa 36. Suorakulman
karjestd C' hypotenuusalle kulkeva normaali leikkaa hypotenuusan pisteessa D.
Nyt kolmiot BC'D ja BAC' ovat molemmat suorakulmaisia kolmioita ja molemmat
kolmiot sisaltavat kulman /B. Lauseen 2.39 mukaan kolmioiden kolmaskin kulma
on molemmissa yhta suuri ja ndin lauseen 2.49 perusteella kolmiot ovat yhden-
muotoiset. Nyt

a

cC—X a
Vastaavasti kolmiot CD A ja BC A ovat yhdenmuotoiset ja

b_=
c b

Kun ylldolevat yhtélét kertoo ristiin, niin saadaan yhtélét a? = c¢(c — z) ja b* = cx.
Laskemalla edelleen nAma yhteen saadaan Pythagoraan lause a? + b? = 2.
O
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3 Lopuksi

Tutkielmassa kasiteltin Meyerin [5] aksioomajoukkoa. Tutkielman alkoi aksioo-
malla, jonka perusteella kahden pisteen kautta kulkeva suora saatiin yksikasit-
teiseksi Euklidisessa geometriassa. Aksioomien ja lauseiden avulla tarkasteltiin
janoja, puolisuoria, kulmia sek& kolmioita ja niiden yhtenevyyksia ja yhdenmuotoi-
suuksia. Lopulta paadyttiin pinta-alojen tarkasteluun ja Pythagoraan lauseeseen.
Seuraavaksi tarkasteluun voisi ottaa Meyerin tavoin tilavuuksia, ei-eukliidista geo-
metriaa seka yhtenevyyskuvauksia. Geometrian aksioomajoukkoja tunnetaan ny-
kyaan useita, joten myds naiden valisia eroja voisi tarkastella tarkemmin ja eten-
kin sitd, milla aksiooma joukolla paastaan pisimmalle geometrian tiedoissa mah-
dollisimman pienella maaralla aksioomia.
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