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1 Johdanto

Todennékoisyyslaskennassa ja tilastotieteessé tarkastellaan usein satunnaismuuttu-
jien jonoja, jotka kuvaavat esimerkiksi havainnosta laskettavia otossuureita otoskoon
kasvaessa. Naiden jonojen kiayttaytymista tutkitaan erilaisten suppenemiskasitteiden
avulla, jotka ovat keskeisid myos matemaattisessa tilastotieteessi. Suppenemiskésit-
teet ovat tilastotieteessd suuressa asemassa esimerkiksi estimaattorien tarkentuvuu-
den tarkastelussa ja estimaattorien asymptoottisen normaaliuden tarkastelussa.

Niiden avulla esitelldadn myos kaksi matemaattisessa tilastotieteessé merkittavaa
lausetta, suurten lukujen laki ja keskeinen raja-arvolause. Suurten lukujen laki kuvaa
keskiarvojen kayttaytymistéd otoskoon kasvaessa ja keskeinen raja-arvolause selittaa,
miksi monissa tilanteissa otossuureiden jakauma lahestyy normaalijakaumaa.

Tamaéan tyon tavoitteena on esitella keskeiset satunnaismuuttujien suppenemis-
lajit seké tarkastella niiden vélisid yhteyksia. Lisdksi tarkastellaan suurten lukujen
lakia ja keskeista raja-arvolausetta seké niiden merkitystéa tilastollisessa paattelyssa.

Tutkielmassa kiytetdén standardimerkintja tilastotieteen peruskursseilta. Sa-
tunnaismuuttujia merkitdin X, X, ..., ja satunnaismuuttujien jonoa (X,), missi
indeksi n ilmaisee jonon jarjestysluvun eli kuinka mones satunnaismuuttuja jonossa
on. Liséksi kiytetdan otosavaruudelle merkintdd €2. Otosavaruus on perusjoukko eli
kaikki mahdolliset alkeistapaukset, ja merkitdén perusjoukkoon kuuluvaa alkiota eli
alkeistapausta w.

Tutkielman jaksossa 2 esitellaan nelja suppenemislajia seké niiden véliset yhtey-
det. Jaksossa 3 tarkastellaan suurten lukujen lakia ja keskeistd raja-arvolausetta.
Jaksossa 4 kisitelladn ndiden tulosten sovelluksia tilastollisessa péadttelyssa, erityi-
sesti estimaattorijonojen tarkentuvuuden ja asymptoottisen normaalisuuden nako-
kulmasta. Jaksossa 5 esitetdéan vield lyhyesti kaksi muuta sovellusta.

Tyossé kiytetddn lahteind erityisesti kirjoja Statistical Inference [1|, Modern
Mathematical Statistics [4] sekd A Probability Path [8]. Liséksi lauseiden todistuksis-
sa hyddynnetdédn paljon Wikipedia-sivua Proofs of convergence of random variables

I5).



2 Suppeneminen

Suppenemisella todennékoisyyslaskennassa ja tilastotieteessé viitataan tilanteisiin,
joissa satunnaismuuttujien jonon kayttdytyminen lahestyy jotakin tiettya rajaa jo-
non indeksin kasvaessa eli toisin sanoen silloin, kun jonossa edetdén pidemmélle.
Toisin sanoen, satunnaismuuttujien jono lahestyy eli suppenee kohti jotakin tiettya
satunnaismuuttujaa tai vakiota. Joissakin tilanteissa suppenemiskésitteitd voidaan
hyodyntéaa myos epasuorassa tarkastelussa. Esimerkiksi kiinnostuksen kohteena ole-
van satunnaismuuttujan ominaisuuksia voidaan arvioida jonon avulla joka ldhestyy
kyseista satunnaismuuttujaa, kun satunnaismuuttujaa ei voida havaita suoraan. Ti-
lastotieteessa suppenemiskasitteillda on keskeinen rooli erityisesti asymptoottisessa
tarkastelussa. Niitd hyodynnetdéan esimerkiksi estimaattorien tarkentuvuuden ana-
lysoinnissa, tilastollisten menetelmien ominaisuuksien tutkimisessa seké joidenkin
jakaumien approksimaatioissa. Suppenemiskésitteiden avulla voidaan selittad, miksi
satunnaisuudesta huolimatta tilastolliset menetelmét ovat luotettavia, kun otosko-
ko on suuri. Ne siis selittavat, miksi satunnaisuudesta huolimatta otoksista lasketut
tunnusluvut antavat luotettavaa tietoa populaation ominaisuuksista. Tasta syysta
ne ovat keskeinen osa sekd todennékoisyyslaskentaa ettd matemaattista tilastotie-
detta ja tilastollista paattelya.

Merkitaan suppenemista tilastotieteen peruskurssien mukaisesti: Olkoon (X,,) =
(X1, Xa, ...) jokin satunnaismuuttujajono ja X jokin yksittdinen satunnaismuuttuja.
Merkitddn jonon (X,,) suppenemista kohti satunnaismuuttujaa X talloin

X, — X.

Todennékoisyyslaskennan suppenemiskésitteet tarjoavat tyokalut satunnaisilmioi-
den pitkidn aikavalin kiyttaytymisen tarkasteluun. Esitetdédn seuraavaksi nelja eri
suppenemislajia eli nelji eri tapaa, joilla satunnaismuuttujien jono (X,) lahestyy
satunnaismuuttujaa X. Téssd jaksossa kdytetddn ldhteiné erityisesti kirjaa [I] seké
monistetta Todenndkdisyyslaskennan jatkokurssi [2]. Suppenemislajien mééritelmien
yhteydessa esitelladn lauseet ja todistukset suppenemislajien vélisille yhteyksille.

2.1 Suppenemislajit

Tyossa esitettavat nelja suppenemislajia ovat: melkein varma suppeneminen, sto-
kastinen suppeneminen, keskineliosuppeneminen ja jakaumasuppeneminen. Kaikis-
sa madritelmissd kdytetdan merkintaa lim, .., jolla tarkoitetaan raja-arvoa, kun
indeksi n kasvaa rajatta. Madritelladn késitteet kirjan [I], kappaleen 5.5 avulla.

Maaritelma 1. Olkoon (X,,) = (X, Xs,...) jokin satunnaismuuttujajono ja X
jokin yksittdinen satunnaismuuttuja. Lisaksi merkitdéan kertyméfunktiota F;, jonolle
(X,) ja F satunnaismuuttujalle X. Kertyméfunktio kertoo todennékoisyyden, etta
kyseinen satunnaismuuttuja saa arvon, joka on pienempi tai yhtédsuuri kuin luku x.
Siis F,(z) = P(X,, <), ja F(z) = P(X < xz).

Jono (X,,) suppenee jakaumaltaan (engl. convergences in distribution) kohti muut-
tujaa X, jos niiden kertyméfunktiot ldhestyvéit toisiaan indeksin n kasvaessa rajatta,
ts.

lim F,(z) = F(z),

n—oo



kaikissa pisteissé x, joissa kertyméfunktio F' on jatkuva. Tétéa merkitadn
d
X, = X.

Téata suppenemislajia kutsutaan myos heikoksi suppenemiseksi, koska se kuvaa
satunnaismuuttujien jakaumien kayttaytymista. Jakaumasuppeneminen tarkoittaa
siis sita, ettd satunnaismuuttujien jakaumat ldhestyvat rajajakaumaa, mutta se ei
valttaméatta tarkoita, ettd satunnaismuuttujat suppenisivat yksittaisten alkeista-
pausten kohdalla. Toisin sanoen X,,(w) — X (w) ei valttdmatta pade kaikilla w € Q.
Voi nimittéain olla, etté jono (X,,) ja satunnaismuuttuja X eivit ole edes mééaritelty-
ja samassa todennékoisyysavaruudessa, jolloin X, (w) — X (w) ei pade yhdellekdan
w.

Maaritelma 2. Olkoon (X,,) = (Xi, Xy, ...) jokin satunnaismuuttujajono ja X jokin
yksittdinen satunnaismuuttuja. Jono (X,,) suppenee stokastisesti (engl. convergences
in probability) kohti muuttujaa X, jos

lim P(|X, — X|>¢) =0 Kkaikilla ¢ > 0

n—00

tai yhtapitavasti

lim P(|X, — X|<e)=1 kaikillae > 0.

n—oo

Merkitéaén stokastista suppenemista
Xo 5 X,

Stokastinen suppeneminen kuvaa todennikoisyysmassan suppenemista (méaéri-
telmé 23.1, monisteessa [2]). Téalld tarkoitetaan, ettd satunnaismuuttujien jonon ar-
vot ovat yha todennékoisemmin yhé lahempéna rajamuuttujan arvoa, kun indeksi n
kasvaa, eli poikkeamien todenn#koisyys pienenee mielivaltaisen pieneksi (mééritelmé
1.5.5, monisteessa [3]).

Kun satunnaismuuttujien jonossa indeksi n kasvaa kohti déaretonté, todennékoi-
syys sille, ettd satunnaismuuttujien jono ja yksittdisen satunnaismuuttujan erotuk-
sen itseisarvo on suurempaa kuin edelld mééritelty e, 1ahestyy nollaa. Yhtéapitavasti
todennéakoisyys sille, etté erotuksen itseisarvo on pienempéé tai yhtdsuurta kuin e,
ldhestyy lukua yksi.

Todistetaan seuraavaksi ensimmaéisten kahden suppenemislajin yhteys. Lauseen to-
distamiseen tarvitaan lisdksi erdstd lemmaa, joka esitellidn ennen lausetta ja sen
todistusta. Kéytetdan todistuksen ldhteend Wikipedia-sivua Proofs of convergence
of random variables [5].

Lemma 1. Olkoon X ja Y satunnaismuuttujia, x jokin reaaliluku ja € > 0. Nyt

P(Y<az)<P(X<z+e)+P(]Y - X|>e).

3



Todistus.

PY<z)=PY <z, X<z+4+e)+PY <z, X >z+¢)
<PX<z+4+e)+PY -X<z—-Xz-X < —¢)
<P X<z+e)+PY —-X < —¢)
<PX<z+4e)+PY-X<—-)+PY -X>¢)
=P X <z+e)+P(lY — X|>¢)

]

Nyt lemman (1| avulla voidaan todistaa stokastisen suppenemisen ja jakaumasup-
penemisen véalinen implikaatio.

Lause 1. Olkoon (X,,) = (X1, Xs, ...) satunnaismuuttujajono ja X jokin yksittdinen
satunnaismuuttuja. Jos X, SN X, nimn X, 4 x.

Todistus. Oletetaan stokastinen suppeneminen: X,, = X, jonka avulla todistetaan,
ettd jakaumasuppeneminen pitee P(X, < x) — P(X < z), jos oikeanpuoleinen
funktio on jatkuva x :ssé. Voidaan kirjoittaa myos toisin kertyméafunktioiden avulla

Jakaumasuppenemisen todistamiseksi on osoitettava, ettd kertyméfunktioiden jono
suppenee kohti satunnaismuuttujan X kertyméfunktiota jokaisessa pisteessa x, jossa
F(x) on jatkuva. Olkoon z téllainen piste. Kaikille € > 0 pétee lemman [I| mukaan

Fo(x) < Flz+¢)+ P(| X, — X| > ¢).
Samoin
Fx—¢) < F,(z) + P(| X, — X| > ¢).
Néama kaksi voidaan yhdistéé, jolloin saadaan
Flx—¢)— P(X,— X|>¢) < F,(z) < F(zx+¢)+ P(|X,, — X| > ¢).
Ja stokastisesta suppenemisesta saadun oletuksen

lim P(|X, — X|>e) =0

n—oo

perusteella voidaan supistaa epayhtaloketjua:

F(x —¢) < lim F,(z) < F(x +¢).
n—oo
Oletuksen mukaan kertymaéfunktio on jatkuva pisteessa x, jolloin epayhtaloketjun
sekd oikea ettd vasen puoli lahestyvit kohti F(z), kun e — 0T, ts. lim._,o F(z +
e) = F(z). Kuristusperiaatteen [6] avulla ndhdéén, ettd myos keskelle jaava F,(z)
suppenee kohti satunnaismuuttujan X kertyméfunktiota, eli F,,(x) — F(x), ts

X, % X



Jakaumasuppenemisen ja stokastisen suppenemisen yhteys yksinkertaistuu, kun
lahestytdan vakiota c. Todistetaan viela tdma tilastotieteessd useasti kaytetty eri-

koistapaus x = ¢, eli jos X, BN ¢, niin X,, -2 ¢
Lause 2. Olkoon c vakio. Jos X, BN c, nim X, Ly
Todistus. Vakion ¢ (tulkittuna satunnaismuuttujaksi) kertyméfunktio:
0, kunzx <c
F(x) = {

1, kun x > c,

on jatkuva kaikissa pisteissa x # c. Koska satunnaismuuttujien jono lahestyy vakiota
¢ jakaumasuppenemisen mielessi, niin silloin kaikilla ¢ > 0 on lim,,_,, Fy,(c—¢) =0
ja limy, o F,(c + 5) = 1 jolloin:

lim P(| X, —c|>¢)=1lim[P(X,<c—¢e)+ P(X, >c+¢)

n—oo n—oo
= lim P(X,, <c—¢)+ lim P(X,, > c+¢)
n—oo n— o0

= lim F,(c—¢)+ lim P(X, >c+e¢)
n—00 n—00
=0+ lim P(X, >c+¢)

n—oo

< lim P(Xn>c—|—§>:1— lim Fn(c—l—E) =0
n—00 2 n—o00 2

kaikilla € > 0. Niin ollen X,, 2 c. O

Edellisten perusteella voidaan siis merkita

d
X, L= X,5Sc

Maaritelma 3. Olkoon (X,,) = (X1, Xy, ...) jokin satunnaismuuttujajono ja X jokin
yksittdinen satunnaismuuttuja. Jono (X,,) suppenee L"-mielessd (engl. convergences
in 7:th mean) kohti muuttujaa X, jos

lim E[|X, — X|"] =0,

n—oo

jossa r > 1. Merkitadédn tata suppenemista
X, 5 X

Tapausta r = 2 kutsutaan keskinelidsuppenemiseksi. Seuraavan lauseen mukaan
keskinelibsuppeneminen seuraa suppenemisesta L"-mielessd mille tahansa r > 2.
Edellisen mééaritelmén perusteella merkitdan keskineliosuppenemista

x, Y x



Keskineliosuppeneminen (engl. convergence in mean square) tai kvadraattinen sup-
peneminen tarkoittaa sitéd, ettd satunnaismuuttujien jonon ja yksittdisen satunnais-
muutujan erotuksen nelion odotusarvo ldhestyy nollaa, kun n ldhestyy daretonta,
ts.

lim E[(X, — X)% =0.

n—oo

Lause 3. Olkoon 1 <r <s. Jos X, LA X, nan X, X

Todistus. Oletetaan lauseessa valittu muuttuja r ja X, L X. Holderin epayhtalo
on tunnetusti (ks. lause 4.7.2 [1]):

E[UV|] < (B[UF)» (E[V]])7,

jossa 1 < p,q < o0, ja %%—% = 1. Merkitddn nyt U = [X,, - X[, V=1,p=2>1
Saadaan, ettd E[| X, — X|'] < E[|X,, — X|%] Oletuksena oli, etti X, = X, joten
lim E[| X, — X|*] =0.

n—oo

Téasta seuraa siis

= 0.

hSA

lim E[|X, — X|'] < lim E[|X, — X|*]
n—oo

n—o0

Todistus osoittaa siis, ettd X, X,
]

s 2
Huomautus 1. Jos X, 2ox ja s > 2, niin silloin myos X, 2X. Ts. X, = X
keskineliomielessa.

Lause 4. Jos X,, X jollain v > 1, niin X, END'¢
Todistus. Kun r > 1, kaikille € > 0 péatee
P(IX, — X| > £) = P(1X, — X[" > "),
Nyt Markovin epéyhtélostéd (ks. lemma 3.8.3 [I]) saadaan
E[X, - XT]

P(IX, — X[ 2 e) = P(|Xn = X|" 2 ") =

Maaritelmastéa [ saadaan
lim E[|X, — X|"] =0,

n—oo

josta voidaan padtelld, etta

lim P(|X, — X|>¢) =0,

n—oo

kaikilla € > 0, ts. X,, = X. O



Maaritelma 4. Olkoon (X,) = (X, Xs,...) jokin satunnaismuuttujajono ja X
jokin yksittdinen satunnaismuuttuja. Jono (X,,) suppenee melkein varmasti (engl.
convergences almost surely (a.s.)) kohti muuttujaa X, jos

P ({w € Q] lim X, (w) = X(w)}) =1

n—oo

Téama voidaan kirjoittaa lyhyemmin: P(X, — X) = 1. Merkitd4an melkein varmaa
suppenemista
X, = X.

Palautetaan mieleen, ettd satunnaismuuttuja on reaaliarvoinen funktio, joka on méa-
ritelty otosavaruudessa 2. Oletetaan, ettd otosavaruus sisiltéé alkeistapauksia, joita
merkitdén w, jolloin X,(w) ja X(w) ovat otosavaruudessa madriteltyja funktioita.
Satunnaismuuttujien jono suppenee kohti satunnaismuuttujaa melkein varmasti eli
todennakoisyydellé 1, ts. lukuunottamatta alkeistapausten joukkoa w, joiden toden-
nékoisyys on 0, jos ja vain jos funktio X, (w) suppenee kohti X (w) melkein kaikilla
w, jotka kuuluvat otosavaruuteen.

Seuraavan lauseen todistus perustuu Wikipedia-sivuun [5], seké kirjan [8] kap-
paleeseen 6.2 ja lauseeseen 6.2.1.

Lause 5. Jos X,, =% X, nimn X, 2 X.

Todistus. Oletetaan melkein varma suppeneminen X,, = X. Tiedetdén, ettd mel-
kein varman suppenemisen voi kirjoittaa myos erotuksen itseisarvona, ts.

PH{w | |Xn(w) — X(w)] = 0) = 1.

Nyt halutaan siis todistaa melkein varman suppenemisen, ja stokastisen suppenemi-
sen vélinen implikaatio. Stokastinen suppeneminen merkitsi siis sité, etté

lim P(|X,, — X| >¢) -0 kaikilla e > 0.

n—o0

Olkoon € > 0 mielivaltainen. Maéritelladn nyt tapahtuma A,, kaikille n niin, etta

An = [ J{1Xm — X| >}

m>n

A,, on vahenevi, koska kun indeksi n kasvaa, yhdisteessé on yhéd vihemmaén joukkoja.
Raja-arvon lim,, . X,(w) = X (w) médritelmén mukaan on olemassa rajaluku N(w)
siten, etta

| Xy (w) — X(w)] <e  kaikilla n > N(w).

ts.
wi |J {1X0—X|>e} = Ay

n>N(w)

Oletuksen nojalla tdmé pétee melkein kaikilla w (eli todennékoisyydelld 1), jolloin
tapahtuman

ﬂ A, ={w | | Xn(lw) = X(w)| > i.0.},

7



todennéakoisyys on 0. Edelld i.o. on lyhenne sanoista infinitely often. Melkein varma

suppeneminen siis antaa
P (ﬂ An> = 0.
n=1

Koska A,, on vahenevi, saadaan:

lim P(A,) =0.
n—oo
Koska
{|X, — X|>e} C A,
niin

P(IX, — X| > £) < P(A,).

Raja-arvon perusominaisuudesta saadun P(A,) — 0 perusteella
P(|X, — X|>¢) < P(4,) == 0.

Koska valitsemamme ¢ oli mielivaltainen, niin X,, — X.



2.2 Suppenemislajien yhteydet kootusti

Kaytetdan tasta eteenpédin suppenemiskasitteistd madritelmissé esitettyja merkinto-
ja, ja esitelladn niiden keskindiset yhteydet perustuen lauseisiin 1, 3, 4 ja 5 edella.

Xn = X
¢
X, 5 x|l —|x, %X
f
L2
X, — X

Kaavio havainnollistaa esitettyjen neljin eri suppenemiskésitteen véliset impli-
kaatiot. Nahdéaan, ettd vahvimmat suppenemiskéasitteet ovat melkein varma suppe-
neminen ja keskineliosuppeneminen, jotka eivit implikoi kuitenkaan toisiaan. Muut
kolme suppenemiskasitettd implikoivat jakaumasuppenemisen, mutta jakaumasup-
peneminen ei itse implikoi muita suppenemiskésitteitd ja on siten heikoin esitetyista
késitteista.

Tilastotieteessa esiintyy kuitenkin usein yhteyksiin liittyvé erikoistapaus. Silloin
satunnaismuuttujien jono ldhestyy vakiota c eika satunnaismuuttujaa. Talloin kaavio
muuttuu lauseen 2 perusteella:

Xna.s.c
p d
X, >c|l+— X, —>c
L2
X, —c

Erikoistapauksessa, kun ldhestytdan vakiota, lauseen 1 mukaan stokastinen sup-
peneminen ja jakaumasuppeneminen ovat ekvivalentit.



3 Suurten lukujen laki ja keskeinen raja-arvolause

Edellé esitellyt nelja suppenemiskasitettd muodostavat pohjaa matemaattiseen ti-
lastotieteeseen. Esitellddn seuraavaksi kaksi matemaattisen tilastotieteen lausetta,
suurten lukujen laki ja keskeinen raja-arvolause. Kaytetddn lahteina kirjoja Mo-
dern Mathematical Statistics [4] ja sen kappaleita 6.2 ja 6.3 sekd kirjaa Statistical
Inference [I] ja sen kappaletta 5.5 ja lausetta 5.5.2.

Lause 6 (Suurten lukujen laki SLL (heikko versio)). Oletetaan, etti satunnais-
muuttujat X1, Xo, ... ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita ja ettd niilld on
odotusarvo E[X,] = u ja varianssi Var[X,] = 0% < .

Tdlloin:
1 n
n i=1

Todistus. Todistetaan viite Markovin epéyhtélon avulla (ks. Lemma 3.8.3 [1]). Mer-
kitaan

I
ja osoitetaan, etta kaikilla e > 0

lim P(|X, —p| <e)=1,

n—oo

mika siis tarkoittaa, ettd X,, =

% > i1 Xi = .
Tiedetdén, ettd jokaiselle € > 0

P(| X0 — 1] 2 €) = P(Xn — p)? > &) <

jolloin

P(| X, —p| <) =1- P(| X0 — | 2 ¢)

\%
—_
|

- (ne?)

Huomautus 2. Edelld oleva todistus osoittaa, ettd myos:

1 n

Huomautus 3. Riippumattomuusoletuksen sijaan edellisessé lauseessa riittaisi myos
oletus korreloimattomuudesta eli etta

COV(XZ', XJ) = O,Z 7A j

10



Suurten lukujen lain perusperiaatteena on selittdd, miksi satunnaiset ilmiot al-
kavat nayttda sddnnollisiltd, kun niitd tarkastellaan riittdvan pitkddn. Otetaan esi-
merkkiné kolikonheitto. Jos heitét kolikkoa esimerkiksi kuusi kertaa, on mahdollis-
ta, ettd saat viisi kertaa kruunan ja yhden kerran klaavan. Tamé on melko kaukana
odotetusta tuloksesta, eli siité, ettd molempia olisi noin puolet. Suurten lukujen laki
kertoo, etté jos jatkaisimme kolikonheittoa todella monta kertaa, kruunan ja klaavan
osuudet tasoittuisivat kohti puolikasta. Sanotaan siis, ettd satunnaismuuttujien jo-
non keskiarvo suppenee kohti satunnaismuuttujien odotusarvoa. Toisin sanoen heit-
tojen keskiarvo toistojen kasvaessa lahestyy kohti pitkdn aikavélin todennéakdisinta
arvoa. Suurten lukujen laki ei siis kerro, ettd jos heittdisimme monta kertaa putkeen
klaavaa, seuraava olisi valttdméatta kruuna, vaan, ettéd jos heitimme tarpeeksi mon-
ta kertaa, heittojen jakauma alkaisi tasoittua. Tilastotieteessa suurten lukujen laki
antaa perustan otantamenetelmille. Kun otos on riittdvin suuri ja satunnaisesti va-
littu, sen keskiarvo suppenee kohti koko populaation todellista keskiarvoa. Suurten
lukujen laki siis kuvaa, miten satunnaisuus muuttuu jarjestykseksi, kun havainto-
ja kertyy paljon. Se selittdé, miksi pitkdn aikavélin mittaukset ovat luotettavampia
kuin yksittaiset havainnot. Tamé&n vuoksi suurten lukujen lakia voi kutsua mate-
maattisen tilastotieteen kulmakiveksi.

Lause 7 (Keskeinen raja-arvolause (KRL)). Oletetaan, etti satunnaismuuttujat
Xy, Xa, ... ovat risppumattomia ja samoin jakautuneita, ja ettd odotusarvo E[X,] = p
ja varianssi Var[X,,] = 02 < oco.

Talloin:

1< d o 2
l X, — = Z, Z ~ N(0, .
vn (n ;_1 ,u) missd (0,0%)

Todistus. Sivuutetaan. Lauseen todistus on esimerkiksi Dudewiczin ja Mishran kir-
jassa [4], kappaleessa 6.3. O

Keskeinen raja-arvolause on toinen matemaattisen tilastotieteen kulmakivista.
Siind, missd suurten lukujen laki puhuu keskiarvon asettumisesta oikeaan kohtaan,
keskeinen raja-arvolause kertoo, miltd tdmaéan keskiarvon vaihtelu yleensa nayttaa.
Sen ydinajatus on, ettd kun otetaan suuri joukko toisistaan riippumattomia havain-
toja, niiden summa tai keskiarvo jakautuu likimain normaalisti eli alkaa noudat-
tamaan normaalijakaumaa riippumatta siitd, millainen alkuperiinen jakauma oli.
Tamé mahdollistaa normaalijakauman kéytén hyvin monissa kiaytdnnon tilanteis-
sa, vaikka aineisto ei itsessddn olisi normaalisti jakautunutta. Esimerkkiné voidaan
ajatella ihmisten paivittaista askelten maarada. Toiset kavelevit vahan ja toiset pal-
jon, jakauma on epasymmetrinen ja pitkdhantdinen. Mutta jos tarkastellaan esimer-
kiksi kymmenen paivan keskiarvoa sadalta ihmiselta, keskiarvot alkavat muistuttaa
normaalijakaumaa. Yksittédisten péivien vaihtelu niin sanotusti kesyyntyy, kun ne
yvhdistetdan. Toisena esimerkkiné, jos kolikkoa heitetddn erittdin monta kertaa, to-
dennékoisyys saada kruuna tietylla maarélla heittoja ldhestyy normaalijakaumaa.
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Keskeinen raja-arvolause on se syy, miksi normaalijakaumaa kaytetadn lahes kaik-
kialla: mittausvirheiden mallintamisessa, kyselytutkimusten virhemarginaalien las-
kemisessa, kokeiden analyysissa ja monissa muissa tilastollisissa menetelmissa. Se
tarjoaa perustan tilastollisille tyokaluille, joilla arvioidaan, onko havaittu ero to-
dellinen vai pelkkédd satunnaisvaihtelua. Keskeinen raja-arvolause siis kertoo, etta
vaikka maailma on monimutkainen, suurissa kokonaisuuksissa on yllattavin paljon
saannollisyytta.
Seuraavaksi esimerkki keskeisesté raja-arvolauseesta:

Esimerkki 1. Tarkastellaan Turun yliopiston aktiivisuustutkimuksen aineistoa, jos-
sa on kerédtty sadan ihmisen askeldataa noin kahdeksan péivin ajan. Aineistossa
askeldataa on vain noin 750 paivélté, silld aineistosta on poistettu péivét, jolloin
askelmadria laskevaa aktiivisuusranneketta on kaytetty alle kymmenen tuntia péi-
vassa. Tasta syysta joillain tutkittavilla aineistossa askelméaraéd on vaihemmilté péai-
vilta kuin toisilla. Téassa tyossa kaytettdvassa aineistossa pidettiin vain kaksi sa-
raketta, tutkittavien id:t ja péivikohtaiset askelmadrdt. Muut aktiivisuusrannek-
keen kerdamat tiedot poistettiin. Tehddan normaalikvantiilikuvio jokaisen aineistos-
sa olevan tutkittavan yksilon ensimméisesti askeldatasta, ts. ensimmaéisesta aktii-
visuusrannekeenkayttopaivastda. Koska aineisto on pieni, kiiytetddn tissa keskeisen
raja-arvolauseen esimerkissé hyodyksi bootstrapping-menetelméé. Bootstrappingis-
sé muodostetaan suuri mééré (esim. 10 000) satunnaisotoksia alkuperiisesté aineis-
tosta takaisinpanolla. Jokaisesta otoksesta lasketaan askelméaérien keskiarvo, néin
saadaan jakauma keskiarvoista.

12



Normaalikvantiilikuvio, ensimmaiset arvot

Normaalikvantiilikuvio, n=100
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Kuva 1: Normaalikvantiilikuviot

Kuvassal[l]esitetdéin normaalikvanttiilikuviot (QQ-kuviot) bootstrapping-menetel-
mélla saaduista keskiarvoista eri otosmaéérilla (n = 100, 1000 ja 10 000) sekd alku-
perdisen aineiston ensimmaisistd havainnoista. QQ-kuvioiden avulla tarkastellaan,
kuinka hyvin aineisto noudattaa normaalijakaumaa: mitd lahempéané pisteet ovat
suoraa viivaa, sitd paremmin normaalijakauma kuvaa aineistoa. Kuvasta nah-
déan, ettd alkuperdisen aineiston ensimméiset arvot jokaiselta henkiloltd poikkeaa
jonkin verran normaalijakaumasta, miké ilmenee pisteiden kaareutumisena erityises-
ti jakauman daripaissa. Tama viittaa siihen, ettd alkuperdinen aineisto ei ole taysin
normaalijakautunut.

Kuvissa [1b] [Id, [1d] esitetédén bootstrapping-menetelmélld muodostettujen otos-
keskiarvojen QQ-kuviot kasvavilla otosméarilla. Kun otosten méara on 100, pisteet
asettuvat jo melko ldhelle suoraa, mutta pienié poikkeamia esiintyy edelleen. Otos-
maaran kasvaessa 1000:een ja edelleen 10 000:een pisteet asettuvat yha tarkemmin
suoralle viivalle.

Vaikka alkuperdinen aineisto ei ole normaalijakautunut, otoskeskiarvojen jakau-
ma ldhestyy normaalijakaumaa, kun otosten maéra kasvaa. Erityisesti kuvassa
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jakauma on jo erittain lahelld normaalijakaumaa, mika néakyy ldhes taydellisen li-
neaarisena QQ-kuviona. Esimerkissé tapahtuu siis juuri niin, miten keskeinen raja-
arvolause kertoo, ettd tapahtuu. Otoskoon kasvaessa jakauma alkaa noudattaa nor-
maalijakaumaa riippumatta alkuperaisestéd jakaumasta.

Normaalijakautuneisuuden tarkastamiseksi voidaan lisédksi tarkastella otoksia myos
Shapiro-Wilk-testilld (lukuunottamatta otosta jossa n=10 000, silld Shapiro-Wilk-
testin isoin mahdollinen n on 5000). Shapiro-Wilk-testin mukaan otos on normaali-
jakautunut, jos p-arvo on yli 0.05.

shapiro.test(eka_arvo$steps_total)
Shapiro-Wilk normality test

data: eka_arvo$steps_total
W = 0.96785, p-value = 0.01594

> shapiro.test(z)
Shapiro-Wilk normality test

data: =z
W =0.97688, p-value = 0.07575

> shapiro.test(y)
Shapiro-Wilk normality test

data: vy
W = 0.99845, p-value = 0.5247

Ensimmaéisten arvojen Shapiro-Wilk-testi tehty ensin, sen jilkeen tehty n=100 (ai-
neisto z) ja viimeisend n=1000 (aineisto y). Pelkkien ensimmaéisten arvojen aineiston
Shapiro-Wilk-testi antaa p-arvoksi 0.01594, joka on alle 0.05, eli ensimmaisten ar-
vojen jakauman normaalisuutta vastaan hieman nayttod. Kun n=100 ja n=1000,
Shapiro-Wilk-testi antaa molemmissa tapauksissa p-arvon, joka on yli 0.05. Namé
tulokset (0.07575 ja 0.5247) eivit anna ndyttod normaalisuutta vastaan. Shapiro-
Wilk-testi siis puoltaa normaalikvantiilikuvioista saatua tulosta, eli keskiarvotetut
otokset aineistosta alkavat otoskoon kasvaessa noudattamaan yhé enemmaén ja enem-
méan normaalijakaumaa.
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4 Sovelluskohteita tilastollisessa paattelyssa

Todennékoisyyslaskennan suppenemiskasitteilld on sovelluskohteita myos tilastolli-
sessa padttelyssa. Tilastollisessa péaattelyssé keskeisend tavoitteena on tehda joh-
topdatoksid tuntemattomista populaation parametreista otoksen perusteella. Kos-
ka kiytettavissa on vain rajallinen méara havaintoja, parametreja joudutaan arvioi-
maan satunnaismuuttujien avulla, joita kutsutaan estimaattoreiksi. Siis jos Xi, ..., X,
ovat havaintoja edustavia satunnaismuuttujia ja 6 estimoitava parametri, estimaat-
tori méaritellddn usein tilastotieteessd havaintojen funktiona:

~

0, = 0,(X1, ..., Xn).

Estimaattori on siis satunnaismuuttuja ja sen havaittu arvo estimaatti. Tilastol-
linen estimointi tarkoittaa siis kiytdnnossé oikean mallin valitsemista havaintojen
perusteella ([8], kappale 6.2.1).

Suppenemiskésitteet tarjoavat teoreettisen perustan sille, miksi tallainen paatte-
ly on mahdollista. Jos estimaattorijono suppenee esimerkiksi stokastisesti kohti tar-
kasteltavaa parametria, kun havaintojen lukumaéra n kasvaa rajatta, estimaattoria
kutsutaan tarkentuvaksi. Talloin estimaattorin arvot lahestyvat todellista paramet-
ria otoskoon kasvaessa. Lisdksi monet tilastolliset menetelmét perustuvat siihen, etté
estimaattorien jakaumaa voidaan approksimoida normaalijakaumalla suurilla otos-
koilla. Tama seuraa keskeisesta raja-arvolauseesta ja estimaattorien asymptoottises-
ta normaalisuudesta. Néiden tulosten avulla voidaan esimerkiksi muodostaa luotta-
musvileja ja suorittaa hypoteesitesteji myos tilanteissa, joissa tarkkaa jakaumaa
ei tunneta. Esitellaédn seuraavaksi kaksi sovelluskohdetta tilastollisessa paattelyssa,
estimaattorijonon tarkentuvuus (mééritelmé |5) ja suurimman uskottavuuden esti-
maatin asymptoottinen normaalisuus (mééritelméa @

4.1 Estimaattorijonon tarkentuvuus

Tarkastellaan tilastollista mallia fx_(x;6) aineistolle X,,= (X4, ..., X},). Olkoon @
parametri ja

0, =0(Xq,..., X,)
sille muodostettu estimaattori.

Maaritelma 5. Estimaattorijono 6, on tarkentuva, jos 6, & 6. Ts. estimaatto-
rijono on tarkentuva, jos estimaattorijono suppenee stokastisesti kohti parametrin
todellista arvoa.

Esimerkki 2. Oletetaan, ettd Xi,..., X,, ovat riippumattomia satunnaismuuttu-
jia jostakin seuraavista kolmesta jakaumasta, joissa kaikissa on odotusarvo u: nor-
maalijakaumasta N(u, 0?), Poisson-jakaumasta Poisson(j) tai eksponenttijakaumas-
ta Exp(i). Koska kaikissa on sama odotusarvo, voidaan tarkastella jakaumia yhta
aikaa, ja merkitdéin jakaumia seuraavanlaisesti; X1, ..., X,, ~ N(u,02), Xq,..., X, ~
Poisson(u), Xi,..., X,y ~ Exp(+). Kéytetddn odotusarvon estimaattorina otoskes-

1
) m
kiarvoa:

. 1 < S
anﬁgxizxn.
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Tarkastellaan, onko otoskeskiarvo odotusarvon tarkentuva estimaattori, toisin sa-
noen, pateeko

P
Hp, = H-

Kéytetadn apuna suurten lukujen lakia. Suurten lukujen lain mukaan, jos odotusarvo

on p ja varianssi < 0o, niin silloin

1 n

Nyt jokaisessa tarkasteltavassa jakaumassa odotusarvona on u ja tiedetdén jakau-
mista, ettd varianssi noudattaa myos annettua ehtoa. Talloin suurten lukujen lain
mukaan otoskeskiarvo suppenee stokastisesti kohti jakauman odotusarvoa. Ts.

P

Mo, = [

Kaytetddn seuraavan esimerkin lahteend Stanfordin yliopiston Properties of Es-
timators opetusdioja [7].

Esimerkki 3. Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat Xi, ..., X,, ovat riippumattomia
ja noudattavat vilin [0, 6] tasajakaumaa, ts.

Xy, ..., Xy ~ Tas(0,60),

jossa @ > 0 on tuntematon parametri. Tasajakaumassa satunnaismuuttujan tiheys on
vakio valilla [0, 0], ja satunnaismuuttujan arvo ei voi ylittdd parametria 6. Parametri
0 on siis jakauman ylaraja. Satunnaismuuttujien tiheysfunktio on siis:

f(a:)—{é’ kun0<zx <4

0, muulloin.

Kertyméfunktion méaéritelmaé:
F(zx) = / f(t)de.

Tarkastellaan kolmea tapausta: Jos x < 0, silloin f(t) = 0 kaikilla ¢ < z, jolloin
kertyméfunktio F'(z) = 0. Jos 0 < x < 6, silloin kertyméfunktio F(z) = [ zdt = %.
Ja jos x > 6, jolloin integraali otetaan yli koko alueen, jolloin kertyméfunktio on
F(z) = 1. Téten kaava kertymafunktiolle on:

0, kunz <0
Flz)=4q%, kin0<z<46.
1, josx >80

Tarkastellaan tasajakauman parametrin estimaattoria, joka on otosmaksimi, ts.

~

0, = max(Xy, ..., X,,).
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Kaikille z € R: R
PO, <z)=PX; <z .., X,<zx).

Liséksi, koska satunnaismuuttujat ovat riippumattomia, pétee

P(X; <z, X, <z)=][[P(X; <2).

i=1

Ja koska satunnaismuuttujat ovat samoin jakautuneita, pitee: P(X; < x) = F(z),
jolloin

P(b, < o) = (F(x))"

Tarkastellaan, onko suurimman uskottavuuden estimaattori 0, tarkentuva. Mari-
telmén [5] mukaan estimaattori on tarkentuva, jos
n—oo

V€>0:P<én—9‘>5)—>0.

Voidaan merkité:

P
josta nahdéan, ettd meilld on kaksi vaihtoehtoa saada tarkentuvuuden méaritelmésta
itseisarvo suuremmaksi kuin €. Jos € > 0, silloin 6 + ¢ > 6 ja (6 + ) = 1, jolloin
P(#,<60+¢c)=(F(0+¢)"™ =1, josta seuraa, etta P(6, > 0+ ¢) = 0. Jaljelle jaa
siis vain:

9n—0’>5>:P<9n>9+5)+P(9n<9—5>,

P@n<€—ay—P@n§6—d—4Fw—f»"—<0_€>n%0,

koska

Ts.
Siis, kun indeksi n kasvaa rajatta, on otosmaksimi tarkentuva estimaattori paramet-

rille 0, eli estimaattori suppenee stokastisesti kohti parametrin todellista arvoa:

0, 2 0.
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4.2 Asymptoottinen normaalisuus

Méé&ritelmé 6. Olkoon 6, estimaattori parametrille . Estimaattori 0,, on asymp-
toottisesti normaalinen, jos:

Vi, —0)% z
kun Z ~ N(0,v(0)) ja v(€) > 0 on jokin thetasta riippuva lauseke.

Asymptoottisella normaalisuudella tarkoitetaan tilannetta, jossa estimaatin ja-
kauma lahestyy eli suppenee kohti normaalijakaumaa otoskoon n kasvaessa rajatta.
Kaytannossa tamé tarkoittaa sita, ettd kun otoskoko on riittdvan suuri estimaatin
jakaumaa voidaan approksimoida normaalijakaumalla. Asymptoottinen normaali-
suus on keskeinen tulos tilastollisessa padttelyssi, silla sen avulla voidaan muo-
dostaa esimerkiksi luottamusvileja, tehda approksimaatiotia ja suorittaa hypotee-
sitesteja. Asymptoottinen normaalisuus perustuu edellé esitettyyn keskeiseen raja-
arvolauseeseen. Yleisesti sdannollisyysehtojen vallitessa suurimman uskottavuuden
estimaattorit ovat asymptoottisesti normaalisia [7]. Tiedetdan siis, ettd mitd suu-
rempi otoskoko, sitd paremmin suurimman uskottavuuden estimaatin jakauma nou-
dattaa normaalijakaumaa.

Johdetaan estimaattorin asymptoottisen normaalisuuden avulla kaava likim&arai-
selle luottamusvilille seuraavassa esimerkissa kirjan [9] kappaleen 9.7 avulla.

A

Esimerkki 4. Lahtokohtana asymptoottinen normaalisuus, ts. v/n(6,, — 0) LN Z,
missd Z ~ N(0,v(f)). Voidaan merkita

~

Vv, — ) % N(0,v(0)).

Nyt standardoinnilla saadaan

ja kun n on iso,

ﬁﬁil@zz Z ~ N(0,1).

Merkitéén standardinormaalijakauman (1 — «/2)-kvantiilia 2,2, jolloin
P(—=zaj2 £ Z < 2q2) =1 —a.
Kaytetdan ylla olevaa Z arviota, ja kirjoitetaan approksimaatio:
0, — 0
Pl —zq2 < M <Zap | =1-oa
v(0)

Muokkaamalla ja uudelleenkirjoittamalla saadaan:

p(iﬁ%%ﬂagaﬁﬂg—ﬁﬁzgﬂ>~l—a



P(@H—ZWT V;@gegémﬁz‘"”T V:@)zl—a.

Téten, likiméérdinen (1 — a) luottamusvéli on:

5  Zaj2y/v(0) 5 +za/2\/v(9) '

Kéytannossa varianssifunktio v(f) on yleensd tuntematon, jolloin edellinen luotta-
musvéli ei ole suoraan laskettavissa. Tamén vuoksi parametrin 6 tilalle korvataan
estimaattori 6,,, jolloin saadaan estimaatti v(én) Kun funktio v on jatkuva, voidaan
osoittaa, etta

v(0,) 2 v(0).

Talloin asymptoottinen normaalisuus sailyy myos silloin, kun tuntematon varians-
sifunktio korvataan estimaatillaan. Té&mé perustuu Slutskyn lauseeseen (ks. lause
5.5.15 [1]). Saadaan siis lopullinen muoto:

. za/m/v(én) . Za/2 U(én)

T T T
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5 Muita jakaumasuppenemisen sovelluksia

Esitelldan lopuksi lyhyesti viela kaksi jakaumasuppenemista hyddyntavaa tulosta,
jotta pystytdan havainnoimaan sitd, kuinka laajalti suppenemiskésitteita kiytetadn
ja miten erilaisissa sovelluskohteissa.

Lause 8. Binomijakauman Poisson-approksimaatio:
Oletetaan, ettd
X, ~ Bin(n,p,), n=12,..,
jossa p, — 0. Jos otoskoko eli indeksi n kasvaa rajatta ja
lim np, = A € (0,00)
n—oo

nin silloin:
X, 5 X ~ Poisson (),
eli binomiyakauma lihestyy Poisson-jakaumaa.

Lauseen |8 todistuksessa seurataan kirjan [I0] lauseen 4.8.3 todistusta:

Todistus. Todistetaan lauseen viite, jossa n — oo, p, — 0, jolloin np, — A, jossa
A > 0 on kiintea.
Binomijakauman pistetodennékoisyysfunktio on

P, =) = ()b =

Uudelleenkirjoittamalla binomikerroin muotoon Wlk)' saadaan pistetodennakoi-

syysfunktioksi:

n! n _
P(X, = k) o (1=pn)" (1= pa) ™"

" Kl(n—k)
Ensimmaéinen termi voidaan merkité vield toisin, kun jaetaan ensin keskendén n! ja
(n — k)!. Lisdksi voidaan avata sulkeet toisesta termistéd ja muokata pistetodenné-
koisyysfunktiota:

nn—1)---(n—k+1)

P(X, = k) = P ()" (1= )" (1= )"
_nn=1)- k'(” —k+1) (nsz)k (1—pn)" (1 —pn)~"
_ (n%'l)k nn—1)- nlgn —k+1) (1—p)"(1— pn)ik

Tarkastellaan pistetodennékoisyysfunktion termejé erikseen, kun n — oo ja k on
kiintea:
nn—1)..(n—k+1)

lim

n—00 nk
, (n n—1 n—k—i—l)
= lim [ — X X X ———
n—oo \ N n n
= lim (1>< (1—1) X .o X (1—k_1))
n—oo n n
=1,
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silla 1 — % — 1.
Koska oletuksen mukaan np, — A, saadaan:
(npn)* — AF.
Lisdksi kirjan [I0] kaavan A.2.5 perusteella saadaan termille (1 — p,)™:
(1—pp)" =25 e
Koska p, — 0 ja k on kiinted, saadaan viimeiselle termille:

(1—pp) k2251,

Yhdistdmaélla saadut tulokset saadaan

kun n — oo. Koska tdmé on Poisson(\)-jakauman pistetodennékoisyysfunktio, seu-
raa: ]
X,, — Poisson(\).

[]

Téama tulos on hyodyllinen tilastollisessa paattelyssé, sillda se mahdollistaa bi-
nomikokeiden approksimoimisen Poisson-jakaumalla suurilla otoskooilla ja pienilla
onnistumisen todennékoisyyksilld. Téma siis helpottaa esimerkiksi todennékoisyyk-
sien laskemista harvinaisten tapahtumien yhteydessa.

Palautetaan seuraavaksi mieleen ¢,-jakauman maéritelma. Jos
Z ~ N(0,1)
ja
Vo~ X,
missa satunnaismuuttujat Z ja V,, ovat riippumattomia, niin satunnaismuuttuja
Z

/' Va/n

noudattaa t-jakaumaa t,, missd n on jakauman vapausasteiden maéra.

1, =

Lause 9. Kun wvapausasteet kasvavat rajatta, t-jakauma ldhestyy kohti standardi-
normaalijokaumaa. Oletetaan, ettd T, ~ t,, jossa n = 1,2,..., on vapausasteiden
mdadard. Nyt, kun n — oo, pdtee

T, % Z ~N(0,1),
eli t-jakauma suppenee jakaumaltaan kohti standardinormaalijakaumaa.

Lauseen @ todistuksen lahteend kéytetty kirjan [10] lauseen 10.4.5 todistusta ja
Slutskyn lausetta [1].
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Todistus. Oletetaan siis, ettd T, ~ t,,. Tiedetdan, etta

jossa Z ~ N(0,1),V, ~ x2,ja Z seki V,, keskeniiiin riippumattomia.
Koska V,, = Y | Z2, jossa Z ~ N(0, 1), niin

E[Z7] = 1.
Suurten lukujen laista saadaan:% 25 1, jolloin myds % %5 1. Ja Slutskyn lauseella
saadaan: 7
T, = 4 7 ~N(0,1).
Vn

O

Suuren otoskoon tapauksessa t-jakaumaa voidaan approksimoida normaalijakau-
malla. Tama helpottaa luottamusvélien muodostamista ja hypoteesitestien suorit-
tamista, silld normaalijakaumaan perustuvat menetelmét antavat silloin tarkkoja ja
luotettavia tuloksia.
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