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Tyon tarkoituksena on esitelld tehokas Newtonin menetelméddn perustuva toiste-
tun kvadraattisen optimoinnin algoritmi eli SQP. Algoritmilla voidaan ratkaista
epélineaarisia rajoitteellisia optimointiongelmia differentioituvilla kohde- ja rajoite-
funktioilla. Ensimmaéisen version toistetun kvadraattisen optimoinnin menetelméasta
esitti R. B.Wilson véitoskirjassaan vuonna 1963. Myohemmin S.P. Han ja M.J.D.
Powell tehostivat algoritmia kiyttdmalla aina positiividefiniittid approksimaatiota
suunnanvalintatehtavan Hessen matriisista, sekd ratkaisemalla askelpituuden kéyt-
tamaélla hyviksi sakkofunktiota.

Tutkielman alussa esitellddn olennaisia méaéritelmié ja todistetaan téarked aputulos
Gordanin lemma, jota kiytetdan todistamaan, etté lokaalissa optimipisteessé toteu-
tuvat Fritz John -ehdot ja edelleen Karush-Kuhn-Tuckerin ehdot (KKT). Taméan
jalkeen esitelladan SQP-algoritmi, joka perustuu Newtonin menetelméllé tehtyyn ap-
proksimaatioon hakusuunnasta kohti ratkaistavan optimointiongelman KKT-pistetta.

Epélineaariset yhtélorajoitteet ja yksinkertainen sakkofunktio tuottavat SQP-algo-
ritmille konvergenssivaikeuksia. N. Maratos nosti ongelman esiin vaitoskirjassaan
vuonna 1978. Puuttuvan parantavan suunnan ilmiété kutsutaankin hinen mukaansa
Maratos-efektiksi. Viimeinen kappale kisittelee menetelmié, joiden avulla voidaan
ratkaista Maratos-efektista kirsivid minimointitehtavia.

Asiasanat: Toistettu kvadraattinen optimointi, SQP, Maratos-efekti, Karush-Kuhn—
Tucker.
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1 Johdanto

Toistettu kvadraattinen optimointi on tehokas parantavan suunnan menetelméa rat-
kaistaessa minimointitehtéviéd epélineaarisilla rajoitefunktioilla, kun kohde- ja rajoi-
tefunktiot ovat differentioituvia. Rajoitteellisten optimointitehtédvien ratkaiseminen
on yleensa haasteellisempaa, kun rajoitefunktiot ovat lineaaristen funktioiden sijaan
epalineaarisia. Minimointitehtévéin rajoitefunktioiden ollessa epélineaarisia toistettu
kvadraattinen optimointi mahdollistaa parantavan suunnan 16ytédmisen ratkaisemal-
la kvadraattinen minimointitehtavéa, jossa on pelkkié lineaarisia rajoitteita.

Differentioituvan optimointitehtdvin minimipisteessi on aina voimassa Karush—
Kuhn-Tuckerin (KKT) optimaalisuusehdot, jos rajoitefunktiot ovat differentioitu-
via ja aktiivisten epayhtalorajoitteiden sekéd kaikkien yhtéalorajoitteiden gradientit
ovat toisistaan lineaarisesti riippumattomia. Toistettu kvadraattinen optimointi pe-
rustuu menetelméan, jossa KKT-ehdot tayttéava piste voidaan ratkaista liikkumalla
sallitusta pisteestd kohdefunktion arvoa parantavaan sallittuun suuntaan, kunnes
KKT-piste on 16ytynyt. Suunta voidaan ratkaista Newtonin menetelméén perustu-
valla approksimaatiolla parantavasta suunnasta. Rajoitteelliset minimointitehtavét
ovat merkittavisti helpompia ratkaista, kun parantavaa hakusuuntaa etsittéessa tyy-
dytéan pelkkiin lineaarisiin approksimaatioihin rajoitteista. Newtonin menetelméssa
tarvitun Hessen matriisin kiénteismatriisin laskemiselta voidaan vélttya kayttamal-
14 positiividefiniittid approksimaatiota Hessen matriisista ja ratkaisemalla Newtonin
suunta kvadraattisen minimointitehtdvan avulla. Silloin selvitdan kevyemmilla las-
kutoimituksilla, vaikka askeleen tarkkuudesta joudutaankin tinkimé&éan. Kun kohde-
funktion arvoa parantava suunta on 16ydetty, voidaan sakkofunktion avulla ratkaista
pisin sallittu askelpituus loydettyyn suuntaan.

Epélineaarisia yhtélorajoite-ehtoja noudattaen on mahdotonta liikkua lineaari-
seen suuntaan poistumatta sallittujen pisteiden joukosta. Myos kokonaisen askeleen
ottaminen parantavaan suuntaan saattaa kasvattaa minimoitavan kohdefunktion ar-
voa. Téta ilmiota kutsutaan Maratos-efektiksi ja sen vélttdmiseksi algoritmia on
muokattava. Efektiltd voidaan vélttya, jos sallitaan vélilla poistuminen sallittujen
pisteiden joukosta tai haetaan uusi kohdefunktion arvoa parantava piste kaarihaun
avulla. Maratos-efektisté kirsivéd tehtava voidaan myos ratkaista korvaamalla perin-
teinen [y-sakkofunktio lisatylld Lagrangen sakkofunktiolla.

Tarkeimmat kohdat tekstistd on alleviivattu. Tekstin sujuvamman seuraamisen
vuoksi vektoriarvoiset muuttujat seké isolla kirjaimella merkityt matriisit on liha-
voitu. Joukkoja merkitdén isoilla kirjaimilla ilman lihavointia.

Tutkielman toinen luku perustuu Mokhtar S. Bazaraan ja C.M. Shettyn ensim-
méiseen painokseen kirjasta Nonlinear Progragmming Theory and Algorithms [2]
vuodelta 1979. Kolmannessa luvussa on kaytetty saman kirjan kolmatta painosta
[3] vuodelta 2006. Kyseinen painos on sisilloltaan laajempi ja siind on késitelty
myos SQP-algoritmia. Kolmantena pédldahteend tutkielmalle ja erityisesti kolman-
nelle luvulle on kiytetty Jorge Nocedalin ja Stephen J. Wrightin kirjaa Numerical
Optimization |11].



2 Konvekseista joukoista

Jos tiedetddn, ettd tarkasteltava rajoitejoukko on konveksi, seuraa siité usein opti-
mointiongelmien ratkaisua helpottavia ominaisuuksia. Esimerkiksi differentioituvan
konveksin funktion lokaali minimipiste on t&lléin myos globaali minimipiste. Téssé
luvussa esitellaan téarkeita kasitteitd, joita kidytetdan luvun kolme esitettyjen opti-
maalisuusehtojen todistamiseen.

2.1 Maaritelmia

Téssa alaluvussa esitelladan tutkielman ymmartamisen kannalta oleelliset maaritel-
mét. Lisdksi todistetaan lause konveksien joukkojen leikkauksesta, summasta ja ero-
tuksesta, lause kvasikonveksien funktioiden ominaisuudesta, seké lause, jonka mu-
kaan positiividefiniitin matriisin kdanteismatriisi on myos positiividefiniitti.

Maaritelma 2.1. Olkoon S C R"™. Sulkeuma cl S on pienin suljettu joukko, joka
siséltad joukon S. Olkoon lisdksi V. (x) = {y : ||y —x|| < €}, eli pisteen x ympéristo
siteelld e > 0. Silloin cl S on kokoelma pisteité x, joissa SN N (x) # () kaikillae > 0

Sisdosa int S on suurin avoin joukko, joka sisdltyy joukkoon S. Avoin joukko
int S on kokoelma pisteitd x, joilla on voimassa N.(x) C S jollakin ¢ > 0.

Reuna 0S = cl S\ int S on suljettu joukko cl S, josta on poistettu sisdosan
pisteet int S. Reunapisteessd x ympéristé V.(x) sisdltdd vahintddn yhden pisteen
y € S ja yhden pisteen z ¢ S kaikilla ¢ > 0. [2] [11]

Esimerkki 2.2. Joukossa R suljettu véli S = cl S = [1,2] on suljettu joukko. Vali
int S = (1,2) on avoin joukko. Vélin S reuna 0S on pisteet 1 ja 2.

Konveksi joukko tarkoittaa joukkoa, jossa mitkd tahansa kaksi joukon mielival-
taista pistettd voidaan yhdistdéan janalla ilman, ettd mikddn janan piste sijaitsee
joukon ulkopuolella.

Maaritelma 2.3. Joukko S C R"™ on konveksi, jos kaikilla x1,x, € S on voimassa
(I1=Nx1+Ax €S, kun 0 <A <1ljaXeR [9]

Lause 2.4. Konwvekseille joukoille S C R™ ja T' C R™ on voimassa

SNT on konveksi,
S+ T on konvekst,
S — T on konveksi.

Todistus. Konveksien joukkojen leikkaus on konveksi. Valitaan pisteet x1, x5 € SN
T. Tehdaén vastaoletus, ettd on olemassa sellainen 0 < X < 1, ettéd (1 —\)x; +Axg ¢
SNT. Silloin my6s joukolle S tai T" olisi oltava sellainen A, ettd (1 —\)x; +Ax2 ¢ S
tai (1 — \)x1 + Axy ¢ T, josta syntyy ristiriita, koska oletuksen mukaan S ja T ovat
konvekseja. Konveksien joukkojen leikkauksen on siis oltava konveksi.

Konveksien joukkojen summa on konveksi. Olkoon S ja T konvekseja joukkoja
ja z1,29 € S+ T. Lisdksi z; = 81 + t; ja z9 = s9 + to, jossa s; € S jat; € T. Koska
S ja T ovat konvekseja, niin (1 — X)s; + Asg € S ja (1 — A\)t; + Aty € T Nyt
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(1=XNz1+XAzo=(1—=N)s;+Aso+ (1 = Nt1 + Ata € S+ T,

eli konveksien joukkojen summa on konveksi. Konveksien joukkojen erotus todiste-
taan samalla tavalla kuin summakin. [9]

]

Maaritelma 2.5. Olkoon joukko S C R"™ epétyhja ja konveksi. Funktio f: S — R
on konwveksi, jos kaikilla 0 < A <1 ja x1,X2 € S on voimassa

fIAx 4+ (1= )xe] < f(xi) + (1= A)f(x2).
Funktion f :S — R sanotaan olevan konkaavi, jos —f on konveksi. [11]

Maaritelma 2.6. Olkoon joukko S C R"™ epétyhja ja konveksi. Funktio f: S — R
on aidosti konveksi, jos kaikilla 0 < A < 1, x1,X5 € S ja X1 # X3 on voimassa

S+ (1= M)xa] < f(xa) + (1 = A) f(x2).
Aidosti konvekseilla funktioilla ei siis ole voimassa yhtdsuuruutta. [11]

Maaritelma 2.7. Olkoon joukko S C R"™ epétyhja ja konveksi. Funktio f: S — R
on kvasikonveksi, jos kaikilla x1,x5 € S on voimassa

fIAx1 + (1 = N)xo] < max{f(x1), f(x2)}, kun 0<A<1ljaXeR.
Jos taas f(x1) # f(x2) ja kaikilla x1,x2 on voimassa
fIAx1 + (1 = M)xo] < max{f(x1), f(x2)}, kun 0<A<1ljaleR,

sanotaan funktion olevan aidosti kvasikonveksi. Funktion f : S — R sanotaan olevan
kvasikonkaavi, jos — f on kvasikonveksi.

Aidosti kvasikonveksin funktion lokaali minimipiste on my6s funktion globaali
minimipiste, miké seuraa suoraan méaritelméasta 2.7.

Kaikki aidosti kvasikonveksit funktiot eivit kuitenkaan véalttaméatta ole kvasi-
konvekseja, ellei funktio ole alhaalta puolijatkuva. Esimerkiksi aidosti kvasikonveksi

funktio
1, kinz =0
flz) =
0, kun z # 0.

ei ole kvasikonveksi funktio. [2]

Lause 2.8. Olkoon joukko S C R™ epdtyhjd, avoin ja konveksi, ja funktio f : S — R
differentioituva joukossa S. Silloin funktio f on kvasikonveksi, jos ja vain jos aina
toinen seuraavista vditteistd on voimassa kaikilla xq, X9 € S':

o (4) Jos f(x1) < f(x2), niin Vf(x2)" (x1 — %) < 0.
e (B) Jos Vf(xa)"(x1 —x2) >0, niin f(x1) > f(xa).
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Todistus. Selvisti viitteestd (A) seuraa viite (B) ja véitteestd (B) viite (A). To-
distetaan sitten viite (A). Olkoon funktio f kvasikonveksi ja x;, x5 € S valittu siten,
ettd f(x1) < f(x2). Koska funktio f on differentioituva pisteessi xs, niin kaikilla
A € (0,1) on voimassa

S+ (1= N)xa] — f(x2) =AVf(x2) T (%1 — x2)
+A[|x1 — Xof|afx2; A(x1 — X2)],

(1)

missé virhetermi a[xo; A(x; —x2)] — 0, kun A — 0. Koska funktio f on kvasikonveksi
ja f(x1) < f(x2), niin kvasikonveksin funktion mééritelmén 2.7 mukaan f[Ax;+(1—
AN)xs] < f(x2), ja edelleen

f[)\Xl —|— (1 — )\)Xg] — f(Xg) S 0
Silloin my®6s yhtélolla (1) on voimassa
)\Vf(XQ)T<X1 — Xa) + A||x1 — Xa||a[x2; AM(x1 — x2)] < 0. (2)

Jos nyt epéyhtdlo (2) jaetaan muuttujalla A € (0,1), ja annetaan A — 0, saadaan
Vf(XQ)T<X1 - Xg) S 0.

Todistetaan sitten, ettd funktio f on kvasikonveksi, jos viite (A) on voimassa
kaikilla x1, x9 € S. Kvasikonveksin funktion méaaritelman mukaan

fIAx1 4+ (1 = N)xa] < f(x2) kaikilla A € (0,1).

Tehd&én vastaoletus, ettd on olemassa piste x* € S, joka tayttaa vaitteen (A) ehdon,
muttei kvasikonveksin funktion mééritelméaé. Silloin pisteessé x*, jollakin A € (0, 1),
on voimassa

X" =Ax;+ (1 = N)xy ja f(xX)> f(x2). (3)

Koska funktio f on differentioituva, on se myos jatkuva, ja on oltava olemassa jokin
sellainen ¢ € (0, 1), ettd

flux® + (1 = p)xa] > f(x2) kaikilla € (6,1), (4)
ja
f(x*) > flox* + (1 — §)xa].
Silloin edelleen villiarvolauseen mukaan
0 < f(x") = flox" + (1 = d)xz] = (1 = )V (x™) " (x" — x2), (5)

1 — p*)xy jollakin p* € (d,1). Nyt epéyhtélon (4) mukaan

missd X = p*x* + (
) > f(x2), ja jakamalla epéyhtdlo (5) luvulla 1 —§ > 0 saadaan

IL[/*
selvisti myos f(x™
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Vf(x*)T(x*—x5) > 0. Lisiiksi sijoittamalla pisteelle x* miritelmi (3) huomataan,
etta

Vf(X**>T(X1 — X2) > 0. (6)

Vastavéitteen ja viitteen (A) mukaan kuitenkin f(x**) > f(x2) > f(x1). Koska S
on konveksi joukko, niin muuttuja x** € S voidaan esittdd muodossa

X" =A% + (1 — N)x (7)

jollakin A* € (0,1). Sijoittamalla muuttujan x** médritelméa (7) viitteeseen (A)
saadaan

0> Vf(x™) (xi —x™) = (1= \)Vf(x™) (x1 = Xa). (8)
Jakamalla vield epayhtélo (8) luvulla 1 — A\* > 0 saadaan
0> V(™) (x1 —x2),

miké johtaa ristiriitaan epayhtalon (6) kanssa. Silloin vastaoletus ei voi pitdd paik-
kansa, ja véite (A) on todistettu. |2]

]

Maaritelma 2.9. Olkoon joukko S C R™ epityhja, avoin ja konveksi. Funktio
f 9 — R on pseudokonveksi, jos funktio f on differentioituva ja kaikilla x1,x5 € S

on voimassa
Vi) (%2 —x1) > 0 ja f(x2) > f(x1) tai
Vf(Xl)T(XQ —x1) < 0ja f(x2) < f(x1).

Funktion f : S — R sanotaan olevan pseudokonkaavi, jos — f on pseudokonveksi. [2]

Lause 2.10. Olkoon joukko S C R"™ epatyhja, avoin ja konveksi. Jos funktio f :
S — R on pseudokonveksi, niin funktio f on myos aidosti kvasikonveksi. Sama ei
pdade toiseen suuntaan.

Todistus. Olkoon funktio f pseudokonveksi joukossa S. Tehddéan vastaoletus, etté
funktio f ei ole aidosti kvasikonveksi. Silloin mé&aritelmén 2.7 mukaan on olemassa
sellaiset pisteet x;,xy € S ja piste X* € (x1,Xz), etté pisteessd x* = (1—A*)x;+ "%y
jollakin A* € (0,1) on voimassa

f(x*) = max{f(x1), f(x2)},

kun f(x;) # f(x2). Silloin siis vélilld (x;,x2) ja jollakin A** € (0,1) on myds oltava
sellainen piste x** = (1 — A*)x; + \"xo, ettd f(x™) > f(x*) ja

fxT) = max f(x).

x€[x1,%2]

Koska funktio f on differentioituva ja saa valilld (x;,x5) suurimman arvon pisteessé
x™* € (x1,X2), on seuraavassa luvussa todistettavan lauseen 3.2 mukaan pisteessé
X** volmassa

V™) (1 = x™) = AV F(x™) T (x1 = x2) <0



ja
V™) (x —x™) = —(1 = X VF(x™)T(x; — x5) <0.
Tama on mahdollista vain, kun
V) (x—x") = XV (x™) T (x1 = %) =0
ja
V™) (xg —x) = —(1 = M) V(™) (x1 — x2) = 0.
Nyt pseudokonveksisuuden méaritelméan mukaan
fT) < f(xa)
ja
fxT) < fx).
Tésté syntyy ristiriita vastavéitteen kanssa, jonka mukaan f(x;) # f(x2) ja

f(x™) = Jnax f(x),

joten véite on todistettu.

O

Aidosti kvasikonveksi funktio ei kuitenkaan véalttdmétta ole pseudokonveksi ja
esimerkkind voidaan kiyttdd funktiota f(r) = 23,2 € R. Koska pseudokonveksi
funktio on aidosti kvasikonveksi ja differentioituva, on se my6s alhaalta puolijatkuva

ja kvasikonveksi. 9]

Maaritelma 2.11. Epétyhjaa joukkoa C' C R™ sanotaan kartioksi, jos ehdosta
x € (' seuraa, ettd ax € C kaikilla reaaliluvuilla o > 0. Jos joukko C' on konveksi,
kutsutaan joukkoa C' konveksiksi kartioksi. |11]

Miéritelmi 2.12. Hypertaso on joukko H, joka koostuu tason {x € R" : p'x = a}
pisteista. Vektori p # 0 on tason normaalivektori ja o € R jokin vakio. Hypertaso
jakaa avaruuden puoliavaruuksiin {x € R" : p'x < a} ja {x e R": p'x > a}. 2]

Maaritelma 2.13. Olkoon S C R"™ epétyhja joukko ja x* € 0S. Hypertasoa H =
{x € R": p"(x — x*)} kutsutaan pisteessii x* tukitasoksi joukolle S, jos vektorilla
p on voimassa p'x* = inf{p'x: x € S} tai p'x* =sup{p'x:x € S}. 2]

Maaritelma 2.14. Olkoon {x;} jono, joka konvergoi kohti pistettd x*. Konver-
genssin sanotaan olevan lineaarista, jos on olemassa sellainen vakio r € (0, 1), etté

[[%k41 — x|
[k — x|

<r

kun indeksi k£ on riittdvan suuri. Konvergenssin sanotaan olevan superlineaarista, jos



e = x|

lim

koo lx — x|

0. (9)
Jos on olemassa sellaiset vakiot p > 0 ja 0 < M < oo, etté

X1 — X"

[ — x*|[7
kun indeksi k£ on riittdavin suuri, sanotaan konvergenssin asteen olevan suurin luku
p, joka toteuttaa ehdon (10). Jos p = 2, konvergenssi on kvadraattista. |11]

Maaritelma 2.15. Reaaliarvoinen symmetrinen n x n -neliomatriisi A on positii-
videfiniitti, jos d" Ad > 0 kaikilla nollasta poikkeavilla vektoreilla d € R™. Matriisi
A on positiivisemidefiniitti, jos d" Ad > 0 kaikilla vektoreilla d € R™.

Lause 2.16. Olkoon reaaliarvoinen symmetrinen neliomatriisi A positiivisemidefi-
niitti. Silloin matriisin A kaikki diagonaalialkiot a; ovat ei-negatiivisia reaalilukuja.

Todistus. [6] Méiritelliin vektori d = (0,...,0,1,0,...,0)", jossa i:s alkio saa
arvon 1 ja muut alkiot arvon 0. Koska mééritelmén 2.15 mukaan d"Ad = d?a; > 0
kaikilla 7, on oltava a; > 0.

n

Lause 2.17. Olkoon reaaliarvoinen symmetrinen neliomatriisi A positiivisemidefi-
niitti, jossa on n pysty- ja vaakarwid. Silloin d"Ad = 0, jos ja vain jos Ad = 0.

Todistus. [6] Jos Ad = 0, niin d"Ad = 0. Toisen suunnan todistamiseksi méri-
telldén polynomi p(\), misséi

p(A) = (d+Xy) A(d + Xy)
=d'Ad +2\y'Ad + )’y Ay,

muuttuja A on jokin skalaari, sekd d ja y ovat mielivaltaisia vektoreita, joissa mo-
lemmissa on n alkiota.

Koska kvadraattinen polynomi p()) saa vain ei-negatiivisia arvoja, voi silla olla
korkeintaan yksi nollakohta. Silloin polynomin p(\) diskriminantti

4(y'Ad)* — (d"Ad)(y " Ay)]

voi saada vain ei-positiivisia arvoja. Jos nyt d" Ad = 0, niin myds y'Ad = 0,
koska muuten diskriminantti saisi positiivisen arvon. Silloin on siis oltava y ' Ad = 0
kaikilla vektoreilla y, tai yhtapitavisti Ad = 0.

O

Lause 2.18. Reaaliarvoinen symmetrinen posititvisemidefiniitti matriisi A on kddan-
tyvd, jos ja vain jos se on posititvidefiniitts.

Todistus. [6] Positiivisemidefiniitilli n x n -matriisilla A on voimassa d" Ad > 0,
ja lisiksi lauseen 2.17 mukaan d"Ad = 0, jos ja vain jos Ad = 0. Jos matriisi A
on positiividefiniitti, niin d" Ad = 0, jos ja vain jos d = 0. Silloin myos Ad = 0
vain, jos d = 0, jolloin matriisi A on kddntyva. Jos taas matriisi A on kdantyva,
niin Ad = 0 vain jos d = 0. Silloin d" Ad = 0 vain, jos d = 0, jolloin matriisi A on
positiividefiniitti.

O



Lause 2.19. Olkoon reaaliarvoinen symmetrinen nxn -matriisi A positiividefiniitti.
Silloin myds sen kddnteismatriisi A=' on symmetrinen ja positiividefiniitti.

Todistus. [6] Koska dTAd > 0, on voimassa d' AA"'Ad = (Ad)TA 'Ad > 0.
Silloin A~! on positiividefiniitti mielivaltaisella vektorilla d* = Ad, koska

dTA'd* > 0.

2.2 Konveksit joukot erottava hypertaso

Tassé alaluvussa todistetaan, ettd kahdella konveksilla joukolla, jotka eivét leikkaa
toisiaan, on olemassa hypertaso, joka erottaa joukot toisistaan. Rajoitejoukon ja
kohdefunkion ollessa konveksi tiedetdén aina lokaalin minimipisteen olevan myos
globaali minimipiste. Tétéa tietoa kiyttden voidaan johtaa monia hyddyllisid tuloksia,
joita kdytetaan optimointiongelmien ratkaisemisessa.

Lause 2.20. Olkoon S C R™ suljettu konveksi joukko ja y ¢ S. Silloin on ole-
massa tarkalleen yksi sellainen piste x* € S, ettd etdisyys pisteeseen y on pienin
mahdollinen.

Todistus. Olkoon inf{||ly — x|| : x € S} =~ > 0. Silloin on olemassa sellainen jono
{xr},xi, € 9, ettd ||y — x;|| — 7. Mielivaltaisilla vektoreilla a,b € R" on voimassa
suunnikassaanto, eli

la—b||* = [[al|* +[|b]|* — 2a"b
ja
[la+b|[* = |[a]|* +[[b|[* + 2a"b.
Summaamalla yhtélot yhteen saadaan
la = b||* + [Ja+ b[[* = 2[[a]|* + 2| [b]|*.

Tutkitaan, onko {x;} Caychyn jono, koska silloin jono suppenee kohti yhta tiettyé
pistettd. Valitaan suunnikassdantoon a = x; —y ja b = x,, — y ja saadaan

[1(xk = y) = G = WI* = 2lIxs = yII* + 2lx0 = yII* =[x + %0 — 2y,

joka sievenee muotoon

X, + X, 2

i = 3] |2 = 21l = W11 + 210 — 112 = 4| F 2 -y

Koska S on konveksi, niin (x; + x,)/2 € S ja mééritelméstd v = inf{||y — x||}
seuraa

ka+xn

2
= —y|| = inf{lly - xI[} =2



Kun nyt % ja n lihestyvit dédretontd, lihestyvit ||[x, — y||? ja ||x, — y||* arvoa ~2.
Silloin my6s ||x; — x,|| — 0. Nyt jono {x;} ldhestyy suljetussa joukossa pistetti
x* € 5, joten pienimmén etdisyyden piste on olemassa.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd pienimmaén etéisyyden pisteitd x* on tarkalleen yksi.
Tehdéan vastaoletus, ettéd olisi olemassa sellainen toinen optimipiste z € S, etta
lly — z|| = ||y — x*|| = . Joukon S konveksisuudesta seuraa, ettd (x +z)/2 € S ja
Schwartzin epédyhtdlon mukaan

x*+2z 2y —x* 4z y —x* Yy —Z
=== F=—l == ="l =>
Koska v = inf{||y — x||}, vain yhtdsuuruus voi olla voimassa ja
12y =x" + 2l = |ly = x| + [ly —2[| = 2lly = x"[| = 27.
Silloin edelleen ||y — x*|| = ||y — z||. Ratkaisuvaihtoehdot ovat nyt y — x* =y —z

jay — x* = —(y — z). Ratkaisu —(y — z) ei kiy, koska silloin syntyy ristiriita viit-
teesti y = (x* +2)/2 € S, koskay ¢ S. On siis oltavay — x* =y —z eli x* =z ja
lyhimman etdisyyden pisteita on tarkalleen yksi.

O

Lause 2.21. Olkoon S C R™ suljettu konveksi joukko ja 'y ¢ S. Olkoon x* € S pie-
nimmdn etdisyyden piste pisteeseen'y & S. Silloin ja vain silloin (x — x*) T (x* —y) >

0 kaikilla x € S.
Todistus. Olkoon x € S. Silloin suunnikassaannon mukaan
ly —x|]? =ly —x"+x" = x| = |y = x*[]* + [|x" —x[]* + 2(x" —x) T (y — x").

Nyt ||x* —x||*> > 0 ja oletuksen mukaan (x —x*)"(x* —y) > 0. Silloin on oltava
lly — x||> > ||y — x*||?, joten x* € S on pienimmin etiisyyden piste.

Todistetaan sitten, etti ehdosta ||y — x||> > ||y — x*||? seuraa (x — x*) T (x* —y) >
0 kaikilla x € S. Oletetaan, etté ||y —x||* > |ly — x*||* ja x € S. Silloin riittévin
pienelld A > 0 on voimassa x* + A(x — x*) € S ja

ly =x" = Ax—x)||* > [ly — x| (11)
Suunnikassaédnnosté saadaan
ly =" = Ax = x)|* = lly — <[] + N[Jx = x7[]* + 2A(x = x") (x" —y).  (12)
Sijoittamalla nyt yhtélo (12) epayhtéaléon (11) saadaan
Nx — x|+ 20(x —x))(x* —y) >0

Jakamalla epiiyhtilo vakiolla A ja lihestymilli A — 0 saadaan (x — x*) ' (x* —y) >
0, jolloin véite on todistettu.
]

Konveksin joukon ulkopuolisen pisteen y ¢ S ja konveksin joukon S viliin voi-
daan aina muodostaa hypertaso siten, ettei se leikkaa konveksia joukkoa S. Todis-
tetaan seuraavaksi tdmaé téarkea tulos.



Lause 2.22. Olkoon S C R"™ konveksi suljettu joukko ja'y ¢ S. Silloin on olemassa
sellainen vektori p ja vakio o, etti p'y > o ja p'x < a kaikilla x € S.

Todistus. Koska S # ) on suljettu konveksi joukko ja y # S, on lauseen 2.21
mukaan olemassa piste x* € .S, jonka etéaisyys pisteestd y on kaikkein pienin. Silloin

x—x)(y—x)<(x*—x")"(y—x")=0 kaikilla x€S

ja edelleen
x' (y —x") <x*"(y —x*) kaikilla x € S. (13)

Kéytetaan saatua epdyhtalod (13) hyviksi ja arvioidaan nyt pisteiden x* ja y etéi-
syytta

ly —x"|P=y"(y —x) —x"T(y = x") <y'(y —x) —x"(y —x").
Valitaan p =y — x* # 0 ja saadaan
ly =x*?<p'(y —x) kaikilla x € S.

Silloin ||y — x*||*+p'x < p'y kaikilla x € S ja valitsemalla o = sup{p'x : x € S}
saadaan

px<a<p'y,

ja vaite on todistettu.

]

Lause 2.23. Olkoon S C R™ epdityhji konveksi joukko ja x* € 0S. Silloin on ole-
massa hypertaso, joka toimii tukitasona konveksille joukolle S pisteessi x*, eli on
olemassa sellainen vektori p # 0, etti p' (x — x*) < 0 kaikilla x € cl S.

Todistus. Koska x* € S, on olemassa jono {y;} — x*, jossa y; ¢ cl S. Lauseen
2.22 mukaan kaikilla y; on olemassa sellainen vektori py, etti p,y, > p} x kaikilla
x € cl S. Vektorin p; arvot eivit valttamattd konvergoi kohti mitéén vektoria p
avoimessa joukossa, mutta se voidaan aina jakaa jollakin reaaliluvulla niin, etta
llpx|| = 1. Silloin joukko {px} on suljettu ja rajoitettu, joten voidaan aina valita
osajono |[{px}x|| = 1, joka konvergoi kohti vektoria p. Sen seurauksena on voimassa
P, Yi > pp X kaikilla x € cl S. Kun nyt k — oo, niin y — x* jap, — p, kun k € K.
Silloin p'x* > p'x, eli p' (x — x*) < 0 kaikilla x € cl S.

O

Seuraus 2.1. Olkoon S C R" epétyhji konveksi joukko jay ¢ S. Silloin on olemassa
sellainen vektori p # 0, etti p' (x —y) < 0 kaikilla x € ¢l S.

Todistus. Tapaus y € 0S5 todistetaan lauseessa 2.23. Jos x ¢ 9S jay ¢ S, niin

lausetta 2.22 apuna kiyttien ldydetidin sellainen vektori p, etti p'(x —y) < 0
kaikilla x € S.
O
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Kaksi konveksia joukkoa, joilla ei ole yhteisia pisteitéd, voidaan aina erottaa toi-
sistaan hypertasolla niin, ettd toinen joukko ja& toiselle ja toinen toiselle puolelle
tasoa.

Lause 2.24. Olkoon S; C R™ ja So C R™ epdtyhjia konvekseja joukkoja ja S N
Sy = 0. Silloin on olemassa hypertaso, joka erottaa joukot Si ja Ss, eli on olemassa
sellainen vektori p # 0, ettd

sup{p'x:x € S} <inf{p'x:x € S}.

Todistus. Olkoon S = S; — Sy = {x; — x2 = x* : x3 € 51,%x3 € Sy}. Lauseen
2.4 mukaan konveksien joukkojen erotus on konveksi, joten myos S on konveksi.
Nollavektori ei kuulu joukkoon S, koska oletuksen mukaan S; NS, = (). Silloin
seurauksen 2.1 mukaan on olemassa sellainen vektori p # 0, ettd p'x* < 0 kaikilla
x € S, jolloin p'x; < p'x, kaikilla x; € S1, x5 € Ss.

O

2.3 Gordanin lemma

Gordanin lemma on hyodyllinen aputulos, jota kiytetddn esimerkiksi Fritz John
ja Karush—Kuhn—Tuckerin optimaalisuusehtojen todistamiseen. Osoittamalla toinen
tehtava ratkeavaksi saadaan selville, ettei toiseen tehtévadn ole olemassa ratkaisua.

Lause 2.25. Olkoon A m x n matriisi. Silloin tarkalleen toinen seuraavista systee-
meista on ratkeava:

Systeemi 1: Ax <0, x € R"
Systeemi 2: A'p=0jap >0, p#0japecR™

Todistus. Olkoon ensin systeemi 1 ratkeava vektorilla x*. Tehddén vastaoletus, etté
my0s systeemi 2 on ratkeava vektorilla p* > 0, jolloin p*TAx* = x*TATp* < 0.
Koska vastaoletuksen mukaan A'Tp* = 0, pitdisi myos olla x*T ATp* = 0. Syntyy
ristiriita, joten molemmat systeemit eivit voi olla ratkeavia.

Oletetaan sitten, etté systeemilla 1 ei ole ratkaisua. Muodostetaan kaksi joukkoa

S1={z:2<0} ja Sy={z:z=Ax,xecR"}.

Joukot S; ja Sy ovat nyt epityhjid konvekseja joukkoja joiden leikkaus S; NSy = ().
Silloin lauseen 2.24 mukaan on olemassa joukot S ja S erottava hypertaso, eli on
olemassa sellainen vektori p* # 0, etté

p*TAx > p*'z kaikilla x € R",z € cl S;.

Koska S; ei ole alhaalta rajoitettu, on oltava p* > 0, jotta epayhtalo olisi ratkea-
va jollakin vakiolla p*. Silloin p*TAx > 0 ja valitsemalla x = —Ap*' saadaan
—[|ATp*|] > 0 ja edelleen ATp* = 0.

Oletataan vield, ettéd systeemi 2 ei ole ratkeava. Tehdédan vastaoletus, etté silloin
systeemi 1 ei olisi ratkeava. Edella todistettiin, etté silloin systeemi 2 olisi ratkeava
ja syntyy ristiriita. Eli jos systeemi 1 ei ratkea, niin systeemi 2 ratkeaa.

O
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3 Fritz John ja Karush—Kuhn—Tuckerin optimaali-
suusehdot

Optimointitehtavin optimipistettd etsiessd voidaan kéyttda hyvéksi ehtoja, jotka
tehtédvan minimipiste aina tayttaéd. Ratkaisemalla siis ehdot tayttavét pisteet voidaan
usein rajata optimointitehtévin ratkaisukandidaattien méaara niin pieneksi, etta op-
timipiste pystytadan loytamasan ratkaistusta joukosta. Tunnettuja ehtoja ovat Fritz
John -ehdot ja niista edelleen johdetut Karush-Kuhn-Tuckerin optimaalisuusehdot.
Naitd ehtoja kaytetddn hyvéksi monessa optimointialgoritmissa, esimerkkina tois-
tettu kvadraattinen optimointi.

3.1 Valttamattomattomat optimaalisuusehdot ilman rajoit-
teita

Rajoitteettomassa optimointitehtévissad kohdefunktion f optimaalisuutta pisteesséa
x* voidaan tarkastella funktion gradientin avulla, jos funktio f on kaikkialla jatkuva
ja differentioituva. Téssa luvussa esitelldan ehtoja, jotka optimipisteen x* € R" tulee
tayttad.

Maaritelma 3.1. Minimoidaan funktiota f : R” — R. Jos x* € R" ja f(x*) <
f(x) kaikilla x € R™, sanotaan ettd x* on funktion f globaali minimipiste. Jos
taas pisteelld x* on ympéristd N (x*) séteelld ¢ > 0, jossa f(x*) < f(x) kaikilla
x € N.(x*), sanotaan pistetta x* funktion f lokaaliksi minimipisteeks.

Lause 3.2. Olkoon kuvaus f : R" — R differentioituva pisteessd x* € R"™. Jos jokin
vektori d € R™ toteuttaa epiyhtilon V f(x*)"d < 0, niin silloin on olemassa vakio
d > 0, joka toteuttaa epiyhtdlon f(x* 4+ Ad) < f(x*) kaikilla X € (0,9), eli suunta
d on parantava.

Todistus. Koska f on pisteessa x* differentioituva, voidaan kirjoittaa
fx*+ M) = f(x*) + AVf(x*)Td + A||d]|e(x*, Ad), (14)

jossa virhetermi a(x*;Ad) — 0, kun A — 0. Nyt yhtélo (14) voidaan kirjoittaa
muodossa

fx"+ ) — f(x7)
A

= Vf(x*)"d + |[d||a(x*, Ad), (15)

jossa A € (0,0). Koska oletuksen mukaan V f(x*)"d < 0, eikii f(x*)"d riipu muut-
tujasta A, niin Vf(x*)"d + ||d||a(x*,A\d) < 0, kun A € (0,§) ja d > 0 on riittivin
pieni. Lisdksi A > 0, joten yhtalon (15) mukaan myos f(x* + Ad) — f(x*) < 0, kun
A€ (0,0) jad > 0 on riittdvan pieni. Tdmén seurauksena suunta d on parantava
pisteessa x*.

0

Seuraus 3.1. Jos funktio f : R® — R on differentioituva lokaalissa minimipisteessa
x* € R™, niin silloin on voimassa V f(x*) = 0.
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Todistus. Tehdddn vastaoletus, ettd optimipisteessia V f(x*) # 0. Valitaan suun-
naksi d = —V f(x*), jolloin saadaan Vf(x*)'d = —||Vf(x*)||*> < 0. Huomataan,
ettd lauseen 3.2 mukaan d = —V f(x*) on parantava suunta, joten x* ei ole lokaali
minimipiste, kun V f(x*) # 0 . Siis V f(x*) = 0.

O]

Lause 3.3. Oletetaan, ettd funktio f : R™ — R on kahdesti differentioituva pisteessd
x* € R". Jos piste x* on funktion f lokaali minimipiste, niin V f(x*) = 0 ja Hessen
matriisi H(x*) on positiivisemidefiniitti.

Todistus. Valitaan mielivaltainen suunta d € R” ja muodostetaan funktiolle f
toisen asteen approksimaatio

f(x* 4+ M) = f(x*) + AV f(x")"d + %)\QdTH(x*)d + A|d|Pa(x*; Ad). (16)

Koska piste x* on funktion f lokaali minimipiste, niin seurauksen 3.1 nojalla V f(x*)'d =
0. Uudelleenjérjestelemélld yhtalod (16) saadaan

£+ 2d) — £(x)
22

Koska piste x* on lokaali minimipiste, niin f(x*+Ad)— f(x*) > 0, kun askelpituus A

on riittévin pieni. Lihestyttiessd pistettd x* myds virhetermi A?||d|[>a(x*; Ad) — 0.

Silloin myds d"H(x*)d > 0 ja matriisi H(x*) on positiivisemidefiniitti.

1
= EdTH(x*)d + ||d|Pe(x*, Ad).

O

Lause 3.4. Olkoon f : R™ — R pseudokonveksi kuvaus. Silloin x* € R™ on globaali
minimipiste, jos ja vain jos V f(x*) = 0.

Todistus. Oletetaan ensin, etti Vf(x*) = 0. Silloin Vf(x*)"(x —x*) = 0, joten
pseudokonveksisuuden mééritelmésta seuraa, ettd f(x*) < f(x) kaikilla x € R" ja
siten x* on globaali minimipiste. Seurauksen 3.1 mukaan, jos x* on globaali minimi-
piste, x* on my6s lokaali minimipiste ja silloin V f(x*) = 0, joten véite on todistettu.

[]

3.2 Fritz John -ehdot epayhtalorajoitteilla

Esitetaan seuraavaksi geometrinen tulkinta epayhtalorajoitteellisesta minimointiteh-
tévista

min - f(x)
st gi(x) <0, i,...,m, (17)

x € X,

jossa X C R" on epéatyhja avoin joukko seké funktiot f ja g kuvauksia f: R™ — R
ja g:R" — R.

Madritelladn sallittujen pisteiden joukko S C R™ matemaattisesti. Tarkastele-
malla minimointiteht&vad (17) sallittujen pisteiden joukko S voidaan esittdd muo-
dossa



Jotta piste x* olisi tehtévan lokaali minimipiste, pitda sen toteuttaa myos epayhta-
l6rajoitefunktioiden ehdot g;(x) < 0. Tehtavéssd (17) X C R™ on funktion f avoin
madrittelyjoukko. Rajoitteet méaraédvit sallitujen ratkaisujen joukon S C X. Mé&a-
ritellidn optimaalisuusehtoja varten seuraavat kartiot. Olkoon kartio D kaikkien
sallittujen suuntien kartio pisteessd x € R”™, eli

D={deR":d#0,x+ Ad € S kaikilla A € (0,9) jollakin 6 > 0}.

Laskevien ja parantavien suuntien kartio Fy pisteessd x € R™ madritelldan vastaa-
vasti

Fo={deR":Vf(x)'d < 0}. (18)

Lause 3.5. Tarkastellaan epdayhtalorajoitteellista minimointitehtdvad (17), jossa x* €
X # 0. Jos f on differentioituva ja x* € X on lokaali minimipiste, niin FyND = ().

Todistus. Tehdiin vastaoletus, ettd on olemassa d* € Fy N D. Silloin lauseen 3.2
mukaan on olemassa sellainen d; > 0, ettd f(x* + A\d*) < f(x*) kaikilla A € (0, 01).
Lisaksi méaéaritellyn kartion kaavan (18) mukaan 16ytyy myos sellainen do > 0, ettd
x* + Ad* € S kaikilla A € (0,62). Siitd seuraa, ettd f(x* + Ad*) < f(x*), kun 0 <
A < min(dy, d7). TAmé& on ristiriita vditteen kanssa, ettd x* on lokaali minimipiste.

]

Rajoitefunktion g; sanotaan olevan aktiivinen pisteessda x* ja kuuluvan indeksi-
joukkoon I, kun g;(x*) = 0. Méaéritelladn nyt pisteessd x* € R" sallittujen suuntien
kartio aktiwvisten rajoitterden suhteen, eli

Go={deR":Vg(x*)'d <0 kaikillaiecI={i:g(x*)=0}.

Lause 3.6. Tarkastellaan epdyhtdlorajoitteellista optimointitehtivid (17), jossa x* €
R™ on piste avoimesta joukosta X C R™. Olkoon I aktiivisten rajoitteiden joukko
pisteessa x*, eli g;(x*) = 0, kun i € I. Oletetaan , ettd f ja g; kaikilla i € I ovat
differentioituvia pisteessd x* ja ettd g; kaikilla i # I ovat jatkuvia pisteessd x*. Jos
x* on lokaali minimipiste, niin Fy NGy = 0.

Todistus. Valitaan nollasta poikkeava suuntavektori d € G. Koska x* € X ja X
on avoin joukko, on olemassa sellainen §; > 0, etta

x"+Ad € X kaikilla X € (0,6;).

Epéaktiivisille rajoitteille g;(x*) < 0, jotka ovat jatkuvia pisteessi x*, on olemassa
sellainen 05 > 0, ettd

gi(x* +Ad) < 0 kaikilla A€ (0,8,)jai ¢ 1.

Kolmanneksi, koska d € Gy eli Vg;(x*)'d < 0 kailla 7 € I ja g; on jatkuva pisteessi
x*, on lauseen 3.2 mukaan olemassa sellainen d3 > 0, etté

gi(x* +Ad) < gi(x*) =0 kaikilla X e (0,d3) jaie€ [.

Silloin suunta d on sallittu kaikilla askelpituuksilla A\, kun 0 < A < § ja § =

min(dy, 92, 93), joten d € D. Téstd seuraa, ettd koska d € Gy C D ja lauseen

3.5 mukaan lokaalissa minimipisteessi on voimassa Fyy N D = (), niin Fy NGy = 0.
m
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Huomautus 3.1. Lauseen 3.6 hyddyllisyys optimaalisuustarkistuksessa menete-
tadn jos alkuperaisessa tehtavassa on mukana yhtélorajoitteita, koska ne pitdé aina
ensin muuttaa kahdeksi epayhtéloksi. Télloin sallittujen suuntien kartio aktiivisten
rajoitteiden suhteen on tyhja joukko eli Gy = (), eikd, parantavaa suuntaa ole. Jos
rajoite g(x) = 0 muutetaan muotoon

paadytédédn rajoitteisiin, joissa g;(x) = g(x) < 0ja g2(x) = —g(x) < 0. Silloin epéyh-
talorajoitefunktioiden gradientit ovat toisistaan lineaarisesti riippuvia ja kaikissa sal-
lituissa pisteissd x € S toteutuu g;(x) = g2(x) = 0. Koska ¢g(x) = g1(x) = —ga(x)
niin Vg;(x) = —Vga(x). Tésta seuraa, ettid ei olemassa sellaista suuntaa d, ettd
Vg1 (x*)Td < 0 ja Vga(x*)"d < 0, joten aina Gy = .

Edella esitettyjen geometristen ehtojen pohjalta voidaan méa#ratad Fritz John
-ehdot. Nailla ehdoilla funktion f lokaalissa minimipisteesséd x* on voimassa aina
joko Vf(x*) = 0 tai jokin rajoite estéé funktion f arvon pienenemisen, jolloin
g:(x*) = 0 jollakin 7 € I.

Lause 3.7. Fritz John -ehdot: Tarkastellaan epdyhtdilorajoitteellista minimointiteh-
tivdd (17). Olkoon x* € S sallittu piste ja I = {i : g;(x*) = 0} aktiivisten ra-
joitefunktioiden indeksien joukko. Oletetaan, ettd f ja g; kaikilla i € I ovat diffe-
rentioituvia pisteessi X* ja etti g; kaikilla i ¢ I ovat jatkuvia pisteessi x*. Jos x*
on tehtdvdn lokaali minimipiste, niin silloin on olemassa sellaiset vakiot ug ja u;
kaikille i € I, ettd

uV f(x*) + Z w;Vgi(x*) =0
icl

uo,uizo, 1€l

(ug,uz) # (0,0),

missa uy on vektori, joka koostuu aktitvisten rajoitteiden i € I komponenteista u;.
Lisdksi, jos funktiot g; kaikilla i ¢ I ovat differentioituvia pisteessd x*, voidaan Fritz
John -ehdot kirjoittaa muodossa

uVf(x*) + Z w;Vgi(x*) =0
i=1

wigi(x*) =0, i=1,...,m
up,u; >0, 1=1,....m

(Uo, 11) 7é (07 0)7
missd u on vektori, joka koostuu kaikkien rajoitterden i komponenteista u;.

Todistus. Koska x* € S on lokaali minimipiste, niin lauseen 3.6 mukaan ei ole
olemassa sellaista parantavaa suuntaa d, etti Vf(x*)'d < 0 ja Vgi(x*)'d < 0
kaikilla ¢ € I. Jos nyt muodostetaan matriisin A vaakarivit gradienteista V f(x*)"
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ja Vg;(x*)T, saadaan epiyhlilé Ad < 0, jolle ei 16ydy ratkaisua d. Silloin Gordanin
lemman 2.25 mukaan on olemassa sellainen nollasta poikkeava vektori p > 0, etta
ATp = 0. Merkitsemilld p = (ug, ur) saadaan todistettua ehdot, kun g; on jatkuva
pisteessd x*. Jos myGs epaaktiiviset rajoitteet ovat differentioituvia pisteessd x*,
ehdot toteutuvat merkitsemélld u; = 0 aina, kun ¢ ¢ I.

]

Fritz John -ehtojen kiyttokelpoisuutta heikentédd ehtojen toteutuminen myés pis-
teissd, jotka eivit ole lokaaleja optimeja. Kuten huomautuksessa 3.1, jos alkuperai-
sessd tehtdvassd on yhtélorajoite, pitda se Fritz John -ehtoja kiyttddkseen kirjoit-
taa kahtena epayhtdlona. Téastéd siten seuraa, ettd kaikki sallitut pisteet toteutta-
vat ehdot 3.7, koska epéyhtélorajoitteiden kertoimiksi uy ja us voidaan aina valita
uy = up > 0. Tamén jalkeen ehdot toteutuvat, kun valitaan lopuille kertoimille
u; = 0. Liséksi epayhtalorajoitteellissa tehtavissa ehdot saadaan toteutumaan koh-
defunktiosta riippumatta kaikissa pisteissd x*, joissa sekd Vg;(x*) + u;Vg;(x*) =0
ettd ¢;(x*) = g;(x*) =0, kun ¢ # j ja u; > 0.

Esimerkki 3.8. Tarkastellaan minimointitehtavaa

min  — 22— 100

zER

s.t. —2r+a<0
r+ <0
x>0,

jossa « ja [ ovat parametrejd avaruudessa R. Kohdefunktio f(z) — —oo selvisti,
kun x — oo. Kuitenkin, koska rajoitefunktioiden gradientit ovat lineaarisesti riip-
puvia toisistaan, voidaan valita rajoitteille sellaiset sopivat kertoimet u; ja us, etta
Vg (x) = —usVga(x). Nyt valitsemalla mikd tahansa x voidaan 16ytaa sellaiset
sopivat parametrit « ja [, ettd gi(x) = go(x) = 0 ja up = 0 ja Fritz John -ehdot
toteutuvat aina riippumatta funktiosta f.

3.3 Karush—Kuhn—Tuckerin ehdot epayhtalorajoitteilla

Maaraamalld Fritz John -ehtojen lisdksi rajoitefunktioiden gradienttifunktiot toisis-
taan lineaarisesti riippumattomiksi voidaan esittda valttdméattomat Karush—Kuhn—
Tuckerin ehdot, eli KKT-ehdot lokaalille optimipisteelle. Ehtoja varten maéritellaén
Lagrangen funktio

L(x,u) = f(x) + Z uigi(x),

el

missa vakiosta u; kiytetadn nimeéd Lagrangen kerroin.

Lause 3.9. Vilttamattomat KKT-ehdot: Tarkastellaan epdayhtilorajoitteellista mi-
nimointitehtdvdd (17). Olkoon X C R™ epdtyhji ja avoin joukko, x* € X sallittu
ratkaisu ja I = {i : g;(x*) = 0}. Olkoon myds funktiot f ja g; kaikilla i € I differen-
tioituvia pisteessi X* ja funktiot g; jatkuvia kaikilla i ¢ I pisteessa x*. Fritz John
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-ehtojen lisiksi oletetaan, ettd Vg;(x*) kaikilla i € I ovat lineaarisesti rijppumatto-
mia. Silloin lokaalissa minimissd x* on olemassa vakiot u; kaikilla i € I siten ettd

V) + D wVa(x) =0
el
w, >0, i€l

Jos lisdksi oletetaan, ettd funktiot g; kaikilla © & I ovat differentioituva pisteessd x*,
votdaan KKT-ehdot kirjoittaa muodossa

V) + ) uVg(x) =0
=1

wgi(x)=0, i=1,...,m
u; >0, 1=1,...,m.

Todistus. Koska Fritz John -ehdoissa 3.7 kaikki aktiivisten rajoitteiden gradient-
tifunktiot Vg; ovat lineaarisesti riippumattomia, huomataan, ettd on oltava uy >
0, jotta yhtaloryhmé ratkeaisi ja ehdot toteutuisivat. Ratkaisusta (ug,u) riippu-
matta voidaan vektori (ug,u) jakaa vakiolla ug, missd u on kertoimien w; vektori
(u1,usg, ... Uy). Silloin saadaan uusi vektori, joka edelleen toteuttaa ehtojen yhtalo-
ryhmén ja uy = 1. Lause seuraa tésté.

O
Riittavat KKT-ehdot takaavat, ettd loydetty KKT-piste on globaali minimipiste.

Lause 3.10. Ruttivit KKT-ehdot: Olkoon X C R"™ epatyhjd ja avoin joukko. Tar-
kastellaan epdyhtdlorajoitteellista minimointitehtivid (17). Olkoon x* € X sallittu
ratkaisu ja I = {i : g;(x*) = 0}. Olkoon myds funktiot f ja g; kaikilla i € I differen-
tioituvia pisteessi x* ja funktiot g; jatkuvia kaikilla i ¢ I pisteessd x*. Lisdksi olete-
taan, etta f on pseudokonveksi pisteessi x* ja g; kvasikonveksi pisteessd x* kaikilla
1 € 1. Jos KKT-ehdot ovat voimassa, on piste X* funktion f globaali minimipiste.

Todistus. Olkoon x* sallittu ratkaisu. Silloin g;(x) < ¢;(x*) = 0 kaikilla x ja
1 € I. Koska kaikki funktiot g; ovat kvasikonvekseja ja differentioituvia pisteessé
x*, niin kvasikonveksisuudesta johtuen liikuttaessa pisteestd x* mihin tahansa sal-
litun pisteen x maaradméain suuntaan d = x — x* on lauseen 2.8 mukaan voimassa
Vgi(x*)Td < 0. Valitsemalla nyt jokaiselle aktiiviselle rajoitteelle i € I positiivinen
kerroin u; > 0 ja epdaktiivisille rajoitteille i ¢ I kerroin u; = 0 saadaan

Zungi(x*)Td <0. (19)

i€l

Kertomalla KKT-ehtojen Lagrangen funktion gradientti suunnalla d saadaan
Vi(x*)'d+ Z w; Vi (x)'d =0
iel
ja nyt epiyhtilon (19) seurauksena on oltava Vf(x*)'d > 0. Silloin funktion f

pseudokonveksisuudesta seuraa, ettd f(x) > f(x*) kaikilla x.
[l

Kannattaa huomata, etté lineaariset funktiot ovat kvasi- ja pseudokonvekseja,
joten KKT-ehdot toteuttava minimipiste lineaarisessa optimointiongelmassa on aina
my0s globaali minimipiste.
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3.4 Fritz John -ehdot yhtalo- ja epayhtalorajoitteilla
Muodostetaan geometrinen tulkinta lokaalista minimipisteesta tehtévéan ollessa

min  f(x)

xRN

st g(x)<0, i=1,....m (20)
hi(x)=0, i=1,...,1
x € X,

jossa X C R”™ on epityhja avoin joukko sekd funktiot f, g ja h ovat kuvauksia
R"™ — R. Silloin kiyttden parantavien suuntien kartiota

Fy={decR": Vf(x*)'d <0},
sallittujen suuntien kartiota epayhtélorajoitteiden suhteen
Go={deR":Vg(x")'d<0,icl={i:g(x)=0}}
seké sallittujen suuntien kartiota yhtalorajoitteiden suhteen
Hy={d€R":Vhy(x)'d=0,i=1,...,1},
voidaan osoittaa seuraava lause.

Lause 3.11. Olkoon X C R" epatyhji ja avoin joukko. Tarkastellaan yhtdilo- ja
epdyhtdlorajoitteellista minimointitehtdvdd (20). Olkoon x* lokaali minimipiste ja I
aktiivisten rajoitteiden joukko eli I = {i : g;(x*) = 0}. Olkoon g; kaikilla i ¢ I
jatkuva pisteessa x*. Lisdksi olkoon f ja g; kaikilla © € I differentioituvia pisteessd
x* ja h; jatkuvasti differentioituva pisteessa x* kaikillai = 1...1. Jos vield gradientit
Vhi(x*) kaikillai = 1, ..., ovat toisistaan lineaarisesti riippumattomia, niin silloin
FoNnGonNHy=0.

Todistus. Tehdédan vastaoletus, ettéd lokaalissa optimipisteessd x* on olemassa sel-
lainen suunta d, € R", ettd d, € Fy N Gy N Hy. Silloin on olemassa sellainen pa-
rantava suunta d,, etti Vf(x*)'d, < 0 ja Vg;(x*)"d, < 0 kaikilla 7 € I. Liséksi
Vh(x*)d, = 0, missd Vh(x*) on [ x n -matriisi, jonka pystyrivit koostuvat vek-
toreista Vh;(x*),i = 1,...,l. Méadritelladn mielivaltainen differentioituva funktio
a(N) : R — R"™ ehdolla a(0) = x* ja A > 0 seké sellainen matriisi A, ettéd

d a())
d\
kun A on riittdvan pieni. Funktio h on jatkuvasti differentioituva pisteessa x*, kaik-
ki gradientit Vh; ovat lineaarisesti riippumattomia toisistaan ja matriisi Vh(x*)
on tdysiasteinen. Néin ollen on olemassa matriisi A()\), joka kuvaa kaikki vektorit
matriisin Vh(a(A)) nolla-avaruuteen. Silloin

= A(\)d,, (21)

Vh(a())) " (A(N)d,) =0, (22)

kun A on riittdvan pieni, A on jatkuva pisteessid x* ja lisiksi A < ¢ jollakin § > 0.
Nyt yhtélorajoitteet eiviit rajoita suuntaa d, pisteessd ().
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Oletetaan nyt, ettd A < 4, joten piste a(\) on sallittu. Yhtélostéd (21) ja ehdosta
x = () saadaan ketjusddnnon avulla

d g;(a(X d
49:@) _ oY) L g e A, kaikilla i € 1. (23)
dA dA
Kun A\ = 0, yhtélérajoitteiden gradientti Vh(x*) on ortogonaalinen parantavan

suunnan d, kanssa. Liséksi yhtélon (22) mukaan Vh(x*)A(0)d, = 0. Silloin siis
Vh(x*)d, = Vh(x*)(A(0)d,) = 0 ja edelleen A(0)d, = d,. Kun A — 0 niin
vastaoletuksen Vg;(x*)"d, < 0 kaikilla i € I ja yht#lon (23) seurauksena

d gi(2(0))
dN

Koska g; on nyt viheneva pisteessid A = 0, niin silloin on olemassa sellainen riittavan
pieni A > 0, etta

= Vgi(x*)'d, <0 kaikillai € I.

Lolo0) _ gy, ey, < L2 _ g a(n)7a,
< % = Vgi(a(2)\)Td, =0 kaikilla i € 1.

Silloin pisteessd «(0) suunta d, on parantava ja sen seurauksena edelleen

9i(x7) = gi((0)) > gi(a(X)).

Silloin siis d, € Gy pisteessd () ja gi(a(N)) < g:(x*). Epaaktiivisille epayhtalora-
joitteille, joissa g;(x*) < 0,7 ¢ I, loytyy my0s aina sellainen riittdvin pieni A, ettd
gi(x*) < gi(a(N)) < 0, jolloin c(A) on sallittu piste.
Parantaville suunnille Fj voidaan todistaa piste f(«(A)) sallituksi tdsmélleen sa-
malla menetelmalld kuin aktiivisilla epayhtélorajoitteilla kiayttamalla vastaoletusta
d f(a(0)) T
——= =V f(x*) d, <0.
Péddytéén tulokseen, ettd d, € Fy pisteessd a(A) ja f(a(N)) < f(x*).
Arvioidaan seuraavaksi pistetta h;(a())), kun A on riittdvén pieni. Silloin véliar-
volauseen nojalla on olemassa sellainen 0 < p < A, etté

L hia ()

hi(a(N) = hi(a(0)) +

X
d hi(a(p))
= Ao
ja yhtélod (23) mukaillen
rfa() = 20D 9 (00T A )

Nyt A(u) kuvaa vektorin d, matriisin Vh;(a(u)) nolla-avaruuteen, joten

hi(a(\)) = 0X = 0.
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Silloin d, € Hy pisteessid a(A) ja h;(a(N)) = h;i(x*) = 0. Nyt on osoitettu, etté jos
on olemassa pisteessd x* suunta d,, joka kuuluu kartioihin Gy, Fy ja Hp, niin on
olemassa sellainen sallittu piste a()), ettd f(a(N)) < f(x*). Tdméa on kuitenkin

ristiriita véitteen kanssa, ettd x* on lokaali minimipiste. Lokaalissa optimipisteessi
siis FO N G() N HO = @

]

Edellisen lauseen 3.11 avulla voidaan muodostaa Fritz John -ehdot yhtalo- ja
epayhtélorajoitteita sisaltéavélle optimointitehtéville.

Lause 3.12. Fritz John -ehdot yhtilo- ja epayhtalorajoitteilla: Olkoon X C R™ epd-
tyhja ja avoin joukko. Tarkastellaan yhtdlo- ja epdyhtilorajoitteellista minimointi-
tehtivdd (20). Olkoon x* € X sallittu ratkaisu ja I = {i : g;(x*) = 0} aktiivisten
epdyhtdlorajoitteiden joukko. Oletetaan, ettd g; kaikilla i ¢ 1 ovat jatkuvia pisteessdi
x*. Olkoon funktiot f ja g; kaikilla i € I differentioituvia pisteessd x* ja funktiot
h; kaikilla ©+ = 1, ..., jatkuvast differentioituvia pisteessd x*. Jos X* on tehtdvin
lokaali minimapiste, niin silloin on olemassa sellaiset vakiot ug, u; kaikilla i € I ja
v; kaikilla v =1,...,1, ettd

uoVf(x*) + Zu Vgi(x*) + szVh

el
ug,u; >0 1€l
(Uo,u],V) 7& (07070)7

missd uy ja v ovat vektoreita, joiden komponentteina ovat vakiot ug, u; kaikilla v € I
ja v; kaikilla i =1,...,1.

Jos myds rajoitefunktiot g;;i ¢ 1 ovat differentioituvia pisteessi x*, voidaan
ehdot kirjoittaa muodossa

uV f(x*) + Z%ng )+ Zleh

wigi(x*) =0, i=1,...,m
uo,uiZO, izl,...,m
(u07u7v) 7é (0707()),

missd u on vektori, jonka komponentteina ovat kaitkki Lagrangen kertotmet u; kaikilla

1 =1,...,m, ja v on vektori, jonka komponentteina ovat kaikki Lagrangen kertoimet
v; katkilla v =1,... 1.

Todistus. Jos jotkin gradientit Vh;(x*) ja Vh;(x*), i # j, ovat lineaarisesti toisis-
taan riippuvia, voidaan valita sellaiset vakiot v;, v; # 0, ettd v; Vh;(x*)+v,;Vh;(x*) =
0. Asettamalla muut vakiot nollaksi kaikki ehdot tayttyvat.

Jos taas kaikki gradientit Vh;(x*) ovat toisistaan riippumattomia, muodoste-
taan sellainen matriisi Aj, ettd funktioiden f ja g;,¢ € [ gradientit ovat matrii-
sin vaakarivit. Olkoon A, toinen matriisi, jonka vaakarivit ovat kaikki funktioiden
hi,i=1,...,1, gradientit. Silloin edellisen lauseen 3.11 mukaan lokaalissa optimissa
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x* ei ole olemassa sellaista suuntaa d, ettd A;d < 0 ja Asd = 0. Tarkastellaan
sitten kahta joukkoa

S1={(z1,22) : 21 = Aid, 2z, = Ayd,d € R"}
Sy = {(21,22) : 21 < 0,25 = 0}.

Silloin S; ja S, ovat konvekseja epétyhjia joukkoja ja S; NSy = (). Nyt lauseen 2.24
mukaan on olemassa sellainen vektori p” = (p;,pg ) # 0, etti

sup{p' (A1d, Axd): (A1d,Ayxd) € S} <inf{p'(z1,2,) : (z1,2) € S5}, eli
p; Aid + p, Axd < p| 2 + p, 2, kaikilla (z;,2,) € S5, d € R™.

Koska zy = 0 ja z; < 0, saadaan
p{Aid+pjAd <pjz;, 2z <O0.

Epéyhtilosti voidaan ratkaista vektorit p; ja ps vain, jos p; z; ei ole mielivaltaisen
pieni. Koska arvoa z; ei ole rajoitettu alhaalta, on siis pakko olla p; < 0. Kuitenkin
muuttuja z; voi saada arvoja mielivaltaisen ldhelld nollaa, joten

(p1 Ay + P;Az)d > 0.

Suunta d ei siis voi olla kohdefunkiota parantava pisteessd x*, mutta valitse-
malla suunnaksi d = —(A]p; + Ajps) saadaan —|[(A{p; + AJp2)||? > 0, eli
Alp; + AJpy = 0 ja yhtéisuuruus toteutuu. Fritz John -ehdot voidaan nyt toteut-
taa valitsemalla vektorin p; komponentit vakioiksi u; > 0 ja vektori v = ps, koska
(p1,pP2) # (0,0). Epdaktiivisten rajoitteiden kertoimiksi voidaan valita 0 ja lause
on todistettu.

m

3.5 Karush—Kuhn—Tuckerin ehdot yhtalo- ja epayhtalorajoit-
teilla

Jos optimointitehtévan (20) kaikki rajoitteet ovat toisistaan lineaarisesti riippumat-
tomia, niin myos kohdefunktion f Fritz John -ehtojen kertoimelle ugy on voimassa
ug > 0. Kun tehtédvissa on epiyhtidld- ja yhtélorajoitteita, saa Lagrangen funktio
muodon

L(x,u,v) = f(x) + Zuigi(x) + Zvihi(x),

el

misséd Lagrangen kertoimet ovat vakiot w; ja v;. Silloin voidaan esittdd seuraavat
KKT-ehdot.

Lause 3.13. Valttamdttomat KKT-ehdot: Olkoon X C R™ epdatyhjd ja avoin jouk-
ko. Tarkastellaan yhtdlo- ja epayhtilorajoitteellista minimointitehtdivid (20). Olkoon
x* € X sallittu ratkaisu ja I = {i : g;(x*) = 0}. Oletetaan, etti funktiot f ja g; kai-
killa i € I ovat differentioituvia pisteessa x*, funktiot g;,i ¢ I jatkuvia pisteessd x* ja
funktiot h; ovat jatkuvasti differentioituva kaikilla @ = 1,...,1. Fritz John -ehtojen

21



lisiksi oletetaan myds, ettd kaikki rajoitefunktioiden gradientit Vg;(x*),i € I ja
Vhi(x*),i = 1,...,1, ovat toisistaan lineaarisesti ritppumattomia. Jos silloin piste
X* on tehtavin lokaali minimapiste, niin on voimassa

)+ ZulVg, )+ Zleh

el
UlZO ’iEI,

eli Lagrangen funktion gradientti saa arvon 0 ja muuttujat u; ja v; ovat Lagrangen
kertoimia. Jos lisiksi g;,i ¢ I ovat differentioituvia pisteessi x*, niin ehdot voidaan
kirjoittaa muodossa

+Zu Vgi(x +Zv,Vh

Ulgl( ):O, 221,...,
u; >0, 1=1,....m

Todistus. Koska gradienttivektorit Vg;(x*) kaikilla ¢ € I ja Vh;(x*) kaikilla ¢ =
1,...,l ovat toisistaan lineaarisesti riippumattomia, niin Fritz John -ehtojen (20)
mukaan uy > 0. Jakamalla kaikki ratkaisun vakiot ug, u} ja v} vakiolla uy saadaan

uudet edelleen tehtévan ratkaisevat vakiot 1,u; ja v;.
n

Lause 3.14. Riittivit KKT-ehdot: Olkoon X C R™ epdtyhji ja avoin joukko. Tar-
kastellaan yhtdilo- ja epdyhtilorajoitteellista minimointitehtdvdd (20). Olkoon x* €
X sallittu ratkaisu, I = {i : g;(x*) = 0} ja tehtdvin KKT-ehdot voimassa pisteessd
x*. Jos pisteessd x* kohdefunktio f on pseudokonveksi, epdyhtdldrajoitteet g;,i € I,
ovat kvasikonvekseja, yhtilorajoitteet J = {i : v; > 0}, kun Vhi(x*)'d < 0, ovat
kvasikonvekseja sekd yhtilirajoitteet K = {i : v; < 0}, kun Vh;(x*)"d > 0, ovat
kvasikonkaaveja, nitn x* on tehtdvdn globaalt minimipiste.

Todistus. Olkoon x* sallittu piste. Koska funktiot g¢;,7 € I, ovat kvasikonvekseja
pisteessd x* ja ¢;(x) < ¢;(x*) = 0,7 € I, niin lauseen 2.8 seurauksena

Vgi(x)'d <0 kaikillai € 1.

My6s hi(x) = h;(x*) = 0, ja h; voidaan kvasikonveksisuuden ja -konkaavisuuden seu-
rauksena jakaa kahteen joukkoon J ja K. Laskemalla nyt kaikki gradienttifunktiot
kertoimineen yhteen saadaan

S uVate) + Y uvh)] d<o (24)
i€l ieJUK

Madritelmén seurauksena v; = 0, kun ¢ ¢ J N K, joten kertomalla alkuperéisen
minimointitehtdvan KKT-ehdot suunnalla d saadaan

Vix)"d+ [Zungi(x*) + Z vthi(x*)}Td =0

il 1€JUK
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ja epéyhtélon (24) seurauksena
Vi(x*)"d > 0.

Silloin pisteesséd x* suunta d on aina kohdefunktion arvoa kasvattava ja pseudokon-
veksisuuden nojalla aina f(x) > f(x*), joten x* on globaali minimipiste.
m
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4 Toistettu kvadraattinen optimointi

Toistettu kvadraattinen optimointi (Sequential Quadratic Programming) eli SQP -
algoritmi on parantavien sallittujen suuntien menetelma, joka selvittaa perdkkaisten
tarkentuvien approksimaatioiden avulla optimointitehtédvan KKT-pisteen, joka usein
on myos tehtavan lokaali minimipiste.

Approksimaatiot parhaasta hakusuunnasta kohti KKT-pistettd perustuvat New-
tonin menetelméadn. Newtonin menetelméssé pitéisi kuitenkin ratkaista Hessen kdan-
teismatriisi, jonka laskeminen on usein raskas tai mahdoton operaatio. Usein on
helpompaa tyytya pelkkdan arvioon Newtonin menetelmén tuottamasta hakusuun-
nasta. Silloin kiddnteismatriisin ratkaisemisen sijaan arvio parantavasta suunnasta
d voidaan ratkaista kvadraattisesta minimointitehtéstd. Suuntaa ratkaistaessa koh-
defunktio korvataan konveksilla funktiolla, joka on arvio alkuperiisestd kohdefunk-
tiosta. My0s rajoitteista muodostetaan lineaaristen approksimaatioiden seuraukse-
na konveksi joukko. Silloin sallitut ratkaisut muodostavat konveksin joukon, joten
suunta-arvion d ratkaiseminen helpottuu merkittavasti. Kuten kaikissa optimointi-
tehtéavisséd, kannattaa tehtavaad yksinkertaistaa mahdollisuuksien mukaan jo ennen
ratkaisemisen yrittamistd. Keinoja siihen ovat muun muassa muuttujien eliminointi
ja tarpeettomien rajoitefunktioiden poistaminen.

4.1 Kvadraattinen optimointitehtava

Tarkastellaan kvadraattista mimimointitehtavaé lineaarisilla rajoitteilla

min  f(x) = 1XTQX —x'b

x€R™ 2
s.t A1X =0
AQX S O,

missid Q on R™™ matriisi, A; on R™*™ matriisi ja Ay on R*™ matriisi seki x,b €
R". Kvadraattinen minimointitehtéva voidaan ratkaista esimerkiksi KKT-ehtojen
avulla. Koska lineaariset yhtalo- ja epayhtéalorajoitteet ovat konvekseja, on sallittu-
jen pisteiden joukko konveksi. Jos lisdksi matriisi Q on positiividefiniitti, on koh-
defunktio konveksi, jolloin mimimointitehtdvin KKT-piste on tehtdvin lokaali ja
globaali minimipiste.

4.2 Rajoitteiden eliminointi

Mahdollisuuksien mukaan ratkaistavaa tehtdviaa kannattaa yksinkertaistaa eliminoi-
malla yliméériisia muuttujia. Silloin on tdrkedd tarkistaa, ettei eliminointi muuta
alkuperéisen tehtévian rakennetta ja ratkaisua.

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan tehtavaa
. — 1 2
min flz,y)=1+y

s.t y2 =,
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jossa on epalineaarinen rajoite. Sijoittamalla pelkistdan rajoitteen yhtélé kohde-
funktioon saataisiin tehtdvd muotoon
) _q
min f(x) + ,
jonka ratkaisu olisi virheellisesti —oo. Ottamalla kuitenkin huomioon, ettd eliminoitu
toisen asteen yhtilo sisiltdi myos rajoitteen y? > 0, tarvitaan uudessa tehtivissi

lisirajoite = > 0. Silloin ratkaisuksi saadaan f(0) = 1. [11]
Lineaarisessa tehtdvissa el vastaavaa vaaraa ole. Tehtavasta

. .
min f(z,y) +y

st. y=x-1
voidaan ratkaisua muuttamatta eliminoida muuttuja y, jolloin tehtavéi saa muodon

rggleiﬂlg f(z) ==

4.3 Newtonin menetelma

Yksi kiiytetyimmisté tavoista yhtéaloiden ratkaisemiseen numeerisesti on erilaiset va-
riaatiot Newtonin menetelmisti. Reaalilukumuuttujien yhtéloryhméa voidaan esit-
taa f: R® — R™ -kuvauksena

f(x)=0

siirtamalld kaikkien yhtdloiden termit yhtéaloryhmén vasemmalle puolelle. Kun yh-
taloita ja ratkaistavia vektorin x € R™ komponentteja on yhtd monta, voidaan vali-
ta sattumanvarainen lahtopiste x( ja ratkaista toistuvasti seuraava approksimaatio
Xk+1 yhtalosta

Xk+1 — X — f(Xk)J<Xk)7l, (25)

mikéli J(x;) on funktion f positiividefiniitti Jacobin matriisi. Silloin lauseen 2.18 mu-
kaan matriisi on my0s kiaantyvé, ja seuraava iteraatiopiste voidaan ratkaista. Talloin
saadaan iteraatiopistejono, joka suppenee kohti yhtaléryhmén f(x) = 0 ratkaisua,
jos funktio f on differentioituva ja ldhtopiste on riittédvan lahelld funktion nollakoh-
taa. Silloin gradienttiin perustuva arvio iteraatiopisteestd xj; ldhestyy funktion f
nollakohtaa x* joka askeleella. Lahtopiste x( tulisikin valita mahdollisimman ldhel-
ta oletettua ratkaisua, jotta funktion kayttdytyminen kaukana ratkaisupisteesté ei
harhauttaisi algoritmia kauemmas todellisesta ratkaisusta. [1]

Esimerkki 4.2. Etsitdéin funktion f(z) = 2% nollakohta kiyttien Newtonin mene-

telméd. Valitaan l&htopisteeksi xy = —2. Suoraan kaavasta (25) saadaan seuraava
iteraatiopiste
1
=-2—(-2)? ——— =—-1
" Sy

ja ldhestytddn yhtélon f(z) = 0 ratkaisua z*. Kuvassa 1 havainnollistetaan kaksi
ensimmaista askelta, joissa xy = —1 ja x9 = —%.
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Kuva 1: Newtonin menetelmén kaksi ensimmaista askelta ldhtopisteestd xg = —2.

4.4 Yhtalorajoitteet lineaarisella approksimaatiolla

Muodostetaan Newtonin menetelmalla approksimaatio valttamattoméat KKT-ehdot
3.13 tayttavasta pisteestd minimointitehtavéssé, jossa on pelkkia yhtalorajoitteita.
Oletetaan ensin, ettéd rajoiteyhtélot ovat kaikki kahdesti jatkuvasti differentioitu-
via. Newtonin menetelmén tuottaman approksimaation kaytto suunnanméaarityk-
seen mahdollistaa suunnan d méaarittdmisen lineaaristen yhtélorajoitteiden ja kva-
draattisen kohdefunktion avulla.

Ratkaistava tehtdva on muotoa

min  f(x)
xeRe (26)
st. hi(x)=0, i=1,2,..,1L
Vilttamattomat KKT-ehdot 3.13 kyseiselle tehtaville ovat
l

VL(x,v) = Vf(x)+ Zvthi(x) =0

Niéin ollen ratkaistavana on yhtaloryhmé, jossa on [ kappaletta tuntemattomia muut-
tujia v; ja n kappaletta vektorin x komponentteja x;. Vastaavasti yhtéloitd on mycs
[ + n kappaletta eli yhtalorajoitteet seké Lagrangen funktio derivoituna jokaisen
vektorin x komponentin suhteen. Merkitaan sitten yhtaloryhméaéa lyhyemmin

W(x,v) =0,
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jossa W on vektori, jonka komponentteina ovat funktiot VL(x,v) ja h(x), missd
vektorin h(x) komponentteina on rajoitefunktiot h;(x) kaikilla ¢ = 1,..., . Yht&lo-
ryhmaé ratkaistaan kiyttéen iteratiivisesti Newtonin menetelméé. Newtonin askeleen
yhtélo (25) voidaan myos esittéad muodossa

F(6n) + V(%) (%41 —%0) = 0.

Tehtévin (26) KKT-piste voidaan nyt ratkaista etsimélla funktion W' nollakoh-
ta kiyttaen toistuvasti Newtonin menetelméaé. Valitaan ldhtoarvoiksi sallitut xq ja
vo. Kun kiytetddn Newtonin menetelmééd yhtéloryhmééin W(x,v) = 0, saadaan
askeleessa k suunnan xj,; — X; approksimaatioksi

W(Xk,Vk;) + VW(Xk,Vk) |: Ketl — Xk :| = 0. (27)
Vi+1 — Vi
Talloin gradientti VW (xg, vi) on Jacobin matriisi vektoriarvoiselle funktiolle W.
Voidaan siis kirjoittaa

(28)

VW (x, vi) = { V2L(xe,vi) Vh(x)T ] |

Vh(Xk)T 0

jossa ylemman rivin funktio

I
V2L(xk, vir) = V2 (xi) + Y 0pi V2hi(xs)
i=1

on VL(xy,vy) derivoituna vektorin x komponenttien suhteen. Liséksi ylérivin toi-
nen komponentti Vh(xk)T on VL(xg,vy) derivoituna vektorin v komponenttien
suhteen. Alarivilld on tehty vastaava derivointioperaatio funktioille h;(x).

Kun matriisi (28) sijoitetaan yhtdloon (27) ja vdhennetddn yhtalon molemmilta
puolilta W (xy, vi), saadaan yhtdloryhmé

VZL(Xk, Vk)(xk—i-l — Xk) + Vh(Xk)T<Vk+1 — Vk> = — Vf(Xk) — Vh(Xk)TVk
Vh(xy)(xp+1 — Xx) = — h(xg).

Merkitsemaélld askelta (x4 —xj) muuttujalla dy saadaan yht&loryhmé sieveneméaén
muotoon

VQL(Xk, Vk)dk + Vh(Xk)TVk_H = — Vf(Xk)

Nain on paadytty lineaariseen yhtaloryhmaén, josta voidaan nyt ratkaista muuttujat
d; ja vi 1. Tamaéan jalkeen péivitetddn iteraatiopisteeksi xx 1 = X +dj ja siirrytaan
seuraavalle kierrokselle eli k& = k + 1. Iteraatioita toistetaan, kunnes dy = 0. Kun
d; = 0, seuraa yhtéaloryhmasta

W(Xk, Vk> + VW(Xk, Vk)dk = 0,

ettd myos W (xg, vi) = 0, joten ollaan 16ydetty valttaméattoméat KKT-ehdot tayttava
piste. Jos my6s riittavat KKT-ehdot 3.14 ovat voimassa, ollaan 16ydetty globaali
minimipiste.
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4.5 Lineaarisen approksimaation ratkaiseminen minimointi-
tehtavan avulla

Huomataan ensin, esimerkiksi derivointia hyvéaksi kiayttaen, ettd lineaarisen yhtalo-
ryhmaéan

Ax—b=0

ratkaisu voidaan esittdd myos minimointitehtavan

. 1+ T
;{Iel]g%f(x) =5X Ax—b x+c
ratkaisuna, jos matriisi A on positiividefiniitti R™*" -matriisi ja vektorit x, b, c € R™.
Lineaarisen yhtaloryhmén (29) ratkaisu kertoo suunnan d; approksimaation seu-
raavalle iteraatiopisteelle. Tarkastelemalla kvadraattista yhtalorajoiteellista mini-
mointitehtévaa
QP(Xk, Vk) : drl?el]lg" Vf(Xk)Tdk + %d;—VQL(Xk, Vk)dk (3())
st hi(xp) + Vhi(xx)'dpy =0, i=1,...,1

huomataan, ettd tehtédvan (30) KKT-piste saadaan yhtéléryhmén (29) ratkaisuna.
Toisin sanoen yhtaléryhmén (29) ja minimointitehtavin (30) valttdmattomat KKT-
chdot 3.13 toteuttaa tésmilleen sama ratkaisu dg. Silloin minimointitehtavén (26)
approksimaatio miminipisteesta voidaan yhtéloryhmén (29) toistuvan ratkaisemisen
sijaan vaihtoehtoisesti ratkaista iteroimalla alitehtévaa (30).

Koska tiedetaan, etta

h(Xk) + Vh(Xk)Tdk = 0, (31)

voidaan yhtélon (31) molemmat puolet kertoa vektorilla vy ja edelleen lisdté tehté-
vin (30) kohdefunktioon. Silloin saadaan

1
f(Xk) —I— th(Xk) —I— Vf(Xk)Tdk + Vth(Xk)Tdk —|— éd;sz(Xk’ Vk)dk

1
= L(Xk, Vk) + VL(Xk, Vk)Tdk + §d;v2L(Xk, Vk)dk

Huomataan, etté tehtavissa (30) minimoidaan itse asiassa Lagrangen funktion Tay-
lorin sarjan kolmea ensimmaéisté termié.

Yhtélorajoitteellista minimointitehtiavad, joka on muotoa (26), voidaan yrittaéd
ratkaista kiyttamaélla seuraavaa yksinkertaista SQP algoritmia. Aloituspisteeksi tu-
lee valita jokin mielivaltainen ratkaisu (xg, vo), joka on sallittu piste seké primaali-
ettd duaalitehtavéssa.

Algoritmi 4.1. (SQP yhtélorajoitteilla)
1. Asetetaan laskuri k = 0 ja valitaan ldhtopisteeksi sallittu primaali-duaaliratkaisu

(x0, Vo).

2. Ratkaistaan alitehtavista (30) muuttujat dy, ja vi, 1. Péaivitetddn xj,1 = X +
dyjak=k+1.

3. Jos di = 0, ollaan 16ydetty KKT-piste ja alkuperiisen tehtdvin (26) lokaali
minimipiste. Muuten palataan kohtaan 2.
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4.6 Epayhtalorajoitteet

Tarkastellaan sekd yhtélo- ettd epayhtélorajoitteita sisaltdvad minimointitehtavaa

min - f(x)
st gi(x)<0, i=1,...,m (32)
hi(x)=0, i=1,...,1

KKT-pistettéd kohti vievian seuraavan iteraatiopisteen loytamiseksi voidaan yhtalora-
joitteellista minimointitehtavéaé (30) laajentaa myos epédyhtalorajoitteilla ja saadaan
aliongelma

1
QP(Xk, Vi, llk) : dHlélg&ln f(Xk) + Vf(Xk)Tdk =+ §d2V2L(Xk, ug, Vk)dk
k

st (i) + Vhi(x) Tdy = 0,0 = 1,...,1 (33)
gi(xx) + Vgi(xx) 'dp <0,i=1,...,m,

jossa

l m
V2L(xp, u, vi) = V2f(x1) + Z Ve V2 hi(x1) + Z R V2 (X1).

i=1 i=1

Ratkaistaan tdméan ongelman KKT-pisteitéd, kunnes di = 0. Epayhtéilorajoitteiden
lisdamisesta huolimatta huomataan jélleen, etta jos jossain kohtaa d; = 0, niin New-
tonin menetelmélld ei ole endé olemassa parantavaa suuntaa dj ja ollaan l10ydetty
tehtavin (32) valttamattoméat KKT-ehdot 3.13 téyttava piste. Jos piste x, tdyttaa
myos riittavat KKT-ehdot 3.14, on piste globaali minimipiste.

4.7 Sakkofunktio

Kun kvadraattisesta tehtédvastéd on ratkaistu parantava suunta dj, voidaan ratkaista
suurin sallittu positiivinen askelpituus A € R parantavaan suuntaan dy, jonka avulla
saadaan xp,1 = x; + Ad;. Tadmé johtaa yhden muuttujan minimimointitehtéavadn

min f(x + Adyg)
st. gi(xp+Ady) <0, j=1,....m
hl(Xk—i—)\dk):O, 221,,l

Minimointitehtavin rajoitteista voidaan paésta eroon lisddmaélla rajoitteet itse koh-
defunktioon sakkofunktion (Merit function) avulla, jossa askelpituuden A kasvaessa
funktion f arvo pienenee, kunnes rajoitteita aletaan rikkomaan. Yksi yksinkertai-
simmista sakkofunktioista on l;-sakkofunktio Fg(x), missé

F(x) = f(x) 4+ p ZmaX{O,gj(x)} +Z\hi(x)| . (34)

Jotta sakkokerroin 1 > 0 rokottaisi riittévésti rajoitteiden rikkomisesta, tulee
vakion p olla riittdvin suuri. Sakkokerrointa kasvatetaan jokaisen iteraation jalkeen
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riittavasti, jotta minimoitavan sakkofunktion ratkaisu ei enaé merkittavésti riippuisi
sakkokertoimen korottamisesta. SQP-algoritmia kéytettdessd hyvé aloitusarvo sak-
kokertoimelle 1 on arvio suurimmasta Lagrangen kertoimesta u;, |v;|. [12] [10]

Sakkofunktio F(x) ei kuitenkaan ole mééritelméstaédn johtuen derivoituva, jo-
ten minimipisteen 16ytédminen ei onnistu derivaattoja kiyttden. Yhden muuttujan A
tapauksessa viivahaun menetelmét, esimerkiksi tasavélihaku ja kultaisen leikkauk-
sen menetelma toimivat hyvin.

Seuraavassa algoritmissa kiytetaén [;-sakkofunktiota maksimoimaan askelpituus
parantavaan suuntaan dy, kun ratkaistaan epayhtalo- ja yhtalorajoitteellista tehté-
vaa (32).

Algoritmi 4.2. (MSQP eli SQP-algoritmi kdyttden [;-sakkofunktiota)

1. Asetetaan laskuri k = 0 ja valitaan lahtopisteeksi sallittu primaali-duaaliratkaisu
(X07 Vo, uO) .

2. Muodostetaan approksimaatio KKT-pisteestd Newtonin menetelmén avulla
eli ratkaistaan minimointialitehtévad (33) kdyttéden suunta dj seké Lagrangen
kertoimet ug.q ja vii1. Usein on hyodyllistd vain arvioida Hessen matriisia
VQL(xk, Uy, vi) jollakin positiividefiniitilld matriisilla B, minimointitehté&vin
ratkaisemisen helpottamiseksi.

3. Ratkaistaan [;-sakkofunktion (34) avulla suurin sallittu askelpituus A paran-
tavaan suuntaan dy ja paivitetddn xp.1 = x; + Adg.

4. Jos d; = 0, ollaan loydetty KKT-piste, ja algoritmin suoritus paattyy. Muuten
paivitetddn k = k + 1 ja palataan kohtaan 2.

Esimerkki 4.3. Tarkastellaan Bazaraan kirjan [3] epayhtélorajoitteellista esimerk-
kitehtavaa MSQP-algoritmin konvergenssista kiyttden Lagrangen funktion Hessen
matriisia V2L(x,u), sekii vaihtoehtoisesti arviona pelkkii identiteettimatriisia I
Hessen matriisin V2L(x, u) tilalla. Olkoon tehtévi

min Qx% + 2:5% — 22129 — 411 — 629
r1,22€R

s.t g1:2xf—x2 <0
go i1+ dres —H <0
g3:11 <0
gy g —x9 < 0.
Valitaan ldhtopisteeksi sallittu piste xo = (0,1)" jaug = (0,0,0,0)". Muodostetaan

Newtonin approksimaatiota varten KKT-ehtojen mukainen suunnanvalintatehtéavé

QP (x0, 1) (33), eli

. 1 Ty72
QP(X[), 110) : golgé (-6, —2)d0 + §d0 \Y L(Xg)do

st. g1:—14(0,—-1)dy <0
g2:(1,5)dy <0
g3 :(—1,0)dp <0
gs:—1+(0,—-1)dy <0,

(35)
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missa
4 =2
V2 L(xg) = ( o 4 ) :

Ratkaistaan saatu minimointitehtévd, QP (xo, ug) KKT-ehtojen avulla. Yhtalo-
ryhmésta saadaan monta ratkaisuvaihtoehtoa ja niistd pienin ratkaisu minimointi-
tehtaville saadaan, kun muuttujat wy, uz, uy = 0. Vain rajoite g, on silloin aktiivinen,
eli up > 0 ja minimointitehtéavan QP(xg, ug) ratkaisu saadaan yhtaloryhmésté

—6 + (4, —2)d0 + Uy = 0
-2+ (—2, 4)(310 + bus =0
(1,5)do = 0.

Ratkaisuksi saadaan silloin parantava suunta dy = (35/31, —7/31)7 jau, = (0, 1.03225806, 0, 0).
Kayttamalla [;-sakkofunktiota Fp (34) ja sakkokerrointa p = 10 > uy ratkaistaan
askeleen maksimipituus suuntaan dg, eli ratkaistaan tehtava

4
mAin Fr(xo+ Ady) = f(xo + Ady) + 1 Z max{0, g;(xo + Adg) }
j=1
= 3.16129)\% — 6.32258)\ — 4
+ 10 - max[0, 2.5494277\% + 0.22580645\ — 1]
+ 10 - max]|0, 0]
+ 10 - max[0, —1.1290323 ]
+ 10 - max[0, —1 + 0.22580645)].

Viivahaulla saadaan minimipisteeksi A = 0.583572 ja
x; = Xo + Ady = (0.6588716, 0.8682256),

joka on alkuperéaisen tehtévan globaali minimiratkaisu.

Jos Hessen matriisin V2L(xy, uy) sijaan kiiytetdéin vain matriisiarviota By, suun-
ta dj, ei valttamatta saavuta tehtavan KKT-pistettd yhta nopeasti. Ratkaistaan teh-
tava QP (x¢, up) (35) my0s yksinkertaisemmalla arvioilla B = I. Aktiivisen rajoitteen
(1,5)dg = 0 seurauksena sallittu suunta dy on vakiokerrointa lukuunottamatta téy-
sin riippumaton kohdefunktiosta ja matriisista B. Matriisilla B = I on siis pisteessa
(0,1)7 vaikutusta pelkiistiin askelpituuteen ), koska parantava suunta méadrdytyy
aktiivisen lineaarisen rajoitteen mukaan. Téten globaaliin minimiratkaisuun paady-
tadn ensimmaéiselld askeleella riippumatta positiividefiniitin matriisin By valinnasta.
Taulukossa 1 on esitetty SQP-algoritmin eteneminen eri matriisiarvoilla.

4.8 BFGS

Tarkastellaan Newtonin askeleen yhtaloryhmétehtévaa (27), joka on muotoa Ad = b
eli d = bA™!. Téssé tehtivissi A on R™™-matriisi ja vektorit d, b € R™. Suurem-
milla matriiseilla kddnteismatriisin laskeminen on raskas operaatio, eikd matriisilla
A vilttamattd edes ole kddnteismatriisia, esimerkiksi jos matriisin rivit riippuvat
lineaarisesti toisistaan.
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By = V2L(xx) B, =1

X 0,1)7 0,1)7

f(%o) —4 —4
4 -2

B, ( o ) I

do (35/31,—7/31)T (140/26, —28/26)

A 0.583572 0.122362006

x; | (0.6588716,0.8682256) | (0.6588716,0.8682256)
f(x1) —6.6130834 —6.6130834

Taulukko 1: SQP-algoritmi arvioina Hessen matriisi ja identiteettimatriisi I.

Kun SQP-algoritmin suuntavektoria d ratkaistaan kvadraattisen minimointiteh-
tavan avulla, ei Hessen matriisi valttdmatta ole positiividefiniitti, eikd minimointi-
tehtavan ratkaisu d* ratkaise yhtdloryhméaa Ad = b. Hessen matriisin laskemiselta
valtytdan kokonaan ja voidaan selvitd helpommilla laskutoimituksilla kayttamaélla
miti tahansa positiividefiniittid approksimaatiota Hessen matriisista V2L(x},), esi-
merkiksi identiteettimatriisia I. Vaikka silloin ei yhdella askeleella valttamatta lahes-
tytakdan KKT-pistettd samalla tarkkuudella, kuin mitd on Newtonin menetelméan
antama arvio, on suunta d* kuitenkin aina kohdefunktiota parantava. Kun sallitus-
sa joukossa edetdén riittdvan monta askelta kohdefunktiota parantavaan suuntaan
ja toistuvasti tarkennetaan approksimaatiota suunnasta kohti minimipistetta, péaa-
dytadn lopulta alkuperdisen minimointitehtédvan lokaaliin minimipisteeseen x*.

Sen sijaan, ettd kiytetddn koko ajan samaa arviota Hessen matriisista, voidaan
algoritmin konvergenssia myos nopeuttaa tarkentamalla approksimaatiota matriisis-
ta V2L(xy) joka askeleen k jilkeen.

Laskennallisesti erityisen tehokkaan konvergenssin kohti Hessen matriisia VZL(xy,)
antaa BFGS-algoritmin tuottama matriisi By, 1. Algoritmi on nimetty sen kehit-
tdjien Broydenin, Fletcherin, Goldfarbin ja Shannon mukaan. Algoritmi tarken-
taa arviota By joka askeleella k ja péivitys perustuu pisteen sijainnin ja gradien-
tin muutokseen. Varmistamalla, ettd approksimaatio on aina positiividefiniitti, eli
%d;Bkdk > (), saadaan vain kohdefunktiota parantavat suunnat myos kvadraatti-
sen suunnanmaaritystehtavian sallituiksi optimiratkaisuiksi. Silloin kvadraattisessa
minimointitehtavissa

1
: T LT
Jnin f(xk) + VF(xi) di + 5di Bedy

suunta dj, = 0 on tehtdvin QP (xy, vk, uy) (33) minimiratkaisu. Jos taas dj, # 0, niin
V f(xx) " dy < 0. My6s rajoitefunktiot ovat konvekseja aputehtiiviissi, joten lauseen
3.14 riittavien KKT-ehtojen nojalla tehtédvin QP (xy, vk, uy) lokaali minimipiste on
my0s globaali miminipiste.

Jokaisella kierroksella k BFGS-algoritmia varten lasketaan pisteen muutos

Sk = Xg+1 — Xk

seké gradientin muutos

Yi = Vf(Xp1) — Vf(xx).
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BFGS-matriisin paivitys joka askeleen jidlkeen on muotoa

T T
Bisis; Br | YrYi

T T
s, Bisi Y Sk

B = Bj — (36)

Lause 4.4. Jos matriisi By, on symmetrinen ja positiwidefiniitti, niin kaavan (36)
matriisi Bry, on myos symmetrinen ja positiividefiniitti.

Todistus. Maaritelladn matriisin By kddnteismatriisi Hy, jolloin By = H,;l. Kos-
ka matriisi By on symmetrinen ja positiividefiniitti, niin lauseen 2.19 mukaan myos
kidanteismatriisi Hy on symmetrinen ja positiividefiniitti. Laskemalla voidaan osoit-
taa, ettd Byy1Hgy1 = I, missa

T T T
H,., — (1— >H (I _ ) il 37
wH yis/ " yisk/  yisk (37)

Osoitetaan, ettd symmetrisen matriisin By, kidnteismatriisi Hy,; on aina po-
sitiividefiniitti, jos Hy on positiividefiniitti. Kaavan (37) mukaan

T T T

T T T
S S SkS
ZTHkHz =z (I _ Sk )Hk <I _ YESk )z + 7| 2k g
Y Sk Y Sk Y Sk

Nyt huomataan, ettd vektoreilla on voimassa
T SEY _ YiSy T
z (I - —=—)={I-=")z| ,
Y Sk Y Sk
ja matriisi Hy on positiividefiniitti, joten

T T
(1 S Y (12 250,

Y. Sk Y. Sk
Lisaksi
T T,\2
SiS S, 7
S, S
Y Sk Y Sk

koska aina toisen asteen termilld on voimassa (s)z)? > 0. Myds y. s, > 0, silla
konveksilla funktiolla on lauseen 3.2 mukaan voimassa Vf(x)'d = y/ (—si) < 0,
kun d # 0. Edelleen, koska Hy, on positiividefiniitti, niin myds sen ké&nteismatriisi
Bj.+1 on positiividefiniitti. [11]

[l
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5 Maratos-efekti

Kaarevilla pinnoilla SQP-algoritmin ja sakkofunktion kéiytto voivat estdd siirtymi-
sen kaikkiin kohdefunktiota parantaviin suuntiin, jos lineaarinen suunta d poistuu
valittomasti sallitulta alueelta liikuttaessa suuntaan d. [lmio hidastaa merkittavasti
SQP-algoritmin konvergenssia kohti optimipistettd. Lisdksi kokonaisen askeleen ot-
taminen 16ydettyyn suuntaan d ei valttamatta edes paranna kohdefunktion arvoa.
Tallaista tilannetta kutsutaan Maratos-efektiksi. Ongelmaan torméé erityisesti op-
timointitehtavissé, joissa on epélineaarisia yhtélorajoitteita ja algoritmin lahtopiste
on jo valmiiksi sallittu piste. [12] [10]

5.1 Sallitun parantavan suunnan puuttuminen

Epélineaarisilla yhtalorajoitteilla mikéd tahansa lineaarinen suunta d poistuu sallit-
tujen pisteiden joukosta kasvattaen [;-sakkofunktion arvoa. Tarkastellaan Powellin
esimerkkiongelmaa Nocedalin kirjassa [11].

Esimerkki 5.1. Ratkaistaan yhtélorajoitteellinen minimointitehtava

min - f(zy, @) = 2(a] + a5 — 1) — a1
r1,x2ER™ (38)
st. al+a5—1=0.

Huomataan, ettda kaikki yksikkéympyrén pisteet ovat sallittuja ja optimiratkaisu
on piste x* = (1,0)", joka antaa kohdefunktion arvon f(x*) = —1. KKT-ehdot
tehtaville ovat

41— 1420 =0
4re + 2290 =0

i+ 13 —1=0,

jolloin optimissa f(1,0) saadaan v = —%. Lisdksi tehtavan Lagrangen funktion Hes-
sen matriisi on

V2, L(x,v) = V2 _f(x) + vV?h(x)
= Vx(4zy + 2z1v — 1,429 + 2290)

[ 4+2v 0
S0 4420 |7
joka optimipisteessd x* muuttujan arvolla v = —% on identiteettimatriisi I.
Valitaan lihtopisteeksi xg = (cos#,sinf)’ ja ratkaistaan sitten alitehtiiviisti

QP(x¢, Vo, 1g) (33) parantava suunta dy = (dy,ds)". Kiytetidéin Hessen matriisin
V2L(x,v) approksimaationa matriisia I ja saadaan

1
QP(xo, Vo) : min  (4x; — 1,4x5)do + —dj Id,
dpcR? 2

st. a7+ 25— 1+ (211, 229)dg = 0.
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Sijoitetaan vield xg = (z1,79)" = (cosf,sinf) ja saadaan tehtiiviistii sievempi
muoto
QP (xp,vp) : min —dy + 1(d2 +d3)
0, Y0/ - dy,d2€R ! 2 ! 2

s.t.  cosfd; + sinfd, = 0.

Tamén tehtdvin KKT-ehdot ovat
—1+d; +cosf-v=0

dy +sinf-v=0
cos Ody + sinfdy = 0.

Ratkaistaan yhtdloryhmé ja saadaan dg = (sin® 6, —sin# cosf) " ja vy = cos . Riip-
pumatta siis lahtopisteen 6 arvosta seuraava iteraatiopiste

x; = (cos @ + sin® 6, sin — sinf cos ) .
[teraatiopisteen x; ja optimipisteen x* etaisyys lo-normia kiyttéden on
l|x1 — x*||2 = v/2(1 — cos ).
Pisteen x; ja x* etdisyys taas on
||xo +do — x*||]2 = 1 — cosb.
Téasta seuraa kvadraattinen konvergenssi, koska

Ixo +do—x'[l _ 1
xo—x3 2

Huomataan kuitenkin, etta

f(x1) =2((cos @ + sin?#)? + (sin @ — sin @ cos #)> — 1) — sin® § — cos 6

=sin?# — cosf > —cos = f(xo)
ja

h(x1) =(cos @ + sin® §)* + (sin 6 — sin cos 0)* — 1
=sin?0 > 0 = h(xy),

joten kaikilla arvoilla # # 0 kokonainen askel ratkaistuun suuntaan d, kasvattaa
kohdefunktion arvoa ja yhtélorajoitetta rikotaan. Ympyran ulkokehélld on jokai-
sesta pisteestd vain kaksi sallittua suuntaa liikkua, joten jatkamalla lineaarisesti
sallittuun suuntaan d ajaudutaan aina kauemmas sallittujen pisteiden ympyrésté.
Kaytettaessa [;-sakkofunktiota sallittu askelpituus ei siis valttaméatta ldhesty koko-
naista askelpituutta A = 1, vaikka iteraatiopiste olisi erittédin ldhelld optimipistetta.
Tama jarruttaa algoritmin etenemisté ja estdéd superlineaarisen konvergenssin.
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5.2 Keinoja Maratos-efektin vialttamiseen

Tassé aliluvussa esitellddn kolme menetelméd Maratos-efektin vélttdmiseen. Ensim-
méinen menetelma, Watchdog-algoritmi, perustuu mahdollisuuteen poiketa hetkelli-
sesti kiellettyihin pisteisiin, kunhan sen jélkeen palataan sallittuun ratkaisuun. Toi-
sessa menetelmassa suuntahaun tilalla kdytetdan kaarihakua, jossa lineaarisen suun-
nan d ja askelpituuden A tilalla kiaytetdan apusuunnan d* ja muuttujan ¢ avulla
médriteltyd uutta kaarevaa hakusuuntaa dj,; = td; + t2d*. Viimeisen# ratkaisu-
menetelméané esitellddn lisdtyn Lagrangen sakkofunktion menetelmé, joka ei kérsi
Maratos-efektista. [5] [12] [8]

5.2.1 Watchdog

Watchdog-algoritmi [11] on testiaskeleisiin perustuva menetelmé, jossa sallitaan kak-
si perakkaista askelta, vaikka ne eivét antaisikaan sallittuja pisteitd. Viimeistaan kol-
mannen askeleen tulee kuitenkin tuottaa sallittu ja kohdefunktion arvoa parantava
piste. Menetelmésséa kéytetddn [i-sakkofunktiota (34). Koska [;-sakkofunktio ei ole
kaikkialla derivoituva, mutta se on kuitenkin jatkuva, voidaan sille ratkaista suun-
taderivaatta suunnan d € R" suhteen pisteessa x; € R™ maarittelemalla

Derivaatan arvo riippuu rajoitteiden rikkomisesta sekd suunnan d vaikutuksesta
kohdefunktioon. Tamén tiedon pohjalta Watchdog-algoritmi paattas, etta hyviksy-
taanko loydetty piste uudeksi iteraatiopisteeksi.

Algoritmi 5.1. (Watchdog)

1. Valitaan vakio a € (0,%) ja lahtopisteeksi sallittu primaali-duaaliratkaisu
(%0, Vo, Up). Asetetaan laskuri k& = 0.

2. Ratkaistaan suunta dj minimointitehtévéstéa (33). Jos dj = 0, ollaan 16ydetty
KKT-piste. Asetetaan xj 11 = X + dg.

3. Jos Fr(xk+1) < Fg(xx) + a[D(Fr(xk),dr)], asetetaan k = k + 1 ja palataan
kohtaan 2. Muuten

e Ratkaistaan seuraava suunta dj;; minimointitehtévista (33) pisteessd
Xp11 ja etsitddn sellainen Agyq, ettd

Fp(Xpr1 + Mes1dig1) < Fe(Xeq1) + Mo D(Fe(Xeg1), drg))-
o Asetetaan Xp o = Xgi1 + A\pyp1dgyq. Jos

FE(Xk+1> S FE(Xk) tai

Fp(Xkt2) < Fp(xi) + o[ D(Fp(xy), di)],

asetetaan k = k + 2 ja palataan kohtaan 2. Muuten

— Jos Fg(xp42) > Fr(x), palataan pisteeseen x; ja etsitaéan sellainen

askelpituus Ay, etté
Asetetaan x;,3 = X3 + A\pdy, £ = k + 3, ja palataan kohtaan 2.
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— Jos taas Fg(Xpi2) < Fg(Xy), ratkaistaan suunta dgio minimointi-
tehtévista (33) pisteessd Xy o ja etsitdén sellainen muuttuja Ao,
etta
Fg(Xkt2 + Aerodiy2) < Fp(Xita) + Moo D(Fp(Xet2, drga))].
Asetetaan xj,3 = Xpy9 + A\giodiio, K = k + 3 ja palataan kohtaan 2.

Kun £ on riittdavan suuri, saadaan askelpituudeksi aina A = 1 ja saavutetaan
superlineaarinen konvergenssi [11].

Esimerkki 5.2. Tarkastellaan Powellin esimerkkitehtavia (5.1) Watchdog-algoritmin
avulla. Valitaan lihtopisteeksi xo = (0,1) 7, parametreiksi o = 0.4, p = 10 ja By =1
sekd asetetaan laskuri k& = 0. Ratkaisemalla tehtéva (33) pisteessd xg saadaan ensin
suunta do = (1,0)".

Nyt

D(Fy(xy), dy) = lim ZEL0 D + (L, 0)) = F(0,1)

= 1.

Koska ehto
Fp(Xpq1) < Fp(xi) + a[D(Fp(x), di)]

ei toteudu, siirrytdin pisteeseen x; = (1,1)7 ja ratkaistaan tehtiivi (33) pisteessi

X1, joka antaa suunnan d; = (%l, —%)T. Mikaan algoritmin seuraavista vertailuista
ei toteudu ennen ehtoa Fg(Xgi2) > Fr(Xy), joten palataan pisteeseen xo = (0,1)".

Ratkaistaan askelpituus A\, = 0.05, joka toteuttaa epayhtalon
FE(Xk + )\kdk) S FE(Xk) + )\kCK[D(FE(Xk, dk))],

ja piivitetddin xz3 = (0,1)7 + M\e(1,0)T = (0.05,1)" ja k = k + 3. Seuraavaksi
hakusuunnaksi askeleessa 2 saadaan (0.9974,—0.0511)", ja algoritmin suoritusta
jatketaan, kunnes paadytaén riittavin lahelle KKT-pistetta.

5.2.2 Kaarihaku

Parantavaan hakusuuntaan d voidaan tehda myos toisen asteen korjaus, jossa suun-
taa d "taivutetaan" apusuunnan d* avulla niin, etté jollakin 0 < ¢t < 1 on voimassa
Xpi1 = X + tdg + t2d* ja FE(Xk+1) < FE(Xk)

Kéytetdadn apuna lineaarista [;-sakkofunktiota Fg(xy) (34) ja mééritellddn uusi
hakusuunnasta d riippuva sakkofunktio

Fra(x,d) = f(x)+ Vf(x)'d

+ | Y max{0, g;(x) + Vg (X)Td}]

Lj=1

(39)

+ Z |hi(x) + Vhi(x)Td|] .
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Jos suunta d on sallittu, ja kohdefunktion f arvoa parantava, niin myos sakkofunk-
tion (39) arvo on pienempi suunnassa d. Madritelladn liséksi algoritmia varten uusi
funktio

W, = F _
k zi%?fs E(Xk l),

jossa negatiiviset indeksit jatetddn huomiotta. Seuraava algoritmi on Eliane R. Pa-
nierin ja Andre L. Titsin artikkelista [12].

Algoritmi 5.2. (SQP kaarihaulla)

1. Asetetaan laskuri £ = 0 ja valitaan ldhtopisteeksi sallittu primaali-duaali-
ratkaisu (xg, v, ug). Valitaan « € (0, %),5 € (0,1).

2. Muodostetaan approksimaatio KK'T-pisteestd Newtonin menetelmén avulla eli
ratkaistaan minimointialitehtdvin (33) avulla suunta dj. Usein on hyodyllis-
td vain arvioida Hessen matriisia V2L(xy, vy, u) jollakin positiividefiniitilla
matriisilla B minimointitehtavan ratkaisemisen helpottamiseksi.

3. Jos di = 0, ollaan 16ydetty KKT-piste. Jos
Fp(xp +di) < Wi + a[Fra(xy, di) — Fe(xg)], (40)
siirrytdan kohtaan 5.

4. Ratkaistaan korjaussuunta d* (41) kédyttden hyvéksi epdonnistunutta askelta
d,. Tatd varten muodostetaan minimointitehtava QP*, jossa

d*eRn
st gj(xk+di) + Vg(x)'d* <0, =1,2,...,m,
hi(xp, +dg) + Vhi(xp)'d* =0,i=1,2,...,1
(41)

1
QP*(xy, dg, By) - min  Vf(xx)"(d* +dy) + Sl + di) "By(d" + dy)

ja By, on arvio matriisista V2L(xy, vy, ug). Jos tehtivi ei ole ratkeava, tai
[|d*|| > ||dk||, asetetaan d* = 0. Muuttujaksi ¢ valitaan suurin arvo joukosta
{1,8,8?%,...}, joka ratkaisee epiyhtilén

Asetetaan dj, = td + t2d*.

5. Péivitetddn xpy1 = X + dg, £ = k + 1 sekd haluttaessa approksimaatiota
matriisista B;. Palataan kohtaan 2.

[teraatiopisteiden ollessa aina sallittuja voitaisiin yhtad hyvin méaritella W, =
Fg(xy). Vertaamalla kuitenkin suunnan d; méirddméa pistettd kolmen edellisen
pisteen maksimiin, voidaan hetkellisesti sallia sakkofunktion arvon nousu, kunhan
Fg(x;) < max{Fgp(xx;),i = 1,...,3}. Watchdog-menetelmén tapaan algoritmilla
saavutetaan superlineaarinen konvergenssi, kunhan & on riittdvin suuri [12].
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Watchdog-menetelmaéan verrattuna kaarihaun etu on, ettd algoritmissa 5.2 ei
tarvitse pitda kirjaa edellisten askeleiden tuloksista, vaan askeleen kelpoisuusver-
tailu tehdaan pelkistdan muuttujan Wy mukaan. Silloin algoritmin suorittamisesta
tulee suoraviivaisempaa, kun ei tarvitse laskea testiaskeleita, joita ei valttamatta
kuitenkaan kayteta hyviksi.

Jos tehtéavin QP (33) ratkaisusuunta dy, ei ole parantava suunta, niin uuden suun-
nan méaaritys tehdadn Watchdog-menetelmésté poiketen kaarihaulla. Apusuunta d*
ratkaistaan minimointitehtavastda QP* (41), jonka avulla etsitdén parantava suunta
diy1 = tdy + t2d*. Pienentémilli parametria 0 < ¢t < 1 muutetaan alkuperiisen
suunnan dy ja apusuunnan d* vaikutusosuutta suunnassa dy1, kunnes suunta dg
on sakkofunktion arvoa parantava.

Esimerkki 5.3. Tarkastellaan yksikkGympyrarajoitteellista tehtavaa
min  f(z) = —x

z,yeR (43)
st. 2?4y’ —1=0,

jonka minimipiste on pisteessd (z*,y*) = (1,0). Valitaan ldhtopisteeksi (zg,yo) =
(0,1) ja parametreiksi @ = 0.4, u = 100, 5 = 0.99 ja B = 1.

Ratkaistaan ensin tehtévista QP (33) parantava suunta (di, ds) = (1,0). Epéyh-
télo (40) ei toteudu, joten ratkaistaan uusi apusuunta d* = (di, ds) = (0, —1) tehté-
vistd QP* (41). Ratkaistaan viela apusuunnan paino etsimaélld sopiva kerroin ¢ niin,
ettd epayhtald (42) toteutuu. Néin tapahtuu, kun ¢ = 0.288 ja paadytdén seuraavaan
pisteeseen (z1,y;) = (0.288,0.9585).

Muuttujan t l&hestymisté kohti epéyhtdlon (42) sallittua ratkaisua on havain-
nollistettu kuvassa 2. Uusien iteraatiopisteiden laskemista jatketaan, kunnes valittu
lopetusehto saavutetaan.

5.2.3 Lisatty Lagrangen sakkofunktio

Kolmas keino vilttada Maratos-efekti on tdydentad sakkofunktio Lagrangen funktiolla
ja toisen asteen sakkotermilld [11] [4]. Esimerkki tallaisesta sakkofunktiosta yhtalo-
rajoitteelliselle minimointitehtévalle, kun x € R", on lisétty Lagrangen sakkofunktio

La(x,v,p) = f(x)+ Zvihi(x) + %MZ hi(x)?. (44)

Korottamalla viimeinen termi h(x) toiseen potenssiin saadaan sakkofunktiosta
kaikkialla differentioituva. Ongelmana tehtavissé on, ettéd yleensé ei tiedeté sopivaa
Lagrangen kerrointa v tai sakkokerrointa p > 0. Siksi parametreiksi valitaan mieli-
valtaiset approksimaatiot, jotka péivitetddn jokaisen minimointitehtavin ratkaisun
jalkeen. Hyvé kaava [4] Lagrangen kertoimien approksimaatioiden péivitykseen on
esimerkiksi

Vi1 = Vi + ph(xg). (45)
Lagrangen kertoimelle v voidaan laskea myos tarkempi arvio, kun kéytetadn lasken-
nallisesti tyolastda Fletcherin lisittyd Lagrangen sakkofunktiota [11]. Silloin kertoi-
men vy, arvio muodostetaan kaavalla

vi = —[Vh(x;) "Vh(x;)] ' Vh(x;) "V f (%) (46)
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Kuva 2: Muuttujan ¢ lahestyminen kohti epayhtélon (42) ratkaisua apusuunnan d*
avulla.

Esimerkki 5.4. Ratkaistaan SQP-algoritmilla esimerkkitehtévin (5.1) ensimmaéi-
nen askelpituus kiyttéaen lisattya Lagrangen sakkofunktiota parametreilld vy = 1,x¢ =
(0,1)" ja p = 10. Kun parantavaksi suunnaksi on saatu dy = (1,0)", ratkaistaan
askelpituus sakkofunktiosta

1
La(xo+Ado, vo, 1) =2((0+ A +12 —=1) = A+ 1(A\*+1* = 1)+ 10 - §(>\2 +12 —1)?,

ja saadaan \g = 0.154398. Jos optimaalinen arvo muuttujalle v = —% tiedettéisiin,
askelpituus pitenisi ja saataisiin \g = 0.323418.

Lagrangen sakkofunkiota voidaan myos kiyttaéd yhtéalorajoitteellisen minimointi-
tehtavan ratkaisemiseen ilman SQP-algoritmia. Silloin minimoidaan toistuvasti rat-
kaistavan tehtavén lisittya Lagrangen sakkofunktiota (44). Lagrangen kerroin v péi-
vitetdédn jokaisen minimoinnin jalkeen perustuen saatuun ratkaisuun x;. Kun kerroin
vy ldhestyy ratkaisua v*, niin myos x;, lahestyy KKT-pistettd x*.

Esimerkki 5.5. Tarkastellaan jéalleen esimerkkitehtavad (5.1) ja Lagrangen sakko-
funktion arvoja tehtavaé ratkaistaessa. Esimerkissa ei kiytetd SQP-algoritmia, vaan
minimoidaan toistuvasti Lagrangen sakkofunktiota péivittden joka kierroksella La-
grangen kerrointa v. Todellinen ratkaisu tehtévélle on x* = (1,0)" ja v* = —3. Va-
litaan aloitusparametrit py = 10 ja vy = 1 sekd sakkoparametrin p paivityskaavaksi
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fr+1 = 2p. Silloin minimoidaan funktiota

1
La(x,vo, 1) = 2(a7 + a3 — 1) — @1 + Lo +a5 — 1) +10- 527 + 25— 1)°.

Ensimmiiseksi iteraatiopisteeksi saadaan piste x; = (0.870316,0) ". Piivitetiin kaa-
vaa (45) apuna kiyttéden vgq = 1+ 10(—0.24255) = —1.4255 ja pgqq = 2 - 10 = 20.
Seuraavalla kierroksella £ = 1 minimoidaan funktiota

1
La(x,v1,p) =2(2F + 25 — 1) — 2y — 1,4255(27 + 25 — 1) +20 - 5(:):% + a5 —1)%

Témin funktion minimipiste on x, = (0.998159,0)". Ratkaisu lihenee joka askeleel-
la kohti tehtavén todellista ratkaisua ja Lagrangen kerroin v KKT-ehdot tayttavan

muuttujan v* = —% arvoa.
Huomataan myds, etti optimipisteessi x* = (1,0) ja v* = —% minimointiteh-
tavan

3 1
min La(x,0",p) = 22} + a3 — 1) =21 = S(ef 423 = 1) g (ot + 03— 1)°
Z1,2T2

1 1
:—(:c%+x§—1)—x1+u~—(:v%+$§—1)2

2 2
1
=@+ o - D +p) —m

ratkaisu on riippumaton sakkokertoimesta p. Silloin minimoitava sakkofunktio on
eksakti, eikd sakkokertoimen p kasvattaminen endd muuta minimointitehtavan rat-
kaisua.

Jos tehtdvé (5.1) sen sijaan ratkaistaan kiyttden kaavan (46) arviota Lagrangen
kertoimesta v, saa minimoitava sakkofunktio ensimméiselld askeleella muodon

1
La(x,0,p) = 2@} + 05 = 1) =1 = 2at a5 — 1) + 10+ S (a7 + 25— 1)°.

Ratkaisemalla tasta tehtavista minimipiste x; paadytaédn jo ensimmaisella askeleella
pisteeseen x; = (1.02412,0)".

5.2.4 Havaintoja menetelmien eroista

Vaikka useimmiten [;-sakkofunktion kéyttc nopeuttaa SQP-algoritmin konvergens-
sia, niin aina ei nédin kdy. Menetelmét Maratos-efektin torjumiseksi eroavat suuresti
toisistaan.

Esimerkki 5.6. Havainnollistetaan vielé [;-sakkofunktiosta luopumisen vaikutusta
SQP-algoritmin konvergenssiin esimerkkitehtavissa 5.1. Kuvassa 3 ndhdéan, kuinka
yksinkertainen SQP-algoritmi, jossa kaikki 10ydetyt suunnat toteutetaan askelpituu-
della A\ = 1, konvergoi todella nopeasti kohti optimipistettd x* = (1,0)".
Sakkofunktion kaytto askelpituuden maéaritykseen siis helposti hidastaa konver-
genssia merkittavésti, jos algoritmin eteneminen edellyttdaa poistumista sallittujen
pisteiden joukosta, tai kohdefunktion arvo kasvaa viliaikaisesti seuraavaan iteraa-
tiopisteeseen siirryttiessi. Jos [j-sakkofunktiota kiytetadn loydettyyn parantavaan
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suuntaan d, tulee haasteeksi sopivan sakkokertoimen maéritys niin, ettd algoritmi
etenisi edes kohtuullisella nopeudella kohti tehtavin KKT-pistettd, mutta pysytte-
lisi silti lahelld sallittuja pisteitd. Taulukossa 2 on havainnollistettu tehtavéin 5.1 en-
simmaisia askeleita edelld kuvatuilla algoritmeilla, seké tavallisella [;-sakkofunktion
SQP-algoritmilla. Hessen matriisista on kiytetty arviota By = I ja lisdtyn Lagrangen
sakkofunktion menetelmésséa Lagrangen kertoimen arviota v, on paivitetty kaavalla
(45) ennen laskurin k péivitystd. Sakkokertoimena taulukon esimerkeissé on kéy-
tetty arvoa pu = 10. Sakkokertoimen g valinta vaikuttaa merkittavisti algoritmien
etenemiseen ja sallitun askeleen valintaan. Alussa suuri sakkokerroin estdé jéarke-
vien askeleiden ottamisen, lopussa taas algoritmin edetessd padstaisiin tarkempiin
lopputuloksiin, jos sakkoparametria p kasvatettaisiin algoritmin ldhestyessa optimi-
pistettd x* = (1,0)".

11

o0 dy Dy

Kuva 3: SQP-algoritmin eteneminen esimerkkitehtavéssé (5.1), jos sakkofunktiota
ei kiytetd, vaan kaikki askeleet hyviksytaén taysimittaisina A = 1.

Watchdog- ja kaarihakumenetelmé pyrkivét kiertdmaéén sakkofunktion aiheutta-
maa Maratos-efektia sailyttden kuitenkin sakkofunktion etuja konvergenssin tehos-
tamiseksi. Molemmissa menetelmissa otetaan lahtokohtaisesti aina tdysmittainen as-
kel A = 1 parantavaan suuntaan d, jos askel parantaa sakkofunktion arvoa. Jos taas
sakkofunktion arvo ei pienene, niin menettelytapa riippuu valitusta algoritmista.

Watchdog-algoritmi perustuu enemmaén yritykseen ja erehdykseen. Askel véliai-
kaisesti ei-sallittuun pisteeseen saattaa vélilla nopeuttaa konvergenssia merkittévis-
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Watchdog Kaarihaku SQP ja Lis. Lagr. SQP ja ly

X0 (07 1) (Oa 1) (07 1) (O’ 1)

X1 (0.05,1) (0.58,0.8318) (0.15440, 1) (0.041667,1)

Xg (0.10157,0.99736) | (1.00109,0.24536) | (0.30763,0.97447) | (0.08413,0.99819)

X3 (0.15401,0.99736) | (1.02834,0.00704) | (0.44659,0.92711) | (0.12722,0.99449)

X4 (0.21062,0.98287) (0.56569, 0.86500) | (0.17078,0.98880)

X5 (0.27269,0.96923) (0.66521,0.79416) | (0.21463,0.98107)
f(x5) —0.24517 f(x3) = —0.91329 —0.51882 —0.19751

Taulukko 2: Tehtdvan 5.1 ensimmaéisia iteraatiopisteité eri algoritmeilla. Aloituspa-
rametreind on kaytetty vy = 1 sekd vakioita By, =1, p = 10 ja a = 0.4.

ti, tai vaihtoehtoisesti luoda téysin turhan iteraatiopisteen. Algoritmi on herkké aloi-
tusparametrien suhteen. Jos sakkokerroin tai parametri o on suuri lahtopisteeseen
ndhden, ei kaarevalla pinnalla pystyta ottamaan pitkia askelia.

Kaarihaku toimii suoraviivaisemmin paéatyen aina sakkofunktion arvoa pienen-
tavaan iteraatiopisteeseen. Kun parantava suunta d on selvilla, ratkaistaan uusi
apusuunta d*. Néiden kahden suunnan kombinaationa saadaan suunta, joka paran-
taa enemman sakkofunktion arvoa, kuin pelkkd suunta d. Vertailuja ja laskutoimi-
tuksia tarvitaan vihemmaén iteraatiokierrosta kohden, kun tyydytddan aina sakko-
funktiota parantavaan suuntaan, eikd ahnehdita liian suurta konvergenssia.

Jos SQP-algoritmi kérsii Maratos-efektistd, niin myo6s lisityn Lagrangen sak-
kofunktiomenetelmén avulla voidaan ratkaista differentioituva yhtélorajoitteellinen
minimointitehtavd. Koska sakkofunktio on differentioituva, voidaan paras askelpi-
tuus 16ytdd myos derivointia apuna kéyttden. Algoritmi joudutaan yleensd aloit-
tamaan sattumanvaraisista Lagrangen kertoimista ja sakkokertoimesta sekd paivit-
tamadn kertoimia jokaisen iteraatiopisteen jélkeen. Lagrangen lisatty sakkofunktio
ei karsi [-sakkofunktion tavoin Maratos-efektisté, koska Lagrangen kerroin pyrkii
kompensoimaan perinteisen sakkofunktion rajoiterikkomuksia.
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6 Yhteenveto

Toistettu kvadraattinen optimointi on differentioituvien rajoitteellisten tehtévien op-
timointiin erittdin tehokas parantavien hakusuuntien menetelmé. Koska parantavat
suunnat perustuvat lineaarisiin approksimaatioihin kohde- ja rajoitefunktioista, on
hakusuuntien ratkaiseminen helppoa, vaikka kohde- ja rajoitefunktiot olisivat epé-
lineaarisia. Kéyttamaélld aina positiividefiniittid matriisia voidaan varmistua suun-
nan parantavasta vaikutuksesta kohdefunktioon. Algoritmi konvergoi kohti tehtévén
KKT-pistettd, joka riittdvien ehtojen tayttyessd on myos tehtdvin globaali mini-
mipiste. Konvergenssia pyritdédn nopeuttamaan madraamalla askelpituus sallituksi
l1-sakkofunktion avulla. Algoritmin tehokkuuden vuoksi siitd on kehitetty paljon
variaatioita, jotka mahdollistavat algoritmin kiyton myos poikkeustapauksissa.

Sakkofunktion kiyttd saattaa myos hidastaa algoritmin konvergenssia. Aloitus-
parametrien valinnalla onkin suuri merkitys algoritmin konvergenssiin, ja epasopi-
van sakkoparametrin kiaytto saattaa kiytdnnossa pysayttad algoritmin etenemisen.
Jos tallainen Maratos-efekti ilmenee, ovat kaikki tutkielmassa esitetyt keinot hyvié
apuvialineitd ongelman kiertdmiseen. Sopivan menetelméan valinta riippuu ratkais-
tavasta tehtévista, kdytettavissa olevista apuvilineistd ja kriteereistd sekd hieman
tuuristakin, jos tehtavin ratkaisija onnistuu valitsemaan tehtévadn sopivat aloitus-
parametrit.
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