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Tutkielmassa tarkastellaan oppimista Knightilaisen epavarmuuden vallitessa jatku-
van ajan stokastisessa mallissa. Léhtokohtana on Chenin ja Epsteinin robusti ja
aikakonsistentti kehikko, jota laajennetaan oppimiseen tuntemattomasta paramet-
rista Brownin liikkeeseen perustuvan prosessin avulla. Epévarmuus mallinnetaan
priorijoukkoina, ja paatoksentekijan preferenssit maaritellidn maxmin-periaatteen
mukaisesti.

Keskeinen osa tutkielmaa on mallin rakenteen systemaattinen esitys seké useiden
kirjallisuudessa vain luonnosteltujen tulosten tdsmaéllinen todistaminen. Oppimison-
gelma muotoillaan optimaalisen pysaytyksen ongelmana, jossa paatoksentekija voi
lykata paatoksen valintaa havainnoidakseen lisdinformaatiota kustannusta vastaan.
Tarkastelua sovelletaan kahteen erityistapaukseen: Ellsbergin paradoksin dynaami-
seen versioon sekd robustiin kahden hypoteesin perédkkiiseen testaukseen Wiener-
prosessin tuntemattomasta ajautumasta. Molemmissa tapauksissa johdetaan ekspli-
siittiset ratkaisut ja analysoidaan, miten epdvarmuuden aste vaikuttaa oppimisen
kannattavuuteen ja optimaaliseen pyséaytysstrategiaan.
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1 Johdanto

Tutkielmassa tarkastellaan oppimista Knightilaisen epédvarmuuden alaisuudessa jat-
kuvan ajan stokastisessa ympéristossa. Knightilainen epévarmuus viittaa tilantee-
seen, jossa epavarmuutta ei voida kuvata yksittaiselld todennakoisyysjakaumalla.
Frank Knight[16] teki erottelun mitattavan riskin ja sellaisen epdvarmuuden vélill4,
jossa todenndkoisyyksid ei tunneta. Jalkimmaéista kutsutaan nykyisin usein ambi-
guiteetiksi.

Perinteisissa todennékoisyysmalleissa paatoksentekijéa arvioi vaihtoehtoja yhden
priorijakauman avulla. Knightilaisen epavarmuuden tapauksessa tdmé ei ole mah-
dollista: péaatoksentekija ei tiedd, mikd todennédkoisyysmalli on oikea. Talloin us-
komuksia kuvataan joukkona mahdollisia priorijakaumia. Koska uskomukset para-
metrin arvosta muodostavat joukon eivitkd yksittédistd jakaumaa, paatoksentekija
arvioi vaihtoehtoja robustisti. Han tarkastelee kunkin toimintavaihtoehdon odotet-
tua hyotya kaikkien sallittujen mallien suhteen ja perustaa paédtoksensd pahimman
tapauksen arvioon. Toisin sanoen valinta perustuu robustiin paatantéan, jossa mah-
dollisia priorivalintoja tarkastellaan pahimman tapauksen ndkokulmasta. Ndin myos
oppimispéitos (eli kuinka kauan signaalia seurataan) mééraytyy robustin optimoin-
tiperiaatteen mukaisesti.

Téamén tutkielman matemaattinen kehikko perustuu paéosin Epstein ja Jin[12]
esittdmadn malliin "Optimal Learning under Robustness and Time-Consistency",
joka puolestaan rakentuu Chenin ja Epsteinin|7| jatkuvan ajan robustille ja aikakon-
sistentille hyotymallille. Tutkielmassa esitetddn kyseinen rakenne systemaattisesti,
tdsmennetadn useita teknisia yksityiskohtia seké johdetaan eksplisiittisesti useita tu-
loksia, jotka kirjallisuudessa esitetdan tiiviimméssd muodossa. Analyysi pohjautuu
padosin jatkuvan ajan suodatusteoriaan sekd Girsanovin muunnokseen.

Tarkastellaan paatoksentekijad, joka tekee valinnan tilanteessa, jossa tuotto riip-
puu seké satunnaisista ulkoisista tekijoistd ettd tuntemattomasta parametrista 6.
Parametri voi saada kaksi mahdollista arvoa, mutta paatoksentekija ei tiedéd, kumpi
niistéa tulee toteutumaan. Lisdksi hanella ei ole yksikasitteistd todennakoisyysarvio-
ta parametrin arvosta, vaan pelkidstdan hanen alkuperiisid uskomuksiaan kuvaava
priorijoukko.

Ennen lopullista paatosta paatoksentekijé voi hankkia lisdinformaatiota havain-
noimalla signaaliprosessia, jonka kehitys riippuu tuntemattoman parametrin todel-
lisesta arvosta. Havainnoinnista aiheutuu kustannus aikayksikkéd kohden, minka
vuoksi oppiminen ei ole ilmaista. Paatoksentekijin ongelmaksi muodostuu télléin
tasapainottaa informaation arvo ja sen hankkimisen kustannus.

Dynaamisessa ymparistossa robusti arviointi ei kuitenkaan automaattisesti ta-
kaa aikakonsistenttisuutta. [lman lisdrakennetta voi syntya tilanne, jossa alkuhetkel-
& optimaalinen suunnitelma ei sdily optimaalisena myohaisemmaésséd ajankohdassa
parametria koskevan informaation kertyessa ajassa. Téssé tutkielmassa hyodynne-
tadn Chenin ja Epsteinin kehikkoa, jossa priorijoukolle asetettu rakenne-ehto varmis-
taa, etta paidtoksentekijan arviointiperiaate siilyy johdonmukaisena ajan kuluessa.
Tama mahdollistaa oppimisen ja robustin paatdksenteon yhdistdmisen yhtenaiseksi
dynaamiseksi malliksi.

Mallia sovelletaan kahteen teorianmuodostuksen kannalta keskeiseen erityista-



paukseen. Ensimméinen on Ellsbergin paradoksin dynaaminen versio. Klassinen
Ellsbergin[5] koe havainnollistaa, ettd paatoksentekijét suosivat usein riskillistd vaih-
toehtoa ambiguiteetin sijaan. Tassé tutkielmassa tarkastellaan, miten tamé kayttay-
tyminen muuttuu, kun paidtoksentekijalla on mahdollisuus oppia epéselvan vaihtoeh-
don ominaisuuksista. Kuten mychemmin tutkielmassa toteutettu analyysi osoittaa,
riittédvan suuren alkuperiisen epdvarmuuden tapauksessa oppiminen ei ole optimaa-
lista lainkaan, kun taas pienemman epavarmuuden tilanteessa oppimista jatketaan,
kunnes signaali antaa riittavin vahvaa néyttod parametrin arvosta.

Toinen sovellus koskee kahden hypoteesin perédkkaista testausta tilanteessa, jossa
ajautumaparametri on tuntematon ja siihen liittyy ambiguiteettia. My0Os téssa ta-
pauksessa saadaan eksplisiittinen rajarakenne optimaalisen pyséytyksen karakteri-
sointiin. Robusti ratkaisu poikkeaa oleellisesti klassisesta Bayesilaisesta testauksesta,
silla paatos perustuu pahimman tapauksen posterioriin eiké yksittédiseen prioriin.

Tutkielman painopiste ei rajoitu vain mallin esittelyyn, vaan erityisesti sen raken-
teen tésmaélliseen perusteluun ja tdydentédmiseen. Priorijoukon suorakulmaisuuden
rekursiivinen konstruktio johdetaan eksplisiittisesti, ja dynaamisen min-iteroinnin
rakenne osoitetaan yksityiskohtaisesti. Lisdksi johdetaan ja perustellaan useita tu-
loksia, jotka alkuperéisessa artikkelissa esitetdan ilman taydellisid todistuksia. Kap-
paleessa 5 useita Epstein ja Jin todistuksia tdydennetédén ja tuodaan esille tuloksia,
joihin kyseisten tutkimusten tekstissd vain viitataan. Néain tutkielmassa pyritdan
matemaattisesti loogiseen ja johdonmukaiseen kehikkoon, joka selventdd robustin
oppimismallin rakennetta ja sen dynaamisia ominaisuuksia.

Téamén tutkielman kirjoituksessa on hyddynnetty ChatGPT-tekoélytyokalua (ver-
sio 5.2) kielenhuoltoon ja LaTeX:in kirjoittamiseen.



2 Rekursiivinen hyotymalli oppimisen kanssa

Paatoksentekiji (jatkossa PT) toimii ympéristossé, jossa tuottoihin liittyy epévar-
muutta sekéd ulkoisista satunnaistekijoistd ettd tuntemattomasta parametrivakiosta
0 € ©. Edellinen vastaa klassista stokastista riskid, kun taas jalkimméainen kuvaa
Knightilaista epavarmuutta, jota mallinnetaan priorijoukkona. Jokaista parametrin
0 arvoa vastaa oma todenndkoisyysjakaumansa tapausavaruudessa {2, mutta paatok-
sentekija ei tiedéd, mika naistd jakaumista kuvaa todellisuutta. Tamén vuoksi hdnen
alkuperaisia uskomuksiaan kuvaa priorijoukko My, joka ei koostu yksittaisesta ja-
kaumasta vaan joukosta mahdollisia priorijakaumia. Tadmé heijastaa lahtokohtaista
malliepavarmuutta.

Ajan myo6td paatoksentekijé saa informaatiota havainnoimalla signaalia, jonka
dynamiikka riippuu parametrin ¢ todellisesta arvosta. Havaintojen perusteella usko-
muksia péivitetddn Bayesin sdannén mukaisesti, jolloin muodostuu posteriorijoukko
M. Vastaavasti voidaan maaritelld prediktiivisten priorien joukko P;, joka koostuu
niisté tilajoukon €2 todennakoisyysjakaumista, jotka saadaan yhdistamaéalla paramet-
rijakaumat M, ja signaalin ehdollinen jakauma.

Paatoksentekija arvioi vaihtoehtojaan maxmin-periaatteen mukaisesti: kunkin
vaihtoehdon arvo méaraytyy sen odotushyddyn infimumina uskomusjoukon P, yli.
Toisin sanoen péattaja valitsee vaihtoehdon, joka maksimoi pahimman tapauksen
odotushyddyn niiden todennéakéisyysjakaumien suhteen, jotka kuuluvat hédnen usko-
musjoukkoonsa.

Tallainen péatoksenteko ei kuitenkaan yleisesti ole aikakonsistenttia. Alkuhet-
kella optimaalinen pa#tos ei valttamatta pysy optimaalisena myohemmin, kun in-
formaatiota on kertynyt ja posteriorijoukko on paivittynyt. Aikakonsistenssi voi rik-
koutua, koska eri ajanhetkilla tarkasteltavat pahimman tapauksen jakaumat eivét
valttaméatta ole keskenddn yhteensopivia.

Aikakonsistenssin varmistamiseksi priorijoukkoa voidaan laajentaa siten, etté se
on suljettu sellaisten yhdistelmien suhteen, joissa eri ajanhetkien ja eri mahdollisten
tilojen ehdollisia todennékdisyysjakaumia voidaan liittaa yhteen yhdeksi kokonaisek-
si todennékoisyysjakaumaksi. Téll6in muodostuva priorijoukko on suorakulmainen.
Suorakulmaisuus merkitsee, etta paatoksentekijan uskomusrakenne on dynaamisesti
johdonmukainen: posterioripéivitykset eri ajanhetkilla ovat keskendén yhteensopivia
siten, ettd optimaaliset suunnitelmat sailyttavit voimassaolonsa ajan kuluessa. Té-
mé ominaisuus on keskeinen rekursiivisesti méadariteltyjen preferenssien ja robustin
oppimisen analyysissa.

2.1 Suorakulmaisuus ja sen perustelu.

Olkoon (€2, Fr) mitallinen avaruus, missé () on tapausavaruus ja JFr sitd vastaava
o-algebra. Olkoon P C A(S, Fr) priorijoukko, missé

A(Q, Fr) ={ P : P on todennikdisyysmitta avaruudessa (2, Fr) }.

Olkoon p € P. Olkoon py mitan p sdadnnollinen ehdollinen todennakoisyys ajanhet-
kella ¢, eli kuvaus

pi(A) =p(A| F)(w), weQ, AeFr.

3



Talloin maaritellaan
Pw)={p:peP}.

Maaritelma 1. Suorakulmainen priorijoukko. Joukko P on suorakulmainen, jos
kaikilla ¢ ja w €  pétee

Py(w) = {Q € A(Q, Fr) ’ Q(A) / Q% (A) m(ds) kaikilla A € fT} o

missa
e m on todennédkoisyysmitta siten, ettd m € Qy(w) C A(L, Fii1),
e jokaiselle ' € Q piitee Q%1 € Py ().

Toisin sanoen jokainen ajan t posteriori saadaan valitsemalla mielivaltainen seuraa-
van askeleen marginaalijakauma m seké jokaiselle w’ € Q jokin sallittu posteriorija-
kauma pyy1(w'), ja liittdmalla ndmé yhteen. Muita posteriorijakaumia ei ole.

Lause 1 (Rekursiivinen konstruktio ja yksikésitteisyys). Madritellaan rekursiivisesti
t=T-—1,...,0 siten, etti Py(w) koostuu kaikista mitoista, jotka toteuttavat yhtalon
(1), missi m € Q;(w) jaw' — Q¥ on mitallinen valinta siten, etti Q% ; € Pry1(w')
kaikilla ' € Q.

Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen priorijoukko P, jonka yhden askeleen ehdol-
liset mitat ovat tasmdlleen {Q;} ja joka toteuttaa ehdon (1). Lisiksi P on konvek-
st Lisdksi P on konveksi ja kompakti heikossa™ topologiassa, eli topologiassa, jossa

Q. — Q jos ja vain jos
[ raa.— [ raq

kaikilla rajoitetuilla mitallisilla funktioilla f.

Todistuksen ydin. (C) Olkoon @) € P. Tallin mitan () ehdolliset jakaumat tuotta-
vat hajotelman

/Qt+1 m(dw'), A€ Fr,

missi m € Qy(w) ja W'+ Q¥,; on mitallinen valinta siten, ettd Q% € Py1(w').
Téasta seuraa, etta Q € Py(w).

(D) Olkoon m € Qy(w) ja olkoon w’ + Q% mitallinen valinta siten, etti
Q%1 € P (W) kaikilla o’ € Q. Télloin periikkiisten ehdollisten jakaumien perhe
méaarittda Ionescu-Tulcean laajennuslauseen nojalla yksikésitteisen todennakoisyys-
mitan ) avaruudessa (€2, Fr); ks. [1, Proposition 2|. Tdm& mitta toteuttaa esityksen

/Qt+1 m(dw'), A€ Fr,

joten Q € P.

Yksikésitteisyys seuraa suoraan siita, ettd annetut yhden askeleen ehdolliset ja-
kaumat maaraavit mitan yksikésitteisesti Ionescu-Tulcean laajennuslauseen nojal-
la. Konveksisuus ja kompaktius seuraavat vastaavasti ehtojakaumien konveksisuu-
desta ja kompaktisuudesta sekd rakenteen sulkeutuvuudesta nédiden yhdistelmien
suhteen. O



Lemma 1 (Dynaaminen min-iterointi). Suorakulmaisuudesta seuraa, ettd jokaiselle
rajoitetulle satunnaismuuttujalle X ja t < T’ pdtee

inf EAIX — inf B inf Eo|X
cxsipt EolX | 7] = essint B essint EolX | Fi

me Q¢ (w)

;

Lemmassa oleva yhtélo perustuu siihen, ettd suorakulmaisuuden nojalla priori-
joukko on suljettu yhdistelmien suhteen: jokainen () € P voidaan esittdd muodossa

Q(A) = / Q2 (A) m(dw),

missi m € Qy(w) ja Q¥1; € Prpi(w’). Témiin esityksen ansiosta pahimman tapauk-
sen odotusarvo voidaan minimoida kahdessa vaiheessa: ensin ajanhetkellda ¢ 4+ 1 ja
sen jalkeen ajanhetkelld t.

Tamaé johtaa aikakonsistenttiin preferenssirakenteeseen, koska péaétoksentekijan
valinta voidaan tehdé rekursiivisesti siten, ettd myohemmét optimoinnit eivit muu-
ta aiempia paatoksid. Toisin sanoen optimointi ajanhetkelld ¢ voidaan hajottaa pe-
rakkaisiksi optimointiongelmiksi ajanhetkilla ¢ 4+ 1,7 4+ 2, ..., mikd on dynaamisen
ohjelmoinnin perusperiaate.

Kolmion simpleksi -esimerkki. Kun F; = o({G},{R, B}) ja sallitaan P(G) €
l9,9] sekit P(R | RU B) € [a, ], suorakulmaisuus tuottaa kaikkien prosessin priori-

jakaumien parametriesityksen. Merkitdén m = P(G) jar = P(R | RU B). Tall6in

P(R) _  P(R)

PRIRVE) = P(RUB) 1-P(G)

mista seuraa

P(R)=(1- P(G)P(R|RUB) = (1—m)r

Vastaavasti
P(B)=(1—m)(1—r).

Siis
P(G)=m, PR)=({1-m)r, P(B)=(1-m)(1-r),

missé (m,r) € [g,9] X [, B].

Téssé simpleksi-esimerkissé tdméa tarkoittaa, ettd vaikka alkuhetkelld pahin ta-
paus vastaisi tiettya prioria P, mychemméssa vaiheessa pahin tapaus voidaan valita
erikseen ehdolla G ja ehdolla R, eikd sen tarvitse olla sama jakauma kuin alkuhet-

kelld. Tarkemmat tiedot suorakulmaisuudesta 16ytyviit lahteestal8].
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Fig. 1. Rectangular sels.

Kuva 1: Suorakulmaiset joukot. Kuvan mukainen kolmion simpleksi havainnollistaa
priorijoukon rakenteen, jossa jokainen sallittu todennakoisyys voidaan muodostaa
yhdistdmaélld marginaali- ja ehtojakaumia eri solmuissa. Kuva ldhteesté|§]

2.2 Mallin rakenne

Olkoon (€2, G, Fy) todennékoisyysavaruus ja W = (W;)o<i<oo yksiulotteinen Brow-
nin liike, joka generoi filtraation G = (G;);>0, missé (G;) on kasvava filtraatio ja
Ooo = 0( U0 Qt). Oletetaan, ettd kaikki todennékoisyysavaruudet ovat taydellisia
ja etté kaikki filtraatiot on tiydennetty tavanomaisella tavalla.! Mitan P, rooli on
ainoastaan maaritelld ne tapahtumat joiden todennékoéisyys on nolla.

Chen ja Epstein (jatkossa CE)|7] esittiviat jatkuvan ajan mallin, jossa ambigui-
teetti mallinnetaan joukolla todennédkoisyysmittoja Py, jotka ovat absoluuttisesti
jatkuvia referenssimittaan P, ndhden. Kullakin P € Py on siihen liittyva tiheyspro-
sessi 1y, joka maarittadd mitan poikkeaman suhteessa Fp:

dpn T 1 /7
- = - AW, — = 2ds ) .
P, exp( /077 2/0 |7s] S>

Tamé muoto vastaa Girsanovin lauseessa esiintyvaé eksponentiaalista tiheysproses-
sia, jonka avulla mitta P"7 méaéritelladn siten, ettd prosessi W' = W, + fot nsds on
Brownin litke mitan P" alaisuudessa. Girsanovin lauseen mukaan, jos mitta P7 méa-
ritelldén tiheysprosessin avulla muodossa

dP" T 1 [t
T - sd s — X 32d P
) exr>< /077 W, 2/0 175 S>

t
Wi = m+/ neds
0

niin prosessi

Filtraation sanotaan olevan tdydennetty tavanomaisella tavalla, jos se tiyttdd niin kutsutut
yleiset ehdot: se on tdydellinen (kaikki nollatapahtumat siséllytetdén) ja oikealta jatkuva (G, =
s>t Gs kaikilla ¢ > 0). Néin varmistetaan, ettd Brownin liike ja stokastinen integraali ovat hyvin
madriteltyja.



on Brownin litke mitan P" alaisuudessa.

Kullakin hetkelld ¢ sallittujen ajautumaprosessin 7,(w) arvojen joukkoa merki-
tiain =;(w) C RY. Oletamme lisiiksi, ettd joukot Z(w) ovat konveksisia ja kom-
pakteja. Naméa oletukset takaavat, ettd pahimman tapauksen ajautuma on hyvin
méaritelty ja ettd vastaavat optimointiongelmat saavuttavat ratkaisun. Tarkaste-
lemme kuitenkin téssd tutkielmassa yksiulotteista tapausta d = 1, joka vastaa yhté
Brownin liikkeen komponenttia. Nain muodostuva joukko

E={n=m)|nw) €=Zw)dt®dP, mv.}
madrittelee CE:n mukaisen todennékdisyysmittojen joukon
Py ={P":n€E} (2.2)

Tamé rakenne muodostaa CE-mallin perustan, jota Epstein ja Ji laajentavat sisallyt-
tamaélla sithen oppimisen tuntemattomasta parametrista havaittavan signaalin avul-
la. Seuraavaksi Epstein ja Ji laajentavat Chenin ja Epsteinin mallia sisallyttamallé
sithen oppimisdynamiikan stokastisen prosessin muodossa. Heidén kehikossaan PT
tarkastelee yhtdlossa (2.2) mééariteltyd todennékdisyysmittojen joukkoa, joka kuvaa
vaihtoehtoisia uskomuksia ajavan prosessin jakaumasta. Jokainen 7,(w) € =Z;(w) voi-
daan tulkita ehdollisena hypoteesina prosessin W ajautumasta hetkella ¢. Girsanovin
lauseen nojalla voidaan maaritelld uusi Brownin liike mitan P" alla:

AW, = 1, dt + dW, (2.1)

missd W toimii ajavana satunnaisprosessina mitan P7 alla. Nain muodostuva kehik-
ko mahdollistaa ajan tason mukaiset uskomukset ja PT:n preferenssit, jotka voidaan
maééritella eksplisiittisesti yhtdloiden (2.3)-(2.4) avulla.

Yhtalot (2.3) ja (2.4) méérittelevit padtoksentekijan preferenssit. Jotta namé
olisivat hyvin méariteltyjé, rajataan ensin satunnaismuuttujien luokka, jolla hyoty-
funktio on hyvin maéritelty. Epstein ja Ji seuraavat CE asetelmaa ja madrittelevét
joukon L(T) pyséytysajalle 7 seuraavasti:

L(t) = {£| € on G,-mitallinen ja sup Eg[[¢|] < oo }.
Q€ePo
Tama ehto takaa, ettd satunnaismuuttuja £ on integroituvissa kaikilla mahdollisilla
todennakoisyysmitoilla @) € Py, mikd puolestaan varmistaa, ettd odotusarvot ja
infimumit seuraavissa yhtaloissa (2.3) ja (2.4) ovat hyvin méariteltyjé:

Uo(€) = duf Eolé] = — sup Eql~¢] (23)
U(§) = essinf Eq[¢ | Gi] (24)

Yhtalot (2.3) ja (2.4) médrittelevit padtoksentekijan preferenssit siten, ettd kun-
kin vaihtoehdon arvo méaéréaytyy sen odotushyodyn pienimpéanéd mahdollisena arvo-
na kaikkien mittojen @) € Py yli. Ajan 0 hyoty Uy(€), joka on esitetty yhtalossa
(2.3), maarittaa satunnaisen tuoton £ arvon paatoksentekijélle, joka suhtautuu epé-
varmuuteen kielteisesti. Hin maksimoi hyddyn valitsemalla sen mitan ) € Py, jo-
ka tuottaa alhaisimman odotetun arvon. Tdmé& muoto vastaa Gilboa—Schmeidlerin



(1989)[13] klassista maxmin-mallia, mutta jatkuvan ajan versiossa ja CE:n méarit-
telemallé priorijoukolla.

Yhtalo (2.4) puolestaan laajentaa tdmén dynaamiseen asetelmaan. Siinéd hyoty
méaritelladn ehdollisesti kullakin ajanhetkelld ¢ kiyttden oleellista infimumia, jo-
ka valitsee kaikkien mahdollisten mittojen joukosta sen, joka tuottaa pienimmén
ehdollisen odotusarvon annetussa informaatiossa G;. Taméa varmistaa preferenssien
aikakonsistenttiuden, koska Lemman 1 mukainen rekursiivinen esitys mahdollistaa
optimoinnin hajottamisen perakkaisiin vaiheisiin. Nain myohemmat arviot eivét joh-
da ristiriitaan aikaisempien valintojen kanssa.

Yhdessé yhtdlot (2.3) ja (2.4) siis kuvaavat robustia malliepdvarmuuden seké
ajasssa paivittyvan informaation huomioon ottavaa paatoksentekijaa, jonka paatok-
senteko on johdonmukaista.

Ehto

U(§) = essinf Eq[¢ | Gi]

voidaan tulkita robustina vastineena klassiselle iteroitujen odotusarvojen laille:

E[S] = E[E[f | gtH :

Téassé asetelmassa odotusarvon roolin korvaa pessimistinen odotusarvo, joka méari-
telladn infimumina kaikkien mahdollisten mittojen ) € Py yli. Néin saadaan aika-
konsistentti hyctyrakenne:

Ui(€) = egsé;)nfEQ[Ut/(g) |G, 0<t<t. (2.5)

Rekursiivinen mééritelmé (2.5) takaa aikakonsistenssin siten, ettd padtoksentekijan
hyotyarviot eri ajanhetkilla ovat keskenéén yhteensopivia. Nykyhetken arvio tule-
vasta hyodystd perustuu samaan mittojen joukkoon Py ja samaan pessimistiseen
odotusarvoperiaatteeseen kuin tulevaisuudessa tehty arvio. Néin ollen aiemmin teh-
ty optimaalinen p&atos sdilyy optimaalisena my6s myhempind ajanhetkina.
Seuraavaksi madritelladn mallioppimisen perusrakenne, jossa PT oppii ajan myo-
td tuntemattomasta parametrista § € © C R. Olkoon (2, F) mitallinen avaruus, ja
{Fi}i>0 sithen liittyva filtraatio. Oletetaan liséksi joukko keskenddn ekvivalentte-
ja todennékoisyysmittoja {P* : u € My}, joista jokainen vastaa mahdollista en-
nakkouskomusta parametrin 6 jakaumasta. Mittajoukko M, kuvastaa siten PT:n
epavarmuutta parametrin arvoa kohtaan: jokainen u € M, maarittad todennakoi-
syysjakauman p(A) = P*({0 € A}) kaikille Borel-joukoille A C ©.
Oletetaan liséksi, ettd mallissa on standardi Brownin liikke B = (By):>0, jonka ge-
neroima filtraatio on F? ja joka on riippumaton parametrin 6 arvosta kunkin P*
alla. Tamé Brownin litke toimii havaittavan signaaliprosessin Z = (Z;);>0 ajavana
lahteend. Signaali méaritelladn muodossa

t t
Zt:/ 9ds+/ odB, = 0t + o By, (2.6)
0 0

missa o > 0 on tunnettu vakio.
Koska paatoksentekijéd havaitsee ainoastaan prosessin Z; realisaatiot, méérite-
taan filtraatio {G,} signaalin Z generoimana. Olettamalla, ettd signaalin rakenne
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tunnetaan, voidaan kullakin hetkelld ¢ paivittda prioria pu € M, Bayesin sdannon
avulla, jolloin saadaan posteriori ;. Ta&mé priorien paivitys tuottaa posteriorijouk-
kojen prosessin (M;)>o, joka kuvaa PT:n ajan myotéd tarkentuvaa, mutta edelleen
epévarmaa uskomusrakennetta parametrin 6 suhteen. Néin méaritelty (Z;) vastaa
mallin viimeistd rakennuspalikkaa ja toimii oppimisen dynamiikan perustana.

Seuraavaksi [12| esittévit vaiheittain, miten heidén aiempaan dynaamisesti joh-
donmukaiseen epévarmuuskehikkoonsa (CE-malliin) tuodaan mukaan oppiminen sto-
kastisen suodatusteorian avulla. Tama edellyttda havaintoprosessin ja todennakoi-
syysmittojen "uudelleenrakentamista" siten, ettd padtoksentekija voi paivittda us-
komuksiaan tuntemattomasta parametrista 6 reaaliajassa samalla kun siilytetdén
mallin robustius ja ajallinen johdonmukaisuus. Epstein ja Ji toteuttavat tdmén as-
kelettain:

Askel 1: Innovaatioesityksen muodostaminen. Lahtokohtana on havaintoproses-
si
dZt = 0dt + O'dBt7
jossa 6 on tuntematon ajautuma. Standardin suodatusteorian (Liptser &
Shlryaev)[18] mukaisesti tuntematon ¢ korvataan sen posteriori-estimaatilla

0, = = [ 0du,, jolloin

o

M
Az, = 0(Z)dt + o (dBt L6z dt) . (2.7)

Tama voidaan kirjoittaa muodossa
dZ, = 6,(Z,) dt + o dBY,
missa innovaatio-prosessi Bf on maaritelty

00, (%)

g

dB, = dB, + dt.
Innovaatioprosessi B on (G;)-adaptoitu, eli sen arvo ajanhetkelld t mzp-
puu vain sithen mennessa kertyneestd informaatiosta (toisin sanoen B on
Gi-mitallinen), ja se on standardi Brownin liike todennakmsyysavaruudessa
(Q, G, P*). Téama vaihe erottaa havaintoprosessin deterministisen osan ja
satunnaisen osan, jolloin oppiminen voidaan esittda stokastisena prosessina.
Yhtalo voidaan myos kirjoittaa muodossa

~ 1, 1
dB, = —=0, (%) dt + = dZ,,
g g

miké osoittaa, ettéd (Z;/o) voidaan tulkita havaintoprosessina ja (—95(215) /o)
vastaavana ajautumana CE-mallin yhtédlossa (2.1).

Askel 2: Referenssimitan maarittdminen. Seuraavaksi Epstein ja Ji mééritte-
levit todenndkoisyysmitan Py, jonka alla prosessi Z;/o on {G,;}-adaptoitu
Brownin liike. Girsanovin lauseen avulla saadaan mittamuunnos

dP, L[ o 2 1 ("o Py
il ~o0{ 3 [ W@ ae= G [ zaef.
9




joka voidaan kirjoittaa vaihtoehtoisesti myos muodossa:

| Y A 1 [t
=exp{ﬁ/0 (0 (2.)ds - ei”(Zs)dzs}.

a2 Jo

dP,
dP* g,

Tama muunnos standardoi kaikki mahdolliset priorimittaukset yhteiseen re-
ferenssimittaan Py ndhden. Askel on analoginen CE-mallin perusmittaan,
jossa W, toimii yhteisend Brownin liikkeené.

Ensimmaéinen esitys on Girsanovin lauseessa esiintyvé eksponentiaalinen mar
. . . . . . M
tingaali. Toinen muoto saadaan korvaamalla differentiaali dB, = XdZ, —

%95 dt, mutta téssa esityksessa integraali on kirjoitettu prosessin Z; suhteen,
eiké se endd muodosta eksponentiaalista martingaalia.

Askel 3: Askel 3: Referenssimittan muunnos ja ennustavien prioreiden muo-
dostus.

Kun referenssimitta Py on maéritelty sitd muunnetaan lievésti priorijoukon
M, avulla. Kullekin g € M, mééritelladn todennékoisyysmitta Pj siten,

etta
—expl ] /t(é“( “ds + /9
= exp 207 J, s .

Tamé& mittamuunnos sailyttdd havaintoprosessin jakauman mutta vaihtaa
sen ajautumatermii. Girsanovin lauseen nojalla voidaan osoittaa, ettd pro-
sessi

APy
dPO gt

" 1, 1
dBY = —=0(Z,) dt + = dZ,
g g

on Brownin litke mitan P} alla. Vaikka P* # P}, ne indusoivat identtisen
jakauman prosessille Z;. Tama johtuu siité, etta Bf on {G, }-adaptoitu Brow-
nin liike sekéi mittojen P* ettd P} suhteen, ja heikkojen ratkaisujen? yksiké-
sitteisyyden nojalla stokastisella differentiaaliyhtélolla (@ksendal, Theorem
8.6.3 ja Lemma 5.3.1)[23] on talloin sama jakauma kummankin mitan al-
la. Néain ollen mittamuunnos ei muuta havaintoprosessin jakaumaa, vaan
ainoastaan sen ajautumadynamiikkaa.

Koska mallissa vain signaalin jakaumalla on merkitysta, mittamuutoksia P*
ja Py el tarvitse erottaa toisistaan. Téstd seuraa, ettd CE-kehikon elementit
voidaan maédrittad seuraavasti: referenssimitta Py ja Brownin liike W; on
maaritelty askelissa 2 ja 1, ja lisdksi méaaritelladn joukko

g R
t—{—;t:ué./\/lo}, 95_/661/%7 (2'8>

2Heikolla ratkaisulla tarkoitetaan stokastisen differentiaaliyhtilon ratkaisua, jossa myds toden-
nakoisyysavaruus, filtraatio ja Brownin liike kuuluvat osaksi ratkaisua. Talloin yksikisitteisyys
tarkoittaa, etta kaikkien ratkaisujen jakaumat ovat samat.

(1]
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jossa integraali on tavallinen Lebesgue-integraali mitan p; suhteen (eli @f =
By, 10])-
Tamén avulla muodostuu ennustavien prioreiden joukko Py = {P} : p €

M}, jonka avulla padtoksentekijan hyoty voidaan kirjoittaa dynaamisesti
johdonmukaisessa muodossa

Ui(§) = essinf By €] G,

0

mikd kuvaa paatoksentekijan reaaliaikaista oppimista prioreihin liittyvan
epavarmuuden puitteissa.

Seuraavaksi Epstein ja Ji korostavat, ettd heidan laajennuksensa CE-malliin pe-
rustuu keskeisesti niin sanotun heikon formuloinnin omaksumiseen vahvan formu-
loinnin sijasta. Tamé ldhestymistapa ei sido analyysia tiettyyn satunnaisprosessin
polkuun, vaan madrittaéd prosessin jakauman mittateoreettisesti. Toisin sanoen heik-
ko ratkaisu sallii sen, ettd Brownin liiketta ei tarkastella yksittdisend shokkina, vaan
keinona maédritelld signaalin (Z; — 0t)/o (askel 1) jakauma normaalina ehdollisesti
parametrille 6.

Tama muotoilu tekee mahdolliseksi mallintaa paatcksentekoa tilanteissa, joissa
informaatio on epéataydellistd, kuten juuri taméan tutkielman késitteleméa oppimis-
mallia. Qksendalin mukaan stokastisen differentiaaliyhtélon ratkaisut ovat heikosti
yksikésitteisia, jolloin kaikki ratkaisut ovat identtisid jakauman suhteen (aikaisem-
min mainittu Lemma 5.3.1). Tété periaatetta kiytetddn myos Girsanovin lauseen
yhteydessé (Oksendal, Theorem 8.6.5), jossa mittamuunnoksen jélkeen saatu pro-
sessi on Brownin liike uuden mitan alla ja siten silld on sama jakauma kuin alkupe-
réiiselld Brownin liikkeelld. Tahén tulokseen Epstein ja Ji tukeutuvat osoittaessaan,
ettd heidan konstruktiollaan séilyy havaintoprosessin jakauma eri mittamuunnosten
alla. Nain heikko formulointi antaa sekd matemaattisesti joustavan tavan yhdistéa
oppiminen ja robusti padtoksenteko heiddn CE-mallissaan.
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3 Optimaalinen oppiminen

3.1 Mallin rakenne ja yleinen ongelmanmuotoilu

PT valitsee yhden toimenpiteen joukosta A = {ag, a1, as}. Palkkiot ovat epavarmoja
ja riippuvat tuntemattomasta parametrista 6. Ennen valintaa PT voi hankkia lisa-
tietoa @:n arvosta seuraamalla signaaliprosessia Z, joka méaardytyy yhtélon (2.6)
mukaisesti, missa ¢ > 0 on annettu vakio. Oppiminen aiheuttaa kustannuksen ¢ > 0
aikayksikkoa kohti.

Olkoon (92, F, (F;)) taustalla oleva todenndkdisyysavaruus, missa filtraatio (F;)
kuvaa paatoksentekijan informaatiota ajanhetkeen ¢ mennessé. Ellei toisin mainita,
kaikki prosessit oletetaan (JF;)-adaptioiduiksi.

Jos PT lopettaa oppimisen ajanhetkelld ¢, hdnen ehdollinen odotettu hyotynséa
on X;. Ajatellaan, ettd X, on se hyoty, jonka PT voi kyseiselld hetkelld saavuttaa
valitsemalla optimitoimenpiteen joukosta A sen hetkisten uskomustensa perusteella.

PT on eteenpéin katsova, ja hénen ajanhetken 0 uskomuksensa signaalin tule-
vista jakaumista on esitetty todennékoisyysmittojen joukkona Py C A(£2, G ), joka
kuvaa epavarmuutta #:n arvoa koskevien prioreiden vélilla. PT tarkastelee pysay-
tysstrategioita, jotka esitetddn satunnaisajankohtina 7, ja jotka rajoitetaan vaati-
muksella supgep, EqT < 0o. Pyséytysstrategioiden joukkoa merkitdén merkinnélla
.

Koska PT on maxmin-péaatoksentekija, optimaalinen pyséytysajankohta maéari-
tetddn ratkaisemalla

max min Ep(X, — c7). (3.1)
Tell PePy

Madrittelemme téata vastaavan arvofunktion V', joka esitetddn myohemmin sig-
naalin funktiona. Oletamme jatkossa, ettd priorijoukko M voidaan parametrisoida
kahden mahdollisen priorin valilla mgo < m < mg seuraavasti.

Oletamme, ettd tuntematon parametri 6 voi saada arvot 6y tai 6, jolloin para-
metrin tila-avaruus on © = {6, 6, }. Merkitédén &y Diracin mittaa, joka keskittyy
pisteeseen 6 € O.

Mo = {p™ = (1 —m)dg, + mdy, : moy < m < myp} (3.2)
Kuten (3.2) osoittaa, priorijoukko voidaan parametrisoida m arvoihin, jotka ker-
tovat, kuinka todennédkoisend pidetddn suurempaa parametria 6.
Kun signaaleja on havainnoitu aikaan ¢ asti, paivittyy posteriorijoukko Bayesin
sdaannon mukaisesti, jolloin

My = {(1 —my)da, + Mo, = My € [my, 4] }. (3.3)

Yhtélo (3.3) siis karakterisoi epévarmuuden ajanhetkelld ¢.

Péivityssdanto seuraa Bayesin kaavasta, kun signaaliprosessin todennékoisyys-
tiheyksien suhdetta kuvataan funktiolla ¢(t, Z;) jossa ¢(t,z) on signaaliprosessin
generoima uskottavuusosamaaré, jonka tarkempi muoto johdetaan jiljempéna. Pos-
teriorin alempi raja péaivittyy muodossa

g @(ta Zt)

1—myg

Lt e o(t, Zy)

(3.4)

my
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ja ylempi raja analogisesti

. f_%osp(tazt)
1+ Mo gO(t,Zt)

1-myg

my

(3.5)

Siten epavarmuus valilta [mg, M| péivittyy havainnon Z; mukana vilille [my, 7).
Paivityskerroin ¢(t, z) on

o2 202

(3.6)

_ 2 _ 2
go(t,z):exp{el 602 (6, 90)75}.

Yhtélo (3.6) kuvaa, kuinka havaintoprosessin realisaatio Z; muuttaa posterioriuskoa
ajautuman arvosta 6y kohti 6,.

Lipsterin ja Shiryaevin (kappale 9.4, esimerkki 1)[18] teoksessa esitetdén saman-
kaltainen todistus yhtéldille (3.4) ja (3.5). Johdetaan ne kuitenkin myos téssé, jotta
niiden alkupera ja rakenne kayvét lukijalle selviksi.

Todistus. Osoitetaan, etté posterioritodennékoisyys havaintomallissa (3.3) saa muo-
don (3.4). Tarkastellaan havaintomallia

dZ; = 0dt + odB;, 0 € {6y,0:}.
Alkupriorit ovat
P(9:91):m0, P(@z@o)zl—mo

Merkitdaédn havaintorealisaatiota Z; = z. Girsanovin lauseen avulla kahden mah-
dollisen ajautuman tuottama uskottavuuskerroin on yhtélén (3.6) mukaisesti

- 01 — 0y 0? — 62
ftexp( 2 z— 507 t].

Bayesin lauseen mukaan posteriori todennékoisyys on

AP,
APy,

mOQD(t> Z)
(1 —mg) +mop(t,z)

P(O=0,|2 =2) =

Talloin posteriorimitta on (1 — my)dg, + mde,, mikd on M;m rakenteen (3.3)
mukainen.
Posteriori voidaan kirjoittaa muodossa

my mo

= t, 7).
1—my 1—m0(p(’ 2

Ratkaisemalla téasta m; saadaan

1:717?10 Sp(ta Zt)
my = pos .
1+ 177?1090(15’ Zt)
Téama vastaa (3.4) muotoa. Yldraja késitellddn vastaavalla tavalla. O
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Oletetaan, ettd toteutuva parametri on 6 € {6y, 0;}. Jos padtoksentekijé valit-
see ajanhetkelld ¢ toimenpiteen a;, sen tuotto tunnetulla parametrilla 6; merkitaan
u(a;, 0;), ja oletetaan aina ei-negatiiviseksi. Funktio u(a;, ;) kuvaa toimenpiteen a;
tuottoa tilassa 0;. Mahdollinen riskinkarttaminen on siséllytetty téhan hyotyfunk-
tioon, joten kun 6; on tunnettu, u(a;,d;) on deterministinen suure.

Oletetaan lisdksi, ettd jokaiselle 7,7 = 0,1, i # 7, pétee

u(a;,0;) = u(a;, 0;) > u(a;, 6;). (3.7)

Tama tarkoittaa, ettd ag on parempi valinta, mikéli 8 = 6, ja a; on parempi valinta,
mikéli § = #,. Toisin sanoen, kumpikin toimenpide on paras vain oman parametrinsa
toteutuessa.

Kolmas toimenpide ay ei riipu parametrin arvosta 6, ja sitd voidaan tulkita ns.
varavaihtoehdoksi. Sen tuotto ei ole epavarma, koska mallissa epévarmuus koskee
ainoastaan parametria 6. Merkitdan télloin

u(asz, ) =uy VO € {00,6,}.

Toimenpide ay toimii vertailukohtana, joka maaraa paatoksentekijan hyotytason
alarajan. Jotta se ei olisi triviaalisti optimaalinen, oletetaan liséksi, ettd sen tuot-
to on molemmissa parametriarvoissa pienempi kuin parhaalla tilannesidonnaisella
toimenpiteelld, eli

Uy < u(ai,ei), 1=0,1.

Kun aika t etenee ja havaintoihin perustuva posteriorijoukko on M;, paatoksen-
tekijan Gilboa-Schmeidler tyyppinen|[13] a;:m hy6ty on

min [ u(a;, 0)dpu.
iy [ ula.6)du
Jos paatoksentekija valitsee ajanhetkelld ¢t parhaan toimenpiteen, hanen hetkellinen
tuottoprofiilinsa on

X, = max{min /u(aO,Q) dj, min /u(al,é’) du, Ug}. (3.9)

HEM HEM;

Tarkastellaan seuraavia kahta lisdoletusta:

e Tuottosymmetria: u(ao, 61) = u(ay, bp).
e Ei riskitontd vaihtoehtoa: wuy < u(a;,6;) kaikille ¢ # j, 4,j € {0,1}.

Ensimmainen oletus lisdd symmetriaa verrattuna yhtaloon (3.6). Toinen tarkoit-
taa, ettd ay on (heikosti) pienempi kuin ag ja a; kummassakin parametriarvossa,
jolloin sité ei koskaan valita optimaalisesti ja se voidaan jattda huomiotta. Talloin
ongelma supistuu kahden toimenpiteen valintaan.

Seuraavaksi esitelladn mallit, mitd varten namé oletukset tehtiin. Ellsbergin
uurnat|5| toteuttavat tuottosymmetriaa koskevan vaatimuksen, kun taas hypotee-
sientestausasetelmassa paatoksentekijélla ei ole kiytettavissdan varmaa vaihtoehtoa,
vaan hénen on valittava vaihtoehtojen ag ja a; valilla.
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3.2 Oppiminen ja Ellsbergin uurnat

Tarkastellaan kahta uurnaa, joista kumpikin sisédltda punaisia ja sinisia palloja. En-
simmainen on riskillinen uurna, jossa punaisten pallojen osuus on tunnetusti % Toi-
nen on epdselvd uurna, jonka varikoostumus on tuntematon. Merkitddn punaisten
pallojen tuntematonta osuutta % + 0, missé 0 kuvaa poikkeamaa tasajaosta. Nain
ollen 6 > 0 tarkoittaa, ettd punaisia palloja on enemmén, 6§ < 0 ettd vahemmaén, ja
0 = 0 vastaa riskillistd uurnaa.

Paitoksentekija voi valita, lyoko vetoa punaisen tai sinisen arvonnasta riskilli-
sesté vai epéselvistd uurnasta. Ellsbergin paradoksin|5|] mukaisesti ilman oppimista
epavarmuutta karttava paatoksentekija valitsee vedon riskillisestd uurnasta riippu-
matta varista.

Mallin mukaisesti asetetaan #-arvot

90 = —qQ, 61 = «, (310)

missi a € (0, %) mittaa mahdollista harhaa punaisten hyvéksi tai niitd vastaan.
Merkitadn ay vedoksi riskillisestd uurnasta, ja a; (ag) vedoksi punaisesta (sini-
sestd) pallosta epéselvistd uurnasta. Mahdolliset harhat ovat siten % —aja % + a,
mutta ei tiedetd kumpi on todennédkéisempi. Epavarmuus kuvataan priorijoukolla
M, jonka muoto on kuten yhtélossa (3.3). Lisdksi oletetaan, ettd todenndkdisyys-

vali parametrille « (harha punaisen hyvéksi) on
mo +mgy = 1,

tai vastaavasti
_1—e 1+
mo = 5 mo = 5
missé € € (0,1) kuvaa epdvarmuuden astetta.

Télloin pienin todennékoisyys punaisen hyvéksi harhalle on sama kuin sinisen
hyvéaksi harhalle, miké tarkoittaa valinpitdméattomyytta punaiseen ja siniseen vetoa-
misen valilla ajanhetkelld ¢ = 0. Parametri € voidaan tulkita epadvarmuuden mittana:
mitd suurempi €, sitd laajempi priorivéli ja suurempi epavarmuus harhan suunnas-
ta. Erityistapauksessa ¢ = 0 priorijoukko M, supistuu yksittaiseksi pisteeksi, jol-
loin paatoksentekija on puhtaasti bayesilainen eiké kohtaa malliepadvarmuutta, vaan
pelkéstddn satunnaisuutta.

(3.11)

Toisaalta o mittaa epavarmuutta itse harhan suuruudesta eli priorivarianssia:
kun o = 0, epéselvan uurnan koostumus on identtinen riskillisen kanssa.

Lopuksi maéaritetdan tuotot u. Kaikki vedot on normitettu siten, ettd voitto
vastaa arvoa 1 ja tappio arvoa 0. Koska epéselvin uurnan koostumus on % + a,
odotetut tuotot ovat

u(ag, —a) = ular, ) = Oé—l-%, u(ag, @) = ul(ay, —a) = a—%, Uy = % (3.12)

Yhtaloiden (3.10)—(3.12) oletukset tayttavét kappaleessa 3.1 esitetyn mallin eh-
dot. Tama voidaan nahda seuraavasti. Yleisen mallin kappaleessa 3.1 padtoksenteki-
jalld on kaksi mahdollista parametria 6y < 6, priorijoukko (3.2) seké kolme mahdol-
lista toimenpidettd ag, a1, as. Hyotyfunktiolta u(a;, 8;) edellytettiin, ettéd kukin a; on
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optimaalinen vain oman parametrinsa toteutuessa ja ettd kolmas vaihtoehto ay, on
vakiohyGtyinen ja tuottaa vihemmén kuin kumpikaan ensimmaisisté vaihtoehdoista.

Ellsbergin uurnien tapauksessa yhtéloissa (3.10)—(3.12) annetut oletukset muo-
dostavat juuri tdmén rakenteen erityistapauksen. Parametrit ) = —a ja 6; = «
vastaavat kahta mahdollista harhan suuntaa. Priorijoukko [mg,mo] = [55¢, <

5] on
muodoltaan sama kuin yleisessd mallissa méaéaritelty Mg ja hyotyehdot

U(CLZ‘7 01) > u(aj, QZ), 1 7£ 7 seka, Uy < U(CLZ‘, 91)7

toteutuvat eksplisiittisesti yhtélosta (3.12). Néin ollen Ellsbergin asetelma on tés-
maéllinen spesifikaatio yleisestd mallista, jossa epdvarmuus koskee parametrin # mah-
dollista harhaa, ja paatoksentekijén tehtéva on ratkaista optimaalinen péatos tAman
epavarmuuden ja oppimisen suhteen.

Seuraavaksi esitetdén téssé ehdollinen tuottolauseke X; = X(Z;), joka seuraa
edelld maaritellysta mallista:

( 2x
1 +e
5+t —— 5, JosZ >—10g—
(2 ) 1"‘1__,_690(21&) t (1 )
X(Z,) = 20 : o? c 3.13
BN (G-0) b ey s Z< R, G
1—e
1
L5 muussa tapauksessa.

missi p(z) = exp(2az/0?). Jos Z; saa suuren positiivisen arvon, optimaalinen veto
on punainen (epévarmasta uurnasta), ja jos Z; on suuri negatiivinen, veto on sininen.
Viliarvoilla Z;:n perusteella ei ole vield riittavisti ndyttod harhan suunnasta, ja
talldin riskillinen uurna (vakiohydty wus) on paras valinta. Erityisesti alkuhetkelld
Zy = 0, jolloin paitoksentekija toimii kuten Ellsbergin klassisen kokeen osallistuja:
hén valitsee riskillisen uurnan, koska oppimista ei viela ole tapahtunut.

Perustellaan my6s hiukan, mistd Epstein tdméan muodon on johtanut. Méaritel-
mén (3.9) mukaan

HEM S

X, —max{ min/u(ao,Q) du, Hl/l\fll/ (ay,0) dpu, ug}

Ellsbergin spesifikaatiolla (3.12) w(ai, 61) = u(ag,0y) = %—l— a, u(a,by) =
u(ag, 01) = % -, Uy = %, jolloin

min/u(al,e) dpy = min ((% —a)+ 2am> = (3 — a) + 2am,,

HEM, mE[my,my)
i 0)dp= i ( 1ig)—2 ) — (L +a) - 2am
f?}ﬂ‘/ ulao,O)dp = min. \(o+a)=20m) = (3+a) = 20m,

koska ensimmaéinen on kasvava ja jéalkimmaéinen vaheneva muuttujan m suhteen.
Posteriorien suljetut muodot: Yhtiloista (3.4)-(3.6) sekd (3.11) (eli mop =
52, my = 4=, 6) = —a, 6, = o) saadaan

2 )
1+8 = p(Zt) _ HE @(Zt)

(pZ :eXp<i—°‘Z>, My = — 17 v m :f
( t) 2 4t t 1+1_+590(Zt) t 1_}_%(’0(275)
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Sijoittamalla namé saadaan kaksi ehdokasta
Vi(Zy) = (& — a) + 2amy, Vo(Zy) = (2 + a) — 2am,.

Téssd V;(Z;) kuvaa toiminnon 4 posterioriin perustuvaa odotettua tuottoa, ei pro-
sessin realisaatiota X (Z;). Tehdddn muunnos ja saadaan ekvivalentit muodot

2a 2c
Vi(Zy) = (5 —a) + - =(3+0) - —1—5
2 1+ % o(Z)! 2 1+ i_ﬁ ©(Zt)

2c0
1+ i_J_ri w(Z:)
Missi kohtaa paatoksentekija valitsee minkikin ehdokkaan? Vertaamal-
la Vi(Z;):a ja uy = 3 saadaan

VolZi) = (5+ ) —

2

o 14+¢
Vi(Zy) 2% = Z; > ﬁlog(l_g)

Vastaavasti Vo(Z;) > 5 tésmélleen kun

o2 1+¢
7 <7 ( )
P T B\ T

Muussa tapauksessa % dominoi.
Edellisen perusteella siis saadaan

( 2a o’ l+e¢
1 .
5ta) — — 5, JjosZ >—log( ),
(2 1+ 1= 0(Z) "7 20 1—¢
X, =X(Z) =4 200 . o? <1+5>
5—Q) + ———5 Zy < ——1 ,
(2 Oé) 1‘{—%()0(Zt) JOS t 20( Og 1_6
(51 muussa tapauksessa,

miké on tésmaélleen (3.13).

Seuraavaksi johdetaan eksplisiittinen ratkaisu optimaalisen pysdytysajan ongel-
maan, joka tdyttad yhtéalot (3.10)-(3.12) ja perustuu yleiseen malliin (3.2). Mé&éri-
telladn ensin apufunktio

r 1 1
l(r)=21 - - 1 14
M=) - e reO), (3.14)
ja olkoon
203
(r)=—. 3.15
(i) = = (3.15)

Siten 7 on yksikésitteisesti maéritelty, silla
[(0)=—o00, I(})=0, I(1)=00
ja l(r) on monotonisesti kasvava.
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Lause 2. 1. Optimaalinen pysdytysaika on 7™ = 0 tdsmdlleen silloin, kun 1% >
i, jolloin X« = Xo = 3.

2. Jos 1% < 1, nutn optimaalinen pysaytysaika 7 > 0 on madritelty ehdolla

__0—21 L+e) r
T B\ TR\ 7

ja 7, joka toteuttaa epdyhtilon r <7 < 1, on ainoa ratkaisu yhtdlolle

I(r) +z<1‘2”> _ o (3.17)

co?’

missa

>0, (3.16)

Pysdaytyksen tapahtuessa vedon valinta mdardytyy havainnon perusteella: jos Z~ >
z, valitaan veto punaisesta (epavarmasta) uurnasta, ja jos Z. < —Zz, valitaan ve-
to sinisestd. Riskillistd uurnaa ev tdlloin endda valita, silla oppiminen on tuottanut
risttavdsti nayttéd harhan suunnasta.

Lisiksi, jos ¢ < & < 2r — 1, ja 7 on tdtd suurempaa epdvarmuutta vastaava
optimaalinen pysaytysaika, niin ™ > 7*. Toisin sanoen, mitd suurempi epdvar-
muus (levedmpi priorivali [mg,mo|), sitd pidempadn pdadtoksentekiji odottaa ennen
pysdyttamistd ja padtoksen tekemistd.

Lauseen todistus esitetadan kappaleessa 5.3.

Edelld esitetyt kaksi tapausta maardytyviat epavarmuusparametrin € ja raja-
arvon 7 suhteellisen suuruuden mukaan. Parametri ¢ mittaa epadvarmuuden astetta,
kun taas 7 kasvaa suhteen o?/(co?) myoté. Erityisesti a vaikuttaa positiivisesti sii-
hen, kuinka arvokasta on tietdd todellisen harhan suunta. Suurempi o kasvattaa
tuottoeroa parametriarvojen 6, ja 6, valilld, jolloin virheellisen toimenpiteen kus-
tannus kasvaa ja informaation arvo lisdéantyy.

Tapaus 1) vastaa tilannetta, jossa epdvarmuus on suuri suhteessa odotettuihin
tuottoihin (ottaen huomioon myos néytteenoton kustannuksen ja signaalin varians-
sin). T&ll6in oppiminen ei ole kannattavaa, ja paatoksentekijé valitsee heti riskillisen
uurnan ilman lisdhavaintoja.

Sen sijaan tapauksessa 2), jossa epévarmuus on riittdvén pieni, oppiminen on
ainakin osittain optimaalista. Tamé sisaltdd myos rajatapauksen ¢ = 0, jossa epéa-
varmuutta ei ole ja malli redusoituu tavanomaiseen bayesilaiseen asetelmaan. Nain
ollen voidaan todeta, ettd oppimisen hylkd&dminen on optimaalista vain silloin, kun
epavarmuus (parametrin € mittaamana) on riittdvin suuri.

Tapaus 2) siis tarkoittaa, ettd havaintoja kannattaa kerdtd niin kauan kuin sig-
naaliprosessi Z; pysyy jatkoalueella (—z, z). Télla oppimisalueella on kaksi huomio-
narvoista piirrettd. Ensinndkin, kun Z; saavuttaa véilin jonkin rajan, oppiminen
paattyy ja paatoksentekija tekee vedon epavarmasta uurnasta. Toisin sanoen, ris-
killinen uurna valitaan tdsmaélleen silloin, kun oppiminen ei ole enéi optimaalista.
Toiseksi, otantaa jatketaan pidempéén (eli oppimisen kesto kasvaa) epavarmuuden
lisdéntyessd, mikili € < 27 — 1. Kun epévarmuus saavuttaa tdmén tason, 1) tapaus
taas realisoituu ja oppiminen ei ole enéé lainkaan kannattavaa.
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Intuitiivisesti epdvarmuuden (parametrin €) kasvu vihentda paatoksentekijan ha-
lukkuutta oppia. PT:n alkuperdinen uskomus sallii vain kaksi mahdollista hypoteesia
signaalin harhasta, o ja —a. Héan voi oppimalla selvittaéd, kumpi néista on tosi, mut-
ta oppiminen on kustannuksellista. Koska paatoksentekija on varovainen ja maksi-
moi pahimman tapauksen odotetun hyédyn, hian arvioi vaihtoehtoja epasuotuisim-
man todennakdisyysmitan suhteen. Taméa vastaa tilannetta, jossa signaaliprosessi
on mahdollisimman viahén informatiivinen paétoksenteon kannalta.

Tamaé johtaa kahteen vaikutukseen. Ensinnékin signaalien informaatiosisélto pie-
nenee, jolloin oppiminen on vihemman tehokasta ja kestda kauemmin. Toiseksi, kos-
ka epdvarmuus pienentaéd odotettua etukiteishyttyd epavarman vaihtoehdon valin-
nasta, signaalit eiviit endd muuta paatoksentekijin preferenssié yhtéa helposti. Néin
ollen epavarmuuden kasvaessa houkutus jatkaa oppimista pienenee. Naiden seurauk-
sena oppiminen on kannattavaa vain rajallisen ajan, ja mallissa esiintyy kynnysarvo
g*, jota suuremmalla epavarmuudella lisioppiminen ei endd tuota riittavaa hyotya
suhteessa sen kustannukseen.

Pienemmilld epédvarmuuden arvoilla nousee luonnollisesti esille toinen kysymys:
miksi ei ole koskaan optimaalista oppia hetken aikaa ja sitten pysdhtya ja valita
riskinen vaihtoehto? Téma liittyy mallin perusoletukseen priorijoukosta M. Koska
M:ssa uskotaan harhan olevan varmasti joko o tai —a, tilanteet, joissa havaittu
signaali on ldhelld nollaa, tulkitaan puhtaasti kohinaksi. Né&in ollen, jos olisi opti-
maalista valita riskinen vaihtoehto jossakin hetkessa ¢, se olisi ollut optimaalista jo
alussa.

Jos kuitenkin Mj:aa yleistetddn siten, ettd sen prioreilla on yhteinen darellinen
maéarittelyjoukko, joka sisidltdda myos nollaharhan, tdmé tulos voisi muuttua. Talloin
oppiminen ja riskillisen vaihtoehdon valinta voisivat olla yhteensopivia paétoksié,
koska nollaharha olisi mahdollinen ja signaaleilla olisi siten erilainen tulkinta.

Seuraavaksi voidaan hyodyntaa edelld johdettua suljetun muodon ratkaisua ar-
vioidaksemme epavarmuuden vaikutusta optimaaliseen oppimiseen. Rajoitutaan ta-
paukseen, jossa epdvarmuuden aste ¢ on valilld [0, 2F — 1], jolloin ainakin jonkin
verran oppimista on optimaalista. Merkitiin PY:lla stokastisen prosessin (Z;) to-
dennékoisyysjakaumaa, kun todellinen harha on . Télloin keskiméardinen otanta-
aika (tai ndytteen pituus) 7* méérdytyy erikseen. Se on odotusaika, joka kuluu ennen
kuin prosessi saavuttaa rajan z. Koska (Z;) kdyttaytyy tdssé ajautumallisen Brownin
liikkkeen tavoin, voidaan hyddyntdéd tunnettuja tuloksia ensimméisen pysaytysajan
odotusarvosta (ks. esim. Borodin ja Salminen)[4]. Néiden tulosten mukaan keski-
méiriinen otanta-aika, eli E[7*], poistumiselle alkuasemasta x = 0 vilille (—z, z)
ajautumaparametrilla 6 ja volatiliteetilla o on

E°[r*] = a? (3.18)

Jotta tulee myo6s selviksi, mistd Epstein tdman muodon on saanut, niin tulos voi-
daan johtaa ratkaisemalla vastaava reuna-arvotehtéva diffuusion generaattorille, ku-
ten seuraavassa esitetaan.
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Olkoon X; =z + 0t + oW, ja
7 :=inf{t > 0: |X;| =7z}, zZ > 0.

Talloin, alkuasemasta x = 0,
o (*)

Todistus. Asetetaan u(x) = E*[7*] kun x € (—z, z). Diffuusion generaattori on téssa

tapauksessa
d o* d?
L=0—+——.
dr 2 dxz?
Dynkinin kaavaa® soveltamalla saadaan, ettd odotettu pysdytysaika madraytyy seu-

raavasta reuna-arvotehtavasta

3

Lu(z) = —1, x € (-2, %), u(+z) = 0.

Kirjoitetaan u” + fu’ = —v missd § = 5—2 jay = % Asettamalla v = v/ saadaan
v+ Bu = —, siis v(x) = Ce P — /3 = Ce™P* — 1/0. Integroimalla:

u(zr) = K — % - %e‘ﬁx
Reunaehtoa u(+z) = 0 soveltamalla saadaan ratkaisuksi
z B zZ z ez
- _Z_ P K= 247
§ sinh(5z)’ 6 " 9 sinh(2)

Sijoittamalla x = 0 saadaan

miké vastaa yhtdlon (*) ensimmaistd rivid. Ottamalla raja § — 0 saadaan yhtalon
(*) toinen rivi. O

Huomataan (yhtélostéd (3.18)), ettd suurempi epévarmuus € kasvattaa odotettua
otantajaksoa. Lisdksi pétee, ettd 07, > 0 tdsmaélleen silloin, kun péaatoksentekija
valitsee lopetettaessa punaisen vaihtoehdon (6 > 0) tai sinisen vaihtoehdon (6 < 0).

3Dynkinin kaava on keskeinen tyokalu diffuusioprosessien analyysissi. Se kertoo, etti jos u on
riittdvan sddnndllinen funktio ja 7 on pyséytysaika, niin

E*[u(X,)] = u(z) + E* [/0 Lu(X,) ds] ,

missé L on prosessin generaattori.
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Taten, jos 0 # 0 on todellinen harha, on todennékoéisyys sille, ettd paatoksentekija
tekee "oikean” valinnan lopetettaessa,

1
1+ exp(—%)

P'({0Z.. > 0}) = 0 #0,

mika kasvaa epavarmuuden e myG6ta.

Todistus. Tuloksen ("oikean"valinnan todennékoisyys) todistus. Olkoon Z; = 0t +
oW, mitan P? alla ja pysdytysaika 7 = inf{t > 0 : |Z;| = z}. Tarkastellaan
eksponentiaalista martingaalia

20
Mt = exp <_;Zt) s tZ 0.

[t6n lemman mukaan M on P’-martingaali. Asetetaan 7, := 7* A n. Doobin valin-
naisen otannan lause antaa

E°[M,

n

] = E[My] = 1 kaikilla n.

Koska Z,- € {~%,z}, on M. € {e 2%/7" ¢2%/7°} ja niin |M,.| < 9/ Tisti
seuraa, ettd M, — M, m.v.ja |M, | < e2?17/7* jolloin dominoidun konvergenssin
nojalla

E[M,.] = lim E°[M, ] = 1.

n—oo

Merkitién p = P?(Z,« = z). Téllsin

1= E@[MT*] _ p6—292/02 + (1 _p) 6292/02.

Ratkaisemalla p saadaan, kun a = e=202/7°,

1 1
1:pa—|—(1—p)a_1=>p: = T
l+a 1+exp(—2%%)

Koska lauseessa kiinnostuksen kohteena on tapahtuma {07, > 0}, saadaan lopulta
symmetrian nojalla

1
14+ exp (— 2(‘792'2>

P'({0Z.- > 0}) =

]

Lauseen 2 todistus antaa suljetun muodon optimaalisen pysaytysongelman arvo-
funktiolle. Erityisesti ajanhetken 0 arvo vy toteuttaa

0, jos e > r,
Vo — = = (319)




missa % on suurin saavutettavissa oleva tuotto ilman oppimista. Téaten vy — % kuvaa

oppimisvaihtoehdon arvoa. Pienilla epavarmuuden arvoilla € < 27 — 1 tdma arvo on
positiivinen, mutta pienenee jatkuvasti ja lahestyy nollaa, kun € kasvaa kohti vaih-
topistettd. Huomataan, ettd ehto % = 7 vastaa juuri tilannetta, jossa molemmat
tapaukset yhtyvét arvoon 7, minké vuoksi vg on jatkuva kohdassa € = 27 — 1. Tama
on my6s yhdenmukaista aiemmin esitetyn intuition kanssa: kun epavarmuus kasvaa,
oppimisen kannattavuus viahenee, ja sen arvo ldhestyy nollaa.

Numeerisena esimerkkiné tarkastellaan tapausta, jossa (¢, o, a) = (0.02,0.8,0.1).
Talloin epéavarmuuden kynnysarvoksi saadaan €., &~ 0.0195. Oppiminen hyvéaksy-
taan, jos € = 0.01, mutta hyldtdaan, kun € = 0.03. Kun ¢ = 0.01, odotettu otoskoko
P=%mitan alla on E/=°[7*] &~ 0.098, ja vastaava todenniikdisyys valita “oikea” vaih-
toehto P?=-tapauksessa on noin 0.52.

Vertauksena tarkastellaan bindérista valintaa ”panos punaiselle”, jonka voittoto-
dennikoisyys on tuntematon mutta rajoissa [(1—¢€)/2, (1+¢€)/2]. Symmetrian vuoksi
robusti vastapuoli valitsee "punaiselle” epésuotuisimman reunan (1 — €)/2, kun taas
siniselle vastaavasti (1 —€)/2. Yhden periodin asetelmassa epévarman panoksen ar-
vo supistuu lineaarisesti kohti keskipistetta, jolloin todennéakéisyysvastine saadaan
puolittamalla etéisyys neutraalista arvosta 1/2:

1 1

pEn(€) = 5 Ze.

Téaten € = 0.03 ja € = 0.01 tuottavat vastaavasti 0.4925 ja 0.4975. Huomataan siis,
etté tallainen klassinen Ellsbergin asetelma (ilman oppimista) ei eroa dramaattisesti
aikaisemmasta tuloksesta.

3.3 Robusti peridkkiinen hypoteesin testaus

PT suorittaa otannan signaaliprosessista Z pdamaaranaan suorittaa valinta kahden
hypoteesin vililta

H0:9:OjaH1:9:,8,

misséd 5 > 0. Téassékin on tdrkedd muistaa, ettd 0:ssa on epavarmuutta ja halutaan
robusti padtossaanto.

Epstein ja Ji tarkastelevat seuraavaa yleisen mallin erikoistapausta. Olkoon © =
{0, 8}. Valinnat ag ja a; tarkoittavat hypoteesin Hy ja H; hyviksymistd. Kolmatta
valintaa ei ole mukana, koska ulkopuolista vaihtoehtoa ei ole. PT:n on valittava
jompikumpi hypoteeseista.

Priorijoukko My on sama kuin yhtélossé (3.3), eli todennékéisyys 6 = 5 kuuluu
vélille [mg, o). Tuottofunktiot mééritelladn seuraavasti:

U(CL(),O) = u(al)ﬁ) =a+ b7 U((lo,ﬁ) = b’ u(alao) =a,

missa a, b > 0.

Téssé spesifikaatiossa on kaksi eroa Ellsbergin asetelmaan verrattuna. Ensiksi
hypoteesivalinnassa ei ole riskitonta verrokkia, kuten urnassa, josta osa todennakoi-
syyksistd on tunnettu. Toiseksi vérien symmetria on Ellsbergissé luontevaa, mutta
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hypoteesien symmetria ei ole, siksi parametreja a ja b ei oleteta yhtasuuriksi eiké
todennékdisyysvélin [mg, M| tarvitse olla symmetrinen pisteen % suhteen.

Optimaalisen pyséytysongelman (3.1) ratkaisu saadaan téssé tapauksessa sulje-
tussa muodossa. Tarkastellaan aluksi erityistd bayesilaista tapausta, jossa My = {u}
ja kaikilla ajanhetkilld ¢ patee M; = {u;}, missé u, on posteriorijakauma para-
metrille . Koska © = {0, 5}, posteriorijakauma méaaraytyy yksikésitteisesti luvun
my = p(5) perusteella, joka on todennékoisyys sille, ettd 0 = f.

Merkitédn 74 < 7% pyséytysrajoja. Néiden rajojen yleinen karakterisointi esite-
taan luvussa 4. Téssé erityistapauksessa ne voidaan kuitenkin laskea eksplisiittisesti
ja ne saavat seuraavan muodon:

a+b 7 _b—a

Y

1(FR) —1(7%) = , (3.20)

E 1—ip ¢

misséa )
20

WC.
Téasséd ¢ > 0 on alkuperdinen oppimiskustannus aikayksikkoa kohden, o on signaa-
liprosessin volatiliteetti ja 5 on hypoteesin H; mukainen ajautuma. Siten ¢ on nor-
malisoitu oppimiskustannus, joka syntyy, kun pysaytysongelma kirjoitetaan poste-
rioritodennédkoisyyden m; funktiona.

Téamén perusteella saadaan seuraava klassinen tulos.

C =

Lause 3. (Peskir and Shiryaev 2006). Bayesilaisessa tapauksessa, mille tahansa
alkupriorille mg, on optimaalista jatkaa oppimista hetkella t tasmdlleen silloin kun

Py < my < PR (3.21)

Muussa tapauksessa on optimaalista hyviksyd hypoteesi Hy kun my > 7% ja hypoteesi
Hy kun m, < ?EB.

Mallissa, jossa paiatoksentekija kohtaa epavarmuutta prioreista, pyséytysrajat
muuttuvat arvoiksi 7 ja 77 siten, ettéd 7 < 7. Seuraava tulos karakterisoi optimaa-
lisen pyséytysstrategian téssa tapauksessa.

Lause 4. Epdvarmuuden vallitessa on optimaalista pysdyttid ja hyviksyd Hy tai Hy
sen mukaan, onko my > 7% tai m; < 7', Muussa tapauksessa on optimaalista jatkaa.
Lisiksi, jos a = b, niin silloin pdtee

Fh<#l ja PR <TR (3.22)

Lauseen todistus loytyy kappaleesta 5.4.

Oletetaan, ettd tappiorakenne on symmetrinen (a = b). Téll6in lauseella on
merkittavida seurauksia sen suhteen, miten Bayesilaisen ja robustia pa#toksentekoa
tekevan henkilon optimaalinen pyséaytysstrategia vertautuvat toisiinsa.

Jos mgy € [my,, M| viittaa yhteensopivaan bayesilaiseen, lauseen tulokset merkit-
sevat seuraavaa:

1. Jos kaikki yhteensopivat bayesilaiset lopettavat ja valitsevat jonkin vaihtoeh-
don «;, niin my6s robusti padtoksentekija lopettaa ja valitsee saman vaihtoeh-
don, 7 =1, 2.
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2. Jos kaikki yhteensopivat bayesilaiset jatkavat havainnointia, voi silti olla ro-
bustille paatoksentekijélle optimaalista lopettaa.

Toisin sanoen robustin paatoksentekijan tulisi hyviksya yksimielinen suositus lo-
pettamisesta, mutta yksimielinen suositus jatkamisesta ei riitd takaamaan samaa.
Téassé mielessd oppimisen hyotya voidaan yliarvioida robustin padatoksentekijan ta-
pauksessa.

Intuitiivisesti syy on seuraava. Prioriepdvarmuus saa robustin paatoksentekijan
nakeméén signaalirakenteen vihemmaén informatiivisena, koska hén tarkastelee sité
pahimman tapauksen todennékoisyysmitan P* ndkokulmasta. Signaaliprosessi itses-
sdan ei ole epéselva, mutta robusti paatoksentekija epéilee taustalla olevaa mallia.
Bayesilaisilla ei ole téllaista vastaavaa ongelmaa: jokainen bayesilainen luottaa omilla
priori-uskomuksillaan malliin ja pitda signaalin lisdyksié ehdollisesti iid-muotoisina.
Vain robusti paatoksentekija sisdllyttad padtoksiinsd epavarmuuden mallin oikeelli-
suudesta ja siten vahentda oppimisen hyotya.
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4 Yleisempi tulos

Seuraavaksi Epstein laajentaa teoriaansa ja siirtyy tarkastelemaan optimaalisen py-
sayttamisen ongelmaa yleisemmassa muodossa. Notaatioiden tiivistdmiseksi kirjoi-
tetaan u;; lyhenteend hyttyfunktiosta u(a;,6;), missi i, j = 0, 1.

Lause 5 kuvaa optimaalisen pyséaytyksen ratkaisun kappeleessa 3.1 esitetyssa on-
gelmassa oletuksella, etté vallitsee joko tuottojen symmetria (ug; = wujp) tai ettei
paatoksentekijélla ole kiytettavissaan riskitontéa vaihtoehtoa (ug < minf{usg, ug; }).

Tuottosymmetria toteutuu Lauseessa 2, mutta siiné oletetaan lisdksi enemmaén,
erityisesti etukéteinen indifferenssi vaihtoehtojen ag ja a; valilla (mo = o = 1) seké
uy = 3(uoo + u10). Namé oletukset yleistetdéin mychemmin kohdassa Lause 5(a).

Oletus riskittoméan vaihtoehdon puuttumisesta on keskeinen hypoteesintestause-
simerkissé, ja vastaava optimaalisen pysaytyksen ongelma on rakenteeltaan isomor-
finen Lauseen 5 osan (b) kanssa.

Sekd m, ettd my, jotka on méadritelty yhtdlossa (3.4)-(3.5), ovat kasvavia funk-
tioita suureesta (¢, z;). Tasté seuraa, ettd on olemassa yksikésitteinen todennakoi-
syyspari (7, 7) seké yksikésitteinen (deterministinen) signaalirealisaation kulku (Z;)
siten, ettéd jokaisella hetkelld ¢ patee

™ :mt<2t)7 ﬁ:mt(%t)v

ja lisdksi
U + (1 — 7T)U10 = Tug + (1 —ﬁ) Upo-

Esimerkiksi zp = 0, m = mg ja T = my tayttyvat tadsmailleen silloin, kun ag ja
a1 ovat etukiteen indifferenssisséd. Yleisemmin valinnat ag ja a; ovat yhdentekevia
signaalin z; kohdalla ajanhetkelld ¢, ja paatoksentekija suosii ag-valintaa, jos Z; < Zy,
ja aj-valinta, jos Z; > Zz;.

Normalisoidaan oppimisen kustannus

2c0?

(01 — 60)*

¢ =

Optimaaliset pysédytysstrategiat mééritelliéin useiden kriittisten arvojen avulla,
jotka puolestaan méaritelldén funktioiden [ ja [ avulla. Kaikille r € (0,1) asetetaan

1 1
l(r) = 210g<—1 ! ) - -+
r

- ro 1—r7’
~ r r
I(r)=1 :
o)1
Olkoon kriittiset pisteet (rf 75), (vt 71, (r% r!) ja (77, 7) sellaiset, ettd ne

ratkaisevat vastaavat yhtiloparit. Esimerkiksi pisteet (rf, rlt) miiraytyvit ratkai-

semalla
Urf) = 1) = ==,
(4.1)
U2 — U10

A Y

Ief) ~ 1) = 2
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missé u;; on utiliteetti péédtoksestd a; parametrin 6; ollessa tosi. Namé kriittiset
arvot maarittavat optimaalisen oppimisen ja pysdytyksen rajat mallissa.
Arvot (rl,7}) méiiritellidin ratkaisemalla

U(rh) = 1(rf) = ===, 2)
I(ry) — 1(r}) = =—=2. (4:2)

ja pisteet 77 ja r! ratkaisevat

U1 — U0

I(rf) —1(7) = — (3)
() — i(n) = —w. (4.3)

Lisiiksi arvot 77 ja 7 mésraytyvit yhtaloista

U7 = U(m) = 1) = () + 0TI 0, 8

1(77) = (m) = 7 (U(F) = U(m)), (5)
l l ). (4.4)
)

() — (7)) = —W(l(?l) —l(r

Jos palkkiosymmetria pétee, yhtaloryhmé (4.4) supistuu muotoon (4.3).
Miéaritelladn
¢ 1 1 —

Y2 T2 ’I“l(l—T'l)_ﬂ'<1—7T> + 2

(4.5) toimii jatkossa raja-arvona sille, onko ay ikind optimaalinen. Seuraava lemma
osoittaa ndiden kriittisten arvojen olemassaolon ja yksikasitteisyyden sekd joukon
ominaisuuksia, jotka ovat tarkeitd optimaalisen pysaytyssdannon johtamisessa.

Lemma 2. Tdssa lemmassa tarkastellaan eri raja-arvojen olemassaoloa ja niiden
sijoittumista posteriorin ™ ympdarille. Ensimmdiseksi todetaan, ettd yhtaldilli (4.3)
ja (4.4) on yksikasitteiset ratkaisut. Ndille ratkaisuille pdtee

<, PR > (4.6)

Jos turvallisen vaihtoehdon tuotto tayttia ehdon uy > u3*, niin myds yhtdloilld
(4.1) ja (4.2) on yksikasitteiset ratkaisut. Ndiden ratkaisujen jdarjestys on

ri<rl<rf <rk <k, r < .
Jos lisiksi palkkiosymmetria pdtee, saadaan kaksi lisiehtoa:
T4+ 7=1=r"+rk (4.7)

sekd keskeinen ekvivalenssi

rl<rm <= rfi>n1 <= uy>uj". (4.8)
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Seuraavaksi méaritelladn funktiot, jotka ilmaisevat sen signaalin Z; arvon, jolla
posteriori on tasmalleen r. Ne ovat:

- 91"’90 0'2 1—7710 r
= 1
f(t,r) i t+91—€0 og( :

91+90 0'2 1—m0 r
t,r) = t 1 .
f(jr) 2 +91—490 Og( myo 1—r

Jalkimmainen kuvastaa alarajan prioripisteen funktiota. Naille funktioille pétee:

mt(f(t7r)) =r= mt(f(tar))'

Lisédksi, mille tahansa pisteparille r; ja ro pétee:

flt,r) <z <= n <, fltyry) > 2y <= ry > (4.9)

Lopuksi maaritellddn kolme pyséytysaikaa, jotka vastaavat kolmea mahdollista
tapaa, joilla oppimisprosessi voi paattyé.:

To=min{t > 0: Z, < f(t,rs)} = min{t > 0:m,; < rl},

m=min{t > 0:Z, > f(t,r3)} = min{t > 0:m; > ry'},

T =min{t > 0: f(t,r]) < Z, < f(t,r[)} = min{t > 0:m; > r] jam, <r['}.

Lause 5. (a) Oletetaan palkkiosymmetria (ug = uyo).
(a.i) Jos r] <, niin optimaalinen pysiytysaika T on

7" =min{r, : i =0,1,2}.

Lisdkst, jos 7" = 1;, nin valinta a; on optimaalinen kyseiselld pysdytyshetkelld.
FErityisesti, jos ldhtotilanteessa ag ja ay ovat etukdteen samanarvoisia (1 = mg ja
T =1mg), niin 7° = 0 ja valitaan as.

(a.ii) Jos rl > =, silloin

™ =min{t > 0: Z, < f(t,r") tai Z, > f(t,r )}
=min{t > 0:m, <r' tai m, > r?}.

Lisdksi valinta ag on optimaalinen pysiytyksessd, jos Z.« < f(7*,r') (vastaavasti
jos me~ < rl). Pddtos a; on optimaalinen, jos Z- > f(7*,r®) (vastaavasti jos
my > 1) Tissi tapauksessa ay ei ole koskaan optimaalinen.

(b) Oletetaan uy < min{ug, up1 }. Tdlldin

™ =min{t > 0: Z, < f(t,r)) tai Z, > f(t,rf)}
=min{t > 0:m; < rs taimg > rf}

Lisiksi valinta ag on optimaalinen, jos Z.. < f(7*,7) (vastaavasti m < rl).
Valinta ay on optimaalinen, jos Z.~ > f(7*,rf) (vastaavasti m,- > rd). Myés tissdi
tapauksessa as el ole koskaan optimaalinen.
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Tapauksessa (a), eli kun palkkiosymmetria pétee, jaamme tilanteen edelleen kah-
teen alatapaukseen riippuen arvojen r} ja 7 keskinisesti suuruussuhteesta. Yhtilos-
td (4.2) seuraa, ettd arvo r{ pienenee, kun turvallisen vaihtoehdon tuotto u, kasvaa,
kun taas 7 el riipu ug:sta lainkaan. Siksi (a.i) toteutuu silloin, kun turvallisen (ei
epavarmuutta siséltévin) vaihtoehdon ay tuotto on riittévan suuri.

Toinen tekijé, joka johtaa tilanteeseen (a.i), on suuri 7 eli vastaavasti pieni 7.
Yhtalon (4.7) mukaan 7 on suuri silloin, kun yléposteriorin raja mgy on suuri ja
alaraja mg pieni. Toisin sanoen tilanne (a.i) saa tukea myos tapauksista, joissa ldh-
tojakauman epavarmuus on suuri (eli priorin vaihteluvéali on suuri).

Alatapauksessa (a.i) optimaalinen pysiytysaika on 7* = 0, jos jokin seuraavista
ehdoista tayttyy:

e my < ri: lihtouskomukset ovat vahvasti painottuneet kohti parametria 6,
jolloin valitaan heti ag;

e my > ri: lihtouskomukset ovat voimakkaasti painottuneet kohti parametria
0., jolloin valitaan heti aq;

e my > 7t ja my < rf': pahimman tapauksen todennikdisyydet molemmille
tiloille ovat niin pienet, etteivit ag tai a; ole riittdvan houkuttelevia vaihtoeh-
toja, jolloin naytteenoton kustannusta ei ole perusteltua maksaa ja valitaan
turvallinen as,.

Néiistd seuraa, ettd oppimisen jatkaminen (7* > 0) on optimaalista vain, jos
alkuperéiset uskomukset ovat tietyssa mielessé “keskitasoisia”. Tama tarkoittaa, etta
posteriorivéli asettuu sopivasti kriittisten rajojen viliin. Jatkaminen on optimaalista
tasmalleen silloin, kun joko

[rh <mo <7l ja mg <l
tai
[ <mo <7l ja me>rl.

Néaméa ehdot maérittelevat sen posteriorialueen, jolla lisdhavainnointi on opti-
maalista.

Tama jatkamisalue voi olla tyhja. Koska oppiminen koskee vain valintojen ag
ja a; tuottojen erottelua, on lahtohetken kannalta oppimisen kannalta epésuotuisin
tilanne se, jossa nama kaksi vaihtoehtoa ovat etukédteen samanarvoisia. Téll6in oppi-
minen olisi hidasta ja kallista, koska tarvittaisiin pitkd nédytteenottojakso, jotta erot
alkaisivat ndkyé. Téssa tilanteessa on siis optimaalista hyldtd oppiminen ja valita
suoraan as, kuten lauseessa 2 todettiin.

Jos taas esimerkiksi a; on selvasti parempi jo lahtotilanteessa, voi suhteellisen
lyhytkin néytteenotto riittdéd erottamaan a;:n ja as:n. Liséksi, jos lahtoposteriorin
ylaraja mg on riittéavan suuri (esimerkiksi ldhelld arvoa 1), ldhes varma tieto siité,
ettd @ = 01, voi johtaa siihen, ettd oppiminen hyldtdan kokonaan ja valitaan heti a;
pikemminkin kuin as, samoin kuin Ellsbergin kontekstissa.

Tapauksessa (a.ii) optimaalinen pyséytysaika on 7 = 0 tdsmélleen silloin, kun
lihtoposteriorin vili [mg, my] ei leikkaa vilia (r!, 7). Téll6in valintaa as ei koskaan

28



tehda, riippumatta siité, aloitetaanko oppiminen vai ei. Sen tuotto on yksinkertai-
sesti lilan alhainen (yhtélosté (4.8), koska ug < u3*) verrattuna sithen, mité voidaan
odottaa joko ag:sta tai a;:sté, mahdollisesti lyhyen oppimisen jalkeen.

Liséksi, vaikka jonkin verran oppimista tapahtuisi, ei ole missédéan vaiheessa opti-
maalista valita ao, koska toteutunut néyte ei tee siitd kannattavaa, kuten lauseen 2
yhteydessé todettiin. Lemma 2 antaa liséksi 7% > 0 tapauksessa (a.ii). Yhdistdmaél-
14 tdmé tapaukseen (a.i) saadaan, ettd jos lahtotilanteessa ag ja a; ovat etukéteen
samanarvoisia, niin ay valitaan tdsmaélleen silloin ja vain silloin, kun oppimista ei
lainkaan aloiteta. Témé yleistdd Ellsbergin mallin tuloksen (missé oletettiin myds
uy = 3 (uoo + u10), mutta tété oletusta ei tissé tarvita).

Tarkastellaan lopuksi tapausta (b), jossa varman vaihtoehdon tuotto on niin al-
hainen, ettei sita valittaisi koskaan, riippumatta lahtéuskomuksista tai mahdollisuu-
desta oppia. Optimaalinen strategia on talloin siséllollisesti sama kuin tapauksessa
(a.il); vain kriittiset raja-arvot muuttuvat, koska tuotto-oletukset ovat erilaiset.

Liséksi huomataan, ettd kun mg = myg, myos 7 = , ja yhtélot (4.4) méaraavat
kriittiset pisteet 77 ja 7 seuraavasti:

U11 — U1 + Ugp — Up1
A~ )

c

17 — 1) =

17 — (/) = 220,

A

¢
jotka vastaavat yhtaloita (21.1.14) ja (21.1.15) teoksessa Peskir & Shiryaev (2006).

Huomio Epstein & Ji:n viittauksesta Peskir—Shiryaeviin. Epstein ja Ji viit-
taavat yhtéloiden (4.4) yhteydessé Peskirin ja Shiryaevin Optimal Stopping and Free-
Boundary Problems -teoksen yhtéloihin (21.1.14) ja (21.1.15). Epstein ja Ji koros-
tavat rakenteellista samankaltaisuutta: molemmissa tapauksissa kriittiset raja-arvot
méaaraytyvat kahden riippumattoman rajachdon kautta ja naméa ehdot yhdessa yk-
sikdsitteistavit optimaalisen pyséytysalueen.

Téassd mielessd heiddn mallinsa voidaan nahdé yleistyksend Peskir—Shiryaevin
kasittelemastd kahden rajan pysaytysongelmasta tapaukseen, jossa rajat eivat syn-
ny arvofunktion differentiaaliyhtélosté vaan posteriorin logaritmisista muunnoksista.
Aikaisempi analyysi osoittaa, ettd Epstein & Jim yhtalopari (4.4) tayttaa tdsmaél-
leen saman teoreettisen roolin: se antaa kaksi toisistaan riippumatonta ehtoa, joiden
avulla kriittiset rajat 7 ja 7% voidaan ratkaista yksikisitteisesti.
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5 Todistukset ja muut tulokset

5.1 Lauseen 5 todistus

Léhdetaan liikkeelle todistamalla lause 5, silla tuloksena se on tutkielman téarkein.
Epsteinin todistusstrategia on seuraavanlainen:

1. Arvataan mittojen joukosta P, priori P*, joka edustaa padtoksentekijan kan-
nalta pahinta mahdollista tapausta.

2. Ratkaistaan tavallinen optimaalisen pysédytyksen ongelma olettaen, etta priori
on yksiselitteisesti juuri tama P*.

3. Naytetddn, ettd kohdassa (2) johdettu arvofunktio on samalla arvofunktio
myos alkuperéiselle robustille ongelmalle (3.1).

4. Maaéritetddn optimaalinen pysédytysaika 7% tdmén arvofunktion avulla.

Todistus tulee noudattamaan paljolti Epsteinin alkuperdistd muotoilua, mutta
siina osoitetaan todeksi muutamia kohtia, mitka eivét tule esille Epsteinin todis-
tuksessa. Pohjustetaan myc6s tarkemmin tiettyja térkeitd termeja, mitéa todistukses-
sa esiintyy. Hamilton-Jacobi-Bellman-(HJB)-yhtalo tulee esiin useasti todistuksessa.
Optimaalisen pysdytyksen yhteydessd se seuraa dynaamisen ohjelmoinnin periaat-
teesta ja saa ns. variaatioepayhtdlon muodon

max { X(t,2) —v(t, 2), —c+ult,2) + Lo(t, 2) } — 0,

missd £ on prosessin generaattori annetun mitta-oletuksen alla. Yhtéalo kuvaa valin-
taa pysdyttdmisen ja jatkamisen valilla: pysdytettdessd saadaan hydty X (¢, z), kun
taas jatkaminen tuottaa odotetun arvon dynamiikan —c+ v; + Lv kautta. Jatkoalu-
eella (v > X) yhtalo supistuu HJB-muotoon

—c+u(t,z) + %021)22(75, 2) + f(t, z)v,(t, z) = 0.

Pyséytysalueella paatoksentekija pysayttaéd prosessin vilittomaésti, jolloin arvofunk-
tio on yhta suuri kuin valiton tuotto eli

v(t, z) = X(t, 2).

Yhdesséa néistd muodostuu vapaan reunan ongelma, jossa tuntemattomat reunat
mééritelladn riittavilla sileys-ehdoilla ("smooth fit").

Téssd mallissa generaattorin ajautuma-termissé esiintyva funktio f(¢, z) riippuu
pahimman tapauksen mitasta P*, joka valitsee posteriorin m; tai m,; sen mukaan,
onko Z; pisteen z; yla- vai alapuolella. Tamén vuoksi arvofunktion muoto ja HJB-
yhtélo eroavat kahdella alueella, miké tekee yhtéalon ratkaisemisesta vapaan reunan
ongelman.

Seuraavassa vaiheessa ratkaistaan taméa HJB-yhtalo seké siihen liittyvét sileys-
ehdot ja vahvistetaan, ettd saatu funktio on todellakin optimaalisen pysaytyksen
arvofunktio.
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Intuitio ehdotetulle pahimman tapauksen mitalle P* annettiin jo kappaleessa
3.2 Ellsbergin esimerkin yhteydessa. Téssa yleisemmaéssé asetelmassa ajatellaan, et-
td P* valitsee ajautuman siten, ettd todenndkoisyysmassaa siirtyd ylospdin (kun
Zy > Z;) tai alaspédin (kun Z; < Z;) tehddén péaédtoksentekijan kannalta mahdolli-
simman epaedulliseksi: mitta kiyttda posterioria m; kun Z; > z; ja m; kun 7, < z;.
(Tésmallinen médritelmé esitetdén kaavassa (5.3).)

Arvofunktion v ratkaisemiseksi tarkastellaan jatkoaluetta (téssé kohtaa Epstein
viittaa Peskir ja Shirayev|20] teokseen taas, mutta pohjustetaan tulosta itse), jos-
sa pysaytystd ei ole vield tapahtunut. Téalla alueella arvofunktio toteuttaa edella
huomatun mukaisesti Hamilton-Jacobi-Bellman-yhtalon

—ct vt z) + 1o%v..(t, 2) + f(t, 2)v.(t, z) =0,

missé f(t,z) on pahimman tapauksen mitan P* aiheuttama ajautuma. Koska paa-
toksenteko riippuu ainoastaan posteriorista y = m; € (0, 1) eikd arvofunktio riipu
eksplisiittisesti ajasta, voidaan kirjoittaa v(t, z) = V' (y), jolloin HJB-yht&lo supistuu
yksiulotteiseksi differentiaaliyhtaloksi

—c+ 3" (1= y)*V"(y) = 0.

Tamé antaa eksplisiittisen muodon

2c
V// — ’
W)= Zpa =y

josta integrointi tuottaa tulokseksi
B ¢
y(1—y)

Perustelu HIJB-yhtilon supistumiselle: Olkoon havaintoprosessi

V'(y) +C1,  V(y)=1¢2y—1)log (%) + Cry + Cs.

dZ, = 6dt + o dB;, o >0, 0 € {6,6,},

missé (B¢)¢>0 on Brownin liike ja havaintojen filtraatio on G, = 0(Z,: 0 < s <'t).
Maaéritelladn posterioritodennakoisyys

my = IP(@ = 81 | gt) S (O, ].)
Koska m; = E[l{9—g,} | G|, prosessi (m;)¢>o on G,-martingaali.
Merkitédén P; = P(- | # = 6;). Girsanovin lauseesta seuraa, ettd uskottavuusker-

roin G;-filtraatiossa on
dP 0, — 6 02 — 92
! exp( ! OZt— ! Ot).

:dTP)O

Ay

G o? 202
Bayesin kaavan mukaan posteriori voidaan kirjoittaa muodossa

mol\
(]_ — mo) —|— moAt.

my =
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Téasta seuraa logit-muunnokselle

0, —0 62 — 62
L; = log Uk = log + log Ay = log o 4+ g, L 0y
1—my — my 1 —my o2 202
Maaritelladn posteriorikeskiarvo
0, =E[0 | G| = 60(1 — my) + 61
Télloin prosessi
1 PN
wi=—(z —/ 0, ds)
o 0
on G,-Brownin liike. Siten havaintoprosessi voidaan kirjoittaa muotoon
dZ; = 6, dt + o dW;.
Asetetaan A0 = 0, — 0,. Koska gt = 6y + AO m;, saadaan
A 0% — 2 Af ~ 01 —6y)(0, + 6
ALy = — dZ; — 2L dt = = (0, dt + o dW;) — 61 = %) (0 1 60) 4,
o? 202 o? 202

Yhdistamaélla dt-termit ja kdyttamalla é\t = 0y + AbOm; saadaan

~ 2 1
05 MO0, sy, GEB) OO, 1)
o

202 o2 2 o2 2

Siis

Al AB)? 1
st = — th + ( 2) (mt - —) dt.
o o 2
Koska m; = ¢(L;), missé {(x) = He_%, patevat derivaatat

(L) =m(1—m), (L) =m(1—m)(1—2m).
Iton kaavalla 1
dmt = gl(Lt) st + 56//([/25) d<L>t
Koska d(L); = (%)2 dt, saadaan

A Af)? 1 1 AON?

Huomataan, ettd dt-kertoimet kumoavat toisensa. Tama ei ole sattumaa, vaan seu-
rausta siita, etta posteriori
my = E[lig—p,} | G¢]

on Gi-martingaali. Martingaalilla ei voi olla ajautumatermia, joten dm;n dt-osa
haviaa valttamatta.
Siten saadaan

Al
dmt = —mt(l — mt) th
g
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Merkitéaan lyhyesti

jolloin
dmt = &mt(l — mt) th

Koska paitoksentekijan informaatio hetkelld ¢ on tédsmaélleen G; ja kaikki tulevia
havaintoja koskeva ehdollinen jakauma maéraytyy posteriorin m; kautta, jatkoalu-
eella voidaan esittédd arvofunktio muodossa

v(t,z) = V(m(t, 2)).

Prosessina tamaé tarkoittaa v(t, Z;) = V(my).
Sovelletaan Iton kaavaa prosessiin V' (m;). Koska dm; = ¢my(1 — my) dW;, niin

d(m); = &@m2(1 —my)*dt.
Tastéd seuraa
AV () = V() dmg + 5V () d(m)e
=V'(my) emy(1 —my) dW; + %&2m?(1 —my)2V" (my) dt.

Koska oppimisesta maksetaan kustannus ¢ aikayksikkoa kohti, arvofunktion on to-
teutettava
—c+ LV (m) =0,

missd L on prosessin m; generaattori. Koska m; toteuttaa SDE:n
dmt = &mt(l — mt) th,

se on yksiulotteinen diffuusio ilman ajautumaa ja volatiliteetilla o(m) = ém(1—m).
Tallaisen diffuusion generaattori on maéritelmén mukaan
1 1

Lf(m) = Zo*(m)f"(m) = 5&m*(1 —m)*f"(m).

LV (m) = %%2(1 — )2V (m),

ja néin saadaan yksiulotteinen differentiaaliyht&lo

1
—c+ 5&2 m*(1 —m)*V"(m) = 0.
Toisin sanoen jatkoalueella alkuperidinen HJB-yhtdlo supistuu tdhén muotoon,
koska posteriori m; on yksiulotteinen diffuusio ilman ajautumaa, ja arvofunktio voi-
daan esittdé posteriorin funktiona. O

Koska pahimman tapauksen mitta vaihtaa kiyttaméansa posterioria pisteessa 7,
arvofunktio saa eri vakioarvot alueilla y € (7, r%) ja y € (r!, 7). Jatkoalueella saatu
differentialiyht&lo )

&
y*(1—y)?
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toteutuu molemmilla alueilla, mutta vakiot maaraytyvat pysaytysrajojen ehdoista.
Pyséaytyshetkella arvofunktion tulee yhtya vélittoméan palkkioon sekéd tayttad ns.
arvon jatkuvuusehdon (value matching), miki oikeanpuoleisella rajalla r antaa

ehdot VF(rf) = X(rf) ja V. (r") = X,(r") ja vastaavat ehdot vasemmalla rajalla
r!. Lisiksi pisteessd 7 arvofunktion ja sen derivaatan tulee olla jatkuvia, miké tuottaa

ehdot (5.2). Nédin muodostuu yhtaléryhmé (5.1).

Aikaisemmin mainitut sileys-ehdot ovat:

(RN ¢ _ R
‘/yy(y) - M7 y e (7.‘-77“ )7
VR(TR) = (u11 — u1) r® 4 U10,
Vi (rT) = (un — o),
< ~
Vi) = s ye (')
vy 21— y)? 2 0)s
Vl(rl) = —(uoo — uo1) !+ o,
\ V;/l(rl) = _(UOO - uOl)'

(5.1)

(5.2)

ja yhtdlo (4.3) hajoaa kahdeksi erilliseksi jatkoalueen yhtéloksi. Téssa tapauksessa
pyséytyshetkelld saatava palkkio X, joka on mééritelty kohdassa (3.9), maaraytyy
hetkellisen padtosongelman perusteella. PT valitsee padtoksen a € {ag, a1, as}, jo-
ka maksimoi pahimman tapauksen odotushyodyn annetun posteriorijoukon M, yli.

Tasta syysta X; voidaan kirjoittaa muodossa

ac{ag,a1,a2} pEM;

X, = max min /u(a,&) du().

Kuten luvussa 3 on méaéritelty, parametrin tila-avaruus on bindérinen,

@ - {60, 01},

ja posteriorijoukko ajan t informaatiolla on

M, = {u: = (1—m)dg, +mdy,, m, gmgmt}.

Talloin mille tahansa p € M, ja mille tahansa valinnalle a pétee

/u(a, 0) dp(0) = u(a, 0y) (o) + ula, 61)u(6y) = (1 — m)u(a, by) + mu(a,by),
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koska p(6p) =1 —m ja u(6y) = m.
Kayttamélld notaatiota u;; = u(a;, 0;) saadaan erityisesti valinnalle ag

/u((lo, 0) dﬂ(@) = (1 — m)uog + mugy = (UOO — UQl)(]_ — m) —+ Uo1-
Koska oikea puoli on muotoa

f(m) = (ugo — uo) (1 —m) + uo,

eli lineaarinen funktio muuttujasta m. Koska wugg > ug1, funktio f on aidosti vihe-
nevi, joten minimi valilla [m,, ;] saavutetaan kohdassa m = m;. Téastd saadaan
seuraava muoto:

min / w(ag, 0) du(68) = (oo — o) (1 — 1) + 1.
HEM,

Vastaavasti valinnalle a; patee
/u(al, 9) du(Q) = (]_ — m)um —+ muyp = (UH — Ulo)m + Uu10-

Kun uy; > w9, lauseke on kasvava m:n suhteen, joten minimointi p € M; toteutuu
kohdassa m = m,. Siis

min /u(al, ) dp(0) = (uy1 — u10)my + uro-
BEM;

Edelld oleva lasku kattaa lauseen 5 tapauksen (a.ii), jossa pysédytyshetkelld rele-
vantit valinnat ovat ag ja a,. Talloin pysaytyspalkkio X; méaardaytyy nadiden kahden
valinnan pahimman tapauksen tuottojen maksimin perusteella. Tarkastellaan siksi
ensin, milld posteriorin arvoilla ag ja a; tuottavat saman robustin pysaytyspalkkion.

Edella johdetut lausekkeet ovat

min /U(@Q, 9) du(e) = (uOO - U(]l)(l - mt) + Uo1,
HEM,

ja

min /u(al,ﬁ) du(8) = (u11 — uig)m, + usp.
PEM;

Tuotto-symmetrian tapauksessa (a.ii) naitd voidaan vertailla saman posterioriarvon
m funktiona. Asettamalla edelld olevat lausekkeet yhtédsuuriksi saadaan kriittinen
posterioritaso 7, joka ratkaisee yhtalon

(w00 — uo1)(1 —m) + uor = (w11 — us0)m + usp.

Ratkaisemalla m saadaan

Upo — U10
Upp + U11 — U1 — U1o

™ =
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Koska oletuksilla ugg > wugy ja w11 > uyg edellinen ag:n tuotto on viaheneva ja a;:n
tuotto kasvava m:n suhteen, seuraa etta pysaytyspalkkio saa paloittaisen muodon

x (uoo—u01)(1 —mt>+’d01, kun my < T,
t pr—
(u11 — u10)my + wio, kun m, > 7.

Edella on tunnistettu kriittinen posterioritaso 7, jolla valintojen ag ja a; robustit
tuotot ovat yhtéd suuret. Seuraavaksi tarkastellaan, milloin vakiohy6dyn wus tuottava
valinta ay voi tulla optimaaliseksi pyséytyshetkella.

Koska pyséaytyspalkkio on muotoa

X, = max{go(-), 91(-), ua},

missé go ja g1 ovat edelld méaéritellyt valintojen ag ja a; robustit tuotot, valin-
ta ag el ole optimaalinen millaén posteriorilla tdsmélleen silloin, kun wug(m) <
max{go(m), g1(m)} kaikilla m.

Koska funktio gy on vdheneva ja g, kasvava, niiden pisteittdinen maksimi saa-
vuttaa minimiarvonsa kohdassa m = 7. Tamén perusteella méaritelladn kriittinen
vakiohyoty
N U11Uoo — UroUo1

Ugo + Uy — Ugr — Ut

Jos taas uy < wi, padtos ay ei ole optimaalinen milldan posteriorilla, jolloin
pysaytyspalkkio séilyy edelld saadussa muodossa.

Jos sen sijaan ug > uj, vakiohyodyn us tuottava valinta as on optimaalinen niilla
posteriorin arvoilla, joilla se ylittdd molemmat valinnat ag ja a;. Téma johtaa kol-
meen erilliseen alueeseen, joissa pysaytyshetkelld optimaalinen valinta on vastaavasti
aog, G ja ap, ja pysaytyspalkkio saa kolmiosaisen muodon

(
_ _ Upo — U2
(ugo — uo1)(1 — my) + ugr, kun my < ——,
Upo — U1
_ Uy — U10
X = (Un - U10)mt + U0, kun my > ———,
U1 — U0

[ U2, muulloin.

Pyséytyspalkkion rakenne maarad samalla pahimman tapauksen mitan. Kulla-
kin alueella pahin tapaus valitsee posteriorin siten, ettd odotushyoty minimoituu.
Valintaan ag liittyvilla alueella valitaan ylapéatepiste my, ja valintaan a; liittyvalla
alueella alapéatepiste m;. Tésté seuraa, ettd pahimman tapauksen mitta P* on yksi-
késitteinen ja silla on tiheysgeneraattori (seuraa aikaisemmin esitetystd CE-mallista)

— = (0, /0) L zzzy + (B, /o) Lz, (5.3)

missa z; on kriittinen signaalin realisaatio, jolla posteriori saavuttaa tason 7. Myo-
hemmin osoitetaan, ettd P* on pahin tapaus koko luokassa Py.
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Todistus tapaukselle (a.ii)

Tarkastellaan ensin klassista optimaalisen pysdytyksen ongelmaa pahimman tapauk-
sen mitan P* alla:
sup Ep- [ X, — c7]. (5.4)

Téssa P* on edella méaritelty pahimman tapauksen todennékoisyysmitta, ja pysay-
tyspalkkio X; on johdettu kohdassa 5.1.

Koska posterioritodennikdisyys m; € (0,1) kuvaa kaikkea saatavilla olevaa in-
formaatiota parametrin 6 arvosta, arvofunktio voidaan esittaé sen funktiona. Liséksi
ongelma ei riipu eksplisiittisesti ajasta, joten oletetaan

v(t, z) = V(my).

Talloin arvofunktio toteuttaa jatkoalueella HJB-yhtélon, joka ajasta riippumatto-
muuden vuoksi supistuu yksiulotteiseksi differentiaaliyhtéloksi

1,
—c+ 562?;2(1 —y)*V"(y) =0,

missd y = m; ja ¢ on pahimman tapauksen mitasta P* johtuva vakio.
Tamaén yhtalon yleinen ratkaisu on muotoa

9(y; Cai—1, Coi) = ¢(2y — 1) log (%) + Coim1y + O, =12, (5.5)
missé vakiot C1, ...,y madrdytyvit myohemmin sileys-ehdoista.

Niiden perusteella oletetaan, ettid arvofunktio voidaan kirjoittaa paloittain seu-
raavassa muodossa:

(oo — tor) (1 — my(2)) + ugr, 2z < f(£,10),
g1(my(2); C1, Cy), f(t,rl) <z < Z,
v(t, z) = ~ (5.6)
g2(my(2); Cs, Cy), Z <z < f(t,rh),
(w11 — w10)me(2) + w0, f(t,rR) <z,

missé f(¢,r!) ja f(t,rR) ovat pysiytysrajat, jotka méaritelldéin osana ratkaisua.
Vakiot C',...,C, maaraytyvat edellytetystd arvofunktion jatkuvasta differen-
tioituvuudesta pyséytysreunojen yli. Erityisesti patee

l
Oy = —cl(7),  Cop= (ug —uoy)(l — ') + ugy — &(2r' — 1)10g<1 - rl) — o7

1—rk
Huomataan lisdksi, ettd kriittinen vakiohyoty wi*, joka méariteltiin kohdassa
(4.5), toteuttaa

R
C3 = —¢l(m), Cy = (ury — uro)r? 4+ ugg — &(2rf — 1) log( L ) — U(7)rt,

uy" = g1(7; C1, Co) = go(7; Cs, Cy) = v(t, Zy),

eli u3* vastaa arvofunktion arvoa kriittisessa pisteessd Z;.
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Lemma 3. Arvofunktio v on klassisen optimaalisen pysdytyksen ongelman (5.4)
arvofunktio. Toisin sanoen, kaikilla t > 0 pdtee

v(t,z) =sup Eps [ X, — (T —t) | Z, = 2].
T>t
Lisiksi arvofunktio v toteuttaa HJB-yhtalon
maX{X(t, z) —v(t,2), —c+u(t, 2) + 50°0..(L, 2) + f(E, 2)va(t, z)} =0, (5.7)

missd ajautumatermi f(t,z) madrdaytyy pahimman tapauksen mitan P* mukaisesti
ja on muotoa

91—90 91_90
t,z) = (61 — — 1, 01 — 1>z, .
62 = (0 e + (4 1+I$Ow(t,z>> Gz 59

1—myo

Jatkoalueella, eli kun z kuuluu pysdaytysrajojen viliin z € (}(t, ), }(t,TR)), Y-
saytysta ei ole vield tapahtunut ja HJB-yhtdlo supistuu muotoon
—ct vt z) + 10%v..(t, 2) + f(t, 2)v.(t, 2) = 0. (5.9)

Todistus. Todistetaan, ettd v on ongelman (5.4) arvofunktio ja v toteuttaa variaa-
tioepayhtélon (HJB) ja jatkoalueella siitd seuraavan osittaisdifferentiaaliyhtélon.
Olkoon P* pahimman tapauksen mitta ja oletetaan, ettd Z on sen alla diffuusio-

prosessi
dZs = f(s,Zs)ds + o dW!",

missé f on (5.8):n mukainen paloittainen ajautuma ja o > 0 vakio. Oletetaan liséksi,
ettd kandidaattifunktio v on jatkuva kaikkialla ja jatkoalueella kerran jatkuvasti
derivoituva ajan t suhteen seké kahdesti jatkuvasti derivoituva muuttujan z suhteen,
ja etté se téyttédd sileys-ehdot (kuten luvussa 5 johdetaan).

Madritelladn klassisen optimaalisen pyséytyksen arvofunktio

V(t,z) = Sq—li]i)]EP* (X(1,Z,) —c(r—t) | Zy = 2]. (A)

Koska Z on Markov-prosessi ja palkkio on additiivinen ajassa, patee jokaisel-
le pienelle h > 0 (Peskir-Shiryaevin DPP-optimaalisen pysaytyksen tuloksista)|20]
rekursio

V(t,z) = max {X(t,z), Ep:[V(t +h, Zysp) —ch| Z;, = 2|} . (B)

Intuitio: joko pysdytetdén heti ja saadaan X (¢, z) tai jatketaan ainakin aikaan t + h
ja maksetaan kustannus ch, minka jidlkeen toimitaan optimaalisesti.
Oletetaan nyt, ettd kandidaatti v toteuttaa ehdot

v(t,z) > X(t,z) kaikilla (¢, z), (C1)
ja etté jatkoalueella C = {(t, 2) : v(t, 2) > X (¢, 2)} pétee osittaisdifferentiaaliyhtélo
—ct vt z) + 1o%v..(t 2) + f(t, 2)v.(t, 2) = 0. (C2)
Osoitetaan, ettd edelld johdetuista ehdoista seuraa variaatioepayhtalo (5.7), eli
max{X (t,z) — v(t,z), —c + vs + 30°v.. + fv.} = 0.

Huomataan, etta
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e jos (t,z) € C,niin X (t,2)—v(t,2) < 0 jaehto (C2) antaa toisen termin arvoksi
nollan, jolloin maksimi on nolla

e jos (t,z) kuuluu pysédytysalueelle S = {v = X}, niin X(¢,2) —v(t,2) = 0 ja
maksimi on jélleen nolla riippumatta differentiaaliyhtdlon termista.

Téama on yhtalo (5.7).
Maéaritelladn prosessi

M =v(s, Zs) — c(s — 1), s >t.

Néytetadn, ettd M, on P*-supermartingaali kaikille pysaytysajoille 7 > ¢, ja etta
sopivalla 7" se on martingaali. Tdméa antaa v = V.

(a) Supermartingaali. Olkoon 7 > ¢ mielivaltainen pyséytysaika ja tarkastellaan
ennen pysédytysta prosessia s — v(s, Zs) jatkoalueella. Iton kaavalla saadaan

dv(s, Z,) = (vt + Lo, + fvz> (s, Z,) ds + ov.(s, Z,) dAWP".
Téasté seuraa

dMs = <Ut _|’ %O'Q'Zizz + fvz - C) (Sa Zs) dS + UUZ(S7 Zs) dWSP*

Variaatioepayhtalostéa (5.7) seuraa, etté jatkoalueella v, + %a%zz + fv,—c =0, japy-
sdytysalueella emme tarvitse differentioituvuutta, koska pysdytdmme. Siten M,, on
lokaali martingaali jatkoalueella ja rajoittuneisuusehdoilla supermartingaali. Téasta
saadaan valinnaisen pyséytyksen teoreemalla

Ep«[M, | Z; = z] < M, = v(t, 2). (D)

(b) Yliraja arvolle. Koska v(r, Z;) > X (7, Z;) kaikilla 7 (ehto (C1)), yhtalostd (D)
seuraa kaikille pysaytysajoille 7 > ¢:

Ep(X(r,Z,) — c(r — 1) | Zi = 2] < Epeo(r, Z,) — c(r — 1) | Zs = 2] < o(t,2).
Ottamalla supremumin 7 > ¢ saadaan

V(t,z) <ot 2). (E)

(¢) Optimaalinen pysdytysaika ja alaraja. Maaritellddn ensimméinen osuma pyséy-
tysalueelle
™ =inf{s >1t: v(s, Zs) = X(s,Zs)}.

Jatkoalueella ajautumaosa on nolla, joten M,,,~ on martingaali. Valinnaisen pyséy-
tyksen teoreemalla saadaan

o(t,2) = Epeo(r', Ze) (" =) | Z = 4]
Maéritelmén vuoksi v(7*, Z«) = X (7%, Z,+), joten

v(t,z) =Ep:« [ X (7", Z) — (7" = t) | Zy = 2] < V(L z). (F)
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Yhdistamilld (E) ja (F) saadaan v(t, z) = V(t,2) ja 7° on optimaalinen.
Kun z on pysiytysrajojen vilissi, eli jatkoalueella z € (f(t,7!), f(t, 7)), pitee
v > X ja (5.7) supistuu toiseksi termiksi, jolloin saadaan ODY (5.9):

—c+u(t, z) + %O'Q’UZZ(t, 2) + f(t, 2)v.(t, z) = 0.

Edella on osoitettu, ettd kandidaattifunktio v on ongelman (5.4) arvofunktio ja ettd
se toteuttaa HJB-yhtélon (5.8) seké jatkoalueen ODY:n (5.9). O

Nyt Lemma 3 ollaan saatu todistettua, joten voidaan jatkaa lauseen 5 todistusta
hyodyntéien téata tulosta.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd funktio v on myos ei-klassisen optimaalisen pyséyty-
songelman (3.1) arvofunktio. Pelkkd HJB-yhtélon ratkaiseminen ei vield riitd tdmén
osoittamiseen. Rajoitutaan tarkastelemaan ajanhetkea ¢t = 0 ja naytetaan, etta

v(0,2) = sg;g P%%o Ep[X(Z,) — cT].

Lemman 3 nojalla tiedetdan, etta

v(0,2) = supEp:[X(Z;) — er] > sup inf Ep[X(Z,) — c7],

>0 >0 P€Po

joten jaljelld on vastakkaisen epéyhtédlon osoittaminen.
Maaritelladn pysaytysaika

™ =1inf{t >0: Z, < f(t,7') tai Z, > f(t,r%)},

eli ensimmaéinen hetki, jolloin prosessi Z; osuu pysaytysalueelle.
Kun t < 7%, ollaan jatkoalueella, ja Iton kaavaa kdyttden yhdessd HJB-yhtalon
(5.7) ja jatkoalueen yhtalon (5.9) kanssa saadaan

dv(t, Z,) = [vt(t, Z) + Lotu..(t, Zt)] dt + v.(t, Z;) dZ;

= [C - f(ta Zt)vz(ta Zt)] dt + Uz(tv Zt) dZt (510)

Olkoon nyt P € Py mielivaltainen todennakdisyysmitta ja 7, sitd vastaava ti-
heysgeneraattoriprosessi. Téll6in Z; voidaan kirjoittaa muodossa

dZt = f(t, Zt; 'r]t) dt + g th"]’
missa W on Brownin liike mitan P" alla ja

5 01 — 0o
t,Z =0, — :
P2 =00 = o 2)

Sijoittamalla tdmé edelliseen saadaan
do(t, Z) = [e+ (F(t Zoom) = S(t Z0)va(t, Z0) | dt + o0, (t, Z,) dW].
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Huomataan, etta
(}(ta Zt7 nt) - f(ta Zt))vz(ta Zt) Z O

Todellakin, jos Z; < Z;, niin v.(t,Z;) < 0 ja f(t, Ze,n:) — f(t, Z;) < 0, koska 6; —

1—&—%0;% on kasvava funktio posteriorista. Vastaava argumentti patee tapauksessa
1-mg ’

Ly > Z.
Ottamalla odotusarvo mitan P" alla ja integroimalla ajanhetkeen 7% saadaan

v(0,2) <Epn[v(7", Zpv) — "] = Epn[Xpe — 7],

Koska pyséaytysaika 7% on maéaritelty ensimmaisenéd hetkena, jolloin pyséytys on op-
timaalinen, arvofunktion arvo yhtyy pysaytyspalkkioon hetkelld 7*.
Stokastinen integraalitermi katoaa odotusarvossa, koska

*

Epn{ / ov.(t, Z,) AW | =0,
0

miké on taattu ehdosta

sup Ep[7"] < 0. (5.11)
PePy

Tama ehto seuraa tésséd asetelmassa pysdytyspalkkion X; rajoittuneisuudesta.
Koska P" oli mielivaltainen mitta joukossa Py, saadaan

v(0,2) < inf Ep[X,« —cr™] <sup inf Ep[X(Z;) —c7].

PePy >0 P€Po
Yhdessd aiemmin saadun vastakkaisen epayhtalon kanssa tdmé osoittaa, etta

v(0,z) = sup inf Ep[X(Z;) —c1],

>0 PePy

eli v on robustin optimaalisen pyséytysongelman (3.1) arvofunktio ja 7* on optimaa-
linen pyséaytysaika.

Todistus tapaukselle (a.i)

Todistus on rakenteeltaan samanlainen kuin tapauksessa (a.ii). Ainoa ero on, ettd
arvofunktio v saa hieman erilaisen paloittaisen muodon. Tarkemmin, arvofunktio
voidaan kirjoittaa muodossa

((ugo — uor ) (1 — g (2)) + gy, 2 < f(t,rh),
93(Mmy(2); Cs, Cs), flt,rh) <z < f(t,r),
u(t, 2) = < uy, flt,rh) <z < f(t,rl), (5.12)
ga(my(2); C7, Cs), flE,rf) <z < ft,rh),
(w11 — wi0)me(2) + o, ft,rf) < 2,
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missé funktiot g3 ja g4 ovat muodoltaan samat kuin funktiot g; ja go kohdassa (5.5),
mutta niissa esiintyvit vakiot poikkeavat. Tasmallisesti vakioiden (71, ..., Cy tilalle
tulevat vakiot Cs, ..., Cy, jotka ovat

Cs = —el(rh), Cy = —el(rh),

I

Cs = uy — &(2rll — 1) log(1 it l) — (),
R
1

R
1_T1

Cs =uy —¢(2rf — 1) log( ) — (rfyrR,

Muilta osin todistus etenee tasmélleen kuten tapauksessa (a.ii): edella méaari-
telty kandidaattifunktio toteuttaa HJB-yhtélon jatkoalueella seké pyséytysalueiden
jatkuvuus- ja sileysvaatimukset, minkd perusteella se on ongelman arvofunktio.

Todistus tapaukselle (b)

Tapauksessa (b) valintaa ay ei ole milloinkaan optimaalista valita, joten se voidaan
poistaa sallittujen valintojen joukosta. Todistus etenee tdmén jialkeen kuten tapauk-
sessa (a.ii), mutta arvofunktio saa seuraavan muodon:

(o — uor) (1 — my(2)) +ugr, 2z < f(t,70),
gs5(my(z); Cy, Cho), }(7577“10 <z <z,

v(t, z) = ~
gﬁ(mt(z)v CVll; 012)7 215 S z < f(tv T{%)a
| (w11 — ui0)me(2) + uao, Fltrfy <z

Tassa funktiot gs ja gg ovat muodoltaan samat kuin funktiot g; ja g kohdassa
(5.5), mutta vakioiden C1, ..., Cj tilalle tulevat vakiot Cy, ..., Cis, jotka médrdyty-
vat seuraavasti:

Cy = —¢L(FT) 4+ u1y — o, Oy = —¢L(7") + ugr — ugo,

Cho = g0 — &[1 = £(7)], Cha = ugo — &[1 — £(7)].

Niilla vakioilla méaritelty funktio v tayttda HJB-yhtélon jatkoalueella seké py-
saytysrajoilla vaaditut jatkuvuus- ja sileysominaisuudet. Néin ollen v on tapauksen
(b) mukaisen optimaalisen pysédytysongelman arvofunktio. O

Tamaén jalkeen lihdetdan todistamaan muita tutkielman tarkeitéd tuloksia.

5.2 Lemma 2:n todistus
Yhtaloiden (4.3) ja (4.4) ratkaisujen yksikasitteisyys

Derivoidaan :

1 1 1 1
=2 i) bl reon



Siis [ on aidosti kasvava ja jatkuva vélilld (0, 1). Liséksi

lrlﬁ)ll(r) = —00, lrlgll(r) = +00.

Téstd seuraa, ettd [ : (0,1) — R on bijektio. Siksi kummallakin yhtalolla

l(rR)—l('n'): UIITUIO’ l(’f’l)—l(’ﬂ'):—uoo_UOI

C C

on tismilleen yksi ratkaisu 7%, r! € (0,1). Tdméi todistaa (4.3):n olemassaolon ja
yksikasitteisyyden.

Kiinnitetdin 7 € (0, 7). Etsitdsn funktiota V(-;#'), joka ratkaisee
0y V' (ys ) = el'(y),  ye(0,1),
seka, tayttaa ehdot
VE#E #) = (ugo — uo1) + oo, ayvl(f"l; ) = o1 — ugo-
Integroimalla kerran saadaan
o,V (y:1') = el(y) + Cn,

missa C] on vakio.
Integroimalla uudelleen saadaan

Yy
Vi(y; ') = c/ I(s)ds + Cyy + Cy,

Yo

missd Cy on vakio.
Vakio ('} maaraytyy derivaattaehdosta:

Cl = (U01 — Uoo) — &l(f”l)

Tamén jilkeen arvoehto méadras yksikésitteisesti vakion Cy. Siis jokaiselle # €
(0, 7) ratkaisu V'(-;7') on olemassa ja yksikésitteinen. Lisiksi

A /\A// A~
3nyl(y;7"l) =cl (y) = Cll(?/) > 0,

eli V!(-;#') on aidosti konveksi.
Misritelldén seuraavaksi funktio V(-; ') vilille [r, 1) muodossa

VE(y; i) = 2l(y) + Cay + Cu,
missi vakiot O3, C, valitaan niin, ettd VT on Cl-jatkuva pisteessi m:
VE(r#h = Vimeh, o,V (it = 0,V (m; ).
Nama ehdot maaraavat Cs, O yksikésitteisesti, ja samoin
By VR (y; 7)) = el'(y) > 0,
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eli VE(-;7') on aidosti konveksi.

Maaritelladn nyt suora
Li(y) = (w11 — u10)y + 1o
Konveksisuuden nojalla yhtélopari
VEGERE Y = L"), 0,VEGET Y = uin — wo

tarkoittaa, ettéd L; on funktion VE(-;#') tangentti pisteessi 77 € (,1). Konveksi-
suudesta seuraa, etté jos téllainen 7 on olemassa, se on yksikésitteinen.

Koska vakiot C4, Cy, Cs, Cy riippuvat jatkuvasti parametrista 7!, riippuu myos
VE( f“l) jatkuvasti tdstd parametrista. Téasta seuraa viliarvolauseargumentin avul-
la, ettd on olemassa 7' € (0, ), jolle tangenttiehto toteutuu jollain #% € (,1).

Naiden perusteella saamme yksikéasitteisyyden. Rakennelma on deterministinen:
parametri 7' mésras yksikésitteisesti funktion V', siité seuraa yksikésitteisesti V',
ja tangenttiehto misrad 7 yksikésitteisesti konveksisuuden vuoksi. Lisiksi tan-
genttiehdon toteuttava 7' voi olla korkeintaan yksi jatkuvuuden ja konveksisuuden
yhdistelmén vuoksi. Nin ratkaisupari (7 %, 7') on yksikisitteinen ja toteuttaa yhté-
16ryhmén (4.4).

Osoitetaan seuraavaksi Lemman jéiljelld olevat véitteet.
(i) Jirjestysehdot (4.6). Ratkaisut rl, 72 miiriytyvit yhtiloistd muotoa

l(r) —I(m) = C;

missé vakio C; riippuu tarkasteltavasta indeksistd ¢ € {1,2} ja vastaavasta palk-
kiorakenteesta. Koska funktio [ on aidosti kasvava vélilla (0,1), on ratkaisupiste r
aidosti kasvava funktiona vakiosta Cj.

Koska indeksin 2 tapauksessa palkkiorakenne on epéedullisempi kuin indeksin 1
tapauksessa, niita vastaavat vakiot toteuttavat

CQ < Cl.

Téasta seuraa suoraan
! l . R R
ry < T3 ja rt<ry.

(ii) Arvon u} ja kynnyksen y méairittely (4.1)-(4.2). Mééritelmén ja koh-
dan (4.3) perusteella saadaan, etti

U; > Ug1-
Taten voidaan maaritella i
- Upo — Ug
j= 207" ).
Upo — Up1

Madéritelladan tatd vastaava paloittain maaritelty palkkiofunktio

Viy) = {—(Uoo — uo1)y + uoo, y € (0,7),

u3, y € (7,1).
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Taméa funktio on jatkuva ja muodostaa vertailupalkkion, jonka avulla voidaan tar-

kastella optimaalisen pysédytyksen ongelmaa indeksin 2 tapauksessa.
Rakenteellisesti kyse on samasta vapaaseen reunaan johtavasta ongelmasta kuin

kohdassa (4.4), ja edelld esitetty olemassaolo- ja yksikésitteisyysargumentti pétee

sellaisenaan. Téstd seuraa, ettd myos yhtélolle (4.2) on olemassa yksikésitteinen

ratkaisupistepari (rb, ri).

Vastaava argumentti indeksin 1 tapauksessa antaa ratkaisun yhtélolle (4.1).

(4.7) Palkkiorakenteen symmetrian ja médritelmien perusteella pétee
T+7=1.
Lisédksi funktiolle [ pétee identiteetti
[(1—r)=—I(r), r e (0,1),

miké seuraa suoraan sen eksplisiittisestd muodosta.
Yhtaloistd (4.3) saadaan

I(r®) = l(n)=C  ja I(rY) = I(m) = =C

jollakin vakiolla C'. Yhdistdmalla ndméa ja kiyttden edelld mainittua symmetriaa
saadaan

mista seuraa
rf=1-7l

Téaten ratkaisut toteuttavat symmetriachdon

b4 rft=1.

(4.8) Osoitetaan ensin identiteetti

1 ~ 1
z = - +1 1).
510 =10)— = +1. re()
Maaritelmisté
r 1 1 ~ r T
l(r)_210g<1—r>_;+1—7"’ l(r>_10g<1—7“>+1—r
saadaan ) 1
1) =1 ( )__
() =loe\7=3) =5, *30—n)
Toisaalta
I(r) — ! +1—10< ! >+ A = +1
2r(1 —r) -1 1—r 2r(l—r)
r 1 1
:]_ —
Og(l—r>+1—r 2r(l —r)
r 2r —1
=1
Og(l—r)+2r(1—r)
r 1 1
:]_ —_—
Og(l—r) or " 2(1—r)



joten identiteetti pétee.
Téamén avulla voidaan kirjoittaa (4.1) uudelleen seuraavaanlaisesti. Koska lausek-
keessa esiintyy erotus, integraalivakio kumoutuu. Saadaan

1) = 1) =169 =100 = s + o

Sijoittamalla tdmé& (4.1):een saadaan ekvivalentti muoto

3 3R 1 1 U1 — U1o 3/ R R
) =) = C2r (1—r2)+27’1(1—r1) ¢ Ve
miké on viite (4.8).

Oletetaan seuraavak& uy = u5*. Palkkiosymmetrian nojalla voidaan tarkistaa,
ettd talloin rf = r® ja rff = 1 toteuttavat (4.1):n, ja koska ratkaisu on yksikisittei-
nen, ne ovat ainoat ratkaisut.

Niytetidn nyt, ettd ratkaisu r7 riippuu aidosti kasvavasti parametrista uy. Mer-

kitdin ratkaisua muodossa (rff(us), 78 (us)). Huomataan, etti

1 ’Z'/ 1

l,<7") = m, (T) = m, S (0, ]_)

Derivoidaan (4.1):n ensimméinen yhtild rf:n suhteen ketjusddnnolli:

'(r} )Z@g I(rf) = 0.

Derivoidaan (4.1)m toinen yht#lo us:n suhteen:

arf -, drft
Tof) 2 -1 St =

dUQ dU2

| =

dré?' dré2 drf’ . e e . . . d {3
Koska I = aEdn voidaan yhdistdé edelliset ja ratkaista 4L-

d?“{2 dug
~ ar® drf 1
IRy 22 7R >—1 _—
(legr —To0) g =
Sijoittamalla 2 er = ;:E:gi seki, ylld olevat derivaatat saadaan
2

drit  (rf)’(1 = ")’

duy — &(rf —rl)

Koska ¢ > 0 ja (4.1):std seuraa rit > rft, patee I 0. Siis ug T (uy) on aidosti
kasvava.
Edelld todetun ja tapauksen uy = u3* nojalla seuraa ekvivalenssi

T{%ZE = up > uy.

Vastaavasti (symmetrian avulla tai samanlaisella tarkastelulla vasemmalle rajalle)
saadaan
T o= up >l
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Téaméi osoittaa kohdan (4.8).
(4.9) Koska funktio f(¢,-) on aidosti kasvava, silld on kidnteisfunktio. Maéritel-
mien nojalla patee téalloin

me(f(t,r)) =r =m(f(t,7)), r e (0,1).

Lisaksi kynnysten mééritelmistd z, = f(¢,7) ja z, = f(t,m) sekd funktion f(¢,-)
aidosta kasvavuudesta seuraavat ekvivalenssit

ft,r) <z = n <7,  fltir) >z < n>1

Tama osoittaa vaitteen.
Néin ollaan osoitettu jokainen Lemma 2:n kohta ja todistus on valmis. O
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5.3 Sovelluksien todistukset

Lauseen 2 todistus

Kiinnitetdan Ellsberg-tapauksessa parametrit siten, etta

c;c2 _— 7r—1_€ 1+e¢
2027 R 2

C =
Télloin yhtélot (4.1) ja (4.2) sievenevit muotoon

203

b
co?

203

7’5"‘7‘{%:17 l(?ﬂg):?,

Aol 10 -
missd on kiytetty lisdksi sitéd, ettd uy = %(Uoo + uyg)), ja funktiot f ja f saavat
eksplisiittiset muodot

2 2

- o l—¢ r o l+e r
f<t’r>_%log(1+el—r)’ f(t’r)_%10g<1—51—r>’

1. Oletetaan ensin, ettd r} < 2= = 7. T&llsin

Ft, ) <0< f(t,rh),

ja koska Zy = 0, saadaan Lauseen 5(a.i) nojalla, ettd Zy kuuluu pysiytysalueeseen.
Siis optimaalinen pysdytyshetki on 7 = 0. Tama todistaa kohdan 1. valinnalla

P =l

2. Yhtélo (4.3) sievenee muotoon

gl =1, 1(rf) + l(
ja lisaksi

2

z=f(t,r) = —f(t,r") = (27_04 llog(i—i_i> + log<1 i TR>]'

Lauseen 5(a.ii) nojalla optimaalinen pysaytyshetki on
™ =inf{t >0: |Z| > z}.

Maaritellaan vield

Yhtéloista (3.9) ja (3.3) seuraa, ettd milld tahansa ajanhetkelld ¢ (el vilttdmatta
optimaalisella pysdytysajalla) padtos "valitse ambiguiteettiuurna"on parempi kuin
"valitse riskinen uurna'"tésmélleen silloin, kun |Z;| > z. Tésta seuraa erityisesti, etta
pysaytyshetkelld 7% > 0 pétee

‘ZT*

Ul

=z>

Y

joten ambiguiteettiuurnan valitseminen on optimaalista pysaytyksessa.
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Niytetiin lopuksi, etti z kasvaa en funktiona. Koska z = f(t,r%) ja rf =
rfi(e) madrdytyy edellisistd yhtéloisté, riittid tarkastella derivaatan etumerkkii %.

Derivoidaan identiteetti . to?
o)+ a2 = 4

2 co?

e:n suhteen ja kiytetddn kaavaa

1
l/(T):m>0, 7‘6(0,1).
Saadaan
ar® 1 /1 +e dr® 1U(2)
l/ RNTT _l/< >: li ar—_ 1 B}
L 0. el =3
Toisaalta
o? +e R
(6) = 57| les(=2) +les( =) |
2(e) 2a[0g 1—¢ +08 1 —1rh
joten

d,?_a2 2 +<1+ 1 )drR
de 2|1 — g2 rB 1 —rR) de |’
1

Koska r? > 7 = 1 (tisti syystd r7(1 — r?) < 7(1 — 7) = 152°), saadaan
<1 1 >‘drR) 1 1I(H2) 1 1 2
_ — - < - = .
r® 1 —rR/| de rR(1—rR) 2V w(l—-7m) 2 1—¢g2
Tasté seuraa, ettéd edelld esiintyva lauseke
2 ( 1 1 )drR
1—¢? r 1 —rR/) de

dz

7 > 0.. Tami pédéttdd kohdan 2. ja koko lauseen todistuksen.

on positiivinen ja siis

U

5.4 Lauseen 4 todistus

Lauseen 5(b) nojalla riitta4 osoittaa véite (3.22) olettaen, ettd a = b. Palkkioraken-
teen symmetrian perusteella yhtélo (4.4) sievenee muotoon (4.3). Lemman 2 nojalla
seuraa talloin, ettd r' = 1 — % ja ettéd r ratkaisee yhtilon

I(rf) = I(7) + g

Bayesilaisessa tapauksessa patee m = —f7, ja yhtdlosta (3.20) saadaan, etta f’lB =
1 — 4 ja ettd #% ratkaisee yhtdlon
a+b b
(i) = =-.
(5) == =7
Tisté seuraa, ettd 7 < 7. O
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5.5 Nash-tasapainotulkinta Ellsbergin mallissa

Tuodaan viimeisend kohtana téssé tutkielmassa esille Nash-tasapainotulkinta Ells-
bergin mallille. Kyseessé on téssa tutkielmassa esitetty tulkinta, joka perustuu Eps-
tein ja Ji:n malliin mutta ei esiinny heidén analyysissaan eksplisiittisesti. Tarkastel-
laan nollasummapelia, jossa paatoksentekija valitsee pysdytysajan 7 € ' ja “luonto”
valitsee mitan ) € Py. Naiden strategioiden generoima arvo on

J(1,Q) = E9[X, — 7).
Pari (7%, Q*) on satulapiste (eli Nash-tasapaino|17] nollasummapelissi), jos
J(rQ) <J(T,Q) < J(T,Q)  Vrel, vVQeP.

Koska pyséytysaikojen joukko I' ei yleensd ole konveksi, laajennetaan strate-
giajoukkoa satunnaistettuihin pyséytysstrategioihin. Olkoon U ~ Unif[0, 1] satun-
naismuuttuja, joka on riippumaton prosessin (Z;) generoimasta filtraatiosta. Taméa
ulkoinen satunnaistus mahdollistaa strategioiden satunnaistamisen ilman etta sig-
naaliprosessin dynamiikka muuttuu.

Jos 1,19 € T ja A € [0, 1], médritellddn satunnaistettu pyséytysstrategia

™ = n1lw<ny + 2lwsyy-

Koska tapahtuma {U < A} on riippumaton prosessin (Z;) generoimasta filtraa-
tiosta ja 7,7, ovat G,-pysiytysaikoja, on myds 7 pysdytysaika. Merkitdin I'":114
kaikkien téallaisten ulkoisen satunnaistuksen avulla méariteltyjen pysaytysstrategioi-
den joukkoa. Talloin I' C I'.

Maaritelladn tuotto satunnaistetulle strategialle kaavalla

J(1,Q) = E9[X, — cr].
Talloin
X — e = (Xn — 07'1)1{U§>\} + (XTQ — CTQ)I{U>/\}.
Koska U on riippumaton prosessin (Z;) generoimasta filtraatiosta, saadaan
J(m,Q) = M (1, Q) + (1 = N)J (72, Q).
Siis I'" on konveksi satunnaistamisen suhteen ja kuvaus
T— J(7,Q)
on affiini joukossa I'" jokaisella ) € Py

Lause 6 (Nash-tasapaino Ellsbergin mallissa). Oletetaan Ellsbergin spesifikaatio
luvusta 3.2. Oletetaan lisdksi, ettdi

1. Py voidaan parametrisoida véilin m € [mg, mo| avulla muodossa

Q=Qm", Po={Q™ : m € [mg, M)},

ja vdli [mg, o] on kompakti ja konveksi.
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2. jokaiselle T € I'" satunnaismuuttuja X, on G.-mitallinen ja

sup E9|X,| < oo.
QePo

3. jokaisella 7 € I'" kuvaus
m— J(1,Q™)

on jatkuva ja affiini.

4. satunnaistettujen pysdytysstrategioiden joukko I'" on varustettu sellaisella to-
pologialla, ettd I'" on kompakti ja konveksi sekda kuvaus

(r,m) — J(7,Q™)

on affiini kummankin muuttujan suhteen. Lisdksi kuvaus on jatkuva muuttu-
jassa m, ja muuttujassa T se mdadraytyy odotusarvona

J(1.Q) = E9[X; — er],
minkd vuoksi se ei voi kasvaa rajatta strategian pienilld muutoksilla.

Tdlloin on olemassa satulapiste
(7,Q) €T" x Py

Lisdksi Q voidaan valita vdlin pddtepisteestd, eli
Q€ {Qm.Q™}.

Jos lisiksi luvussa 3.2 johdettu osuma-aika

™ =inf{t >0:|Z| >z} (oppimisen ollessa optimaalista, muutoin 7 =0)
saavuttaa saman mazximin-arvon kuin satunnaistettu peli, eli

inf J(7%,Q) = sup inf J(7,Q),

QEePy relr Q€EPo

niin pari (7%, Q) on satulapiste myds alkuperdisessa pelissi I X Py.

Todistus. Merkitaan
v =sup inf J(7,Q).

Tel'™ Q€EPo

Koska Py = {Q™ : m € [mq, my|}, voidaan kirjoittaa

v=sup inf J(1,Q™).

el m€&[mo,mo]

Jokaisella 7 € I kuvaus m ~— J(7,Q™) on oletuksen mukaan affiini valilla
[mg, o). Siksi sen infimum saavutetaan vélin paitepisteessa:

inf  J(7,Q™) = min{J(1,Q™), J(1,Q™)}.

me [mo ,mo}
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Oletusten mukaan I'" on kompakti ja konveksi, véli [mg, o] on kompakti ja
konveksi, ja funktio
(r,m) — J(1,Q™)

on affiini kummankin muuttujan suhteen. Liséksi kuvaus on jatkuva muuttujassa
m, ja muuttujassa 7 sen arvo médriytyy odotusarvon E® [ X, — c7] kautta.
Néin Sionin minimax-lauseen|22] ehdot tayttyvit, ja saadaan

sup inf J(r,Q™)= inf sup J(r,Q™).

reTr me[mo,mo] me&[mo,mo] relr

Tasté seuraa satulapisteen olemassaolo: on olemassa pari
(1,m) € I'™ x [myg, Mo
siten, ettd merkitsemélla Q = Q™ saadaan
J(rQ) < J(F Q)< J(FQ) Vrel”, VQeP,.

Koska kiintedlld 7:1la minimi muuttujassa m saavutetaan paitepisteessé, voidaan
lisdksi valita

Qef{Q™ Q™).
Oletetaan lisiksi, etté luvussa 3.2 johdettu osuma-aika 7* saavuttaa saman maximin-
arvon kuin satunnaistettu peli:

6212750 J(7,Q) = v.

Talloin
J(T%,Q) > v VQ € Py.

Soveltamalla tatd mittaan Q saadaan
J(*,Q) > v.
Toisaalta, koska 7" € I' C I'" ja (7, Q) on satulapiste joukossa I'" x Py, pétee
J(r,Q) < J(7,Q) = v.

Siis
Nyt kaikilla 7 € I" patee
ja kaikilla @) € Py pétee

Siis

J(r,Q)<J(m,Q) < J(,Q) Vrel, VQeP

Néin (7%, Q) on satulapiste myos alkuperaisessé pelissia I x Pj. ]
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Huomio. Ylla oleva todistus jakautuu kahteen osaan. Ensiksi satulapisteen ole-
massaolo osoitetaan satunnaistettujen pysaytysstrategioiden joukossa I minimax-
argumentilla. Toiseksi satulapiste palautetaan puhtaaseen pyséytysaikaan Ellsber-
gin mallin erityisrakenteen avulla: pahimman tapauksen mitta voidaan valita vélin
paatepisteestd, ja luvussa 3.2 johdettu osuma-aika saavuttaa saman maximin-arvon
kuin satunnaistettu peli.
Vastaava palautus puhtaisiin strategioihin yleisemmassd Chen—Epstein-kehyksessé

olisi huomattavasti teknisempi, eika sitd taméan tutkielman puitteissa tarkastella.
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