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Tutkielmassa késitelladn padakseliongelmaa, joka on matematiikassa keskeinen me-
netelmé tasossa olevien toisen asteen kéyrien, eli kartioleikkauksien yksinkertais-
tamiseen. Téssa tutkielmassa keskitytdan degeneroitumattomiin kartioleikkauksiin,
ellipsiin, hyperbeliin ja paraabeliin. Padakseliongelman avulla leikkauksille voidaan
méaritelld geometriset ominaisuudet, kuten keskipiste ja puoliakselien suunnat.

Pasakseliongelman ratkaisemisessa hyodynnetaan matriisilaskentaa, etenkin sym-
metristen matriisien ominaisarvoja ja -vektoreita. Tutkielmassa esitetdan esimerkke-
jé seké suuntaissiirretyisté ettéd kiertyneista kartioleikkauksista, ja ndytetadn kuinka
menetelméad voidaan soveltaa naihin tilanteisiin.

Tutkielman tavoite on toimia opetusmateriaalina lukion pitkin matematiikan
opiskelijoille.
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1 Johdanto

Analyyttinen geometria tarjoaa monia tehokkaita menetelmia kéyrien ja niiden yh-
taloiden tarkasteluun yhdistamaélla geometriset muodot algebrallisiin laskutoimituk-
siin. Téassa tutkielmassa tutustutaan tarkemmin yhteen analyyttisen geometrian me-
netelméaén, padakseliongelmaan. Se on keskeinen tyokalu, kun halutaan tarkastella
kartioleikkauksien, kuten ellipsin, hyperbelin ja paraabelin yhtéaloita. Padakselion-
gelman avulla niitd on mahdollista yksinkertaistaa siten, ettd kiyran tyyppi seka
geometriset ominaisuudet ovat helposti méaaritettavissa. Tutkielman viimeisessé lu-
vussa tutustutaan myo6s kddnteiseen ongelmaan, jossa kiyran geometriset tiedot ovat
annettu mutta yhtalé puuttuu.

Tutkielmassa tarkastellaan sekd suuntaissiirrettyjé ettéd kiertyneita kayria. Paa-
akseliongelmaa voitaisiin soveltaa kolmiulotteisiin leikkauksiin, mutta téssa tutkiel-
massa perehdytaén ainoastaan kaksiulotteisiin tasoleikkauksiin. Padakseliongelmaa
kiytettiessd keskeisia matemaattisia tyokaluja ovat matriisilaskenta, toisen asteen
yhtalot seka vektorit. Tutkielman kannalta oleelliset tyokalut esitetdén lukijalle kol-
mannessa luvussa. Taman jalkeen luvuissa 4 ja 5 kdydaan lapi esimerkkeja pasaak-
seliongelmaa hyddyntavista tehtavista.

Tutkielman tarkoitus on esittda padakseliongelma lukion matematiikkaan sopi-
vaksi, laajentaen lukiossa pitkdd matematiikkaa opiskelevien ymmérrysta lineaarial-
gebran sovelluksista. Jotta lukio-opiskelija ymmaértaisi tutkielman sisiallon, on hdnen
tullut suorittaa ainakin pitkin matematiikan nelja ensimmaéista kurssia.

Tutkielma perustuu kolmeen lineaarialgebran teokseen Steven J. Leon Linear
Algebra with Applications [1], Charles G. Cullen Linear Algebra with Applications
[2] sekd John B. Fraleigh ja Raymond A. Beauregard Linear Algebra [3]|. Teokset
tarjoavat teoreettisen perustan tutkielman padakseliongelman kasittelylle.



2 Perustietoja

Yhtélémuodossa annettu kdyrda tarkoittaa, ettd mikéli on annettu esimerkiksi yhtalo

$2+y2:1,

niin kéyré on niiden pisteiden (z, y) joukko, jotka toteuttavat yhtalon. Edelld esitetyn
yhtalon maaraamé kayrd on ympyra, jonka keskipiste on origossa ja sidde on yksi.
Yhtilon 22 + y? = 1 muodostama kilyrd on esitetty kuvassa 1.

—
o

J:2+y2=L

Kuva 1: Origokeskeinen yksikkéympyra

2.1 Kartioleikkauksia

Kartioleikkaus on toisen asteen kiyra, joka saadaan, kun ympyréakartio leikataan ta-
solla. Téssa tutkielmassa keskitytadn degeneroitumattomiin eli surkastumattomiin
kartioleikkauksiin tasossa. Ne syntyvéit, kun leikkaava taso ei kulje kartion huipun
kautta. Téllainen kiyréd on padsdintoisesti ellipsi, hyperbeli tai paraabeli. Nama leik-
kaukset esitetdan kuvassa 2.
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parabola ellipse hyperbola

Kuva 2: Kartioleikkaukset



Jokaiselle leikkaukselle voidaan méaarittaa tunnettu standardimuotoinen yhtalo.
Niissa yhtéloissa kiayrdn péadakselit ovat koordinaattiakselien x ja y suuntaiset, eli
ne ovat suorassa koordinaatiston suhteen. Seuraavaksi esitetyissad yhtéaloissa para-

metreille a ja b patee a,b > 0:

2
Ellipsi m—z
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Esitetyille standardimuotoisille yhtaloille voidaan maérittaéd yleinen kartioleik-

kauksen yhtalo.

Maaritelma 1. Yleinen toisen asteen yhtalo

az® +bry +cy® +dr +ey+ f =0,

missé (a, ..., f € R) ja ainakin yksi luvuista a, b tai ¢ on nollasta eroava.

2.2 Suuntaissiirretyt kartioleikkaukset

Luvussa 2.1 Kartioleikkauksia kasiteltiin ellipsin, hyperbelin ja paraabelin standar-
dimuotoisia esityksid. Néissa yhtaloissa on oletettu, etté ellipsin ja hyperbelin keski-
piste sekéd paraabelin huippu ovat origossa. Tutkielman myShempia vaiheita varten
kasitelldan kartioleikkauksien yhtalomuodot my6s silloin, kun niiden keskipiste tai
huippu on siirretty pisteeseen (h, k). Suuntaissiirrettyjen yhtaldiden muodot ovat

seuraavat:



Ellipsi p 72 =1
: (x—h)* (y—k)?

Hyperbeli P =1

Paraabeli (y — k) = a(x — h)*.

3 Kayran tunnistaminen

Téassé luvussa tutustutaan tarkemmin padakseliongelmaan, eli toisen asteen kiyrien
tunnistamiseen. Tavoitteena on selvittda kiayran tyyppi seké sen geometriset ominai-
suudet, kuten keskipiste, puoliakselien suunnat ja suuruudet. Néiden tietojen avulla
kidyrd on mahdollista piirtdda hyvinkin tarkasti. Téassa luvussa tullaan esittdméaan
menetelmat, joilla toisen asteen yhtédlon analysoiminen onnistuu.

3.1 Kayran tunnistamisen perusteet

Jotta saadaan selville kiiyran tyyppi seké sen geometriset ominaisuudet, tulee ana-
lysoida toisen asteen yhtdlod ax? + bry + cy? + dx + ey + f = 0. Tutkielman ensim-
méisessa luvussa 1 Perustietoja kiytiin 1api kartioleikkauksien standardimuotoisia
esityksia. Esimerkiksi yhtalo
2 2

x y:

2 + Th 1
on helppo tunnistaa ellipsiksi, koska yhtalolla on tunnistettava muoto ja siiné esiin-
tyy ainoastaan nelidtermejs 2 ja 3.

Maarittelimme myos kartioleikkauksien yleisen yhtélon

az® 4+ bry + cy® +dr + ey + f = 0.

Yhtalossa esiintyvé sekatermi zy hankaloittaa kiyran tunnistamista, silla se osoittaa
kdyran kiertyneen koordinaattiakselien x ja y suhteen.

Esimerkki 1. Yhtilo 22 + y? = 1 kuvaa luvun 1 esittimélli tavalla origokeskeisti
ympyrad. Kun lisitddn tihin sekatermi xy saadaan yhtilo, joka on muotoa x? +
xy + y? = 1. Tami puolestaan kuvaa kiertynytté ellipsid. Esimerkilld korostetaan,
kuinka suuri vaikutus yhtélossa esiintyvélla sekatermilld on kdyran tyyppiin.



zz+xy+y2:l
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Kuva 3: Ellipsi 22 + 2y + y*> = 1

3.2 Matemaattiset tyokalut

Pédaakseliongelmassa ensisijainen tavoite on eliminoida toisen asteen yhtalosta seka-
termi xy. Tama muuttaa yhtalon standardimuotoiseen esitykseen, josta kiyran tyyp-
pi ja sen geometriset ominaisuudet ovat ndhtévissi. Sekatermin eliminoimisessa kéy-
tetdan toisen asteen yhtalon matriisiesitysta seké sen ominaisarvoja ja -vektoreita.

Maaritelma 2. Toisen asteen yhtélon matriisimuoto

e alls Y] af]er=o

Yy

b
Symmetrisen matriisin A = [ 21 ominaisarvot ja -vektorit ovat tarkedssa ase-
c

nic

massa péadakseliongelmassa. Ominaisarvoista on paételtavissa kayran tyyppi. Esi-
merkkinéd, kun molemmat ominaisarvot ovat positiivisia kidyrédn tyyppi on ellipsi.
Jos toinen ominaisarvo on positiivinen ja toinen negatiivinen, kiyré on hyperbeli.

Esimerkki 2. Ratkaise yhtilon 22 + zy + y* = 1 ominaisarvot.
Yhtalon matriisiksi saadaan méaaritelmé |2{ mukaisesti {1 2] . Tasta voidaan las-

3 1

kea ominaisarvot determinantin avulla.

2

1—A z 2
det ({ 2 AD =0=(1-2*-(3)"=0=>(1-N?-1=0= (1-)) = +5,
Ominaisarvoiksi saadaan \ = % ja A= % Molemmat ominaisarvot ovat positii-
visia, joten yhtalon kuvaama kiyra on ellipsi.
Tutkielmassa tarkastellaan myos kéyrié, joiden padakselit eivit ole koordinaat-
tiakselien suuntaiset. Kayran kiertyminen voidaan paétella ominaisvektoreista, jotka
saadaan ratkaistua kullekin ominaisarvolle kaavasta

(A—X)v=0.



Kun kéyra on kiertynyt, sen eliminoimiseksi tarvitaan ortogonaalimatriisi, jolla
tarvittava koordinaattimuunnos voidaan suorittaa.

Maaritelma 3. Neliomatriisia A sanotaa ortogonaaliseksi, jos matriisi on kdéntyvé
ja A== AT eli:

AAT =T tai ATA=1

3.3 Kayrien luokittelu

Kun tutkitaan kartioleikkauksen péadakseliongelmaa tasossa, voidaan erottaa nelja
erilaista tapausta. Nama luokitellaan sen mukaan, onko kiyra origokeskeinen eli onko
sille tehty suuntaissiirtoa ja/tai onko kédyra kiertynyt.

1. Ei suuntaissiirtynyt, ei kiertynyt

Yksinkertaisin tilanne, jossa kidyrd on origokeskeinen ja sen padakselit ovat
koordinaattiakselien suuntaiset. Toisen asteen yhtéalossa ei ole sekatermié by
eikd ensimméisen asteen termeja dx ja ey.

2. Suuntaissiirtynyt, ei kiertynyt

Toisessa tapauksessa kiayran péadakselit ovat koordinaattiakselien suuntaiset,
mutta keskipiste on siirtynyt pisteeseen (h, k). Yhtélossa ei esiinny zy—sekatermié,
mutta siind esiintyy ensimmaisen asteen termeja.

3. Ei suuntaissiirtynyt, kiertynyt

Kolmannessa tapauksessa kiyra on origokeskeinen, mutta sen padakselit eivét
ole koordinaattiakselien suuntaitse. Kayra on kiertynyt, jolloin sen yhtélossa
eslintyy xy—termi.

4. Suuntaissiirtynyt, kiertynyt

Neljannessé ja haastavimmassa tapauksessa kiyra on sekd suuntaissiirrtynyt
etta kiertynyt. Tallaisen kidyran yhtélossa esiintyy ensimmaéisen asteen termit
ja sekatermi zy.

Seuraavassa luvussa 4 késitellddn tapauksia tarkemmin seké esitetdén vaiheittain
menetelmia kunkin tilanteen analysoimiseksi.

4 Tilanteiden tarkastelu

Téassé luvussa kiydéaan tarkemmin lapi eri tilanteet, ja niille ominaiset ratkaisume-
netelmét. Luvussa ei kuitenkaan tarkastella tilannetta, jossa kéyré ei ole suuntais-
siirtynyt eika kiertynyt. Téllainen tilanne ei ole oleellinen tarkastelun kannalta, silla
siin yhtélolle ei tarvitse tehdd muunnoksia sen tarkastelun mahdollistamiseksi. Siir-
rytddn suoraa tarkastelemaan tilannetta, jossa kdyrd on suuntaissiirtynyt, mutta ei
kiertynyt.



4.1 Suuntaissiirtynyt, ei kiertynyt

Yksinkertaisin tilanne on, kun kartioleikkauksen yleisessa yhtalossé ei esiinny ollen-
kaan zy—termia. Talloin voidaan padtella, ettd kiayrdn padakselit ovat koordinaat-
tiakselien suuntaiset. Annettu yhtalo voidaan tdydentda nelicksi kiyran tarkempaa
analysointia varten.

Esimerkki 3. Mit# kilyrad yhtilo 322 + y? — 62 + 4y = —1 kuvaa?

Taydennetaan yhtélo nelioksi

3(z% — 22) + (y* + 4y) = —1
322 =2+ 1)+ +4y+4=—-1+3-1+4
3(x—1)*+ (y+2)* =6.

Jaetaan yhtdlon molemmat puolet luvulla 6

D) VRS

Olkoon / =z — 1 jay = y + 2, jolloin yhtdlé saadaan muotoon

:L,/2 y/2
_ Z_ =1
2 + 6

Kyseessa on ellipsi, jonka keskipiste on pisteessi (xg, yo) = (1, —2). Ellipsin puo-
liakselien pituudet ovat a = V2 x-akselin suuntaan seki b = /6 y-akselin suuntaan.

328+t — 6 +dy = —1

Kuva 4: Ellipsi 322 + y? — 62 + 4y = —1



4.2 Ei suuntaissiirtynyt, kiertynyt

Tutkitaan seuraavaksi tilannetta, jossa kiyré on origokeskeinen, mutta sen paaakse-
lit eivat ole koordinaattiakselien suuntaiset. Téllaisen kiyrén voi tunnistaa yhtalossa
esiintyvasta sekatermisté xy, ilman ensimmaisen asteen termeja.

Téasséd muodossa esiintyvan yhtdalon analysoinnissa voidaan hyodyntéa padakse-
liprobleeman menetelmié, eli symmetrisen matriisin diagonalisaatiota ortogonaali-
muunnoksen avulla.

Ratkaistaessa yhtélod etsitddn ensin symmetrinen matriisi A. Tamé vaihe on yk-
sinkertainen, silla matriisi kartioleikkausten toisen asteen yleiselle yhtélolle (1)) mada-
ritetysta matriisimuodosta . Tamén jalkeen matriisille A méaritellidn ominaisar-
vot ja ominaisvektorit, jotka méarittdavat kiyran muodon sekéd padakselien suunnat.

Kaydaan havainnollistamista varten lapi esimerkkitehtéva tilanteesta.

Esimerkki 4. Tunnista yhtilon 322 + 2zy + 3y* = 16 kuvaama kéyri.
Huomataan, etté yhtélossé esiintyy xy—termi, tdma viittaa siihen, ettd kiyra ei
ole suorassa koordinaattiakselien suuntaan vaan se on kiertynyt. Yhtéalossa ei ole

ensimmaisen asteen termejé, joten kidyra on origokeskeinen.

Etsitddn symmetrinen matriisi A toisen asteen yhtélon matriisimuodon avulla.

2 2 3 1 Xz . o 3 1
3z° + 2zy + 3y —[m y] L 3] {y] eli A= L 3}

Ratkaistaan A:n ominaisarvot karakterisesta yhtalosta

A—-3 -1

det()\_f—A):det{_1 \_3

}:)\2—6/\+8=()\—2)()\—4)

Matriisin A ominaisarvot ovat siis A\; = 2 ja Ay = 4.
Koska saadut ominaisarvot ovat molemmat positiivisia, kiyran muoto on ellipsi.
Ominaisarvot kertovat kidyrdn muodon, mutta ominaisvektorit kertovat uusien

péadakselien suunnat. Ratkaistaan ensin ominaisvektori, kun \; = 2. Laskemisessa
hy6dynnetéén ehtoa (A — Al,)u = 0, jolloin saadaan (21 — A)u; = 0. Lasketaan

1 0] [31] [2-3 0-1 -1 -1
21_14_2{0 1}_{1 3}_{0—1 2—3}_{—1 —1]

(21 — Ayu; = {j :ﬂ m B [3}

jolloin



Saadaan —x —y = 0, eli x = —y. Ominaisvektori on siis ulz{l}.
Voimme vield tarkistaa tdmén

A1_31 1_3-1+1-(—1)_2_21

=1 |1 3| |-1] |1-143-(=1)| [|-2| “|-1

Néhdéan, ettd saatu ominaisvektori toteuttaa yhtalon.

Kun \; = 2 ominaisvektori on siis u; = [_11] .

Ratkaistaan seuraavaksi uq, kun Ay = 4:

100 [31] [4-3 0-1 1 -1
4I_A:4{0 1}_{1 3}:{0—1 4—3}:{—1 1}

ar-am= 4 B = o)

Néhdaan x —y = 0, eli x = y. Ominaisvektori u; saadaan siis

R 0B

Yhtalo toteutuu, joten kun Ay = 4 niin ominaisvektori uy = [1] :

jolloin

ﬂ . Tarkistetaan

tama

Matriisin A ominaisvektoreiksi saadaan u; = _11} ja ug = E} Tehdadn omi-

naisvektoreista ortogonaalinen matriisi P. Tata varten tulee normalisoida vektorit,
eli tehda niista pituudeltaan 1.

S-S

up = {_11}, vektorin pituus /12 + (—1)2 = /2, normalisoitu vektori [ 2

L
Uy = E] , vektorin pituus v/12 4+ 12 = v/2, normalisoitu vektori [\{5] .
V2

Kiertomatriisi P:ksi saadaan



S-Sl

-5l

Oletetaan, ettd uudet koodrinaatit (2’,7’) kuvautuvat vanhoista koordinaateis-
/}

Sk

hmwpl

/
ta muunnoksella [ﬂ =P {Z,] Taméa voidaan kirjoittaa my6s muodossa [y’

PT |”|, koska P on ortogonaali matriisi.

Alkuperéinen yhtélo [x y] A B] = 16 voidaan kirjoittaa muodossa

x/ T xl
(7)) Al ) o
Y Y
Matriisilaskennan mukaisesti vektorien transpoosi toimii seuraavasti

(Pl )" = [a* v]P".

Yhtalo Saadaan Sievennettyé muotoon
[ZJ /] PTAP |:x,:| = 16
y y/

Lasketaan PT AP:

L _1773 1 3-1 143 2 4
S i [ I e R A
V2 V2 2 V2 V2 V2
2 4 1 1 2:.1-4-1 2:144-1 2 0
PTAP = f _ﬁi _\/i \f = [4-122-1 4'1+(2—2)~1] = {0 4}
V2 V2 V2 V2 2 2
Huomataan, etta
A O 2 0
T I St -
pm_hq kd

Lopulliseksi yhtéloksi saadaan:

2 0] |2
Y]
joka saadaan sievennettyi muotoon 2z% + 4y"* = 16.

Jaetaan molemmat puolet 16:1la, jolloin saadaan ellipsin standardimuoto:

ZB’2 y/2
A
8 + 4

Alkuperiinen yhtilo 322 4+ 2xy + 3y?> = 16 kuvaa origokeskeisti ellipsii, joka

kiertomatriisin mukaisesti on kiertynyt 45 astetta. Ellipsin puoliakselit ovat a =

V8 = 2v/2 seki b= /4 = 2.
10



30 + 20y + 3y = 16 g

Kuva 5: Ellipsi 322 + 22y + 3y = 16

Kaydaéan lapi viela toinen esimerkki hieman erilaisesta tilanteesta.

Esimerkki 5. Tunnista yhtalon zy = —4 kuvaama kayra.

Huomataan alkuun, ettd yhtdlossa esiintyy ainoastaan sekatermi xy. Sen lisdksi
siiné ei kuitenkaan esiinny ensimmaisen, eikd toisen asteen termeja. Tama viittaa
sithen, ettd kiyrad on kiertynyt, mutta ei suuntaissiirtynyt. Koska yhtélossa ei ole
toisen asteen termejé, toisen asteen yhtalon matriisimuodoksi saadaan:

wrete L[] -

Téssé yhtalon molemmat puolet on kerrottu kahdella, jotta symmetriseen mat-
riisiin A saadaan kokonaisluvut. Tehtédvan voisi ratkaista tekeméttd tatd vaihetta,
mutta téssd se on tehty selvyyden vuoksi.

. . N 0 1 - . . .
Symmetriseksi matriisiksi saadaan A = L 0] . Aikaisemman esimerkin tavoin
lasketaan ominaisarvot, jotka tdssd tehtévissd ovat A = +1. Ominaisarvot ovat

erimerkKkiset, joten kiyrén tyyppi on siis hyperbeli.
Ominaisarvoista voidaan laskea ominaisvektroit:

e[l me 2]

Normalisoidaan vektorit ja muodostetaan kiertomatriisi P samalla tavalla, kuin
aikaisemmassa esimerkissa.

P=[u UQ]:[

1 1

vz owvi|_ 11
4 1 5 (1 —1|°
vz 2



Lasketaan sitten PTAP = [1 0 } , jolloin yhtalo sieventyy lopulta hyperbelin

0 -1
standardimuotoon

p 2 2
[x’ y’} {1 OJ [z,} :—8:>x’2—y/2:—8:>%—m—:1.

Yhtélon xy = —4 tyyppi on siis hyperbeli ja se on kiertynyt 45 astetta. Esimer-
killd haluttiin havainnollistaa, ettd samat padakseliongelman menetelmét toimivat
myo6s muille surkastumattomille kartioleikkauksille.

=)

Kuva 6: Hyperbeli zy = —4

4.3 Suuntaissiirtynyt, kiertynyt

Téasséd kappaleessa tarkastellaan neljasté aikaisemmin esitetysté tilanteesta haasta-
vimman, jossa kartioleikkaus on seka siirtynyt pois origostra, ettd kiertynyt koordi-
naatistossa. Téllaisessa tilanteessa kayran yhtalossa esiintyy xy—termi, joka viittaa
kiertoon, seké ensimméisen asteen termit = ja y, jotka viittaavat siirtymaén.

Edellisessa kappaleessa i suirtynyt, kiertynyt tuli huomioida ainoastaan kayran
kiertyminen, mutta nyt joudutaan ottamaan huomioon myos sen siirtyminen.

Tavoitteena on edellisen kappaleen tavoin muuntaa toisen asteen yhtald stan-
dardimuotoiseen yhtaloon, jolloin kdyran tyyppi ja sen ominaisuudet ovat helposti
tunnistettavissa. Prosessissa on kaksi vaihetta: kierron eliminoiminen ja origoon siir-
taminen.

Kierron eliminoiminen: Poistetaan xy—termi kiertamalla koordinaatistoa so-

pivalla kulmalla. Tamé tehdaan edellisen tehtavian kaltaisesti toisen asteen termien
matriisin ominaisarvojen ja -vektoreiden avulla.
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Siirron eliminointi: Sekatermin eliminoinnin jélkeen tdydennetdén nelict jal-
jelle jadvien ensimméisen asteen termien osalta, ja siirretdan kdyra koordinaatiston
uuteen keskipisteeseen.

Kaydaan ldapi konkreettinen esimerkki, jonka avulla havainnollistetaan tyovaihei-
ta.

Esimerkki 6. Tunnista yhtdlon 322 + 2zy + 3y% + 8v/2y — 4 = 0 kuvaama kiyré.
Kirjoitetaan yhtélon toisen asteen termit matriisimuodossa.

2 2 3 1| |z
3z° + 2xy + 3y _[:p y] [1 3l 1y

Matriisi A = E’ é] on symmetrinen ja kuvaa kdyran kiertoa.

Lasketaan matriisin A ominaisarvot karakterisesta yhtalosté

A—=-3 -1

det()\l—A):det[_1 \_3

}:)\2—6/\+8=(>\—2)(A—4)

Matriisin A ominaisarvoiksi saadaan \; = 2 ja Ay = 4. Téstd ndhdéaén heti, etta
kayra on ellipsi, silld molemmat ominaisarvot ovat positiivisia.
Ratkaistaan ominaisvektorit ja muodostetaan kiertomatriisi P.

Kun A\ = 2:
(ZI—A)u:[_l _11u20 = ulz{l]
-1 -1
Kun Ay = 4:

ar-an= [ Va0 5 w=]]

Normalisoidaan vektorit ja muodostetaan orgotonaalinen kiertomatriisi P.

P=[u “2}:[%1 iﬁ]:%[_z ﬂ

Kiertomatriisi P vastaa 45 asteen kiertoa vastapéiviaan.
/

Olkoon B] =P E,] , jolloin alkuperéinen yhtdlo saadaan muotoon
T x x
[« y'] PTAP M +[0 8V2] P H —4=0.
Tiedetaan, etta

T.p M 0] [20
Par=[5 3=
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jolloin sekatermi eliminoituu ja lineaaritermien kertoimet muuttuvat muotoon

[0 82| P=1[0 8V2] [_\L@% i] =[-8 8]

Alkuperiinen yhtil sieventyy muotoon 2(z')* — 8z’ + 4(y')* + 8y’ — 4 = 0.

Téssé vaiheessa laskua olemme eliminoineet sekatermin ja jaljella on viel&d nelioon
tdydentdminen.

2(z')? — 82" +4(y) +8/ —4=0
2(z')? — 82’ +4(y')* + 8y =4

o' —termit: 2(2"? — 42') = 2[(z' — 2)? — 4] =2(2’ —2)* -8
Y —termit: 4(y* +2y) =4[y +1)* = 1] =4(y' + 1)* — 4

Sijoitetaan saadut x’ ja y' termit takaisin yhtaloon

2z’ —2)" —8+4(y +1)° —4 =4
20" =2 + Ay + 1) —12=4 = 202" -2’ +4(y' +1)* =16

Kun molemmat puolet jaetaan 16:1la, saadaan lopulliseksi muodoksi:

I 2 2 / 1 2
(z . ;W Z )’
Olkoon " =2’ — 2 ja " = ¢/ + 1, jolloin yhtéalo sievenee muotoon
(x//) <y//)

8+4

Yht#lo 322 + 2zy + 3y + 8v/2y — 4 = 0 on ellipsi, joka on siirtynyt ja kiertynyt
alkuperaisessi koordinaatistossa. Yhtalon x'y’ standardimuoto on
/I 2 2 / 1 2
@2 W1
8 4

jossa keskipiste on pisteessi (2, —1) x’y’-koordinaatistossa.
Jotta saadaan alkuperéisen tehtdavinannon mukaisen ellipsin keskipiste, tulee t&-

=1

mé siirtda takaisin alkuperaiseen xy-koordinaatistoon kiertomatriisin () = [

S-Sl
Sl-st

avulla. Talloin xy-koordinaatistossa keskipiste sijaitsee kohdassa

(ﬁ _3v2

~ (0. —2.121).
=, 2) (0.707, —2.121)
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Jos keskipiste oltaisi méaéritetty pisteeseen (2, —1) alkuperéisessd koordinaatis-
tossa, se olisi virheellinen, silld se perustuisi z'y’-koordinaatiston keskipisteen suo-
raan soveltamiseen xy-koordinaatistoon ilman kiertoa.

3% + 20y + 3y> + 8V2y —4=0
-2 (uz 3v2 \
2" 2 )

"
xT
-5

Kuva 7: Ellipsi 322 + 2zy + 3y> + 8v2y —4 =0

5 Kaanteinen tilanne

Viimeisessa luvussa kdydéaan lapi viela esimerkki tilanteesta, jossa kidyran geometri-
set tiedot ovat annettu, mutta yhtalé on tuntematon.

Esimerkki 7. Maarita ellipsin yhtdlo annettujen ominaisuuksien perusteella.

Olkoon ellipsin keskipiste (zg,y0) = (2,3), ja sen puoliakselit pituudeltaan 3 ja
5. Puoliakseleiden suunnat ovat u; = (2, —1) ja ugz = (1,2). Normalisoidaan ensin
annetut suuntavektorit yksikkévektoreiksi:

; _ w21
Hulllzm—\/ﬁjvl_\/ﬁ_<\/§, ﬁ>

5T o2 (12
Jug|| = V12422 =5 = 2—\/5—<\/5,\/3>

Tarkistetaan vektoreiden sisdtulolla, ettd vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan
vasten. Mikéli vektorit ovat kohtisuorassa, niiden sisdtuloksi saadaan 0. Vektoreiden
tulee olla kohtisuorassa toisiaan vasten, jotta ne voivat olla ellipsin puoliakselit.

v 2 1+<_1) 2 _2-2_
BRVGRRVE NGV
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Ellipsin piste (x,y) voidaan kirjoittaa pisteen (z¢, yo) ja yksikkovektoreiden avul-
la seuraavasti: (z,y) = (2,3) + 2'vy + y'va.

Tésséa 2’ ja iy ovat uudet koordinaatit, jotka liittyvit puoliakseleihin. Uusi piste
(z,y) on ellipsissi, jos se toteuttaa ellipsin perusyhtélon, jossa puoliakselien pituudet
ovat 3 ja 5.

Lasketaan 2’ ja y' sisidtulojen avulla seuraavasti: (x — 2,y — 3) = 2'vy + y'va.
Ratkaistaan ensin x:
(x=2,y=3)-vi=(@'Vi+y'va) -1
(x—2,y—3)-vy =21

2 -1 ,
(m—2)-ﬁ+(y—3)-%:x
2:13—y—1:$,

V5
Vo' =2z —y—1

Ratkaistaan samalla tavalla 3’
(x—2,y—3)-va = (2'vi +9'Vva) - vo
(r=2,y=3)-va=y

1 2
($—2)'%+(ZJ—3)'EIQ
:c—|—2y—8: ,

V5
VoY =z 42y —8

o : o N R
Sijoitetaan saadut z’ ja y' ellipsin yhtéloon %- + %= = 1:

(290—1/—1)2 <x+2y—8)2

V5
=1
* 25

Kun tama lasketaan auki, saadaan ellipsin lopulliseksi yhtaloksi:

(2r—y—1) (z+2y—8)? _
45 125 N

Jos tdma halutaan vield muuttaa toisen asteen yleiseen muotoon, saadaan ellip-
sin yht#loksi 1092% — 64y + 61y? — 244x — 238y — 524 = 0.
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. e z—y=1)2 | (z4+2y-8)>
Kuva 8: Ellipsi “=——~ 4 = =1

6 Yhteenveto

Tutkielmassa on kisitelty surkastumattomien kartioleikkauksien padakseliongelmaa
tasossa. Tutkielman esimerkeissé on hyodynnetty ainoastaan ellipsejé ja hyperbeleja,
mutta kiytetyt menetelmét soveltuvat kaikille surkastumattomille kartioleikkauksil-
le, ellipsille, hyperbelille ja paraabelille. Néille esitettiin yleinen toisen asteen yhtalo
az? + by +b cy? +dx + ey + f = 0 seki sen matriisiesitys
[.T y] [Z z] [ﬂ + [d e} B} + f =0, joita hyodynnettiin laskemisessa.

2

Néiden matemaattisten menetelmien liséksi tehtévissda on hyodynnetty matriisie-
sityksen ominaisarvoja seké -vektoreita. Péadakseliongelman liséksi tutkielman vii-
meisessa luvussa késiteltiin kddnteistd ongelmaa, jossa geometriset ominaisuudet
olivat tiedossa, mutta yhtald piti muodostaa itse.

Tutkielman ja aineistojen pohjalta voidaan nahda, ettd pédakseliongelman mu-
kaan symmetrisen matriisin ominaisarvot ja -vektorit mahdollistavat koordinaatis-
ton muunnoksen. Nédiden menetelmien avulla toisen asteen yhtélo saadaan diago-
naalimuotoon, jolloin ristitermit eliminoituvat. Ta4ma on hyvin keskeisté silloin, kun
halutaa tunnistaa kartioleikkauksen tyyppi sekd niiden geometrisia ominaisuuksia,
kuten keskipiste tai puoliakselien pituudet.

Tutkielmassa kéytiin lapi esimerkkejé kiertyneista ja/tai suuntaissiirtyneisté kar-
tioleikkauksista soveltaen menetelmia. Tutkimatta jai tilanne, jossa kdyra ei ole kier-
tynyt eikd suuntaissiirtynyt, silld sen késitteleminen ei ollut oleellista padakselion-
gelman kannalta.

Tutkielman péaatavoitte on toimia oppimateriaalina lukion erikoiskursseille. Saa-
duilla tuloksilla ja menetelmill& halutaan korostaa sité, ettd matriisilaskenta ja ana-
lyyttinen geometria tarjoavat jo lukiossa tehokkaita menetelmid monimutkaistenkin
kayrien tulkitsemiseen.
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