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Téssé tutkielmassa tarkastellaan keskeisen raja-arvolauseen soveltamista aikasarja-ana-
lyyseissa tilanteissa, joissa klassisen keskeisen raja-arvolauseen riippumattomuusoletus
ei pade. Tarkastelu kohdistuu stationaarisiin AR-, MA- ja ARMA-malleihin, seké ta-
pauksiin joissa mallien parametrit ovat lahelld stationaarisuuden raja-arvoa. Menetel-
mind kaytetdadn teoreettista analyysid ja simulaatiokokeita, joissa arvioidaan asymp-
toottisiin tuloksiin perustuvien luottamusvélien peittotodenndkoisyyksia eri otoksilla
ja parametrivalinnoilla.

Tulokset osoittavat, ettd keskeinen raja-arvolause pétee stationaarisissa aikasarjamal-
leissa myos riippuvuuden vallitessa. Télloin luottamusvélien peittotodennékoisyydet 14-
hestyvéat nimellistasoa otoskoon kasvaessa. MA- ja ARMA-mallit tuottavat suhteellisen
hyvia tuloksia jo pienilla otoksilla, edellyttaen etta kadntyvyys- ja stationaarisuusehdot
tayttyvit. Sen sijaan autoregressiivisissa malleissa tulokset ovat herkkid parametrien
arvoille stationaarisuuden raja-arvon laheisyydessa, mikéd heikentdé peittotodennakoi-
syyksié pienilla otoksilla.

Avainsanat: keskeinen raja-arvolause, aikasarja-analyysi, ARMA-mallit, stationaari-
suus, kdantyvyys.
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1 Johdanto

Téssd tutkielmassa tarkastellaan keskeisen raja-arvolauseen (KRL) soveltamista aika-
sarja-analyysiin. Tarkastelun kohteena ovat yleisesti kiytetyt aikasarjamallit AR(p),
MA(q) ja ARMA(p, q), jotka alan kirjallisuudessa tyypillisesti esitetdén perustapauk-
sina ennen siirtymistd monimutkaisempiin malleihin. Néiden mallien avulla voidaan
havainnollistaa KRL:n keskeiset edellytykset ja vaikutukset selkeésti, ilman ettd moni-
mutkaisemmat rakenteet hamértaisivét liikaa ilmion olennaisia piirteitd. Téssa mielessé
ne toimivat luontevana ladhtokohtana analyysille.

Perinteinen keskeinen raja-arvolause edellyttad, ettd havaintomuuttujat ovat toi-
sistaan riippumattomia ja samoin jakautuneita. Aikasarjoissa riippumattomuusoletus
ei kuitenkaan péade, silld havainnot ovat ajallisesti riippuvia. T&ll6in havaintojen va-
linen yhteisvaihtelu vaikuttaa keskiarvon varianssiin ja siten asymptoottisten approk-
simaatioiden toimivuuteen. TyoOssé pyritddn tarjoamaan intuitiivinen ja teoreettinen
ymmarrys siitd, miten keskeinen raja-arvolause toimii erityisesti stationaarisissa aika-
sarjamalleissa.

Tyo6 alkaa historiaosuudella, jossa kasitellddn asymptoottisten menetelmien ja kes-
keisen raja-arvolauseen kehitykseen keskeisesti vaikuttaneita henkil6ité, seké aikasarja-
analyysin varhaisia kehitysvaiheita. Henkilovalinnat on rajattu tyon laajuus huomioon
ottaen matemaatikoihin ja tilastotieteilijoihin, jotka ovat olleet keskeisessé roolissa me-
netelmien kehityksessa.

Teoriaosuudessa tarkastellaan keskeisen raja-arvolauseen roolia aikasarjamalleissa
ja havainnollistetaan sen soveltuvuutta stationaarisissa prosesseissa. Teoreettisia tu-
loksia tdydennetddn visuaalisilla esimerkeilld, joissa normaalijakauma toimii asymp-
toottisena approksimaationa. Visualisoinnit perustuvat erilaisiin parametrivalintoihin,
mutta niissid odotusarvo ja varianssi pidetiin vakioina arvoissa u = 0 ja 0% = 1.

Tyon simulaatio-osiossa puolestaan teoriaosuudessa johdettuja tuloksia tarkastel-
laan yksityiskohtaisemmin 95 %:n luottamusvélien peittotodennakoisyyksien avulla
useilla eri parametrikokoonpanoilla ja variansseilla. 95 %:n luottamusvélit muodos-
tetaan hyodyntamalld mallien asymptoottisesta varianssista saatua keskihajontaa. Si-
mulaatioiden tavoitteena on analysoida mallien kiyttaytymista otoskoon kasvaessa, eli
tilanteessa jossa n — 00, sekd arvioida, missa maéaarin luottamusvalien peittotoden-
nakoisyydet ldhestyvat nimellistasoa 0.95. Simulaatioissa tarkastellaan myos tilantei-
ta, joissa normaaliapproksimaatio ei ole riittavéan tarkka, esimerkiksi pienen otoskoon
vuoksi, liikuttaessa ldhella epéstationaarisuuden raja-arvoa 1, tai kidntyvyysehdon rik-
koutuessa.

Tutkielman laadinnassa on hyodynnetty ChatGPT-tekodlytyokalua (versiot GPT-
3.5 ja GPT-4.0 ) tiedonhakuun ja alustavan tekstin hahmotteluun.



2 Merkinnoista

Tyossa yleisesti kiytettyja merkintojéa

X, = =37, X;: Otoskeskiarvo
= E(X,): Stationaarisen prosessin odotusarvo

0? = Var(X;): Prosessin varianssi

N(0,0?): Normaalijakauma, jonka odotusarvo 0 ja varianssi o>

n: Otoskoko

e¢: Valkoisen kohinan termi/ virhetermi hetkelld ¢

g; ~ N(0,0?): Normaalijakautunut virhetermi

X, tarkasteltavan aikasarjaprosessin arvo hetkella ¢

¢;: AR(p)-prosessin autoregressiivinen kerroin, jossa p on AR-prosessin kertaluku

0;: MA(q)-prosessin kerroin, jossa ¢ on MA-prosessin kertaluku

n — oo: Otoskoko lahestyy ddretonta
4. Suppeneminen jakaumamielessé (eng. In distribution)
%y Lahestyminen todenniikéisyysmielessé (eng. Convergence in probability)

Yo &0, kun n — oo: Satunnaismuuttuja lihestyy todennikoisyydessi kohti
nollaa, kun otoskoko lahestyy ddretontéa

~i: Autokovarianssi viiveelld k
pr: Autokorrelaatio viiveelld k
Var asymp: Asymptoottinen varianssi

i.i.d. Riippumaton ja samoin jakautunut satunnaismuuttuja (eng. Independent
and identically distributed)

Y; ~ii.d. N(0,1), jossa Y;:t ovat normaalijakautuneita i.i.d satunnaismuuttujia
odotusarvolla p = 0 ja varianssilla 02 = 1.



3 Keskeisen raja-arvolauseen kehitykseen vaikuttanei-
ta henkiloita

Todennékéisyyslaskennan ja keskeisen raja-arvolauseen (KRL) kehityshistoriassa erds
keskeinen linja kulkee yksittaisten epavarmojen tapahtumien tarkastelusta kohti suur-
ten joukkojen ennustettavaa kiayttaytymistd. Varhaisimmat tutkijat, kuten Jacob Ber-
noulli ja Abraham de Moivre, keskittyivit usein yksittéisiin tilanteisiin, esimerkiksi
peleihin, vakuutuslaskelmiin tai yksittaisiin kokeisiin, seké niihin liittyvien todennakoi-
syyksien maarittamiseen. Téllaiset tilanteet olivat konkreettisia, rajattuja. Vahitellen
kuitenkin huomattiin, ettd suurten lukumaéarien kautta alkaa paljastua sdannénmukai-
suutta. Yksittdinen tapahtuma voi olla satunnainen ja arvaamaton, mutta tuhansien
vastaavien tapahtumien kokonaisuus alkaa noudattaa yleisid lainalaisuuksia. Tama oi-
vallus johti keskeisen raja-arvolauseen (KRL) (eng. Central Limit Theorem) muotoutu-
miseen ja tulokseen, josta tuli yksi todennékoisyyslaskennan ja tilastotieteen peruspi-
lareista. Seuraavissa osioissa tarkastellaan asymptoottisten menetelmien ja KRL:n ke-
hityskaarta varhaisten ajattelijoiden, kuten Bernoullin, de Moivren ja Laplacen myota.

Keskeisen raja-arvolauseen historia on monivaiheinen ja siihen liittyy suuri jouk-
ko henkil6itd ja tapahtumia. Téassa tyossa keskitytdan kuitenkin niihin keskeisimpiin
kehityslinjoihin ja henkil6ihin, joiden kautta aihe voidaan esittdd mahdollisimman ym-
marrettavisti tdméan tyon rajojen puitteissa. Vaikka esimerkiksi Carl Friedrich Gaus-
sin (1777-1855) rooli normaalijakauman kehittédjand on merkittavé ja normaalijakauma
liittyy olennaisesti KRL:44n, keskityn ensisijaisesti niihin matemaatikoihin, jotka tut-
kivat suoremmin asymptoottisia tuloksia ja vaikuttivat keskeisimmin lauseen syntyyn.
Moni muukin merkittava tutkija, kuten Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), olisi ol-
lut mahdollinen tarkastelun kohde, mutta valintani pyrkivit rakentamaan loogisesti
etenevan ja sisallollisesti yhtenaisen kokonaisuuden.

Osiossa 3.2 siirrytddn tarkastelemaan aikasarja-analyysejia KRL:n nadkokulmasta
ja siina keskitytadan aikasarja-analyysien kehityksen alkuun. Tarkastelu keskittyy Karl
Pearsonin ja Udny Yulen varhaisiin kontribuutioihin. Liséksi késitelladn suomalaisen
Leo Torngvistin asymptoottista sovellusta hénen teoksessaan Aikasarjojen analyysi ja
ennustaminen (1974), joka pohjautuu Herman Woldin esimerkkiin. Osiossa pyritdén
tuomaan esiin kuinka asymptoottiset menetelmét ja keskeinen raja-arvolause loivat ti-
lastolliselle ajattelulle teoreettisen perustan, jonka varaan myos aikasarja-analyysien
myohempi kehitys osaltaan rakentui. Aikasarja-analyysien synty sai kuitenkin alkunsa
ennen kaikkea soveltavista tarpeista, erityisesti talouden ja fysiikan aloilla. Historiao-
suuden paattda osio 3.3, jossa esitellddn suomalainen matemaatikko Jarl Waldemar
Lindeberg, joka tunnetaan KRL:n merkittédvana tutkijana ja kehittajana.



3.1 Asymptoottisten menetelmien pioneerit 1700-1827 luvuilla
3.1.1 Jacob Bernoulli

Kuva 1: Jacob Bernoulli [27].

Jacob Bernoulli (1654-1705) kuului kuuluisaan sveitsildiseen Bernoullin matemaatik-
kosukuun, josta nousi useita aikansa merkittdvimpia tutkijoita. Hén loi perustan to-
dennékoisyyslaskennan kasitteelliselle rakenteelle ja han pyrki luomaan systemaattisen
ja loogisesti johdonmukaisen teorian epédvarmuudesta. Sellaisen, joka voisi tukea paa-
toksentekoa tilanteissa, joissa varmuutta ei ole tarjolla. Jacob Bernoulli oli tiedon etsija
maailmassa, jossa varmuus oli harvinaista. Han jatti jalkeensd ndkemyksen siita, mité
tarkoittaa tehda jarkeviad paatoksid epavarmoissa tilanteissa.

Bernoulli tyoskenteli vuosien ajan pédteoksensa Ars Conjectandi parissa. Hén ei
kuitenkaan ehtinyt saattaa kirjaa valmiiksi ennen kuolemaansa, ja se julkaistiin pos-
tuumisti vuonna 1713 [/37]. Ars Conjectandi oli uraauurtava monella tapaa. Se sisélsi
niin peliteoreettisia analyyseja kuin syvéllisen pohdinnan todennédkoisyyden luontees-
ta. Kirjan lopusta loytyy Bernoullin tunnetuin perinto, niin sanottu suurten lukujen
laki, joka osoitti, ettd toistettujen satunnaiskokeiden suhteelliset frekvenssit ldhestyvat
pitkilla aikavililld vastaavia teoreettisia todennékoisyyksia (/17], s. 225). Han esitti
muodollisesti, ettéd jos suoritetaan suuri méaéra riippumattomia kokeita, joiden onnis-
tumistodennéakéisyys on p, ja h,, on onnistumisten suhteellinen frekvenssi, niin

P{lh, —p|<e}>1-§ Ve,0 >0 kun n > n(p,ed),

miké tarkoittaa, etté ero |h, —p| on pienempi kuin € mielivaltaisen pienelld todennékoi-
syydelld, kunhan n on tarpeeksi suuri. Téméa matemaattinen tulos tunnetaan suurten
lukujen lakina ja se muodostaa keskeisen perusperiaatteen tilastollisessa arvioinnis-
sa. Myohemmin De Moivre puolestaan kehitti téitd ideaa ja esitti tarkempia laskelmia
ja approksimaatioita, jotka paransivat Bernoullin alkuperaistd arviota. Hénen tyon-
sd pohjautui Bernoullin lauseen vahvistamiseen ja tarkentamiseen erityisesti suurten
n-arvojen osalta (/14/, s. 14).



Bernoulli ei kuitenkaan tyytynyt pelkkiin asymptoottisiin tuloksiin. Han halusi tie-
tad konkreettisesti, kuinka suuri otoskoko n tarvitaan, jotta suhteellinen frekvenssi on
halutun etéisyyden sisélla todennakoisyydella 1 — . Vaikka hén ei esittdnyt eksaktia
kaavaa nykyisessd muodossa, hidnen tavoitteensa oli selvésti sama, eli asettaa alaraja
otoskoolle niin, ettd saavutetaan ennalta maaréatty tarkkuus (/17/, s. 264). Tata hén
lahestyi esimerkein, kuten vertaamalla 3000 valkoisen ja 2000 mustan kiven suhteita
otettuihin otoksiin ja arvioimalla, kuinka suurella méaaralla havaintoja voidaan saavut-
taa varmuus tuloksen luotettavuudesta ([35/, s. 13-14).

Bernoullin lauseen alkuperdinen muoto on luonteeltaan asymptoottinen ja perustuu
logaritmisiin funktioihin, kuten Hald (/17/, s. 264) esittdd seuraavasti

Py > c(lf:g%’ jossa c(k) = c(r, s, k) A c(s,r, k)
ja
1 1
Inc(r,s, k) = krt ) +s lnr—{_ —lIn(s —1).
r+s+1 r

Koska In ¢(r, s, k) on lineaarinen funktio k:std, Hald toteaa, ettd &drimmaéisten poik-
keamien todennakoisyys laskee vihintddn eksponentiaalisesti, kun k& — oo. Tdmén
pohjalta Hald esittdd Bernoullin lauseen modernissa notaatiossa seuraavilla annetuilla
arvoilla p, e > 0 ja ¢ > 0, josta seuraa

c
Pm€>— k > IS \ 1y < &)
o1 Kun n > n(p,e,c) Vn(q,e,c)

jossa

_ In [C(Q*E)}
(1+e)m—gq S e

elpt+e) - m[w} 7
p

ja n, m ovat pienimmaét positiiviset kokonaisluvut, jotka tayttavit namé epéayhtilot.
Tésséd P, tarkoittaa todennékoisyytté, ettd onnistumisten osuus k/n poikkeaa arvosta
p enintddn e, jossa k on onnistumisten lukuméara n toistossa.

Bernoulli kutsui lahestymistapaansa "arvailun taidoksi" (lat. Ars conjectandi, eng.
The Art of Conjecturing) ja niki sen jarkevana keinona toimia tilanteissa, joissa tdysi
varmuus on saavuttamaton. Han kirjoitti, ettd tavoitteena on loytda toimintatapa,
joka on parempi ja varmempi silloin, kun téydellista tietoa ei ole saatavilla (/35], s.
5), ([7], s. 213). Liséksi Bernoulli tarkasteli todennékoisyyksié, jotka nykyisin esitetédén
binomijakauman muodossa

n(p,e,c) >

P(k onnistumista) = <Z)pk(1 —p)"

ja osoitti, kuinka onnistumisten jakauma kasaantuu keskiarvon ympaérille. Hén esimer-
kiksi pohti moraalisen varmuuden kasitetté, eli kuinka suuri todennékoisyys on riittéava,
jotta voimme luottaa tulokseen. Tata hén tarkasteli ylla mainitun kiviesimerkin yhtey-
dessé konkreettisesti laskemalla, kuinka epatodennékoisia tietyt havainnot olisivat, jos
perusoletus olisi tosi. Kirjassaan Ars conjectandi hin lihestyy asiaa seuraavasti

301 & 299 . 3001 2999

tal tal...

200 200 2000 2000
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([35],s. 13-14), (/7], s. 226). Taustalla on oletus, ettd mitd suuremmista luvuista on ky-
symys, sitd vihemman todennékoista on, etta kyseessé on sattuma. Tama havainnollisti
hénen keskeista viitettdan siitd, ettd minké tahansa annetun todennékéisyyden suh-
teen on todennékoisempéad, ettd usein toistetuilla kokeilla ja suurella otoskoolla saatu
suhteellinen frekvenssi osuu ennalta asetettujen rajojen sisdén, kuin niiden ulkopuolel-
le. Toisin sanoen, kun havaintojen méara n kasvaa, havaittu osuus ldhestyy todellista
suhdetta niin, ettd suhteellinen poikkeama kay yhé epatodennakodisemmaksi. Tama liit-
tyi suurten lukujen lain pohdintaan, joka sanoo, ettd mitd enemmén havaintoja on, sita
lahempéana suhteelliset todennékoisyydet ovat todellisia teoreettisia todennakdisyyksia.
Auki laskettuna dskeinen pohdinta antaa

301 299 . 3001 2999

500 = 1.505 & 500 = 1.495 tai 5000 — 1.501 & 5000 — 1.4995.
Tamé osoittaa, ettd pienilla otoksilla tulos voi vaihdella huomattavasti, koska sattu-
man vaikutus on suurempi. Suuremmilla otoksilla tulokset alkavat ldhestyd todenné-
koisyyksié, jotka olisivat olleet teoreettisesti odotettavissa, ja ero on talléin pienempi.
Nain ollen suuret otoskoot tarjoavat luotettavampia arvioita. Kuitenkin voi huoma-

ta, ettd satunnaisvaihtelun vaikutus ei katoa taysin edes suurilla otoksilla. Esimerkiksi

suhde 3001
—— = 1.501
2000
on edelleen hieman etéalla siitd, mité olisi odotettavissa tilanteessa, jossa populaatiossa

on 3000 valkoista ja 2000 mustaa kived. Téassa tapauksessa populaation koko on
N = 3000 + 2000 = 5000,

jolloin todennékoisyydet saada valkoinen tai musta kivi satunnaisessa nostossa ovat

3000
5000

2000

P(valkoinen) = 5000 —

0.6, P(musta) =

Néiden todennékoisyyksien suhde on

P(valkoinen) 0.6

= — =1.5.
P(musta) 0.4

Téamé suhde edustaa populaation sisdista rakennetta. Valkoisia kivid on 1.5 kertaa
enemméan kuin mustia. Kun populaatiosta otetaan satunnaisotanta, voidaan odottaa,
ettd otoksessa havaittava suhde valkoisten ja mustien méarien vélilla ldhestyy taté ar-
voa, mutta ei valttamétta saavuta sitd tdsmaélleen, ainakaan yksittaisessd otoksessa.
Téassé nakyy satunnaisuuden luonne. Vaikka otoskoko olisi suuri, yksittdinen otos voi
yvhé poiketa teoreettisesta todenndkdisyydestd. Kuitenkin suurilla otosméarilla nama
poikkeamat ovat harvinaisempia ja pienempia. Niin ollen ei voida odottaa tarkkaa
vastaavuutta todellisen todennékdisyyden ja otoksessa havaitun osuuden vililld, mutta
voidaan kuitenkin odottaa yhd parempaa likimaéraisyyttd otoskoon kasvaessa. Juuri
taman kaltaista ilmictéa alettiin my6hemmin ymmértad tarkemmin todennékoisyysteo-
rian kehityksen myota. Bernoullin analyysi kuvaa olennaisesti suurten lukujen lakia.
Mita enemman havaintoja tehdaén, sitd lahempéané otoksessa havaittu osuus on todel-
lista todennakoisyyttda. Mychemmin tutkijat, kuten de Moivre ja Laplace laajensivat
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tata ajatusta edelleen kehittamalld keskeisen raja-arvolauseen, joka ei ainoastaan ku-
vaa osuuksien lahestymistd odotusarvoon, vaan myos selittda millaista jakaumaa nama
keskiarvot noudattavat, kun n — oo. Normaalijakauman kehittymisen ja Gaussin' tu-
losten myo6ta voitiin tata ilmicta tutkia entistd paremmin. Néin Bernoullin varhaiset
tutkimukset muodostivat perustan koko todennakoisyysteorian myohemmélle kehityk-
selle.

Jacob Bernoulli tarkasteli myos jatkuvan kasvun ilmiotéa ja siihen liittyvaa raja-
arvoa lim,, o (1 + %)n, jonka hén esitti Ars Conjectandi -teoksessa. Vaikka hén ei
kiyttanyt nykyisin tunnettua merkintdé e eikd madrittanyt raja-arvon tarkkaa arvoa,
hén osoitti, ettd raja-arvo on olemassa ja dérellinen (/26/ s. 393). Kyseinen raja-arvo
nousi myohemmin keskeiseksi osaksi eksponenttifunktion teoriaa.

Jacob Bernoullin késitys todennékoisyydesta ei perustunut pelkastaan suhteellisiin
frekvensseihin, vaan hén korosti myos rationaalisen péaattelyn merkitysta epavarmuu-
dessa. Talta pohjalta Bernoullista tuli modernin tilastollisen pééattelyn filosofinen esi-
kuva. Han ei tyytynyt siihen, ettd sattuma on vaistdmaéatontd, vaan pyrki ymmarta-
madn sen sadnnonmukaisuuksia ja muotoilemaan ne matemaattisen teorian muotoon.
Suurten lukujen laki, jonka Poisson? vakiinnutti vasta noin 120 vuotta mychemmin,
muodosti loogisen ldhtékohdan keskeisen raja-arvolauseen myohemmalle kehitykselle,
kun tutkijat alkoivat jarjestelmaéllisesti tutkimaan otoskeskiarvon kayttaytymistéa ja
pyrkivit yha yleisempiin tuloksiin, sekéd kehittdméan menetelmia, jotka laajensivat ja
yleistivit Bernoullin alkuperéisid tuloksia.

! Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) oli saksalainen matemaatikko, tihtitieteiliji ja fyysikko,
joka tunnetaan erityisesti Gaussin kdyrén, eli normaalijakauman kehitt&djana.

2Simeon Denis Poisson (1781-1840) oli ranskalainen matemaatikko joka kehitti Poissonin-
jakauman.



3.1.2 Abraham de Moivre

Kuva 2: Abraham de Moivre [36].

Abraham de Moivre (1667-1754) oli ranskalainen todennékoisyyslaskentaan erikoistu-
nut matemaatikko, joka vaikutti 1700-luvun alussa. Hanen tyonsa vaikuttivat perusta-
vanlaatuisesti todennékdisyyslaskennan kehittymiseen tieteelliseksi menetelméksi.

De Moivren tarina alkaa Ranskasta, mutta hdnen matemaattinen uransa rakentui
Englannissa, jonne hin pakeni hugenottina® uskonnollista vainoa. TAmé ulkopuolisuu-
den kokemus nékyy kenties rivien vélistd my6s hénen tyossidén, silla jarjestelméssa,
jossa epavarmuus hallitsee, etsitddn kaavaa ja sddnnonmukaisuutta (/17/, s. 397). Erés
hénen tunnetuimmista saavutuksistaan on teos The Doctrine of Chances [12] (Suom.
Todennékoisyyden oppi), joka ilmestyi ensimmaéisen kerran vuonna 1718. De Moivre
pyrki tuomaan systematiikkaa ja menetelmaéllista selkeytta todennédkoisyyslaskentaan,
jotta se olisi kaikkien helposti késiteltavissd. Han siis pyrki luomaan kiytannonlédhei-
syytté aiheeseen (/17], s. 404). Yksi teoksen keskeisistd oivalluksista liittyy todenné-
koisyyden méarittelyyn suhteena suotuisten tapahtumien ja kaikkien mahdollisten ta-
pahtumien vélilla. De Moivre kirjoittaa

"The Probability of an FEvent is greater or less, according to the number of Chances
by which it may happen, compared with the whole number of Chances by which it may
either happen or fail." ([12], s. 1).

Sivulla 2 hén pohtii klassista tapausta mahdollisuuksien méarésté, jolloin tapahtuma
voi toteutua, tai mahdollisuuksien méaarasta, jolloin se voi joko tapahtua tai epdonnis-
tua. Taman voi kiteyttdd muodollisesti

jossa m on suotuisten ja n kaikkien mahdollisten tulosten mé&ara. De Moivre kirjoittaa

3Hugenotit olivat ranskalaisia protestantteja, jotka joutuivat vainojen kohteeksi vuosina (1562 -
1764).



"If upon the happening of an event, I be intitled to a sum of money, my expectation of
obtaining that sum has a determinate value before the happening of the event. Thus, if
I am to have 10% in case of the happening of an event which has an equal probability of
happening and failing, my expectation before the happening of the event is worth 5% : for
I am precisely in the same circumstances as he who at an equal play ventures 5 either
to have 10, or to lose his 5. Now he who ventures 5 at an equal play, is possessor of
5% before the decision of the play." ([12], s. 2).

Téssé voiton odotusarvon ennen pelid voisi esittdd muodossa E(X) = p-24+0-(1—p) =
p-x =0.5-10 = 5, jossa p on tapahtuman todennékoisyys ja x sen tuottama voitto.
Téassé han siis esitti odotusarvon késitteen kyseiselle tapahtumalle.

Tama viitekehys ei jadnyt vain pelipoydén dareen. De Moivren ajattelu laajeni my6s
vakuutusmatematiikkaan ja elinkorkojen arviointiin (/17/, s. 508-515). De Moivre myos
késittelee sattuman ja suunnitelman erottamista toisistaan, erityisesti matemaattisen
todennakoisyyden avulla. Hén esittdéd esimerkin korttipelistd, jossa arvioidaan, onko
korttien jarjestys sattumaa vai suunnitelman tulosta. Tamén pohjalta han kehitti kaa-
voja, jotka mahdollistavat sattuman ja suunnitelman erottamisen laskennallisesti ja
todennikdisyyksien perusteella (/12/, s. v—vi). De Moivre kiiytti Stirlingin* kaavan li-
kimé&araistd muotoa muodostaakseen laskentatavan binomitodennékoisyyksille suurilla
otosmaéarilld, jonka Stirling oli hénelle toimittanut yksityisesti. Tdméa mahdollisti sen,
ettd binomijakaumaa voitiin lahestya eksponenttifunktion avulla tavalla, joka myohem-
min tunnistettiin normaalijakauman esimuodoksi (/17/, s. 470-492).

Erityisen havainnollinen esimerkki tasta 16ytyy The Doctrine of Chances -teoksen
sivuilta 245-249, jonka sivut 245-246 esitetddn kuvassa 3, de Moivre tarkastelee ta-
pausta, jonka otoskoko on (n = 3600). Kokeen odotettujen onnistumisten mééra on
(n/2 = 1800). Han méiérittelee tarkasteluvélin puolikkaan arvoksi (1/n/2 = 30), jolloin
odotetun arvon ympérille sijoittuva koko vélin leveys on (2 - y/n/2 = 60). Hian tut-
kii todennékoisyyttd tapahtumalle, joka sijoittuu vélille [1770,1830]. Vilit hin laskee
kiyttden seuraavia kaavoja % “n — % -yv/n = 1770 ja % “n+ % -y/n = 1830. De Moivren
mukaan téllaisen poikkeaman todennékoisyys on noin 0.682688. Kyseiseen lukemaan
hén péatyi analysoimalla binomijakauman keskimmaéisten termien logaritmisia etéi-
syyksia ([12] s. 245), joista hén sai laskelmien perusteella summaksi 0.341344. Koska
tdmé on vain todennakoisyys yhdelle puolelle, saadaan koko vilin todennéakéisyydeksi
2-0.341344 = 0,682688. Tamén hén perusteli silld, ettd tapahtuma, jolla on yhta suuri
todennéakoisyys tapahtua tai jaada tapahtumatta, ei ilmene useammin kuin % ‘n+ % /n
kertaa, eikd harvemmin kuin % -n — % - y/n kertaa. Talloin tapahtuma esiintyy valilla
[1770,1830] todennékdisyydelld P(X € 1-n=+1-./n) = 0.682688 ja vilin ulkopuoliset
tulokset 1 — P(1770 < X < 1830) = 0.317312 muodostavat loput todennékoisyydesté.

4James Stirling (1692-1770) oli skotlantilainen matemaatikko, joka tunnetaan Stirlingin approksi-
maatiosta.
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CoroLLARrY 1. times, nor more rarcly than J—‘u—l times, may be found as fol-
This being admitted, I conclude, that if  or -';ﬂ be a Quantity lws
infinitely great, then the Logarithm of the Ratio, which a Term : lly di both fides of
diftant from the middle by the Interval 4, hasto the middle Term, is Let L and L be two Terms equally diftant on
e the middle Term of the Binomial 1 4= 1M~ expanded, by an Inter-
— val equal to /; letallo / be the Sum of the Terms included between
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—inte/ — — +—,,‘%—~—5577+%—%m, &c. _ And therefore, if it was poffible to take an infinite number of
Let now / be fuppofed =s+/7, then the faid Sum will be ex- Experiments, the Probability that an Event wh,mh has an equal
preficd by the Series ! number of Chances to happen or fail, fhall neither appear lmm’e
o . ] ' 0 Fab
- intaf——;;- 45 -:—:'; = —:‘—f-;- L z'ffg — &, frequently than <# 4= =+ # times, nor more rarely than o
Moreover, if /be interpreted by L, then the Series will become Lntimes, will be expreffed by the double Sum of the number
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which converges fo faft, that by help of no more than feven or
eight Terms, the Sum required may be carried to fix or feven places
of Decimals: Now that Sum will be found to be 0.427812, inde-

pendently from the common Multiplicator ‘J_" and therefore to

pening more frequently or more rarely than in the proportion above
affigned will be 0.317312, thofe two Probabilities together com-
pleating Unity, which is the meafure of Certainty: Now the Ratio

A of thofe Prebabilitics is in fmall Terms 28 to 13 very near.
the Tabular Logarithm of 0.427812, which is 9.6312529, adding

the Logarithm of —~, viz. 9.9519400, the Sum will be 195331929, COROLLARY 4.
to which anfiers the number 0.341344. But altho' the taking an infinite number of Experiments be not
3 practicable, yet the preceding Conclufions may very well be applied
e i bers, provided they be great: for Inftance, if 3600 Ex-
If an Event be fo dependent on Chance, as that the Probabilities of G provi Y L » 3

. 1 . e
its happening or failing be equal, and that a certain given number » peniments be taken, make n = 3600, hence " will be = 1800,
of Experiments be taken to obferve how often it happens and- fails,

~Jn= 2 P ili Event's ncither
and alfo that / be another given number, lefs than %n, then the Pro- and z Vn =30, then “the | robability of the L "

appearing oftner than 1830 times, nor more rarely than 1770,

bability of its ncither happening more frequently than —» 4/ will be ©.682688

times,,

Kuva 3: Abraham de Moivren laskelma kirjasta The Doctrine of Chances, sivut
245-246.

Tama on vaikuttava osoitus siité, kuinka de Moivre pystyi antamaan likiméaraisia mut-
ta tarkkoja arvioita todennakdisyyksisté suurilla otosmaarilla. Vaikka hén ei vield kéyt-
tdnyt normaalijakauman késitettd muodollisesti, eikéd hénelld ollut standardinormaali-
jakauman taulukoita kaytettévissa, niin hdnen menetelmissdén nakyy jo intuitiivinen
ymmarrys siitd, miten suuret otoskoot johtavat tulosten keskittymiseen odotusarvon
ympaérille. Téma on juuri se ilmi6, joka myohemmin muodollistettiin keskeisessa raja-
arvolauseessa.

3.1.3 Klassisen KRL:n soveltaminen de Moivren esimerkkiin

Myohemmin osiossa 4 esitetddn tarkemmin KRL:n perusmuoto. Téssa vaiheessa voi-
daan kuitenkin havainnollistaa, kuinka se soveltuisi de Moivren esimerkkiin. KRL:n mu-
kaan, toisistaan riippumattomien ja samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien otos-
keskiarvot alkavat lahestya normaalijakaumaa otoskoon kasvaessa. Lause voidaan esit-
tda muodossa

V(X —p)/o 4 N(0,1), kun n — oc.

Tarkastellaan ylla kasiteltya tilannetta, jossa de Moivre suoritti n = 3600 Bernoulli-
koetta onnistumistodennakéisyydella p = 0.5. Esimerkissa kdytettavat parametrit ovat
odotusarvo g = n - p = 1800 ja keskihajonta ¢ = y/n-p(1 —p) = 30. De Moivre
tarkasteli valid

[1800 — 30, 1800 + 30] = [1770, 1830],
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eli poikkeamaa £3 - \/n. Tdmé vastaa suhteellista vilid

_ 1770 1830
Xe |0 o,
3600" 3600

Lasketaan standardoitu muuttuja, joka kayttéda keskeisen raja-arvolauseen perusperi-
aatteita, eli se nayttda, kuinka otoskeskiarvon jakauma ldhestyy normaalijakaumaa,
kun otoskoko kasvaa. Téssé on otettu huomioon myés otoskoko n ja populaation keski-
hajonta o, jotta voidaan standardoida otoskeskiarvo ja verrata sitd standardinormaa-
lijakaumaan.

_X—,u_X—O.S

2= T n = 0560

= 120(X — 0.5).

Koska aiemmin tarkasteltu véli [1770,1830] vastaa suhteellisia osuuksia [%, %},

sijoitetaan naméa luvut standardointikaavaan, jolloin vélin paéatepisteiksi saadaan

1770 1830
120~ _05) = =1 ja 120(—— —05) =1.
0 (3600 ()5) Ja 120 (3600 ()5)

Talloin normaalijakauman kertyméfunktion avulla puolestaan saadaan tulokseksi
P(-1<Z<1)=®(1.0) — &(—1.0) = 0.8413447 — 0.1586553 = 0, 682689,

joka vastaa ldhes tdsmaélleen de Moivren mainitsemaa arviota 0.682688. Tamé osoit-
taa, kuinka hanen intuitiivisesti maaritteleméansa véali ennakoi tarkasti normaalijakau-
man symmetriaa. Vaikka de Moivre ei tuntenut normaalijakaumaa muodollisesti, hdnen
analyysinsd kuvasi sen ominaisuuksia poikkeuksellisen tarkasti jo 1700-luvulla.

Lasketun todennakdéisyyden havainnollistamiseksi tehtiin liséksi simulaatio, joka esi-
tetdan kuvassa 4. Tassa toistettiin 10000 kertaa 3600 Bernoulli-koetta ja laskettiin,
kuinka moni otoskeskiarvo X osui vilille [%, %}. Simuloitu osuus oli 0, 682689, eli
tdsmalleen sama kuin saatu teoreettinen arvo. Tamé tukee hyvin KRL:n soveltuvuut-
ta de Moivren tilanteeseen ja osoittaa, kuinka kayténnon simulaatiot ja teoreettinen
laskenta tukevat toisiaan.

Kuvassa 4 harmaan histogrammin paélle piirretyt katkoviivat nayttavit suhteelli-
set valit otoskeskiarvon jakaumasta. Témén véalin rajat on laskettu suhteellisesti on-
nistumismadérille ja harmaa kuvaaja havainnollistaa, kuinka otoskeskiarvot jakaantuvat

suhteellisiin osuuksiin [%, %}. Oranssi kuvaaja néyttéia vastaavat Z-arvot, jotka on

laskettu kayttden KRL:n kaavaa Z = @ Siind standardoidut Z-arvot jakautuvat
normaalisti N(0,1), ja vili Z = —1 ja Z = 1 jakaa Z-arvojen jakauman.
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Kuva 4: De Moivren KRL-esimerkki

3.1.4 Pierre-Simon Laplace

Kuva 5: Pierre-Simon Laplace [18].

Pierre-Simon Laplace (1749-1827) oli ranskalainen matemaatikko, joka kunnostautui
erityisesti matematiikan, téhtitieteen ja todennékoisyyslaskennan aloilla. Hén jatkoi
Bernoullin ja De Moivren viitoittamaa tietd ja kehitti edelleen teoreettisia ja asymp-
toottisia menetelmia.
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Laplace syntyi Ranskassa 1750 ja vietti elaménsd ensimmadiset kuusitoista vuot-
ta Normandiassa. Hanen isdnsé halusi hénestd pappia, ja hén aloitti opiskelut Cae-
nin yliopistossa 1766 taideaineiden tiedekunnassa tarkoituksenaan suuntautua teolo-
gian opintoihin myohemmin. Kuitenkin kahden vuoden opintojen jéalkeen hén suuntasi
matematiikan opintoihin Pariisiin, jonne sai mukaansa suosituskirjeen Caenin yliopis-
ton matematiikan opettajalta. Hieman myShemmin héan aloitti matematiikan opetta-
jan tyot Ecole militaire -koulussa. Vuosien 1770- ja 1774 vélilla Laplace teki suuren
méaran merkittavia kirjoituksia téhtitieteen, matematiikan ja todennékoisyyslasken-
nan saralla, ja vain 24-vuotiaana hénet valittiin Pariisin tiedeakatemian apujaseneksi
ja myohemmin taysjédseneksi vuonna 1785. Han toimi myos politiikassa Napoleon Bona-
parten nimittéessa hianet kuudeksi viikoksi sisdministeriksi ja mychemmin kansleriksi.
Ranskan restauraation jalkeen kuningas Ludvig XVIII teki hanestd Ranskan paronin ja
myo6nsi hénelle markiisin arvonimen. Laplace asui koko loppueldménsé Pariisissa [18].

Laplace julkaisi merkittavia tahtitieteeseen suuntautuvia teoksia, minké jalkeen héan
vuonna 1805 palasi jilleen todennékoisyyslaskennan ja tilastotieteen pariin, ja kirjoit-
ti ehkd merkittdvimmaén sithen mennessa tehdyn todennékoisyyslaskentaan ja asymp-
toottisiin menetelmiin suuntautuvan teoksen Theorie Analytique des Probabilites [22],
jonka viimeinen painos lisdyksineen painettiin vuonna 1825. Han teki kirjasta myos
kansantajuisen version tieteellisen version rinnalle [18/. Kirja oli edistyksellinen monel-
la tapaa ja siind tutkittiin muun muassa otoksien kayttaytymista ja muotoa, kun niiden
koko kasvaa rajatta. Taméa ldhestymistapa muodosti perustan sille, mitd myohemmin
kutsuttiin keskeiseksi raja-arvolauseeksi. Teos jakautuu kahteen eri kirjaosioon, joiden
englanninkieliset kddnnokset on tehnyt Richard J. Pulskamp (/23]. Kirja 1) ja (/24].
Kirja 2). Erityisesti kirjassa 2 luvussa 3 "On the laws of probability, which result from
the indefinite multiplication of events" késitellddn todennakdisyyden lakien ilmenemis-
td tapahtumien toistuvan kertauksen kautta. Esimerkiksi sivulla 285 Laplace esittaa
seuraavan kaavan, jota hin kutsuu kaavaksi (o),

x+1 14+2z /222 =z

—p= = + (1)
n n nyn o on
Kaava kuvaa tilannetta, jossa tutkitaan kuinka paljon tapahtuman a esiintymiskertojen
suhteellinen osuus voi poiketa sen todennékoéisyydestéd p, jolloin se antaa rajat joiden
siséan havaittu suhteellinen osuus todennéakoisesti jaa,

t 2z’ n z

nyn - on’

+

jossa

2z 222
m:n\/QP(l—P)Jrg(l—?P)—ﬁ-

Rajojen vili on suuruusluokkaa \/Lﬁ, ja se pienenee n:n kasvaessa, eli kun n — oo.
Téama tulos on pitkdn laskelman lopputulos Laplacen teoksesta (/22] s. 280-285),
jossa han kehittda binomijakaumaan perustuvaa approksimaatiota. Laplace huomaut-
taa, ettd suurilla otoksilla tapahtumien suhteellinen esiintyvyys pysyy annettujen rajo-
jen sisdlla. Tama oli merkittava havainto, silla normaalijakauman késite ei tuolloin ol-
lut vield vakiintunut, mutta Laplacen laskelmat ennakoivat keskeisen raja-arvolauseen

ideaa, jossa binomijakauma ldhestyy suurilla otoksilla normaalijakaumaa.
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Esimerkkind han antaa tapauksen, jossa poikien ja tyttojen syntyvyyksien suhde
on pojille 18 ja tytaille 17. Vuodessa on syntynyt yhteensa n = 14000 lasta. Han haluaa
arvioida todennékoisyytté sille, ettd poikien syntymien maéra jaa valille [7037 — 7363].

Téssé poikien todennékdisyys on p = =52 = 32 ja tyttojen 1 —p = 1 — o = o

17+18 — 35
Poikien odotettu méird = p-n = % - 14000 = 7200 ja tyttojen odotettu maara
a' = (1—p)-n=(3) 14000 = 6800. Téssé hén antaa poikkeamaksi luvun [ = 163,
joka saadaan laskemalla | = ””TH —p-n = 163. Seuraavassa kaavassa myos z = 163 ja
t= \/%7 = 0.008451543. Sijoittamalla ndmé arvot kaavaan (1) saadaan poikien havaitun

ja teoreettisen osuuden eron vilille

7200+163 18  1+163  0.008451543 - v/2 - 7200 - 6800 n 163
14000 35 14000 14000 - +/14000 14000

= 0.0116933.

Saatu arvo kuvaa poikien osuuden suhteellista poikkeamaa teoreettisesta odotusar-
vosta. Laplace laskee tdman todennéakoisyyden olevan 0.994303, mikd R-ohjelmistolla
tarkistettuna antaa arvon

n <- 14000

p <- 18 / 35
mu <- p *n
t <- 163

sigma <- sqrt(n * p * (1-p))

# Valin rajat

a<-mu-1t

b <-mu+ ¢t

# Todennakoisyys, ettd ja& valien sisdan

prob <- pnorm(b, mean = mu, sd = sigma) - pnorm(a, mean = mu, sd = sigma)
prob

[1] 0.9941546

V VV V V V V V V V.V

Tama vastaa hyvin Laplacen kirjassa laskemaansa arvoa. Approksimatiivinen todenné-
koisyys sille, etté poikien syntyméan mééra jaa vélille [7037—7363] on siis p = 0.9941546.

Laplacen teos Theorie Analytique des Probabilites oli monella tapaa edistyksellinen
ja jatkoi Bernoullin ja De Moivren viitoittamalla tielld. Vaikka Bernoulli ja De Moivre
olivat jo aikaisemmin kasitelleet vastaavanlaisia tapauksia, niin Laplace vei kehitel-
mét pidemmaélle ja hénen laajassa tyossadn kasitellddn tarkemmin ja analyyttisemmin
suurten otoksien asymptoottista kayttaytymistd. Esimerkiksi ensimmaisen kirjaosion
luvussa kolme "Theory of the approximations of formulas which are functions of lar-
ge numbers" (/22] s.128), Laplace tutkii hyvin tarkasti parametrien asymptoottista
kiyttaytymistd adrettomyydessa.

3.2 Aikasarja-analyysien historiaa keskeisen raja-arvolauseen
valossa

Aikasarja-analyysien historia on hyvin tuore ja se on kehittynyt véhitellen eri tutki-
joiden toiden tuloksena viimeisen sadan vuoden aikana. Vaikka keskeinen raja-arvolause
on tarked ja valttdméaton osa aikasarja-analyysejé, niin sen vaikutusta aikasarja-analyyseihin
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on historian saatossa tutkittu hyvin vahén, ja siitd on saatavilla niukasti lahdemate-
riaalia. Taméan vuoksi kattavan historiallisen yhteenvedon luominen juuri KRL:n va-
lossa oli haastavaa. Kuten aikaisemmissa luvuissa olen késitellyt, niin Bernoullin, De
Moivren ja Laplacen kaltaisilla matemaatikoilla oli ratkaiseva osa aikasarja-analyysien
ja keskeisen raja-arvolauseen kehittymiseen. Varsinaiset aikasarja-analyysit, kuten ne
tdndpaivand tunnemme, alkoivat hahmottua kuitenkin vasta 1900-luvun alussa.

Aikasarja-analyysien kehitykseen on vaikuttanut suuri joukko tutkijoita. Tama osio
on rajattu aikasarja-analyysien alkulihteisiin ja siini késitelldin Karl Pearsonin® ja Ud-
ny Yulen panosta alan kehitykseen. Osion paéattdaa Leo Tornqvist, joka oli suomalainen
aikasarja-analyysien kehittéja.

3.2.1 Aikasarja-analyysien alkusysayksia

Kun standardinormaalijakauma oli Carl Friedrich Gaussin (1777-1855) tutkimusten
myo6ta vakiinnuttanut asemansa, sen kaytto alkoi véahitellen muodostua yleiseksi kay-
tdnnoksi. Monet myohemmat tutkimukset keskittyiviat normaalijakaumaan ja sen ole-
massaolon empiiriseen todentamiseen. Esimerkiksi Karl Pearson ja Aleksandr Lyapu-
nov® tarkastelivat ampumatuloksia ja havaitsivat, ettd luodinreikien jakauma seurasi
normaalijakauman muotoa. Lyapunovin tutkimusryhma kaytti téassa tykinkuulien osu-
mapisteiden hajontaa, joilla he havainnollistivat KRL:n merkitysta stokastisille proses-
seille [21].
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N

ir—

Kuva 6: Pearsonin ampumatesti vuodelta 1897 [21].

SKarl Pearson (1857-1936) oli englantilainen tilastotieteilijéi ja matemaattisen tilastotieteen ura-
nuurtaja. Han perusti maailman ensimmaisen yliopistollisen tilastotieteen laitoksen University College
Londoniin vuonna 1911.

6 Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918) oli veniliinen matemaatikko, joka kehitti keskeist#
raja-arvolausetta (KRL) niin, ettei satunnaismuuttujien X; tarvinnut olla identtisesti jakautuneita.
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Kuva 6 esittdda Karl Pearsonin ampumatestia vuodelta 1897. Testissa luodinreikien
sijaintien hajonta keskikohdasta muodostaa normaalijakauman, kun ne pudotetaan al-
la olevaan siilioon. Pearson kehitti myshemmin tunnetun y2-testin (Khiin-neliétesti.
Eng. Chi-Square test) vuonna 1900, mutta on todennékdistd, ettd hén oli aloittanut
sen kehittelyn jo aiemmin. Ampumatestisséa kiytetddnkin todennakdisesti juuri tdmén
tyyppistd menetelméa. Tutkimusten juuret ulottuvat kuitenkin paljon pidemmaélle, sil-
14 jo vuonna 1820 Laplace pyrki perustelemaan pienimméan neliGsumman menetelmén
kahdelle tuntemattomalle muuttujalle suurten havaintoméérien tapauksessa, kdyttaen
minimivirheen periaatetta [31].

Pearsonia pidetddn matemaattisen tilastotieteen perustajana. Hanen tutkimuksensa
korrelaatiokertoimien, varianssin ja hajonnan seki x2-testin parissa loivat pohjan nyky-
aikaisille aikasarja-analyysien menetelmille. Vaikka Pearson ei itse varsinaisesti kehit-
tanyt aikasarja-analyysejd, niin hédnen kehitelménsd mahdollistivat, ettd mychemmaét
tutkijat pystyivit kehittdmaéaéan varsinaiset aikasarja-analyysin teoriat. Pearsonin kehit-
tdmét menetelmét pohjautuvat vahvasti keskeiseen raja-arvolauseeseen. Esimerkiksi
KRL selittii, miksi y2-testi toimii suurilla otoksilla, silli summan nelitt normalisoitu-
vat ja lahestyvit normaalijakaumaa. Vastaavasti Pearsonin korrelaatio- ja varianssilas-
kelmissa KRL mahdollistaa hypoteesitestien tekemisen, silla keskiarvojen ja summien
jakaumat aikasarjoissa lahestyvit normaalijakaumaa, kun otoskoko kasvaa. Tamé on
keskeistd my0Os aikasarja-analyyseissd. Vaikka havaintopisteet voivat olla osittain riip-
puvaisia ajassa, niin keskiarvojen ja summien jakaumat voivat ldhestya normaalijakau-
maa, kun aikasarja on stationaarinen ja riittdvan pitkd. Néin Pearsonin menetelmét,
kuten korrelaatio- ja varianssilaskelmat voidaan soveltaa autokorrelaation arviointiin,
trendien tunnistamiseen ja testien tekemiseen aikasarjoissa, mikd muodostaa pohjan
monille nykyisille aikasarja-malleille.

Seuraavassa ote Pearsonin kirjeestd hinen ystéivilleen W.H Macaulaylle” vuodelta
1895. Kirje liittyi vinoutuneiden jakaumien tutkimiseen ja siihen sopivan jérjestelmén
loytamiseen.

"There is a long tale as to the skew curves. Edgeworth came to me with some skew
price curves nearly 18 months or two years ago and asked me if I could discover any
means of dealing with skewness. I had come to skewness also in my Gresham lectures.
I went to him in about a fortnight and said I think I have got a solution out, here is the
equation, and told him my chief (assumed) discoveries. I further said I don’t intend to
publish till I have illustrated every point from practical statistics.” [30].

3.2.2 Udny Yule ja autoregressiivisen mallin kehittdminen

Erds merkittavimmista aikasarja-analyyseihin vaikuttaneista tilastotieteilijoista on Ud-
ny Yule (1871-1951). Yule valmistui University College Londonista (UCL) insingoriksi.
Vuonna 1893 Carl Pearson nimitti hinet UCL:44n assistentikseen. Yulen ensimméinen
tilastotiedetta kasitteleva artikkeli ilmestyi vuonna 1895 ja vuonna 1911 han julkaisi
teoksen Introduction to the Theory of Statistics [44], joka oli yksi keskeisimpid ma-
temaattista tilastotiedettd késittelevid teoksia seuraavien 40 vuoden ajan [40/. Ehkd
kuitenkin hdnen uransa tunnetuimpia saavutuksia aikasarja-analyysien osalta oli auto-
regressiivisen mallin kehittdminen vuonna 1927, joka mullisti tilastotieteen alan. Han

"William Herrick Macaulay (1853-1936) oli englantilainen matemaatikko.
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julkaisi muun muassa auringonpilkkusarjoja tutkivassa artikkelissaan On a method of
investigating periodicities disturbed series, with special reference to Wolfer’s sunspot
numbers [43], toisen kertaluvun autoregressiivisen AR(2)-mallin, kun hén analysoi au-
ringonpilkkusarjoja. AR(p) -nimitys tuli my6hemmin. Hanen tyossdén ei varsinaises-
ti kerrota KRL:n merkityksestéd, mutta se on silti ldsné taustalla (MyShemmin téssi
tyossa kdyddan 1api kuinka keskeinen raja-arvolause on vélttdmaéaton ja oleellinen osa
AR-malleja).

Esimerkiksi artikkelin alussa Yule esittdd harmonisen liikkeen péaéllekkaisia satun-
naisia virheitd. Esimerkkind hén kayttdd nopanheitolla saatuja satunnaisia virheita.
Hén pyrkii tuomaan esiin, kuinka todelliset h&iriot voivat muuttaa amplitudia ja vai-
hetta, mika tekee niiden analysoinnista vaikeampaa. Nama virheet ovat riippumattomia
ja odotusarvoltaan nollan ymparilla, ja niiden summat kayttaytyvat KRL:n mukaan.
Eli pitkédn sarjan summien jakauma ldhestyy normaalijakaumaa riippumatta yksittéis-
ten virheiden alkuperaisestéd jakaumasta. Tamaéan vuoksi suuretkin satunnaiset virheet
keskiméérin tasoittuvat, ja periodogrammi pystyy silti havaitsemaan alkuperéisen har-
monisen jakson, kun havaintoja on riittavasti, kuten kuvassa 7. Sen sijaan, kuten kuvas-
sa 8 esitetdan, todelliset héiriot eivét ole yksinkertaisia satunnaisia poikkeamia, vaan
vaikuttavat jatkuvasti amplitudiin ja vaiheeseen. Télloin KRL ei pdde samalla tavalla,
silla KRL:n toimivuus perustuu riippumattomien satunnaismuuttujien summien kayt-
taytymiseen, kun taas jatkuvat hairict eivét ole yksittéisia virheité, vaan systemaattisia
muutoksia.

Vi \ 77__‘ ‘:'I‘ i b
W ',‘w'.‘ ;.'JI i .“/_/ 1 i 1 | { ) |
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Fia. 1.—Graphs of simple harmonic functions of unit amplitude with superposed random fuctuations :

(a) smaller fluctuations, (5) larger fluctuations.

Kuva 7: Yulen harmoninen liike, jossa satunnaiset virheet tasoittuvat otoskoon kas-
vaessa. [43].
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Kuva 8: Yulen harmoninen liike, jossa todelliset hairiot vaikuttavat jatkuvasti ampli-
tudiin ja vaiheeseen. [43/.

Yulen ty6 autoregressiivisten mallien parissa mullisti alan. Téta seurasi Eugen Sluts-
kyn® kanssa tehdyt tutkimukset satunnaishéirididen lineaarisista muunnoksista, seki
Yulen ja Oskar Andersonin® aikasarjaluokittelu. Myos Andrei Kolmogorovin!® toden-
néakoisyysteorialla oli suuri vaikutus aikasarja-analyysien kehityksessa. Tamén jalkeen
kehitysté jatkoivat Aleksandr Khinchinin!! ja Herman Woldin!? ty6t stationaaristen ja
stokastisten prosessien parissa [21/. Myohemmin muun muassa Herman Wold ja Andrei
Kolmogorov kehittivat stokastisten prosessien teoriaa, vahvistaen KRL:n keskeista roo-
lia aikasarja-analyysissé.

1900-luvun alkupuoliskolla aikasarja-analyysien tutkimuksessa ei vield keskitytty
niinkddn asymptoottisiin menetelmiin, vaikka asymptoottisia menetelmia oli tutkittu
jo noin 200 vuotta. Vaikka varhaisimmat tilastolliset tutkimukset eivat vield suoraan
kohdistuneet aikasarjoihin, ne loivat pohjan normaalijakauman ja summien kayttéy-
tymisen ymmaértamiselle. Kuten aiemmin téssé osiossa kerrottiin, 1800-luvun lopulla
Karl Pearson sovelsi normaalijakaumaa kiytdnnon mittauksiin, kuten ampumatestei-
hin, ja kehitti y2-testin. KRL selittid, miksi summat ja keskiarvot kiyttiytyvit nor-
maalisti suurilla otoksilla, ja ndin Pearsonin menetelmét saivat teoreettisen perustan.

8Eugen Slutsky (1880-1948) oli veniildinen tilastotieteiliji.

90skar Anderson (1887-1960) oli veniliis-saksalainen matemaatikko.

10 Andrei Kolmogorov (1903-1987) oli venildinen todennikdisyyslakentaan erikoistunut matemaa-
tikko.

1 Aleksandr Khinchinin (1894-1959) oli venildinen todenniikdisyysteoriaan eriskoistunut matemaa-
tikko.

12Herman Wold (1908-1992) oli ruotsalainen tilastotieteiliji.
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1900-luvun alussa puolestaan Udny Yule tutki auringonpilkkusarjoja ja esitteli auto-
regressiivisia malleja (AR ), joissa satunnaishéirididen summien kiyttdytyminen KRL:n
mukaan mahdollisti harmonisten jaksojen tunnistamisen suuresta datasta huolimatta.
Uudet tulokset aikasarja-analyyseissa siis rakentuivat jo kehiteltyjen asymptoottisten
tuloksien pohjalta.

Myo6hemmin, erityisesti 1970- ja 1980-luvuilla, asymptoottisten menetelmien mer-
kitys kasvoi merkittavasti. Esimerkiksi Brockwellin ja Davisin klassinen teos Time Se-
ries Theory and Methods [10], joka ilmestyi ensimméisen kerran vuonna 1987, kisitte-
lee asymptoottisia tuloksia ja keskeista raja-arvolausetta. Myos Hamiltonin Time Se-
ries Analysis (1994) [19], sekd Davidsonin ja MacKinnonin Estimation and Inference
in Econometrics (1993) [32], siséltéviat omat kappaleensa asymptoottisista menetel-
mistd. Nain ollen keskeinen raja-arvolause ja asymptoottiset menetelmat aikasarja-
analyyseissa nousivat tarkemman tutkimuksen kohteiksi vasta 1970- ja 1980-luvuilla,
kun menetelmét olivat kehittyneet pidemmalle ja soveltamiseen oli enemmén tyoka-
luja. Tamé kehityksen viive on luonnollinen, sillé aikasarja-analyysissa keskeinen ky-
symys on havaintojen vélinen riippuvuus, joka on kasitteellisesti ja matemaattisesti
huomattavasti monimutkaisempi ilmio kuin riippumattomuus. Riippuvuuden muoto-
ja on kiytdnnossa ddrettoman paljon erilaisia, minkd vuoksi KRL:44 koskien tulosten
muotoileminen ja todistaminen on ollut selvisti haastavampaa kuin riippumattomille,
mutta ei samoinjakautuneille satunnaismuuttujille annetut vastaavat tulokset.

3.2.3 Leo Tornqvist ja Woldin esimerkin soveltaminen

Leo Tornqvist (1911-1983) oli maailmalla tunnettu aikasarjoihin erikoistunut suomalai-
nen tilastotieteilija. Hanet valittiin Helsingin yliopiston valtiotieteellisen tiedekunnan
tilastotieteen professorin virkaan vuonna 1950. Toérnqvist muun muassa kunnostautui
teoreettisen tilastotieteen termien kidntdmisesséd englannin kielestd suomen Kkielelle.
Naita kddnnoksid olivat muun muassa harha, ryvisotanta ja tarkentuvuus (eng. Con-
sistency) ja tyhjentavéa tunnusluku (eng. Sufficient statistic) [5].

Vuonna 1974 valmistuneessa kirjassaan Aikasarjojen analyysi ja ennustaminen Torn-
qvist kasittelee muun muassa asymptoottisia tuloksia. Vertailukohdaksi han ottaa Her-
man Woldin toimittamassa Bibliography on time series and stochastic processes teok-
sessa esitetyn kolikonheittokokeen, joka oli simuloitu sen aikaisilla tietokoneilla. Ko-
keessa oli simuloitu stokastisia prosesseja 200 000 kertaa ja tésta oli piirretty realisaa-
tiota vastaavat aikasarjat. Koe etenee kirjassa (/39 s. 47-52) Tornqvistin omia sanoja
mukaillen seuraavasti: Olkoon satunnaismuuttujien jono si, Ss, ...,, jonka jasenet s; on
madritelty perakkaisind summina s; = & + & + -+ + &, jossa t = 1,2,..., ja jossa
summan termit &1,&,, ..., ovat satunnaismuuttujia, joilla on seuraavat ominaisuudet:
Kaikki &, &, ... ovat keskenéén riippumattomia ja noudattavat samaa jakaumaa, jonka
kertyméfunktio on F(z). Jos annamme pelkin & edustaa jokaista &;:té, on siis voi-
massa P(§ < x) = F(z). Muuttujien i, &, ... odotusarvo on nolla ja varianssi yksi, eli
E(€) = 0 ja 0%(€) = 1. Tamin jilkeen Térnqvist ohjastaa kirjassa, ettd perikkiisten
summien jono (1), jonka (2)-(3) ja ominaisuudet a-c méérittelevit, muodostaa stokasti-
sen prosessin. Han sanoo, etta esimerkissé &; on kaksiarvoinen satunnaismuuttuja, joka
voi saada arvot 1 ja -1 ja kummankin todennékoéisyydella % Kyseessé on siis klassinen
rahanheittokoe, jossa esimerkiksi 1 edustaa kruunaa ja -1 klaavaa.

Hén viittaa alla olevaan kuvaan 9, jossa esitetéén kolme perikkiisten summien (2)
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realisaatiota. Kukin realisaatio muodostaa sarjan Y = s, jossa t = 1,2, ...,200 000,
Tornqgvist tarkentaa, ettd nadmé on laskettu tietokoneen simuloimasta 200 000 rahan-
heiton sarjasta. Han jatkaa kertomalla, ettd kuvaan 9 piirretyt paraboliset kayrat 4a
ja 4b ovat yht#lsitd Y = £/t ja Y = £2+/t. Oletuksista a-c seuraa, ettd summan (2)
varianssi on t ja F(s?) = t kaikilla ¢ = 1,2, ..., ja néin ollen kéiyrd (4a) ilmaisee summan
s; keskihajonnan kasvua v/#:n mukaan.

ukujen loki: rehanheittokoe, logaritminen
kko (IST:n bibliografian kivio 1.6., sivu 14

Kuva 9: Perdkkiisten rahanheittoko- Kuva 10: Suurten lukujen laki: Rahan-
keiden summia (2), kolme 200000:n ha- heittokoe, logaritminen aika-asteikko.
vainnon pituista realisaatiosarjaa. Ks, Ks, (/43], s. 51.)

(143, 5. 19.)

Keskeisen raja-arvolauseen mukaan summan s; jakauma ldhestyy normaalijakaumaa,
kun ¢ lahestyy kohti dédretonta. Toisin sanoen

. T e
lim P(s, <A\/5):\/—2_7T/_A e da. @)

Kuvan 9 kiyrdt Y = 4/t on piirretty A:n arvoilla 1 ja 2. Yhtélon 2 perusteella
on siis P(|s;| < v/t) = 0.68, kun ¢ on suuri. Kun A\ = 2 on vastaava todennikdisyys
0.95. Merkitaan my:11a satunnaismuuttujien &; perakkaisia keskiarvoja

s _ Gt t&

myy = s
Py /

t=1,2,..

Kuvasta 10 ndhdéén kuvan 9 kolmea realisaatiojonoa vastaavat keskiarvojonot m,. Ku-
van 10 logaritminen t-asteikko kiinnittda huomion suurten t-arvojen realisaatioihin ja
tuo niiden rajakayttaytymisen nékyviin selvemmin kuin lineaarinen asteikko. Kuvasta
10 nahdéan, etta kun ¢ on suuri, esimerkiksi 200 000 tai 50 000 keskiarvo m; on liki-
méérin sama kuin odotusarvo E(§), eli m; ~ E(£) = 0 Kun ¢ = 200 000, kaikki kolme
realisaatiota ovat vélissd —1/100 < magpeo0 < 1/100 ja vastaavasti, kun ¢ = 50000, niin
ne ovat vélissd —1/50 < mso000 < 1/50. Kuva 10 havainnollistaa itse asiassa suurten
lukujen lakia, jonka mukaan mille hyvinsd annetulle € < 0 pétee

Jim P(|m; — B(§)| <2)= 1.
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Vaikka koe ei suoranaisesti liity varsinaisiin aikasarjoihin, koska tésséd summan termit
ovat toisistaan riippumattomia ja samoin jakautuneita, niin Tornqvistin kirjan (/39/ s.
47-52) esittdmé kohta kuitenkin osoittaa, ettd asymptoottisia tuloksia ja keskeiseen
raja-arvolauseeseen perustuvia menetelmia tutkittiin myos suomalaisessa aikasarja-
analyysid kasittelevissé tiedekirjallisuudessa jo 1970-luvulla. Woldin tutkielmat puo-
lestaan olivat 1960-luvulta, jolloin kolmannen sukupolven tietokoneet saapuivat tut-
kijoiden kayttoon. Tietokoneiden kehittymisen myotd KRL:n menetelmid aikasarja-
analyyseissa alettiin tutkimaan yha enemmaén.

3.3 Jarl Waldemar Lindeberg - suomalainen KRL:n kehittaja

Kuva 11: Jarl Waldemar Lindeberg /335].

Jarl Waldemar Lindeberg (1876-1932) oli suomalainen matemaatikko, joka sai tunnus-
tusta erityisesti keskeisen raja-arvolauseen kehittdjané ja niin sanotusta Lindebergin
ehdosta (Eng. Lindeberg condition), jossa perinteisestd KRL:std poiketen ei tarvita
identtisesti jakautuneita muuttujia. Vaikka tadma ehto ei téssa tyossa ole relevantti, sil-
14 tyossdni tutkitaan aikasarjojen kautta sellaisia KRL:n tapauksia, joissa havainnot
eivit ole riippumattomia, niin halusin kuitenkin tuoda esiin merkittévin suomalaisen
KRL:an kehitykseen vaikuttaneen matemaatikon, joka on saanut laajaa kansainvilista
huomiota ja hdnet mainitaan lukuisissa tieteellisissd kirjoissa sekd artikkeleissa. Li-
siksi tyo liittyy vahvasti keskeisen raja-arvolauseen menetelmiin, joten tdmé oli hyva
tilaisuus tuoda esiin hdnen merkittavaa tyotd aiheen parissa.

Lindeberg syntyi Helsingissa ja hdnen vanhempansa olivat kanslianeuvos Karl Leo-
nard Lindeberg ja Olga Katarina Hallonblad. Lindeberg valmistui ylioppilaaksi Hel-
singin ruotsalaisesta "Léroverket for gossar och flickor" -lukiosta vuonna 1893. Témén
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jalkeen héan ldhti opiskelemaan Helsingin yliopistoon ja valmistui filosofian kandidaa-
tiksi ja maisteriksi vuonna 1897, seké filosofian lisensiaatiksi vuonna 1901. Professorin
arvonimen hén sai vuonna 1919 [42/.

Lindeberg oli lahjakas matematiikassa jo hyvin nuorena ja hén tiedosti kykynsa
myo0s itse. Valmistuttuaan maisteriksi han lahti vuodeksi opiskelemaan Pariisiin, josta
héan sai myos vaitoskirjansa aiheen koskien osittaisdifferentiaaliyhtaloita. Pariisin vuo-
den jilkeen Lindeberg vietti vuoden perheenséd kanssa Kofulla, jonka jilkeen vuonna
1900 hin viitteli, ja vastaviittelijini toimi Ernst Lindelsf.'® 1902 hinet nimitettiin do-
sentiksi ja 1905 adjunktiksi.'* Professorin arvonimi hénelle myénnettiin vuonna 1919,
mutta hén piti varsinaisista opetustoistd niin paljon, ettei koskaan tavoitellut varsinais-
ta professuuria. Hén myos opetti teknillisessé korkeakoulussa vuosina 1911-1918. Lin-
deberg tyoskenteli hyvin laajasti ja hanen tutkimuksensa suuntautuivat muun muassa
osittaisdifferentiaaliyhtéloihin, variaatiolaskentaan ja funktioteoriaan. Viimeiset vuo-
tensa hdn omisti todennékoisyyslaskennalle ja tilastotieteelle, aloille, joista hén tuli
tunnetuksi. Innoituksensa héan luultavasti sai toimiessaan lyhyen aikaa erdéssa henki-
vakuutusyhtiossa, jossa hdnen péatavoitteenaan oli yhtion vakavaraisuuden selvittami-
nen. Myohemmin hén myos toimi aktiivisena jasenensd Suomen aktuaariyhdistyksessa
[20].

Vuonna 1922 Lindeberg julkaisi kuuluisan artikkelinsa Fine neue Herleitung des
Exponentialgesetzes in der Wahrscheinlichkeitsrechnung, joka julkaistiin saksalaisessa
matematiikan aikakausilehdessid Mathematische Zeitschriftenissa [6], jossa sivuilla 211-
225 kasitelldaan Lindebergin artikkelia. Téssa artikkelissa Lindeberg esittda ehdon, jon-
ka toteutuessa keskeinen raja-arvolause patee riippumattomille, mutta ei valttdmét-
td samoin jakautuneille satunnaismuuttujille, joilla on darelliset varianssit. Tama lause
katsotaan nykyaén klassisen keskeisen raja-arvolauseen lopulliseksi muodoksi /33/. Huo-
mionarvoista on myos, ettd vuonna 1934 kuuluisa englantilainen matemaatikko Alan
Turing kehitti saman ehdon, mutta kuuli sitten, ettd suomalainen matemaatikko oli jo
kehittényt sen 12 vuotta aikaisemmin [9/. Tama kaiketi johtui siité, ettd tuohon aikaan
tiedonkulku oli huomattavasti hitaampaa kuin tdné paivana.

Vield tietaméattddn Lyapunovin aikaisemmista toistd Lindeberg oli vuonna 1920
todistanut KRL:n normitetuille summille seuraavasti

X
=1 " 7
jossa X ovat toisistaan riippumattomia satunnaismuuttujia, joilla kullakin on jakauma
Uy, jossa p = 0 ja varianssi o7, seké #drellinen kolmannen kertaluvun absoluuttinen

momentti, olettaen etta

7asz:/ |x|dUk ) =0 (n—o0), r,=

" k=1

[14]. Lindeberg muokkasi tata Lyapunovin aikaisemmin kehitteleméd lausetta edelleen
ja lievensi sen vaatimia ehtoja, kun taas Lyapunovin versio keskittyi tarkastelemaan

13Helsingin yliopiston matematiikan professori vuosina 1903-1938.
14Vanha nimitys lehtorista/apulaisprofessorista.
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suurten poikkeamien vaikutusta vahvalla ehdolla, joka rajoitti yksittdisten satunnais-
muuttujien suurten poikkeamien vaikutusta summan kayttdytymiseen. Lyapunovin eh-
to oli oikea, mutta Lindebergin ehto on valttamaton ja riittdva. Hén teki siitd muuta-
mia erilaisia versioita, mutta kenties kuuluisin on seuraava alla esitetty "Theorem III"
([14] s. 233), (/6] s. 219-220), jonka hén julkaisi vuonna 1922.

Olkoon Uy, Us, ..., U, jakaumafunktiot n:lle toisistaan riippumattomalle satunnais-
muuttujalle uy, us, ..., u,, joilla jokaisella on odotusarvo 0 ja varianssi o7, jossa Y ,_, 0 =

1. Olkoon
/ / / ZL’ —tl _tQ _tn—l)dUn—l(tn—1> dUl(tl)

Téalloin U on kaikkien satunnaismuuttujien summan jakauma. Olkoon

o(a) = {ms, jos o] <1,

x*, muutoin.

Talloin, vaikka positiivinen luku € valitaan mielivaltaisen pieneksi, voidaan aina valita
positiivinen kokonaisluku N siten, ettd kaikilla n > N pétee

T e—t2/2
U(z) — / N dt

<e,

jos
Z/_ s(x)d, Ug(x) < n.

([14] s. 233), ([6] s. 219-220).
Tamaé voitaisiin lyhyesti esittdd KRL:n tunnetussa nykyisessa standardoidussa muo-
dossa

S — N(0, 1),
Var(S,)

jossa
Sy = Zuk, (ur) = 0ja Var(ug) = op, jossa Zak = 1.
k=1

Koska varianssien summa on 1, niin y/Var(S,) = 1, ja yhtélo yksinkertaistuu muotoon

Sh, i>./\/(0,1), kun n — oo.

Mikali kyseessé olisi samoin jakautuneet ja toisistaan riippumattomat satunnaismuut-
tujat X, jossa Xj:t olisivat samoin jakautuneita ja toisistaan riippumattomia, niin
varianssien summa kasvaisi lineaarisesti Y ,_, 07 = n, jolloin keskiarvoa %22;1 Xk
pitaisi skaalata tekijalla y/n, jotta kokonaisvarianssi asettuisi arvoon 1. Talloin esitys
olisi

<2Xk— >/J—>N(0 1), jossan — oo.
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Tasté lisaéd seuraavassa luvussa.

Lindebergin lause ja hénen tyonsa tilastotieteen, asymptoottisten menetelmien ja
todennékoisyyslaskennan parissa olivat uraauurtavia. Han jakoi Lyapunovin tyoté ja
uusilla havainnoilla saattoi loppuun keskeisen raja-arvolauseen menetelmien kehittami-
sen, kuten ne tdnd pdivand tunnemme. Kuten kirjassa A History of the Central Limit
Theorem [14] sanotaan

"The complete mathematical work of Lindeberg contains only one truly outstanding, vir-
tually epochal performance: the proof of the CLT under a very weak condition, which
under certain “natural” assumptions even proved to be necessary. Lindeberg’s arguments
were based on an entirely new analytic method, which would later be applied to far more
general problems."

Lindeberg teki my6s muita kirjallisia julkaisuja ja erds hdnen kuuluisa teoksensa on
vuonna 1927 ilmestynyt Todenndkdisyyslasku ja sen kdaytdnto tilastotieteessd. Alkeelli-
nen esitys, joka oli ensimmaéinen tilastotiedetta késitteleva oppikirja Suomessa. Kirja
sai alkunsa siitd, kun Suomen Tilastoseuran tilastotiedetta késittelevélle kurssille il-
moittautui vain 8 henkil6a, jota ei pidetty riittdvana. Nain Suomen Tilastoseura ja
muiden tieteellisten seurojen valiokunta kysyi Lindebergia tilastotiedetté késittelevan
oppikirjan tekijéksi, johon Lindeberg suostui [38]/.

Valitettavasti tamén loistavan matemaatikon maallinen taivallus loppui liian ly-
hyeen, silla Jarl Waldemar Lindeberg menehtyi vuonna 1932, vain 56-vuotiaana. Hé-
net tunnettiin ahkerana ja inspiroivana tyokaverina. Erittdin tunnettu héan oli myos
hyvéstda huumoristaan. Kuten kirja Statisticians of the Centuries [20] sanoo

"He spoke with much modesty and joking irony of his own relationship to science. You
see: he once said, owning a country place with forest and farming land, in Helsinki
I can defend my laziness by saying that I am really a farmer, and in the country by
claiming really to be a scientist”
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4 Keskeisen raja-arvolauseen perusoletukset

Seuraavassa pa#osin lahteeseen [25/ nojaten esitetdén lyhyesti KRL:n perusoletukset,
sekd, standardoitu ja skaalattu muoto.

4.1 Klassinen keskeinen raja-arvolause (KRL)

KRL sanoo, ettd kun otoskoko n kasvaa, niin tiettyjen oletusten vallitessa otoskes-
kiarvon jakauma ldhestyy normaalijakaumaa riippumatta havaintojen alkuperiisesta
jakaumasta. Olkoon X;, jossa ¢ = 1,2,...,n, rilppumattomia ja samoin jakautunei-
ta satunnaismuuttujia, joilla E(X;) = p ja Var(X;) = 0? < oo. Télloin keskeinen
raja-arvolause voidaan esittdd kahdessa eri muodossa sen mukaan, standardoidaanko

otoskeskiarvo vai ei. Standardoidussa muodossa saadaan

@ d N(0,1),

— kun n — oo, (3)

kun taas standardoimatonta muotoa kiyttden tulos voidaan kirjoittaa muodossa
V(X = 1) 5 N(0,62), kunn — oco. (4)

Kaava (3) standardoi summan yksikéihin o, jolloin jakauma l&hestyy normaalijakau-
maa, kun n — oo. Kaava (4) puolestaan siilyttdd alkuperdisen mittakaavan, jolloin
normaalijakauman varianssi on o?. Kummassakin tapauksessa otoskeskiarvo

on otettu riippumattomista ja samoinjakautuneista satunnaismuuttujista X;.

4.1.1 Standardoitu muoto

Keskeinen raja-arvolause sanoo, ettd otoskeskiarvojen jakauma lahestyy normaalija-
kaumaa, kun otoskoko kasvaa. Yksi tavallisimmista tavoista ilmaista tdméa on standar-
doida otoskeskiarvon poikkeama todellisesta odotusarvosta. Tamé johtaa tapaukseen
(3), jossa otoskeskiarvo on standardoitu, eli siitd on vdhennetty todellinen odotusar-
vo p ja jaettu keskihajonnalla o/4/n, jolloin saadaan muuttujajono, joka konvergoi
standardinormaalijakaumaan N(0, 1).

Tata standardoitua muotoa kiytetdan laajasti tilastollisessa paéttelyssa, erityisesti
hypoteesien testaamisessa ja luottamusvileissa. Hypoteesien testaamisessa se toimii
testisuureena, jonka avulla verrataan havaittua keskiarvoa nollahypoteesin mukaiseen
arvoon. Esimerkiksi testattaessa Hy : u = pg, lasketaan testisuure

7 — V(X — po)
o
ja tatd verrataan standardinormaalijakauman kriittisiin arvoihin.

Likimé#éraisen luottamusvilin tapauksessa kaava (X =& zq/2 - 0/4/n) antaa approk-
simatiivisen 100(1 — a))%:n luottamusvélin odotusarvolle u, kun keskihajonta o tunne-
taan. Jos X; ~ N (j,0?), niin standardoidun otoskeskiarvon /n(X — u)/o jakauma on
tasmallisesti A(0, 1). Tama tarkoittaa, ettéd tulos liittyy muotoon, jossa otoskeskiarvo
on standardoitu. Tama on erityisen hyodyllinen esimerkiksi luottamusvéleissa, koska
se mahdollistaa vertailun suoraan standardinormaalijakaumaan.

Y
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4.1.2 Skaalattu muoto

Tapauksessa (4) varianssi skaalautuu otoskoon mukaan Var(X) = % Kun otoskes-
kiarvosta vihennetdén odotusarvo u ja kerrotaan tekijalla /n, saadaan muuttuja

V(X = 1) 5 N(0,02), kunn — oco.

Standardoimalla vield jakamalla o:1la saadaan

V(X —p) a

— N(0,1), kun n — oo.
o

TAmé tarkoittaa, ettd otoskeskiarvo X siilyttid odotusarvon j ja sen varianssi piene-
nee o2 /n otoskoon kasvaessa. Erityisesti, jos X; ~ N (i, c?), niin otoskeskiarvo X on
tasmallisesti normaalijakautunut
2
- o
X ~N (,u, —) :

n
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5 Aikasarjoista ja niiden stationaarisuudesta

Téassé osiossa havainnollistetaan yksinkertaisessa muodossa aikasarjojen perusolemus
ja stationaarisuus niissa. Aikasarjoilla tarkoitetaan joukkoa peridkkiisia havaintoja
Xy, Xo, ..., Xy, jotka kaikki ovat kirjattu tietylla ajanhetkelld ¢.

Kuukausittainen aikasarja trendilla (2020 - 2025)

t

X
1

45 50 55 60 65 70 75
|

2010 2015 2020 2025

Vuosi

Kuva 12: Kuukausittainen aikasarja trendilla

Aikasarja etenee ajan suhteen pisteesté toiseen, ja sitd voidaan havainnollistaa kiyra-
né, jossa kukin piste kuvaa havaintoa tietylld aikavélilla. Kyseessd on siis muuttuja,
jota seurataan ja tallennetaan sdannéllisin aikavélein, kuten esimerkiksi osakekurssit,
sdatiedot, tyottomyysaste tai sihkonkulutus. Kuvassa 12 on esitetty kuvitteellinen kuu-
kausittainen aikasarja, joka kuvaa arvojen kehitysta ajanjaksolla 2010-2025. Sarjassa
on yhteensé 192 havaintoa (16 vuotta x 12 havaintoa), ja jokainen havainto X; edustaa
muuttujan arvoa kyseisen kuukauden kohdalla. Taméa aikasarja on simuloitu niin, et-
td siind yhdistyy nouseva lineaarinen trendi ja satunnaista vaihtelua. Trendin ansiosta
havaintojen taso kasvaa ajan myota, mutta kohina tekee aikasarjasta epasaénnollisen
ja realistisen. Téllaisia sarjoja voi syntya esimerkiksi, kun seurataan energian kulutus-
ta, joka kasvaa ajan myota, mutta vaihtelee kuukausittain saén tai kulutustottumusten
mukaan.

Aikasarjojen analysointiin vaikuttavat muun muassa trendi, eli pitkin aikavélin ke-
hitys, kausivaihtelut, eli saédnnonmukaisesti toistuvat jaksot kuten vuodenajat, seké sa-
tunnaiskomponentit, jotka kuvaavat ennustamatonta vaihtelua. Kuten kaikessa tilastol-
lisessa mallintamisessa, my0s aikasarja-analyysi aloitetaan tutustumalla kaytettavaan
dataan. Aluksi tarkastellaan muun muassa havaintojen méaraé, aikavalid, yksikoita ja
keskeisia tunnuslukuja, kuten keskiarvoa, mediaania, minimié, maksimiarvoa ja hajon-
taa. Lisdksi selvitetddn mahdolliset puuttuvat arvot sekd datan laatu. Aikasarjoissa on
myo0s tarkedd tarkistaa, esiintyyko sarjassa trendia tai kausivaihtelua, pysyyko varianssi
vakiona (stationaarisuus) ja onko havaittavissa poikkeamia.

Seuraavaksi esitetdén yleisimmét aikasarjamallit. Namé& mallit esitelldan 1dhes poik-
keuksetta alan kirjallisuudessa ennen laajempia yleistyksid, ja niitd on kiytetty myos
tassa tyossa analyysin lahtokohtana.

5.1 AR(p)-prosessi

Téssd AR(p)-prosessia kisitteleviissi osiossa padldhteend on kiytetty lahteitd [34] ja
[16], seké todistuksessa lahdetta [2].
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5.1.1 AR(p)-prosessin méiéiritelma

AR(p) on aikasarjamalli, jossa nykyinen havainto riippuu p aikaisemmasta havainnosta.
Malli voidaan esittdda muodossa

Xe =01 X1+ G2 Xy o+ + 0p Xy + &4, (5)

jossa X; on aikasarjan arvo hetkella ¢. Mallin autoregressiiviset kertoimet ovat ¢1, ¢, ..., ¢p,
jossa ¢, # 0, ja jotka kerrotaan viivéstetyilla havainnoilla X, 1, X; o, ..., X;—, ja e, ~
N(0,0?) on normaalisti jakautunut virhetermi, joka muodostaa valkoista kohinaa. Mal-
lissa (5) satunnaismuuttujan X; odotusarvo on nolla. Mikéli odotusarvo p on jokin muu
kuin nolla (u # 0), voidaan malli esittdd seuraavassa muodossa

Xi—p=1(Xomy — ) + P2(Xyo — 1) + -+ 4 Op(Xy—p — 1) + 4. (6)

o2

[34]. AR(1)-prosessissa varianssi voidaan ilmaista suljetussa muodossa Var(X;) = sl
1

AR(2)-prosessin varianssin (21) johtaminen edellyttda tarkempia mééritelmié, seké niin
kutsuttua Yule-Walkerin menetelméaé ja siithen perustuvia yhtaloita. Namé yhtalot pe-
rustuvat autokovarianssien ja autokorrelaatioiden viiveoperaattoreihin. Stationaarises-
sa AR(p)-prosessissa autokovarianssi ja autokorrelaatio viiveelld k£ > 0 voidaan laskea
rekursiivisesti seuraavasti

Ve = P1Vk—1+ P2Ve—2+  + PpYr—p (7)
Pk = P1Pr—1+ P2pr—2 + ++ + Oppr—p (8)

[16]. Seuraavaksi Yule-Walker-yhtaloiden todistus. Oletetaan prosessin keskiarvo nol-
laksi. T&ll6in prosessi voidaan méaéaritelld mallin (5) mukaan, jolloin yhtélét todistetaan
seuraavasti

Todistus.
e = Cov(Xy, Xi—k) = B[ XeXi—k] = E[(01 X1 + 02 Xio + - + 0 X4 p +€0) Xii]
= E[Xi 1 Xig] + 02 B[ X0 Xo i) + - + 0, B[ X4 p Xo—k] + Eler Xo—i]
= O1Ve—1 + O2Vk—2 + -+ OpVe—p
O

[2]. Toinen muoto (8) saadaan jakamalla yht&lon molemmat puolet 7y¢:lla ja huomaa-
malla, ettd pr = /Y0

5.1.2 AR(p)-prosessin stationaarisuus

AR(p)-prosessin stationaarisuutta voidaan tarkastella niin kutsutun viiveoperaattorin
(eng. Backshift operator) ja siitd johdetun karakteristisen polynomin juurien avulla.
Viiveoperaattoria kiyttden AR(p)-prosessi (6) voidaan kirjoittaa muodossa

(1 =618 = ¢B* — -+ = ¢,B")(X, — p) = &v.
Autoregressiivinen operaattori B maaritellaén muodossa
$(B) =1~ 1B — §B” — - — ¢, B,
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jolloin malli voidaan tiivistdd muotoon ¢(B)(X; — i) = ;. Stationaarisuusehtoa varten
tarkastellaan karakteristista polynomia

¢(2) =1 =1z = = $p2¥, ¢ 70, (9)

jossa viiveoperaattori B on korvattu kompleksimuuttujalla z. AR(p)-prosessi on statio-
naarinen vain jos kaikki polynomin (9) juuret sijaitsevat yksikkéympyran ulkopuolella,
eli

P(2) =0 = |2|>1

34].

Vaikka myShemmin tyossé esitettaviat AR(1)- ja AR(2)-mallit ovat erikoistapauk-
sia yleisestd AR(p)-mallista, niin sen laajempaan kiyttoon ei tdssi tyossi endd pala-
ta. Tamé johtuu siitd, ettd AR(p)-mallin laajempi kéytto vaatisi huomattavasti mo-
nimutkaisempien menetelmien kiyttod, jotka vaikeuttaisivat KRL:n havainnollistamis-
ta AR(p)-prosessissa ja tekisivit esityksestd matemaattisesti sekavan. Téméan vuok-
si AR(1)- ja AR(2)-prosessit ovat riittédvid tuomaan esiin AR(p)-KRL:n kiyttaytymi-
sen. Osiossa 7 AR(1)-prosessi kisitellddn omana tapauksenaan, vaikka AR(1)-malli on
AR(2)-prosessin erikoistapaus, jossa ¢y = 0, niin sen yksinkertainen rakenne tekee siité
erinomaisen lahtckohdan keskeisen raja-arvolauseen soveltamisen ja aikasarjamallien
ominaisuuksien havainnollistamiseen. Monet AR(2)-mallin piirteet ja ilmiét voidaan
ensin ymmartad intuitiivisesti AR(1)-mallin kautta, miké helpottaa myohempéaé yleis-
tystd monimutkaisemmiksi malleiksi. Lisdksi AR(1)-malli on kiytdnnon sovelluksissa
hyvin yleinen ja tarjoaa usein riittavan tarkan kuvauksen ajallisesta riippuvuudesta
yksinkertaisella parametrisaatiolla.

5.2 MA(q)-prosessi

Téssd MA(q)-prosessia késittelevissi osiossa pééldhteind on kdytetty lahteitd [28] ja

[41].

5.2.1 MA(g)-prosessin méaritelmé

MA(q)-prosessi madritelladn seuraavasti
Xt :M+€t+01€t71+"'+6q€t,q, Et NN(O,O'Q), (10)

jossa odotusarvo E(X;) = p. Liukuvan keskiarvon kertoimet merkitddn 6y,...,0,,
ja &; on normaalijakautunut virhetermi, joka muodostaa valkoista kohinaa. Toisin
kuin AR(p)-prosessissa, MA(q)-prosessin tapauksessa stationaarisuus on automaatti-
nen, koska prosessi on maaritelty vain darellisen méaédrdan kohinatermeja sisaltavana
lineaarisena yhdistelméana. Téassd mallissa nykyinen havainto X, riippuu suoraan kor-
keintaan ¢ aikaisemmasta virhetermistd e;_1,€4-9,...,6/—4. Tama tarkoittaa, ettd ta-
vallisen KRL:n riippumattomuusoletus ei siten péde. Prosessin varianssi puolestaan
saadaan seuraavasti Var(X;) =y = o*(1 4+ 67 + 63 +--- +67).

MA (q)-prosessien tarked ominaisuus on niiden rajoittunut riippuvuusrakenne. Vaik-
ka e,:t ovat riippumattomia, prosessin X; havainnot voivat olla korreloituneita, mutta
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ainoastaan korkeintaan ¢ viiveen verran. Tama ilmenee prosessin autokovarianssifunk-
tioissa
Yo =02 (05 + 07+ 03+ +07)
Y1 = 02(0190+0291 +"'+0q8q_1) (11)
Ve = 07 |k’ >q.

Vastaavasti autokorrelaatiofunktio on muotoa

pr = 1— (12)

ja se katkeaa tarkalleen viiveen ¢ kohdalla. Tadmé tarkoittaa, ettd MA(q)-prosessin
autokorrelaatiokaavio (ACF) sisaltdd ei-nolla-arvoja vain viiveilla h = 0,1, ..., ¢, ja on
nolla kaikilla tatd suuremmilla viiveilld [28].

5.2.2 Kaintyvyysehto MA (¢)-prosesseissa

Vaikka MA(g)-prosessi on aina stationaarinen, sille asetetaan kidytdnnossi usein li-
sédehto, jota kutsutaan kddntyvyysehdoksi (eng. Invertibility). Kaantyvyysehdolla tar-
koitetaan sitd, ettd MA(q)-prosessi voidaan esittdd yksikésitteisesti ddrettoméand au-
toregressiivisena AR(oo)-mallina. Ilman kddntyvyyttd prosessi on moniselitteinen, ja
parametreja ei voida identifioida yksikésitteisesti.

Kadntyvyyttd voidaan tarkastella karakterististen juurten polynomien avulla

0(2) = 14012 + 022 + -+ + 0,27, (13)
jossa kaikkien juurten tulee sijaita yksikkéympyran ulkopuolella
0(2) =0 = |z] > L.

Kéadntyvyysehdot ovat térkeitd MA(q)-prosessien yksikésitteisen esityksen kannalta,
mutta ne eivit ole MA(q)-prosessin edellytyksia. MA(q)-prosessi siilyy stationaarise-
na ja g-riippuvaisena, vaikka kdantyvyysehdot eivét tayttyisi, kunhan kohinatermit ¢,
ovat aarellisen varianssin omaavia. Taman seurauksena KRL pétee edelleen ja otos-
keskiarvon jakauma lahestyy normaalijakaumaa, vaikka kidantyvyysehtoja rikottaisiin.
Esimerkiksi MA (1)-prosessin polynomi on muotoa 0(z) = 1 + 6,2. Kdantyvyysehdoksi
saadaan talloin

1
1+912=0:>’—9— >1 = || <1 = —-1<06,<1. (14)
1

[41]. Jos ehto ei tdyty, prosessia voidaan edelleen kiyttdd, mutta sen AR(oo)-esitysta
ei endd ole olemassa, eivitkd parametrit ole yksiselitteisesti identifioituvia.

5.3 ARMA(p, q)-prosessi

Téssd osiossa kisitellidn ARMA(p, ¢)-mallia ja padldhteend on kdytetty Robert H.
Shumwayn ja David S. Stofferin teosta Time Series Analysis and Its Applications with
R Ezamples [34].
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5.3.1 ARMA(p, q)-prosessin méairitelma

ARMA (p, ¢)-malli, eli yhdistetty autoregressiivinen liukuvan keskiarvon malli (eng. Au-
toregressive moving average model) yhdistdd AR (p)- ja MA(g)-mallit. Tdmé& tuo malliin
joustavuutta, varsinkin tilanteissa, joissa pyritdan mallintamaan monimutkaisempia ai-
kasarjatilanteita.

ARMA (p, q)-prosessi méadritelladn seuraavasti

Xt = ¢1Xt_1 + -+ ¢pXt—p + &+ 91515_1 + -+ qut—zp Er ~ N(O, 0'2>,

jossa X, on arvo hetkelld . AR(p)-prosessin autoregressiiviset kertoimet ovat ¢1, ..., ¢,
jossa ¢, # 0. MA(q)-prosessin liukuvan keskiarvon kertoimet ovat 6y, ..., 8,, jossa 8, # 0.
Mikéli prosessin odotusarvo on nolla, niin se voidaan talloin esittdd myos MA (oo)-

prosessina seuraavasti
o
Xy = E Vigii-
i=0

Mikali X;:lla on nollasta poikkeava keskiarvo i, malli voidaan esittdéa kahdella eri tavalla
riippuen siitd, keskitetddnko se odotusarvon p ympaérille, vai lisdtaanko p erikseen
yhtéloon, jolloin ne voidaan kirjoittaa seuraavasti

Xe=p+ g1 (Xemr — )+ + 0p(Xemp — p) + e+ 01801 + -+ + 0451-q, €0 ~ N(0,07),
joka on yhtépitdva myos seuraavan muodon kanssa
Xt = ,u(l — ¢1 — s — ¢p) -+ ¢1Xt_1 + -+ ¢pXt—p + &g+ 01€t_1 + -+ qut—qa Et N(0,02).

Kun ¢ = 0 mallia kutsutaan asteen p autoregressiiviseksi malliksi, AR(p). Kun p = 0
mallia kutsutaan asteen ¢ liukuvan keskiarvon malliksi MA(q). Mikéli p # 0 ja ¢ # 0,
kyseessé on yhdistetty ARMA-malli /34/.

5.3.2 ARMA(p, g)-mallin karakteristiset polynomit

Téssé tiivistetddn aikaisemmissa osioissa késitellyt AR(p)- ja MA(q)-prosessien karak-
teristiset polynomit (9) ja (13), jotka osaltaan vaikuttavat ARMA (p, ¢)-mallin toimi-
vuuteen. Kuten aikaisemmin todettiin karakteristiset polynomit liittyvéat stationaari-
suuteen ja kiddntyvyyteen. Téssd stationaarisuus 5.1.2 riippuu AR(p)-polynomin ¢(z)
juurista, kun taas kddntyvyysehto 5.2.2 méadraytyy MA(q)-polynomin juurista. Sta-
tionaarisuuden ehdoksi saadaan, ettd AR(p)-polynomin ¢(z) kaikki juuret sijaitsevat
yksikkdympyran ulkopuolella, eli |z| > 1. Kdantyvyysehto on, ettd MA(g)-polynomin
0(z) kaikki juuret sijaitsevat yksikkéympyran ulkopuolella. Namé ehdot varmistavat,
ettéd prosessille on olemassa vakaa esitys, joko AR(p)- tai MA(g)-muodossa.

5.4 Stationaarisuus

Téssé osiossa kiaydaédn lapi, mita tarkoittaa stationaarisuus aikasarja-analyyseissé. Osio
perustuu padosin lahteisiin (/15] s.232-234) ja [29] ja siiné pyritdén antamaan peruské-
sitys stationaarisuudesta ennen kuin siirrytaén varsinaiseen aiheeseen teoriaosuudessa.

Stationaarisuus tarkoittaa, ettd aikasarjan tilastolliset ominaisuudet eivit muutu
ajan mukana. Kaytannossa tama tarkoittaa, etta aikasarja kayttaytyy samalla tavalla
riippumatta siitd, milld ajanhetkellé sité tarkastellaan. Stationaarisuudelle voi maari-
tella kaksi tasoa seuraavasti
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5.4.1 Vahva stationaarisuus

Kaikkien satunnaismuuttujien yhteisjakauma pysyy téysin samana, kun prosessia siir-
retaan ajassa eteenpain

P(yt1 €A1,...,ytm EAm>:P(yt1+k EAI;-‘-;ytm—l—k EAm) \V/]{?GZ

Tama tarkoittaa, ettd vahva stationaarisuus edellyttad, ettéd yhteisjakauma pysyy sa-
mana riippumatta siitd, mitkd ajankohdat ¢4, ..., t,, tai joukot Ay, ..., A,, valitaan [29/,
eli koko aikasarjan todennékoisyysjakauma on ajan suhteen vakio.

5.4.2 Heikko stationaarisuus

Téssé aikasarjan odotusarvo F(Y}) ei riipu ajasta ja autokovarianssi Cov(Ys, Yyiy) riip-
puu vain viiveestd k, mutta ei itse ajanhetkesta ¢.

Stationaarisesta aikasarjasta saatu lineaarisesti suodatettu sarja on myos statio-
naarinen. Esimerkiksi valkoisesta kohinasta ¢; saadaan stationaarinen sarja, mikéili alla
oleva ehto tayttyy

Yi=p+ ieiéftz’-
=0

Jotta tdma sarja olisi stationaarinen, niin kertoimien 6; tulee tayttda seuraava ehto

Var(Y;) = Var (Z 9¢£t_i> < 00.

=0

Tama ehto takaa, ettd sarjan varianssi pysyy adrellisend ja sarja on téten heikosti
stationaarinen.

Kaytannossa stationaarisuutta voidaan arvioida esimerkiksi vertaamalla prosessin
kdyttaytymisté eri ajanhetkilld ja tarkastelemalla sen yleista tilastollista luonnetta. Esi-
merkiksi autokorrelaatiofunktiota ACF (eng. Autocorrelation function), jossa voimakas
ja hitaasti hiipuva ACF saattaa viitata ei-stationaarisuuteen. Liséksi tarkemmilla me-
netelméllisilld testeilld, kuten ADF-testeilld (eng. Augmented Dickey-Fuller test), jotka
ovat niin sanottuja yksikkéjuuritesteja [13].

Téssé tyossa kiytettyjen aikasarjamallien AR(p), MA(q) ja ARMA(p, q) stationaa-
risuus maaraytyy osioissa 5.1-5.3 esitettyjen ehtojen mukaisesti.
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6 m-riippuvaiset prosessit

KRL:n perusoletuksien mukaan jakaumat ovat samoinjakautuneita ja toisistaan riip-
pumattomia. Aikasarjoissa riippuvuus on kuitenkin aina lasné, jolloin klassisen KRL:n
riippumattomuusoletusta rikotaan. m-riippuvaiset prosessit muodostavat téssé téarkean
valiluokan. Niissa riippuvuus on edelleen ldasné, mutta rajoittuu vain tiettyyn aikavé-
liin. Téllainen rajoitettu riippuvuus mahdollistaa KRL:n soveltamisen suhteellisen suo-
raviivaisesti aikasarjamalleille, joissa riippuvuus voi olla pidemmalle ulottuvaa ja vaa-
tia vahvempia ehtoja. Luvussa nojataan erityisesti lahteeseen [11], jossa kasitellaan
m-riippuvaisia prosesseja ja niiden asymptoottista kdyttaytymistéa.

Téassa tyossa m-riippuvaisia prosesseja késitelladn ensisijaisesti havainnollistavana
taustana, joka motivoi KRL:n soveltamista toisistaan riippuviin aikasarjoihin. Ty&s-
sé ei késitelld m-riippuvaisten prosessien KRL:n todistusta yksityiskohtaisesti, vaan
varsinainen painopiste on myohemmin tarkasteltavissa AR-, MA- ja ARMA-malleissa.
Yksityiskohtaisempi késittely ja todistukset 1oytyvit lahteesta ([/11] s.213).

Léhteen ([11] s. 212) mukaan stokastinen prosessi (X;) on m-riippuvainen, jos kai-
killa ajanhetkilld ¢ satunnaismuuttujajoukot (X, : j <t) ja (X;:j >t+m+1) ovat
riippumattomia. Toisin sanoen, mitkdan prosessin osat, jotka ovat toisistaan enemméan
kuin m ajanhetkeé erilldén, eivit sisdlla mitdan informaatiota toisistaan. Erityistapauk-
sessa, kun m = 0, prosessin kaikki ajanhetket ovat toisistaan riippumattomia. Esimer-
kiksi aikaisemmin luvussa 5.2 esitellyt MA(q)-prosessit ovat m-riippuvaisia, jossa m =
q.

Kaikki m-riippuvaiset prosessit eivit kuitenkaan ole liukuvan keskiarvon muotoa
(MA(q)). Esimerkiksi Billingsley (/8] s.364) esittad seuraavan rakenteen. Jos (Y;) on
iid-prosessi ja f on reaalinen funktio, voidaan mééritelld uusi prosessi (X;) asettamalla

Xt = f(}/b}/t—‘rh oo aY;H-m)-

Téll6in prosessi (X;) on m-riippuvainen. Riippuvuus johtuu siitd, ettd X; ja Xy jakavat
satunnaismuuttujia Y vain silloin, kun |t — ¢/| < m. T4mé prosessi ei kuitenkaan ole
MA (g)-prosessi, koska MA-prosesseissa X; esitetddn menneisyyden virhetermien funk-
tiona (g;—;), kun taas téssd X, riippuu tulevaisuudesta (Y;11) ja voi luoda epélineaari-
sia riippuvuuksia havaintojen vélille. MA-prosessissa riippuvuudet ovat aina lineaarisia.
Mikali funktio f olisi kuitenkin lineaarinen ja

q
FVos s Yaig) = >0V
=0

ja
Y, =¢e, ~N(0,0%),

jossa &, on valkoista kohinaa, mikd koostuu itsendisistd ja samoinjakautuneista sa-
tunnaismuuttujista, joiden odotusarvo E(e,) = 0 ja varianssi Var(e,) = o2, niin
talloin X, olisi g-riippuvainen, jossa X, riippuisi tulevaisuuden satunnaismuuttujis-
ta Yii1, Yo, ..., Yie,. TAmé el silti myoskéédn olisi MA(g)-prosessi, koska se ei olisi
kausaalinen ja valkoisen kohinan termit keskittyisivéit tulevan ennustamiseen. Perin-
teinen MA(q)-prosessi (10) puolestaan riippuu nykyhetken ja menneisyyden virheter-
meisté, eli se on kausaalinen ja siind summataan nykyhetken ja menneiden aikapis-
teiden termejéa. Tama on tarkedd, jos halutaan ennustaa tulevaisuutta nykyisyyden ja
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menneisyyden avulla. Taté kasiteltiin aikaisemmin luvussa 5.2 ja siihen palataan viela
myohemmin luvussa 9.

Yksinkertainen esimerkki m-riippuvaisuudesta, joka ei ole MA(q)-prosessi, voisi ol-
la seuraava. Olkoon X; = Y;Y;,1, jossa V; ~ i.id. N(0,1). Télloin X; ja X0 eivit
jaa yhteisid satunnaismuuttujia ja ovat siten riippumattomia, mutta X; ja X, riip-
puvat molemmat muuttujasta Y; ;. Talloin prosessi on 1-riippuvainen, ja siitd otetusta
itseisarvon logaritmista saadaan

Ly = log |Y;Yiq1| = log |Yy| + log [Yiqa],

jossa L; = &; + €;41, misséd log (Y;) = &, Tdmé muistuttaa MA(1)-prosessia, mut-
ta ei kuitenkaan ole perusoletuksiltaan MA(1)-prosessi, koska téssi valkoisen kohinan
termit riippuisivat tulevaisuuden satunnaismuuttujasta €;.1, ja niiden odotusarvo ei
valttamétta ole nolla ja ne eivit valttamatta jakaudu normaalisti, vaikka olisivatkin
i.i.d. -muuttujia. Sen sijaan MA(1)-prosessi riippuisi menneisyyden satunnaismuuttu-
jista €; 4+ fe;_1, jossa valkoisen kohinan termit jakautuisivat normaalisti ja niiden odo-
tusarvo olisi nolla.

Néama esimerkit osoittavat, etta m-riippuvuus ei rajoitu pelkéastaan MA (q)-prosessien
rakenteeseen, vaan sitd voi ilmetd my6s muissa, ei-lineaarisissa tai tulevaisuuteen suun-
tautuvissa prosesseissa.
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7 AR(1)-prosessi

AR(1)-prosessi mééritelldén seuraavasti
Xe—p=d(Xo1 —p) + e, &~ N(0,0%), (15)

jossa p on prosessin odotusarvo, ¢ on autoregressiokerroin, ja £; on normaalijakautunut
virhetermi, joka on valkoista kohinaa. Stationaarisuuden varmistamiseksi oletetaan, et-
ta karakteristisen polynomin juuret sijaitsevat yksikkéympyran ulkopuolella, ks. Kohta
5.1.2, jolloin AR(1)-prosessin tapauksessa saadaan

1
l—¢pz2=0 <= 2= —, (16)
¢
josta seuraa stationaarisuusehto
1
‘5‘>1 — |¢| < 1. (17)

Téassd mallissa nykyinen havainto X; riippuu suoraan edellisestéd arvosta X; ;, mi-
ka tarkoittaa, ettd perinteisen KRL:n riippumattomuusoletus ei pade. Keskeisen raja-
arvolauseen (KRL) soveltaminen téllaisissa tapauksissa, kuten AR(1)-prosesseissa, on
kuitenkin hyvin térkedd, koska se mahdollistaa estimaattien normaalijakautuneisuu-
den suurilla otoksilla, vaikka havaintoarvot olisivat riippuvaisia keskenédén, seké eten-
kin luottamusvilien ja malliparametrien estimoinnissa, kuten ¢:n ja o?m arvioinnissa.
Tassé tyossa keskitytaan kuitenkin erityisesti mallin odotusarvoparametrin p estimoin-
tiin. Vaikka yksittéiset havainnot eivit olisi normaalijakautuneita, niiden summat tai
keskiarvot voivat asymptoottisesti noudattaa normaalijakaumaa, mikd on olennaista
monille aikasarja-analyysin menetelmille.

Monissa sovelluksissa, kuten osaketuottojen ja korkojen mallintamisessa, AR(1)-
prosesseja kiytetddn kuvaamaan ajallisesti riippuvaisia ilmititd. KRL mahdollistaa ti-
lastollisten mallien kiyton ennustamiseen ja riskien arviointiin. Monimutkaisemmissa
malleissa, joissa kdytetadn AR(1)-prosessia osana regressiomallia, KRL auttaa var-
mistamaan, ettd jadnnostermit tai parametriestimaatit noudattavat normaalijakau-
maa, miké tekee hypoteesitestauksesta ja estimoinnista luotettavaa. Esimerkiksi, vaik-
ka AR(1)-malli rikkoo riippumattomuusoletusta, KRL antaa perustan sille, etta suuret
otokset ja naiden keskiarvot voidaan silti késitelld normaalijakaumaa approksimoivina.
Tama kuitenkin edellyttaa erityisehtoja, joita késitellaan seuraavissa osioissa. Tama te-
kee normaalijakauman ja sen johdannaisten, kuten ¢-testien ja F'-testien, soveltamisen
mahdolliseksi my0s aikasarja-aineistoihin.

7.1 AR(1)-KRL

AR(1)-prosessissa (15) nykyinen arvo riippuu edellisestd arvosta, miké rikkoo riippu-
mattomuusoletusta. Vaikka riippumattomuusoletus puuttuu, AR(1)-prosessin keskiar-
vo saavuttaa ajan myotd asymptoottisen normaalisuuden, kun seuraavat ehdot taytty-
vt (ks. [15] s.1.). Prosessin on oltava stationaarinen, miké toteutuu silloin kun |¢| < 1
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ja virhetermien varianssi on vakio ja aérellinen. Stationaarisessa tapauksessa prosessin
pitkdn aikavélin odotusarvo ja varianssi ovat

E[X;] =p, Var(X,)= 1f—2¢2 < 0. (18)

Talloin AR(1)-keskeisen raja-arvolauseen mukaisesti prosessin summan normalisoitu
keskiarvo konvergoi normaalijakaumaan

2

ﬁ(%;Xt—,u> i)N(O’(li—@Z)’ kun n — oo,

jossa p on prosessin odotusarvo.

7.1.1 AR(1)-KRL todistus

Oletetaan, ettd AR(1)-malli on muotoa 15, jossa virhetermi g, ~ i.i.d(0,0?), jonka
odotusarvo on 0 ja varianssi o?. Lisiksi |¢| < 1, eli prosessi on stationaarinen. Tilléin
otoskeskiarvo X = % > i, X; noudattaa asymptoottista normaalijakaumaa

0.2

(1-¢)

\/E(X—u)iw\/(o,

), kun n — oc.

Todistus. Tamé todistus perustuu esitykseen ldhteessa ([15/, s. 2-3).

Méaritelladn
b= Y o
k=j+1
Télloin
b —bj=) ¢ = > ¢ =¢
k=j k=j 11

Maaritelladn uusi lineaarinen aikasarja

Y; = Z bjgt—j-
j=0

Lineaarinen aikasarja Y; = Z;io bje;—; on hyvin maéritelty, kun silld on &dérellinen va-
rianssi. Koska Y; esiintyy myohemmin osana X;:n esitystéd, on olennaista varmistaa,
ettd kyseessd on stationaarinen prosessi. Téméa saavutetaan tarkistamalla, ettd vir-
heiden painokertoimien neliGsumma konvergoi. Téssé tapauksessa ehto tayttyy, koska
sarja konvergoi, kun |¢| < 1.

oon_oo 0 . 2_00 ¢7~+1 2_ ¢2 [ee) 0 ¢2 1
;j_z 2 ¢ _Z(l—¢>> _(1_¢)2j§0¢ TP 1™

§=0 \k=j+1 =0
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Koska > %7

rinen,

=0 6]2 < 00, lineaarinen prosessi Y; = Z;io bjeq—; on maaritelty ja stationaa-

= N"—ngtfj
=0
- N+5t+z¢j5t—j

_M+€t+z -1 Et]

:M+<Z¢]>5t <Z¢]> 5t+zb —1E¢t—j stt —j
7=0
=u+ (ZQS]) €t—b0€t Zb Et— j—i‘Zb] 1€t—j

7=0

(Olkoon k:j—lj:k+1)

M+<Z¢J €t — Zbﬁt j Zbk& k—1

7=0

,U—|—< ¢])5t—Y¥+Yi1>
=0

j
joten Xy —p= (ZW) e — Y+ Y1
=0

Otetaan + "7 | molemmilta puolilta
n t=1

%ZXt—u — (Zgbj) %Z&—%ZYHL%ZYH
=1 =0 =1 =1 =1

_ 1 1 1
X —p == (ﬂ)ﬁzf?t—ﬁ(yn—yo)

V(X — ) = (#> ) S A )

Koska g; ~ i.i.d(0,0?), niin KRL:n nojalla

1 & _ d )
LS = Ve — 0) S N(0.0),
Vi
jossa &, = L3 &y
Liséksi

1 » 1 »
—Y, —>0, —Y;—0, kun n — oc.
N Vi
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Tésté seuraa, ettd AR(1)-keskeisen raja-arvolauseen mukaisesti prosessin summan nor-

malisoitu keskiarvo
_ 1 <&
X - — E Xt
n
t=1

on asymptoottisesti normaalijakautunut

0.2

(1-¢)?

VAR - 1) Mf(o,

), kun n — oo

7.1.2 Esimerkki stationaarisuuden vaikutuksesta, AR(1)-KRL

Alla on viisi kuvaajaa, jotka havainnollistavat AR(1)-prosessin keskiarvojen kiyttayty-
mista stationaarisuuden (|¢| < 1) kasvaessa kohti epéstationaarista |¢| > 1 tilannetta.
Simulaatioissa kédytettiin seuraavia |¢|:n arvoja: (0.1,0.4,0.7,0.9,0.99). Kaikki simulaa-
tiot toteutettiin otoskoossa n = 100 ja simulaatioiden méaéra oli m = 10, 000. Liséksi
oletettiin, ettd prosessin odotusarvo on g = 0 ja varianssi 02 = 1. Jokaisessa simulaa-
tiossa generoitiin n-pituinen AR(1)-aikasarja, ja laskettiin sen keskiarvo X. Keskiarvo
standardoitiin /(X — ), jossa u on prosessin odotusarvo. Standardoiduista arvoista
muodostettiin histogrammi (kuvaajissa oranssit pylvadt).

Simuloitu Vs. Teoreettinen, kun phi= 0.4

Simuloitu
—— Teoreettinen

Simuloitu Vs. Teoreettinen, kun phi= 0.1

Simuloitu
— Teoreettinen

03
Tiheys

Tiheys
0.2

0.1

0.00 0.05 010 0.15 0.20 025

0.0

(Il = 0.1) (l¢l = 0.4)

Simuloitu Vs. Teoreettinen, kun phi= 0.7 Simuloitu Vs. Teoreettinen, kun phi= 0.9

Simuloitu Simuloitu
— Teoreettinen — Teoreettinen

012

Tiheys
0.04 0.08
Tiheys
000 001 0.02 003 0.04

0.00

Kuva 13: Stationaariset tapaukset, AR(1)-KRL: havainnollistaminen
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Simuloitu Vs. Teoreettinen, kun phi= 0.99

Simuloitu
— Teoreettinen

0.006

Tiheys
0.002 0.004

0.000

(lol = 0.99)

Kuva 14: Stationaariset tapaukset, AR(1)-KRL: havainnollistaminen

Stationaarisissa tapauksissa (kuva 13), joissa |¢| < 1 prosessi noudattaa AR(1)-keskeisen
raja-arvolauseen ennustetta jo hyvin pienelld otoskoolla n = 100. Histogrammit osoit-
tavat, ettd normaaliapproksimaatio seuraa teoreettista normaalijakaumaa ja epéstatio-
naarisuuden vaikutus alkaa olla havaittavissa vasta kun |¢| = 0.99, kuva 14. Mikali
otoskokoa kasvatetaan esimerkiksi tuhanteen, kuten kuva 15 osoittaa, niin normaaliap-
proksimaatio seuraa teoreettista normaalijakaumaa erittdin tarkasti vield |¢|:n ollessa
0.99. Toisin sanoen, mité isompi ¢, sitd pidempi sarja tarvitaan, jotta approksimaatio
olisi tarpeeksi tarkka.

Simuloitu Vs. Teoreettinen, kun phi= 0.99 ja n= 1000

Simuloitu
—— Teoreettinen

Tiheys
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004

Kuva 15: AR(1)-KRL, kun n = 1000

Prosessin varianssi maéaritelladn kuvissa 13 - 15 aikaisemmin esitetylld varianssin kaa-
valla (18), jossa autoregressiivisen kertoimen |¢| arvot vaihtelevat vélilla 0.1 — 0.99 ja

varianssin (13—45)2 arvot vastaavasti valilla 1.01 — 50.25

Epéstationaarisessa tapauksessa |¢| > 1 prosessin varianssi kasvaa rajatta ajan myo6ta

(/13] 5. 256-265), kun
Var(X;) — oc.

Téma ilmi6é ndkyy mallin varianssin kaavassa siten, etté varianssi (18) ei ole mielekés,
kun 1 — ¢? < 0. Erityisesti silloin, kun ¢ = 1, nimittdji muuttuu nollaksi, miki tekee
varianssin maérittelemattomaksi, ja mikili ¢ > 1, jolloin nimittdja on negatiivinen,
miké on seurausta epéstationaarisen prosessin eksponentiaalisesta kasvusta.
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8 AR(2)-prosessi

AR(2)-prosessi voidaan esittdéd seuraavasti
Xi—p=01(Xpm1 — p) + Go(Xpo — p) + &, & ~ N(0702)a

jossa X, on aikasarjan arvo hetkelld ¢t ja p on prosessin odotusarvo. Autoregressiiviset
kertoimet ¢, ¢, kerrotaan viivistetyilld havainnoilla X; 1, X; 5 ja g, ~ N(0,0?%) on
normaalisti jakautunut virhetermi, joka on valkoista kohinaa. Kuten kohdassa 5.1.2 to-
dettiin, AR(p)-prosessin stationaarisuus perustuu karakterististen polynomien juuriin
(9), joiden pitéd sijaita yksikkéympyrén ulkopuolella |z| > 1. Liahteeseen [34/ nojaten,
AR(2)-prosessin tapauksessa tdmé voidaan esittdéd seuraavan yhtalén muodossa

1-— ¢1Z — ¢222 = 0. (19)

Tamén yhtalon juuret voidaan ratkaista toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla

b1 £ /T + 4
—2¢

Mikali juuret sijaitsevat yksikkdympyran ulkopuolella, seuraa tasta tunnetut kertoimiin
perutuvat ehdot

o1+ @2 < 1,
¢ — 1 < 1, (20)
[pa] <1

[34]. Taméa malli on erityisen hyddyllinen aikasarja-analyysissd, kun havaintojen véliset
vaikutukset ja viivastykset tekevit yksinkertaisten kausaaliyhteyksien méaarittamisesta
vaikeaa. AR(2)-malli kykenee kuvaamaan prosessin dynamiikkaa tarkemmin kuin yk-
sinkertaisempi AR(1)-malli, erityisesti silloin, kun aikasarjassa esiintyy monivaiheisia
riippuvuuksia ja viiveiden vaikutukset ovat merkittévid. AR(2)-mallissa stationaarisen
varianssin laskeminen on kuitenkin hieman mutkikkaampaa kuin esimerkiksi AR(1)-
mallissa, ja se perustuu autokovarianssien (7) ja autokorrelaatioiden (8) viiveoperaat-
toreihin, jotka lasketaan Yule-Walker-menetelmélld. Seuraavassa on esitetty AR(2)-
prosessin varianssin johtamisen todistus, joka perustuu tdhdn menetelmaén. Todistus
perustuu ldhteeseen [2/.

. . . _ o?(1—¢2)
Lause 1. AR(2)-mallin varianssi on Var(X;) = =) (-0 2%

Todistus.

Var(Xe) = Var(gi1 Xe—1 + 02 X404+ &4)
= ¢IVar(X; 1) + ¢3Var(X;_o) + Var(e) + 20162Cov(X; 1, Xy o)
= ¢1Var(X,) + o3Var(Xy) + 0% + 2¢1¢92Cov(Xy—1, Xi—»)

Télloin stationaarisuuden perusteella

Var(X;) = ¢iVar(Xy) + ¢3Var(Xy) + 0° 4 2019201 Var(Xy),
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saadaan )

o
Var(X;) = .
R e T

Kuitenkin ominaisuuden (8) mukaan p; = %, jolloin lopulliseksi varianssiksi AR(2)-

prosessille muodostuu
o2 o%(1 — ¢9)
Var(Xy) = = = (21)
'f 107 — 03— 2010072 (1= 0% = 03)(1 — 62) — 2670
[

8.1 AR(2)-KRL

Samoin kuten AR(1)-prosessissa, voidaan AR (2)-prosessin keskiarvoille X = 13" X,
kiyttad asymptoottista normaalijakaumaa, kun n — oo. Tamaé tarkoittaa, ettd otos-
koon kasvaessa prosessin keskiarvojen jakauma ldhestyy normaalijakaumaa, vaikka al-
kuperdinen jakauma ei olisikaan normaalisti jakautunut. Toisin sanoen, KRL:n nojal-
la, vaikka yksittaiset havainnot X; eivét olisi normaalisti jakautuneita, niiden keskiar-
vot kuitenkin noudattavat asymptoottisesti normaalijakaumaa, mikd mahdollistaa nor-
maalijakautuneiden estimointimenetelmien kiyton suurilla otosméérilléa. Vaikka AR(2)-
prosessin havainnot eivét ole toisistaan riippumattomia, otoskeskiarvo voi silti ldhes-
tyad normaalijakaumaa, kunhan silld on vakio ja aérellinen varianssi. Stationaarisuuden
ehdot voi tarkistaa esimerkiksi karakteristisen yhtélon juurten avulla (20).

Kaava (21) kuvaa tilannetta yksittdisen havainnon X, varianssista, joka saadaan
Yule-Walker-yhtéloiden avulla. AR(2)-prosessin tapauksessa keskiarvon varianssi ei
kuitenkaan ole yksinkertaisesti Var(X;)/n, kuten riippumattomien havaintojen ta-
pauksessa. Téamaéa johtuu siitd, ettd prosessin havainnot ovat autokorreloituneita, eli
niiden vélilla on ajallista riippuvuutta. Taman vuoksi keskiarvon varianssiin vaikutta-
vat myos kaikkien aikaviiveiden yhteisvaikutukset. Nama vaikutukset voidaan huomioi-
da MA(oco) -esityksen kautta, jossa AR(2)-prosessi esitetddn ddrettoménéd summana.

0
X = E Vi€t—i,
i=0

jossa painotus tapahtuu ;-kertoimilla, kun ¢« = 0,1, 2, ..., jolloin prosessi noudattaa
MA (00)-prosessia [3].

Lahteen [11] lauseen 7.1.2 mukaan keskiarvon asymptoottinen varianssi saadaan
ottamalla niiden MA-kertoimien summan neli6 ja kertomalla se o2:lla, jolloin asymp-
toottiseksi varianssiksi saadaan

~ 2
Varesymp = . (Z 1/12> < 0. (22)
t=0

Tarkempi todistus esitetaén ldhteen [11] osiossa 7.3.

Seuraavassa lahteend on kiytetty Florian Kélblin diplomity6ta Aggregation of AR(2)
Processes [3], jossa osoitetaan, ettd summat Y oo by, D0 W7, Y oo bty ovat ddrel-
lisidi, jos karakteristisen yhtilon A2 — ¢\ — ¢ = 0 juuret \; ja Ay, jossa ¢ = A; + Ay
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ja g2 = —A1 Ay ovat yksikkGympyran sisapuolella. Talloin

s — AL i+
% )\1 — )\2 )

ja saadaan, etta

)\H—l /\z—l—l o0

1 i i
Zl/}z Z /\1 /\2 /\1 _ /\2 Zl()‘l - )‘2)

1 1 1 1
= A=\ _
A — Ao ;( )= (1—)\1 1—>\2)

- 1 B 1
A=) =R (11— ¢n)

(23)

[3]. Sijoittamalla kaava (23) kaavan (22) sulkeiden sisépuolelle, saadaan AR(2)-prosessin
asymptoottinen varianssi, joka saa muodon

0,2

(1—¢1— )

Varasymp =

Talloin AR(2)-keskeisen raja-arvolauseen mukaisesti prosessin summan normalisoitu
keskiarvo konvergoi normaalijakaumaan seuraavasti

1 — d o2
ﬁ(ﬁ;Xt_ﬂ) —>./\/<O, (1_¢1_¢2)2>,kunn—>oo.

Asymptoottisen normaalijakauman varianssista voidaan tehdd huomioita liittyen au-
toregressiivisten kertoimien ¢, ja ¢o merkitykseen. Varianssin kaavasta nahdéén, et-
td molemmat kertoimet vaikuttavat sithen samalla tavalla. Esimerkiksi, jos ¢, kasvaa
0.1:114, varianssi muuttuu tasmélleen saman verran kuin jos ¢, kasvaisi 0.1:114. Té-
mé tarkoittaa, ettd molemmat kertoimet ovat yhté kriittisesséd asemassa estimoinnin
tarkkuuden kannalta.

8.1.1 Esimerkki stationaarisuuden vaikutuksesta, AR(2)-KRL

AR(2)-KRL:n kiyttaytyminen riippuu kertoimista ¢, ja ¢,. Alla on esimerkking kaksi
simulaatiota, joissa tarkastellaan prosessin kayttaytymista eri kertoimien arvoilla niin,
ettd niiden vaikutusta voidaan vertailla rinnakkain. Kéytannossa tdmé tarkoittaa, etta
toisessa tapauksessa ensimmaéinen viive ¢, on suurempi ja toinen viive ¢o pienempi,
kun taas toisessa tapauksessa roolit on vaihdettu painvastaisiksi. Molemmissa simulaa-
tioissa sdilytetddn ehto |¢; + ¢o| < 1, jotta prosessi pysyy stationaarisena. Liséksi on
luotu kaksi kuvaajaa, joissa n = 50.
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Kuva 16: Stationaariset tapaukset AR(2)-KRL

Ensimmaisessd simulaatiossa asetettiin ¢; = 0.7 ja ¢o = 0.2, jolloin stationaarisuuseh-
to |¢1 + ¢o| < 1 tayttyy. Toisessa simulaatiossa parametrit vaihdettiin painvastoin, eli
01 = 0.2 ja ¢o = 0.7, jolloin ehto siilyy edelleen voimassa. Molemmat simulaatiot to-
teutettiin kahdella eri otoskoolla, n = 100 ja n = 1000, ja simulaatioiden méaara oli
m = 10,000. Lisdksi oletettiin, ettd prosessin odotusarvo on E(X;) = 0 ja varianssi
0? = 1. Kuvassa 16 huomaa, etti AR(2)-KRL:n normaaliapproksimaatio seuraa teo-
reettista normaalijakaumaa, kun |¢; + ¢o| < 1.
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Kuva 17: Stationaariset tapaukset AR(2)-KRL, kun n = 50
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Kuvassa 17 otoskoko on n = 50. Téssa kiytettiin samaa menetelmééa ja samoja ¢:n ar-
voja kuin kuvassa 16. Myos téssd AR(2)-keskeinen raja-arvolauseen normaaliapprok-
simaatio seuraa teoreettista normaalijakaumaa suhteellisen hyvin, kun |¢; + ¢o| < 1
vaikka otoskoko on hyvin pieni.

8.1.2 Johtopaitos

AR(p)-prosessiin voidaan soveltaa keskeistd raja-arvolausetta ainoastaan silloin, kun
prosessi on stationaarinen ja sen varianssi on vakio ja dérellinen. Naissd olosuhteissa
pitkén aikavélin ominaisuudet, kuten keskiarvot ja varianssit, pysyvéat vakaina, ja nor-
malisoitu summa konvergoi normaalijakaumaan. Témé mahdollistaa AR(p)-prosessin
asymptoottisen analyysin myos kiytannon sovelluksissa.

Téaysin epéstationaarinen tapaus voitaisiin havainnollistaa tarkastelemalla, miten
prosessin dynamiikka muuttuu, kun valitaan esimerkiksi |¢1 + ¢o| = 1.4 > 1. Téll6in
ehto |¢1 + ¢o| < 1 ei endd pidd paikkaansa, miké tarkoittaa, ettd prosessi ei ole endd
stationaarinen. Téllaisessa tilanteessa prosessin varianssi kasvaa rajatta ajan myota,
miké johtaa epavakaaseen kayttaytymiseen, esimerkiksi eksponentiaaliseen kasvuun.
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9 MA(2)-prosessi

Téssé osiossa keskitytaan MA(2)-KRL:&én, sillda MA(1)-KRL:n yksinkertainen autokor-
relaatiokdyttaytyminen tulee esille jo MA(2)-mallin yhteydessé, joten MA(1)-mallia ei
kasitella erikseen.

MA (2)-prosessin méaéritelmé on seuraava

X, = M+€t+915t—1 +925t—2> Et NN(O,O'Q).

Téasséd mallissa nykyinen havainto X; riippuu suoraan korkeintaan kahdesta aikaisem-
masta virhetermistd €, 1 ja €;_9, joten riippumattomuusoletus ei péde. Perdkkiiset
havainnot ovat korreloituneita korkeintaan kahden viiveen verran.

MA (2)-prosessin kddntyvyysehdot puolestaan perustuvat aikaisemmin osiossa 5.2.2
késiteltyihin MA (q)-prosessin polynomeihin 13, jossa kaikkien juurten tulee sijaita yk-
sikkéympyréan ulkopuolella. MA (2)-prosessin tapauksessa tamé esitetddn seuraavan yh-
talon muodossa

1 —612—0222 = 0.

Mikali juuret sijaitsevat yksikkdympyrén ulkopuolella |z| > 1, niin kiantyvyys voidaan
varmistaa seuraavien epéayhtaléiden muodossa

|02| <1, 01+ 05 < 1, 0, — 0, < 1, (24)

Naiden ehtojen tayttyessd MA(2)-prosessi on kidantyva. Mikéli kddntyvyysehdot eivét
téayty, prosessi siilyy kylld stationaarisena ja MA(2)-KRL:n mukainen asymptoottinen
normaalisuus on periaatteessa voimassa, mutta mallin tulkinta ja parametriarvioiden
kdyttaytyminen voivat muuttua hankaliksi tai epéintuitiivisiksi. Taten kdantyvyys ei
siis ole KRL:n muodollinen ehto. Kéantyvyysehdot kuitenkin huomioidaan l&dhes poik-
keuksetta, kun MA(q)-prosesseja kiytetdédn tilastollisessa mallintamisessa, joten myos
tassd tyossa pyritddan huomioimaan tama seikka.

Koska kyseessd on MA(2)-prosessi, saadaan niiden autokovarianssit ja autokorre-
laatiot soveltamalla aikaisemmin osiossa 5.2.1 késitellyn MA(g)-prosessin kaavoja 11 ja
12 seuraavasti

Yo =0*(1+67 +63).
Y1 = 0'2(01 + 9102),
Y2 = 020,

Ve = 0, |k| > 2,

ja autokorrelaatiot puolestaan seuraavasti

(25)

p0:17

0+ 6,6,
M Tre e
S

pr =0, kun |k| > 2

[28]. Téasta voidaan havaita, ettd MA(2)-prosessin autokorrelaatiofunktio saa nolla-
arvon kaikilla viiveilld, jotka ylittavat kaksi.
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9.1 MA(2)-KRL

Vaikka MA(2)-prosessin havainnot X, ovat riippuvaisia kahdesta aiemmasta virheter-
mistéd, otoskeskiarvojen

— 1
Xn:E;Xt

jakauma voi suurilla otoksilla ldhestyd normaalijakaumaa MA(2)-KRL:n mukaisesti.
Talloin otoskeskiarvon asymptoottista varianssia voidaan arvioida summana autoko-
variansseista seuraavasti

VCLTASymp =Y + 2’71 + 2’}/2 (26)

[11]. Tamén summan voi laskea suljetussa muodossa
Varasymp = 0% [L+ 07 + 03 + 201 + 20,05 + 205] = 0(1+ 0, + 0,)”.

Vaikka téssé ei esitetd taytta todistusta KRL:m soveltuvuudesta MA (2)-prosessille, voi-
daan osoittaa (Ks. Lihde [11] Esim. 6.4.3 ja 6.4.4. S.214), etta prosessin otoskeskiarvo
on asymptoottisesti normaalijakautunut. Télle varianssille pétee

t=1

9.2 Esimerkki stationaarisuuden vaikutuksesta, MA(2)-KRL

Kuten aikaisemmin todettiin, MA(q)-prosessi on aina stationaarinen, joten myoskdan
MA(2)-KRL:n tapauksessa kidantyvyysehdolla ei ole suurta vaikutusta ja se téyttaa
KRL:n vaatimukset teoreettisesti. Parametrien suuruudella on kuitenkin kiytadnnossa
merkittava vaikutus siihen, kuinka nopeasti keskiarvon jakauma lahestyy normaalija-
kaumaa. Pienilla ja kohtuullisilla #:n arvoilla keskiarvon jakauma on simulaatioissa
usein hyvin normaalin ndkoinen jo pienilla otoksilla, kuten n = 10 ja n = 100. Tama
johtuu siita, ettd X; on lineaarikombinaatio normaalisti jakautuneista kohinatermeista
ja keskiarvon vaihtelu tasoittuu nopeasti.

Jos kuitenkin parametrien suuruudet kasvavat huomattavasti, niin tilanne muut-
tuu oleellisesti, koska suuret parametrit kasvattavat prosessin autokovarianssia ja siten
yksittaisten havaintojen X; vaihtelu voi olla hyvin suurta. T&ll6in otoskoon tulee olla
suurempi, esimerkiksi n = 1000, silla yksittdiset suuria poikkeamia sisdltavéit havain-
not voivat vaikuttaa otoskeskiarvoon merkittéavésti, jolloin jakauman suppeneminen
normaalimuotoon tapahtuu hitaammin.

Tallainen lienee kuitenkin harvinaista reaalimaailmassa, koska t&ll6in menneisyyden
vaikutus nykyhetkeen olisi poikkeuksellisen suurta ja data vaatisi tarkempaa tutkimis-
ta. Kédytdnnossd kddntyvyysehdot rajoittavat #:n arvoja jo itsessddn. Vaikka MA(q)-
KRL ei sita vaadi, tilastollinen mallinnus kiytdnnossé edellyttad kadntyvyytté, jolloin
suuria ¢:n arvoja ei edes hyvéksyttéaisi malliin.
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Simuloitu Vs. Teoreettinen MA(2), kun theta_1= 2 theta_2 = -2 jan =10 MA(2)-prosessi ajassa, theta_1=2, theta_2 = -2
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0, = 10, 6y = —10, kun n =1000

Kuva 18: MA(2)-KRL eri liukuvan keskiarvon parametreilld ja niitd vastaavat aikasar-
jakuvaajat

Kuvassa 18 on esitetty tilanteita eri liukuvien keskiarvojen parametreilld. Kummas-
sakaan tapauksessa kiddntyvyysehto ei toteudu. Kuvista voi havaita, ettd MA(2)-KRL
toimii hyvin jo pienilld otoksilla, kunhan liukuvan keskiarvon parametrit ovat kohtuul-
lisia 6; = 2 ja 0y = —2. Epérealistisessa tapauksessa #; = 10 ja 6 = —10 MA(2)-KRL
toimii my6s hyvin, kunhan n on tarpeeksi suuri. Myohemmin simulaatio-osiossa tarkas-
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tellaan ensimmaisen tapauksen osalta peittotodennakoisyyksia. Nama on havainnollis-
tettu kuvassa 22 ja tarkemmat arvot nékee taulukosta 2. Naistéd kiy ilmi, etta arvoilla
0, = 2 ja 6y = —2 jakauma konvergoi hitaammin kohti nimellistasoa pienilld otoksilla,
mutta saavuttaa halutun tason lopulta otoskoon kasvaessa.
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10 ARMA(1,1)-prosessi

ARMA (1,1)-prosessi méadritellaan seuraavasti

Xe—p=¢1(Xpm1 — ) + e+ 016021, €1 ~ N(an-z)v

jonka odotusarvo on muotoa

Kun oletuksena on, ettd e, ~ A(0,0?), niin ARMA(1,1)-prosessin varianssi on muotoa

Var(Xy) = Var(X; — p) = (1 + %) o’

[4]. Mikéli mallin odotusarvo on p = 0, niin malli voidaan esittdd muodossa
Xt = ¢1Xt71 + &+ 91615,1, Er ~~ N(O, 0'2).

Viitaten osioon 5.3.2, jossa kasiteltiin ARMA (p, ¢)-mallin karakteristisia juuria, ARMA-
(1,1)-prosessissa tulee huomioida erikseen AR(1)- ja MA(1)-osan ehdot. AR(1)-osan
juurten (16) tulee sijoittua yksikkGympyrén ulkopuolelle, mikd takaa prosessin sta-
tionaarisuuden (17). MA(1)-osan juurten puolestaan tulee sijoittua yksikkdympyran
ulkopuolelle kddntyvyyden varmistamiseksi, mikd johtaa méédritelmén (14) mukaiseen
epayhtaloon.

Seuraavaksi esitetaan ARMA(1,1):n autokovarianssit

(120,01 + 6?)
[k e

(L4 0:60) (61 + 01)
[ g

jossa y(k) = ¢y " v(1), k > 2 [34)].
Autokorrelaatiot ARMA(1,1)-prosessille puolestaan ovat seuraavat

1 k=0
_ ) (+01¢1)(¢1+01) _
Pk = 1+12911¢1i6%1 , k=1

O1Pk—1, kE>2

[1]. Vaikka ARMA(1,1)-prosessi on riippuvainen aikaisemmista havainnoista ja vir-
hetermeisté, niin sen keskiarvojen X jakauma voi ldhestyd normaalijakaumaa, kun
n — oo. Tamé edellyttdd, ettd perusoletukset, kuten stationaarisuus ovat voimas-
sa. Asymptoottinen varianssi voidaan madritelld, kuten edellisessé osiossa laskettaessa
MA(2)-KRL:n asymptoottista varianssia (26). Talloin, kun lisdksi otetaan huomioon
dareton summa, saadaan

> 1+6,\°

1

VarAsymp:70+227k:UQ <1_¢ ) 5 (27>
k=1 1

jossa ARMA(1,1)-prosessille v, = ¢¥ 1y, k > 2 [34]. Asymptoottinen varianssi
Var gsymp saadaan alla olevan todistuksen mukaisesti.
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10.1 ARMA(1,1)-KRL ja asymptoottisen varianssin todistus
2
Lause 2. ARMA(1,1)-KRL:n asymptoottinen varianssi on Var asymp = 0 <i+§)11> .

Todistus. Seuraavassa todistetaan ARMA(1,1) asymptoottinen varianssi, josta kiy ilmi
ylla olevan kaavan (27) alkuperi. Aloitetaan autokovariansseista 7 ja 1 jotka ovat
muotoa

(14261014 67) o (T +011) (91 + 61)
[ e R )

Kun k£ > 2 autokovarianssien vélinen suhde on v, = ¢17v,_1, jolloin se on eksponenti-
aalisesti viihenevi v, = ¢¥'~;. Asymptoottinen varianssi ARMA(1,1):1le on t&lloin

Varasmp =% +2Y W ="+2Mm+%+%+ ]
k=1
Korvataan v, = ¢¥ ', jolloin
Varasymp = 70 + 2 Z ¢ = + 2 Z Pt
k=1 k=1

Geometrinen sarja alkaa k = 1, joten

k:l
Z¢ 1—¢1

Tastéd saadaan
2
1 —¢n
o (1+ 26101 +67) n 2 (02(1+91¢1)(¢1+91)) '
(1—¢7) 1= (1—¢7)

Varasymp = Y0 + TN

Yhdistetdin nimittijiat (1 — ¢2)(1 — ¢1) = (1 — ¢1)3(1 + ¢1), jolloin
02
(1= ¢1)*(1+ ¢1)

Hakasulkeiden sisillé olevien termien laventaminen tuottaa

(1467 +20161)(1 — ¢1) + 2(d1 + 61) (1 + $161)].

Var gsymp =
(1+67 +20161)(1 — ¢1) = 1+ 67 + 261601 — ¢y — ¢16] — 2076,
ja

2(¢1 + 01) (1 + ¢1601) = 2(¢d1 + 61 + ¢161 + ¢16}).

Termien yhdistaminen ja lausekkeen jirjestely tuottaa

1+ 6% 4200 + ¢y + 26161 + 6167 = (1 + 20, + 62) + ¢y (1 + 26, + 67).
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Koska (1 + 260 + 62) = (1+ 6;)?, niin lopulliseksi muodoksi saadaan (1 + 61)%(1 + ¢y).
Pédkaavaan takaisin sijoittamalla saadaan

0.2

(1 _ ¢1>2(1 + ¢1) ’ (1 + 61) (1 + (bl)

(14 60)2(1+ ¢y)
(= d)? (L + )

- (i) - (25)

Kun n — oo, niin prosessin otoskeskiarvot lahestyvit asymptoottisesti normaalijakau-
maa, jolloin KRL:n mukaan pétee

n 2
ﬂ(%;){t—u> iN(O,GQ (ijzll) ),kunn%oo.

Var asymp =

10.2 ARMA(1,1)-KRL normaaliapproksimaatiossa

ARMA-mallissa MA-osa perustuu kiddnnettavyysehtoon, joka ARMA(1,1)-mallin ta-
pauksessa perustuu aikaisemmin késiteltyyn MA (1)-prosessin kddnnettévyysehtoon (14).
MA-prosessi on aina stationaarinen. Suuret parametrin arvot kuitenkin heikentévét kes-
kiarvon jakauman ldhestymistd kohti normaalijakaumaa, joten silld on suuri vaikutus,
kun tarkastellaan parametrien kiyttaytymistd KRL:n kannalta.

Kuva 19 seuraavalla sivulla havainnollistaa tilannetta valituilla parametrien arvoil-
la. Ylhaalla vasemmalla esitetéén tapaus, jossa MA(1)-prosessin kiéntyvyysehto ei tay-
ty, silld #; > 1. Samalla AR(1)-prosessin parametri on hyvin ldhelld stationaarisuuden
raja-arvoa, ¢; = 0.99 < 1. Kun otoskoko on n = 200, teoreettinen normaalijakauma ei
vield kuvaa havaittua jakaumaa tarkasti, eikd normaaliapproksimaatio ole hyvé. Liséik-
si otoskeskiarvon asymptoottinen varianssi on télléin hyvin suuri. Sen sijaan otoskoon
kasvaessa ja saavuttaessa arvon n = 3000, asymptoottiset tulokset alkavat pated, ja
teoreettinen normaalijakauma vastaa jo hyvin havaittua normaaliapproksimaatiota.

Alhaalla vasemmalla puolestaan on tilanne, jossa AR(1)-prosessin parametri saa ar-
von ¢ = 0.99 < 1, jolloin malli on stationaarinen mutta hyvin ldhella stationaarisuu-
den raja-arvoa. MA(1)-prosessin parametri saa puolestaan arvon —0.99, mikéi vastaa
kiaantyvyyden rajatapausta. Nailla parametrien arvoilla otoskeskiarvon asymptootti-
nen varianssi saa arvon 1, ja normaaliapproksimaatio on jo hyvin tarkka pienelldkin
otoskoolla, n = 10. Mikéli parametrien arvot valitaan molempien mallien kannalta sel-
vasti suotuisiksi, teoreettinen normaalijakauma seuraa erittdin tiiviisti simulaatiosta
saatua keskiarvojen jakaumaa jo hyvin pienilld otoksilla. Havainnollistamisen vuok-
si tdhén on valittu otoskoko n = 1000, jolloin simulaatiosta saadut ostoskeskiarvojen
jakaumat piirtyvat erittdin tiiviisti teoreettisen normaalijakauman sisélle.
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Kuva 19: ARMA(1,1)-KRL eri parametrien ¢, ja 6, arvoilla

Mikali AR-osan stationaarisuus ei toteutuisi, voitaisiin kiyttdd ARIMA (p, d, ¢)-mallia,
jossa differensiointiaste d tekee prosessista stationaarisen. Témé kuitenkin edellyt-
téisi huolellista mallinvalintaa ja useiden eri tekijoéiden huomioon ottamista. Koska
ARIMA(p, d, g)-malli ei ole tdmén tyon kannalta oleellinen, niin aihe jétetddn késitte-
leméttd. Tamé on kuitenkin selitetty kompaktisti lahteessa ([34] s. 134-144).
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11 Simulaatiosovelluksia

Aikaisemmissa luvuissa simulaatiot keskittyvéit asymptoottisen jakauman tarkasteluun
normaaliapproksimaatioiden kautta vaihtelevilla parametrien suuruuksilla. Naissé kéy-
tettiin vakiona odotusarvon p = 0 ja varianssin 0 = 1 arvoja. Téssé osiossa tarkastel-
laan aikaisemmin esitettyjen aikasarjamallien 95 %:n luottamusvélin peittotodennékoi-
syyksié eri tilanteissa, kuten vaihtelevilla varianssin ja otoskoon arvoilla. Tavoitteena
on havainnollistaa, miten mallit kiyttaytyvit asymptoottisesti, kun n — oo. Tulokset
esitetddn kuvien avulla, ja malleja verrataan keskenédén selkeyden ja havainnollisuuden
lisddmiseksi. Jokainen simulaatio on toteutettu 10 000 simulaation ajolla.

Peittotodennakoisyydet tarkoittavat sitd osuutta simulaatioista, joissa rakennettu
luottamusvali sisdltda parametrin todellisen arvon. Jos luottamusvéali on nimellisesti
95 %:n luottamusvali, ideaalitilanteessa peittotodennékoisyys on 0.95. Luottamusvé-
lit perustuvat estimointisuureen asymptoottiseen normaalijakaumaan. Asymptoottinen
varianssi Var asym, maaritelladn mallikohtaisesti ja se kuvaa estimaattorin varianssia,
kun otoskoko n — co. Asymptoottinen keskihajonta on tdmén nelijuuri

SdASymp = v/ VarAsymp.

95 %:m luottamusvali on puolestaan muotoa

SdAsymp
Vo

jossa 2g.975 on standardinormaalijakauman 97.5 %:n kvantiili. Simulaatioissa peittoto-
dennékoisyys estimoidaan laskemalla, kuinka usein tdmé luottamusvali sisdltda tunne-
tun odotusarvon g = 0. Keskihajonta kullekin osiossa kaytetylle mallille on laskettu
seuraavasti

X :i: 20.975 (28)

02 o

d -9
(1 —¢1 — ¢2)? Sdasymp 11— ¢ — ¢a

AR(2)-KRL Varssymp =

MA(2)-KRL Varasympy = 0*(1+ 01 + 09)*, Sdasymp = 0|1+ 01 + 5],

146, 146,
1= 1=

Néissa 95 %:n luottamusvélin laskemiseen on kéytetty ylla olevaa kavaa (28).

2
ARMA(].,].)—KRL VCL?”ASymp = 02 ( ) y SdAsymp =0

11.1 Peittotodennikoisyyksia eri 0%:n ja n:n arvoilla

Seuraavassa on esitetty tilanne, jossa on tehty 10 000 simulaatiota malleille AR(2)-
MA(2) ja ARMA(1,1) eri varianssin ja otoskoon arvoilla seuraavasti

Otoskoko n = 50, 100, 200, 500, 1000, 3000
Varianssi 02 = 1, 5, 10, 15
Odotusarvo =0
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Kaikkien mallien parametrien arvot ovat samat ja ne on valittu seuraavasti
AR(2)-KRL ¢ =0.2, ¢ =0.7
MA(2)-KRL 6; =0.2, 6, =0.7
ARMA(1,1)-KRL ¢; =0.2, 6, =0.7
Tavoitteena kokeessa on tutkia vaikuttaako varianssin koko peittotodennékoisyyksiin

ja milla otoskoon suuruudella tavoiteltu 95 %:n luottamusvali saavutetaan. Kuvissa
punainen poikkiviiva kuvaa 95 %:n luottamusvalia.

95% luottamusvilin peittotodennédkdisyydet AR(2)

7
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Kuva 20: AR(2)-KRL, MA(2)-KRL ja ARMA(1,1)-KRL:n peittotodennékdisyydet.

Kuvassa 20 huomaa, ettd AR(2)-KRL:n 95 %:n luottamusvélit peittotodennakoisyyk-
sille ovat ylioptimistisia pienilla otoksilla, mutta paranevat, kun n — oo. Kun otoskoko
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lahestyy arvoa n = 500, peittotodennakoisyydet alkavat saavuttamaan 95 %:n tavoi-
tetasoa. Kuvissa parametrien arvot ovat lahelld stationaarisuuden raja-arvoa 1, niiden
saadessa arvon ¢1 + ¢o = 0.90, joka osaltaan vaikuttaa peittotodennakoisyyksiin. Myo-
hemmin kuvassa 21 huomataan, etta tilanne muuttuu paremmaksi, kun parametrien ¢,
ja ¢ arvot ovat pienempia. Varianssin suuruudella ei néyttaisi tdssa olevan vaikutusta.
ARMA(1,1)-prosessi puolestaan pystyy mallintamaan seké lyhytaikaisia, ettd pit-
kiaikaisia riippuvuuksia, jolloin vastaavasti KRL:n peittotodennikdisyydet ovat hyvia
jo alusta alkaen. MA(2)-prosessi puolestaan riippuu edellisten virheiden vaikutuksesta,
jolloin se osuu useammin oikeaan ja peittotodennékoisyys on parempi. Téassdkin peit-
totodennidkoisyydet pysyvét ldhes samoina riippumatta varianssin arvosta. Varians-
sin arvoilla ei siten nayttéisi olevan vaikutusta mallien peittotodennékoisyyksiin. Seu-
raavassa osiossa tilannetta sovelletaan vield eri varianssin arvoilla tapauksessa, joissa
AR(2)-prosessin varianssi on mééritelty Yule-Walker-menetelméén (8) perustuen.

11.2 AR(2) peittotodennikédisyydet Yule-Walker-varianssilla

Kuten luvussa 8 todettiin, AR(2)-prosessin varianssi perustuu autokovarianssien ja au-
tokorrelaatiotioiden viiveoperaattoreihin, jotka estimoidaan kdytdnnossé niin sanotulla
Yule-Walker-menetelmélld. Seuraavaksi tarkastellaan AR(2)-tilannetta, jossa asymp-
toottisen varianssin parametrit ¢y, ¢,, o2 eivit ole ennalta tunnettuja, vaan ne esti-
moidaan aineistosta Yule-Walker-yhtéloista (8) johdetulla varianssilla ja siitd saadul-
la estimointipohjaisella asymptoottisella keskihajonnalla, joka arvioidaan kdyttaméalla
Yule-Walker estimaatteja <§1, (Zgg, 02 seuraavasti

o
11— @1 — ¢
95 %:n luottamusvéli puolestaan saadaan, kuten aikaisemmin, mutta nyt kdytetdan
estimointipohjaista keskihajontaa

S dAsymp =

SdAsymp

Vn
Varianssin ja otoskoon arvot ovat samat kuin edellisessé luvussa. Mallien parametrien
arvot puolestaan vaihtelevat ja ovat seuraavat

(01 =102, ¢2=0.7), (¢1 =02, ¢2=0.5), (¢1 =0.2, ¢ = —0.3)

Vertailun vuoksi rinnalle on otettu mukaan myos tapaukset, joissa parametrien arvot
oletetaan tunnetuiksi. Namé ovat kuvissa oikealla puolella.
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Peittotodennakoisyydet AR(2)-Walker, kun phi1=0.2 ja phi2=0.5 95% peittotodennakoisyydet AR(2)-KRL, kun phit = 0.2 ja phi2 = 0.5
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Kuva 21: AR(2), Yule-Walker-peittotodennékoisyydet vs. Ennalta tunnetut paramet-
rien arvot.

Kuvan 21 ylempi paneeli edustaa tilannetta, jossa parametrien arvot ovat samat kuin
kuvassa 20, jossa liikutaan lahelld stationaarisuuden raja-arvoa 1. Parametrit saavat
talloin arvon ¢ + ¢o = 0.90, jolloin luottamusvilien peittotodennédkoisyydet jaavat alle
tavoitellun 95 %:n vilin, eiviatkd ne kata todellista keskiarvoa niin usein kuin pitaisi.
Vasta otoskoon ollessa n = 3000 alkavat peittotodennakoisyydet saavuttamaan 95 %:n
luottamustasoa. Téssdkin voidaan luottaa asymptoottisiin tuloksiin, kun n — oo, jol-
loin peittotodennakdisyydet alkavat olemaan halutulla tasolla. Kuvan 21 keskipaneeli
puolestaan edustaa tilannetta, jossa ¢1 + ¢o = 0.70, jolloin luottamusvilit alkavat saa-
maan parempia peittotodennédkoisyyksiéd jo pienemmilld otoksilla. Alin paneeli puoles-
taan edustaa tilannetta, jossa ¢1 = 0.2 ja ¢y = —0.3, jolloin AR(2)-prosessin polyno-
mien karakteristiset juuret (19) saadaan laskettua toisen asteen polynomin ratkaisu-
kaavalla seuraavasti

l— 12—z =0 = 1-022—(-03)2"=0 = 032> -02z+1=0
a:¢2:0.3, b:¢1:—02, c=1

—bE£ Vb2 —dac  02+/-116 02+iV1.16
2a N 0.6 N 0.6

2] = /(0.2/0.6)? + (VI.16/0.6)2 = 183 > 1

Koska |z| > 1, niin polynomien karakteristiset juuret sijaistevat yksikkdympyrén ulko-
puolella. Koska myos ehdot (20) pétevét, niin malli on stationaarinen. Talloin peittoto-
dennakoisyydet saavuttavat 95 %:n luottamusvélin jo hyvin pienilla otoksilla. Todelli-
sessa tilanteessa parametreja ei tiedetd etukéteen, vaan ne pitda estimoida aineistosta.
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Tama tekee luottamusvalien muodostumisesta haastavampaa, etenkin pienilld otoksil-
la. Kun parametrit on estimoitu AR(2)-mallin luottamusvilit eivéit vélttamétta kata
todellista keskiarvoa halutulla tasolla, varsinkaan ldhelld stationaarisuuden rajaa ja
pienissé aineistoissa. Suurilla otoksilla asymptoottiset tulokset yleensd péatevit hyvin.
Siten AR(2)-malli voi toimia luotettavasti, mutta pienté aineistoa kiyttéessi on syyta
olla varovainen ja tiedostaa, ettd parametrien estimointi vaikuttaa epéavarmuuteen.

Vertailun vuoksi kuvassa 21 esitetadn tulokset myos tilanteissa, joissa prosessin pa-
rametrit ¢, ¢, o eivit ole estimoitu suoraan aineistosta, vaan ne on oletettu tun-
netuiksi ja kiytetty sellaisenaan luottamusvélien laskennassa. Néissa tapauksissa luot-
tamusvélit on muodostettu suoraan aikaisemmin osiossa 8.1 johdetun AR(2)-mallin
asymptoottisen varianssin perusteella. Téssa tilanteessa luottamusvélien peittotoden-
nakoisyydet ovat lahelld tavoiteltua 95 %:n tasoa jo pienilld otoksilla. Tamé osoit-
taa, ettd kun parametrien arvot tunnetaan, AR(2)-mallin luottamusvélit toimivat tar-
kasti. Parametrien ¢; ja ¢o arvojen suuruus nayttaa kuitenkin vaikuttavan tuloksiin.
Kun niiden yhteisvaikutus ¢, + ¢- loittonee stationaarisuuden raja-arvon 1 ldheisyy-
desté, myos Yule-Walker-menetelmallé estimoidut peittotodennakoisyydet alkavat saa-
vuttamaan vastaavia tuloksia. Mielenkiintoista on tarkastella myc6s kayrien lahestymis-
suuntaa. Kun kiytetdan asymptoottista varianssia, peittotodennakdisyydet ldhestyvét
tavoitetasoa ylapuolelta ja ovat pienilla otoksilla usein ylioptimistisia. Téalloin luot-
tamusvali voi olla niin leved, ettd sen peittotodennékoisyys nousee ldhelle trivaalin
100 %:n luottamusvalin tasoa, miké ei enédé ole informatiivista. TAma johtuu siité, etta
Asymptoottinen menetelméa perustuu oletukseen n — oo, mikéi alkaa toteutua vasta
suuremmilla otoksilla. Sen sijaan, kun parametrit estimoidaan suoraan Yule-Walker-
menetelmallé, peittotodennédkoisyydet lahestyvit tavoitetasoa alapuolelta ja ne antavat
pienemmilla otoksilla konservatiivisempia tuloksia, koska autokovarianssit ja autokor-
relaatiot lasketaan suoraan aineistosta Yule-Walker-menetelmélld (21).

11.3 Peittotodennikoisyydet eri parametrien ja n:n arvoilla

Edellisessa osiossa kivi ilmi, ettd varianssin arvo ei vaikuta juurikaan peittotodenna-
koisyyksiin, joten téssi osiossa kdytetddn vakiovarianssia. Sen sijaan malleille AR(2),
MA(2) ja ARMA(1,1) testataan vastaavaa tilannetta eri parametrien arvoilla. Kuvas-
sa 22 ensimmaisen kertoimen arvo on 0.2 ja toisen kertoimen arvo kasvaa asteittain
kohti ykkosta sen saadessa arvot 0.3-0.7. Kuva 23 esittaa tilanteen painvastoin, jossa
ensimmaisen kertoimen arvo kasvaa asteittain valilla 0.3-0.7 ja toinen kerroin on vakio
0.2. Jokaiselle mallille kuvataan siis viisi eri tilannetta. Mallit on estimoitu seuraavilla
arvoilla

Otoskoko n = 50, 100, 150, 200, 250, 300, 400, 450, 500, 1000
Varianssi 2 = 5

Odotusarvo =0
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Kuva 22: AR(2)-KRL, MA(2)-KRL ja ARMA(1,1)-KRL:n peittotodennékdisyydet eri
parametrien arvoilla, kun ensimméinen kerroin saa arvon 0.2
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Kuva 23: AR(2)-KRL, MA(2)-KRL ja ARMA(1,1)-KRL:n peittotodennéikdisyydet eri
parametrien arvoilla, kun toinen kerroin saa arvon 0.2

Molemmissa kuvissa 22 ja 23 havaitaan, ettd AR(2)-KRL:ssé parametrien yhteen-
laskettujen arvojen (¢ +¢2) ldhestyessé stationaarisuuden raja-arvoa 1, ne saavuttavat
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95 %:n peittotodennikoisyyden vasta silloin, kun otoskoko on noin 500. Lisdksi on ti-
lanne, jossa liikutaan erittdin ldhelld stationaarisuuden raja-arvoa 1, parametrien ¢
ja @9 saadessa yhteisarvon 0.99 < 1. Talloin ne saavat ylioptimistisia peittotodenna-
koisyyksié pienilld otoksilla, kunnes otoksien kasvaessa alkavat saavuttamaan haluttua
95 %:n peittotodennakoisyytta. Kuitenkin on havaittavissa, ettd mitd pienempi para-
metrien yhteenlaskettu arvo on kyseessé, sitd aikaisemmin haluttu taso saavutetaan.
Esimerkiksi kun parametrien arvot ovat (¢; + ¢ = 0.2 4 0.3 = 0.5 < 1), niin ne
saavuttavat 95 %:mn peittotodennéakoisyyden jo otoskoon ollessa n = 100.

Kuvasta 23 on silmamé&araisesti havaittavissa, ettd malli jossa ¢1:n arvot kasvavat
asteittain valilla 0.3-0.7 ja ¢o saa vakioarvon 0.2, peittotodennékdisyydet ovat hie-
man parempia pienemmilld otoksilla, kuin kuvassa 22, jossa ¢, saa vakioarvon 0.2 ja
¢o:n arvot kasvavat asteittain vélilla 0.3-0.7. Kaiken kaikkiaan kummastakin kuvasta
voi paatelld, ettd suuret ¢:n arvot ovat kriittisempid tulosten suhteen ja talloin myos
otoskoon tulee olla suurempi.

Sen sijaan MA(2)- ja ARMA(1,1)-KRL:t antavat hyvia tuloksia jo alusta saakka ja
ne kattavat 95 %:n luottamusvélin suhteellisen hyvin my6s pienilld otoksilla. Tarkem-
min tarkasteltaessa myo0s néissa pienempi yhteenlaskettu arvo tuottaa hieman parempia
tuloksia, mutta ero on lahes mitaton.

Kuvassa 22 ja 23 MA(2)-KRL:4én on tuotu mukaan osiossa 10.2 oleva tilanne, jossa
kiadntyvyysehto ei toteudu, parametrien saadessa arvot 6, = 2 ja #; = —2. Vaikka MA-
prosessi on aina stationaarinen, niin kdédntyvyysehdon rikkoutumisella nayttéisi olevan
vaikutusta nopeuteen. Asymptoottiset tulokset nayttéisivat kuitenkin toteutuvan hyvin
kun n kasvaa, jolloin se saavuttaa 95 %:mn peittotodennakoisyyden kun otoskoko on
noin n = 500. Osiosta 10.2 on tuotu mukaan myds tilanne, jossa parametrit ovat
suotuisia ja kidadntyvyys toteutuu hyvin parametrien saadessa arvot ¢; = 0.5 ja ¢ = 0.3.
Kuvaajassa tata esittdd punainen jana ja sitd on vaikea havaita, koska se noudataa
erittain tarkasti punaisella katkoviivalla merkittya 95 %:n luottamusvalia jo heti alusta
saakka.

ARMA(1,1)-KRL:&én on tuotu mukaan osiossa 10.2 oleva tilanne, jossa ¢; = 0.99
ja 0 = 1.5, jolloin AR(1)-osa on erittiin lahelld stationaarisuuden raja-arvoa 1 ja
MA(2)-osa puolestaan ei ole kiddntyvi. Téssé voidaan péédtyd samaan lopputulemaan
kuin osiossa 10.2, kun otoskoko on n = 200, niin peittotodennékoisyydet saavat yliop-
timistisia arvoja. Tama nakyi osiossa 10.2 silld, ettd teoreettinen normaalijakauma ja
normaaliapproksimaatio eivit kohdanneet ja normaalijakauma oli hyvin levea. Tulokset
alkoivat kuitenkin parantua, kun otoskoko kasvoi ja n = 3000 kohdalla simulaatiosta
saadut keskiarvojen jakaumat alkoivat noudattamaan teoreettista normaalijakaumaa.

Kuvassa 24 seuraavalla sivulla esiintyvit normaaliapproksimaatiot esittavit kuvassa
22 olevaa AR(2)-tapausta, parametrien arvoilla (¢; = 0.2, ¢ = 0.79), jolloin liikutaan
erittdin lahelld stationaarisuuden raja-arvoa 1. Télloin normaaliapproksimaatio alkaa
saavuttamaan teoreettista normaalijakaumaa vasta otoskoon ollessa noin n = 1000.
Kuva 25 puolestaan esittaa tilannetta, jossa (¢ = 0.2, ¢y = 0.3), jolloin normaaliap-
proksimaatio alkaa saavuttamaan teoreettista normaalijakaumaa jo pienemmilla otok-
silla ja taydellisesti, kun n = 150.
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Kuva 25: AR(2)-KRL eri parametrien arvoilla, kun ¢; = 0.2 ja ¢ = 0.3

60



11.4 Taulukot aaripaiden peittotodennakoisyyksista

Seuraavassa esitetdan taulukot peittotodennékoisyyksista koskien osiota 11.3. Mukaan
on otettu kuvan 22 tapaukset koska kuvan 23 tulokset eivét oleellisesti eronneet siita.
Taulukoihin on koottu vertailun vuoksi kunkin mallin daripdiden arvoja, jotta erot
naiden valilla tulisi selvimmin esille.

Taulukko 1: AR(2)-KRL peittotodennékoisyydet, kun ¢ = 0.2 ja ¢o = 0.3, ¢po = 0.79

01 103 n  Peittotodennakodisyys

0.2 0.30 50 0.9551
0.2 0.30 100 0.9545
0.2 0.30 150 0.9527
0.2 0.30 200 0.9527
0.2 0.30 250 0.9482
0.2 0.30 300 0.9524
0.2 0.30 400 0.9488
0.2 030 4530 0.9512
0.2 0.30 500 0.9527
0.2 0.30 1000 0.9477
0.2 0.30 3000 0.9497
0.2 0.79 50 1.0000
0.2 0.79 100 1.0000
0.2 0.79 150 1.0000
0.2 0.79 200 1.0000
0.2 0.79 250 1.0000
0.2 0.79 300 0.9992
0.2 0.79 400 0.9975
0.2 0.79 450 0.9953
0.2 0.79 500 0.9942
0.2 0.79 1000 0.9794
0.2 0.79 3000 0.9604

Taulukko 1 kuvaa AR(2)-KRL tilannetta, jossa pienet parametrien arvot ¢ = 0.2, ¢o =
0.3 saavat hyvid peittotodennédkoisyyksid jo alusta saakka. Kun taas erittédin lahella
stationaarisuuden raja-arvon 1 ldheisyydessa liikkuvat parametrit ¢, = 0.2, ¢ = 0.79
saavat aluksi ylioptimistisia peittotodenndkéisyyksié, kunnes otoskoon suurentuessa ne
alkavat ldhestya tavoiteltua 95 %:n tasoa.
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Taulukko 2: MA(2)-KRL peittotodennékédisyydet, kun 6, = 2 ja 65 = —2, 65 = 0.79
0, 0y n Peittotodennékoisyys

2.0 -2.00 50 0.9219
2.0 -2.00 100 0.9345
2.0 -2.00 150 0.9318
2.0 -2.00 200 0.9459
2.0 -2.00 250 0.9425
2.0 -2.00 300 0.9448
2.0 -2.00 400 0.9467
2.0 -2.00 450 0.9524
2.0 -2.00 500 0.9475
2.0 -2.00 1000 0.9456
0.2 0.79 50 0.9502
0.2 0.79 100 0.9517
0.2 079 150 0.9517
0.2 0.79 200 0.9481
0.2 0.79 250 0.9481
0.2 0.79 300 0.9517
0.2 0.79 400 0.9537
0.2 0.79 450 0.9459
0.2 0.79 500 0.9502
0.2 0.79 1000 0.9508

Taulukko 2 kuvaa MA (2)-KRL tilannetta, jossa kddntyvyysehto ei toteudu parametrien
arvoilla 6; = 0.2,0, = —2. Tamé osoittautui kuvassa 22 siten, ettd jakauma oikeni
hitaasti pienilla otoksilla, kunnes saavutti halutun 95 %:n tason noin n = 300 kohdalla.
Toisessa tilanteessa parametrit saavat arvot 61 = 0.2,0y = 0.79. Téssé kiantyvyy-
sehto toteutuu ja jakauma saa 95 %:n peittotodennikoisyyksia jo alusta saakka.
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Taulukko 3: ARMA(1,1)-KRL peittotodennékoisyydet, kun ¢ = 0.2,6; = 0.6 ja ¢ =
0.99, 60, =15
o1 O n Peittotodennékoisyys

0.20 0.6 50 0.9541
0.20 0.6 100 0.9503
0.20 0.6 150 0.9511
0.20 0.6 200 0.9512
0.20 0.6 250 0.9508
0.20 0.6 300 0.9525
0.20 0.6 400 0.9480
0.20 0.6 450 0.9496
0.20 0.6 500 0.9482
0.20 0.6 1000 0.9532
0.20 0.6 3000 0.9493
099 1.5 50 1.0000
099 1.5 100 1.0000
099 1.5 150 0.9999
099 1.5 200 0.9989
099 1.5 250 0.9961
099 1.5 300 0.9929
099 1.5 400 0.9861
099 1.5 4530 0.9846
099 1.5 500 0.9803
0.99 1.5 1000 0.9638
0.99 1.5 3000 0.9550

Taulukko 3 kuvaa ARMA(1,1)-KRL tilannetta, jossa parametrien arvot ovat ¢; =
0.2,6; = 0.6, jolloin stationaarisuus ja kdéntyvyysehto toteutuvat, jolloin jakauma saa
hyvia peittotodennédkoisyyksid jo alusta saakka. Parametrien arvoilla ¢; = 0.99,0, =
1.5 AR-osa on erittdin ldhelld stationaarisuuden raja-arvoa 1. MA-osa puolestaan ei
ole kdantyva. Tamaé osoittautui kuvassa 22 siten, ettd jakauma oikeni hitaasti pienilla
otoksilla, kunnes alkoi saavuttamaan haluttua 95 %:mn tason noin n = 1000 kohdalla.
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12 Paatelmat

Keskeinen raja-arvolause on keskeinen menetelmé, kun tarkastellaan mallien ja esti-
maattorien asymptoottista kiyttaytymistd. Tama mahdollistaa sen, ettd esimerkiksi
aikasarjamalleissa, kuten AR(p), MA(q) ja ARMA(p,q) asymptoottisten luottamusvé-
lien peittotodennakoisyydet lahestyvéit oikeaa luottamusvélin tasoa suurilla otoksilla,
koska otoskeskiarvojen jakauma ldhestyy normaalijakaumaa.

Lyhyené yhteenvetona voidaan todeta, ettd AR(2):n vastaavat estimaattorit osoit-
tivat epavakaampaa kiyttaytymisté pienilld otoksilla, erityisesti kun mallin parametrit
lahestyivit stationaarisuuden rajaa. Suuremmilla otoksilla ja erityisesti kun n > 500
peitotodennékoisyydet lahestyiviat haluttua 95 %:n tasoa. Parametrin arvot ¢ + ¢ vai-
kuttivat merkittavésti peittotodennakoisyyksiin, ja niiden ldhestyessa arvoa 1 peittoto-
dennikoisyys jai alle tavoitellun tason pienilld otoksilla. AR(2)-mallin parametrit esti-
moitiin myds Yule-Walker-menetelmélla. Téssa peittotodennékdisyydet olivat hillitym-
pid ja alittivat 95 %:n tavoitteen erityisesti pienilld otoksilla. MA(2)- ja ARMA(1,1)-
KRL antoivat hyviéd peittotodenndkdisyyksia jo pienilld otoksilla. ARMA(1,1)-malli ky-
kenee kuvaamaan seké pitkdkestoista autokorrelaatiota AR(1), ettd lyhytaikaisia héi-
ri6itd MA(1), mika lisdd mallin joustavuutta. MA(2)- prosessi on puolestaan aina sta-
tionaarinen, mika tukee sen vakautta koko tarkastelujakson ajan.

Varianssin arvo ei juurikaan vaikuttanut peittotodennikoisyyksiin. Mallit kayttay-
tyivat pasdsadntoisesti samalla tavalla huolimatta siitd, oliko varianssi pieni vai suuri.
Mallin parametrien muutokset sen sijaan vaikuttivat merkittavisti peittotodennékoi-
syyksiin. Kun ¢, + ¢ ldhestyivét stationaarisuuden raja-arvoa 1, peittotodennakoisyy-
det muuttuivat paremmiksi vasta suuremmilla otoksilla. Pienemmilld ¢ + ¢o arvoilla
peittotodennikoisyydet puolestaan saavuttivat tavoitetason pienemmilla otoksilla. Voi-
daankin todeta, ettd AR(2)-malli on herkempi otoskoon ja parametrien vaihteluille, kun
taas MA(2)- JA ARMA(1,1)-mallit tarjoavat vakaampia tuloksia jo pienemmilla otok-
silla. Erityisesti AR(2)-mallissa on syytd noudattaa varovaisuutta, mikéli parametrien
arvot lahestyvét stationaarisuuden rajaa, sillé pieni otoskoko voi johtaa epaluotettaviin
tuloksiin. Suuremmat otoskoot kuitenkin parantavat kaikkien mallien peittotodenné-
koisyyksia.
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Liitteet
A Tyossa kaytetyt R-koodit

A.1 Koodit ennen simulaatiota

A.1.1 AR(1)-KRL

# Funktio AR(1)-prosessin generointiin
generointi_arl <- function(n, phi, sigma = 1, mu = 0) {
X <- numeric(n)
x[1] <- rnorm(1l, mean = mu, sd = sigma / sqrt(l - phi~2)) # Ensimmainen arvo (stationaariselle)
for (t in 2:n) {
x[t] <- mu + phi * (x[t - 1]-mu) + rnorm(l, mean = 0, sd = sigma)
}
return(x)

}

set.seed(10)
# Simulaation parametrit

n <- 100
m <- 10000
phi <- 0.7
mu <- O

# sqrt(n) (z_hat - mu) jokaiselle simulaatiolle
simulaatio <- numeric(m)
for (i in 1:m) {

x <- generointi_ari(n, phi, mu = mu)

x_hat <- mean(x)

simulaatio[i] <- sqrt(m) * (x_hat - mu)

}

# Histogrammsi
hist(simulaatio, breaks = 50, probability = TRUE,
main = paste("Simuloitu Vs. Teoreettinen, kun phi=", phi, "ja n=", n),

xlab = "Arvo",
ylab = "Tiheys",
col = "orange")

# Teoreettinen normaal<jakauma

x_arvo <- seq(min(simulaatio), max(simulaatio), length.out = 500)

y_arvo <- dnorm(x_arvo, mean = 0, sd = sqrt(1/(1 - phi)~2)) # Standardoitu normaali
lines(x_arvo, y_arvo, col = "red", lwd = 2)

legend("topright", legend = c("Simuloitu", "Teoreettinen"),
col = c("orange", "red"), lwd = c(10, 2))
set.seed(10)

# Yksi AR(1) sarja
x_sample <- generointi_arl(n, phi, mu = mu)

# Aikasarja
plot(l:n, x_sample, type = "1", col = "orange",

main = paste("AR(1)-prosessi ajassa, phi =", phi, "ja n=", n),
xlab = "Aika", ylab = "X_t")

A.1.2 AR(2)-KRL

# Funktio AR(2)-prosessin generointiin
generointi_ar2 <- function(n, phil, phi2, sigma = 1, mu = 0) {
x <- numeric(n)

# Kiytetdan tarkaa varianssin arvoa, joka saatu laskemalla Yule-Walkerilla
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gammaO <- (sigma~2 * (1-phi2))/ ((1-phil~2-phi2~2) * (1-phi2) -2 * phil~2 * phi2)
# Alkuarvot stationaarisuuden sdilyttdmisekss
x[1] <- rnorm(l, mean = mu, sd = sqrt(gammaO))
x[2] <- rnorm(l, mean = mu, sd = sqrt(gamma0))

for (¢t in 3:mn) {

x[t] <- mu + phil * (x[t - 1] - mu) + phi2 * (x[t - 2] - mu) + rnorm(l, mean = 0, sd = sigma)
}
return(x)

}

set.seed(10)

# Simulaation parametrit
n <- 1000

m <- 10000

phil <- 0.3

phi2 <- 0.3

mu <- 0

# sqrt(n) (z_hat - mu) jokaiselle simulaatiolle
simulaatio <- numeric(m)
for (i in 1:m) {
x <- generointi_ar2(n, phil, phi2, mu = mu)
x_hat <- mean(x)
simulaatio[i] <- sqrt(n) * (x_hat - mu)

}

# Histogrammi
hist(simulaatio, breaks = 50, probability = TRUE,

main = paste("Simuloitu Vs. Teoreettinen AR(2), kun phi_1 =", phil, "phi_2 =", phi2, "ja n =", n),
xlab = "Arvo",

ylab = "Tiheys",

col = "orange")

# Teoreettinen normaalijakauma

x_arvo <- seq(min(simulaatio), max(simulaatio), length.out = 500)

y_arvo <- dnorm(x_arvo, mean = 0, sd = sqrt(1 / (1 - phil - phi2)~2)) # Standardoitu normaalt
lines(x_arvo, y_arvo, col = "red", lwd = 2)

legend("topright", legend = c("Simuloitu", "Teoreettinen"),
col = c("orange", "red"), lwd = c(10, 2))

set.seed(10)

# Yksi AR(2) sarja
x_sample <- generointi_ar2(m, phil, phi2, mu = mu)

# Aikasarja

plot(l:n, x_sample, type = "1", col = "orange",
main = paste("AR(2)-prosessi ajassa, phil =", phil, "phi2 =", phi2, "ja n=", n),
xlab = "Aika", ylab = "X_t")

A.1.3 MA(2)-KRL

# Funktio MA(2)-prosessin generointiin

generointi_ma2 <- function(n, thetal, theta2, sigma = 1, mu = 0) {
Z <- rnorm(n + 2, mean = 0, sd = sigma)
X <- mu + Z[3:(n+2)] + thetal * Z[2:(n+1)] + theta2 * Z[1:n]
return (X)

}

set.seed(10)

# Simulaation parametrit
n <- 10

m <- 10000

thetal <- 2

theta2 <- -2

mu <- O
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# sqrt(n) (z_hat - mu) jokaiselle simulaatiolle
simulaatio <- numeric(m)
for (i in 1:m) {
x <- generointi_ma2(n, thetal, theta2, mu = mu)
x_hat <- mean(x)
simulaatio[i] <- sqrt(m) * (x_hat - mu)

}

# Histogrammi
hist(simulaatio, breaks = 50, probability = TRUE,
ylim = c(0, ymax),

main = paste("Simuloitu Vs. Teoreettinen MA(2), kun theta_1 =", thetal, "theta_2 =", theta2, "ja n =", n),
xlab = "Arvo",

ylab = "Tiheys",

col = "orange")

# Teoreettinen normaal<jakauma

x_arvo <- seq(min(simulaatio), max(simulaatio), length.out = 500)

v2 <- (1 + thetal + theta2)~2 # asymptoottinen wvarianssi kun sigma~2=1
y_arvo <- dnorm(x_arvo, mean = 0, sd = sqrt(v2))

lines(x_arvo, y_arvo, col = "red", lwd = 2)

legend("topright", legend = c("Simuloitu", "Teoreettinen"),
col = c("orange", "red"), lwd = c(10, 2))

set.seed(10)

# Yksi MA(2) sarja
x_sample <- generointi_ma2(n, thetal, theta2, mu = mu)

# Aikasarja

plot(il:n, x_sample, type = "1", col = "orange",
main = paste("MA(2)-prosessi ajassa, theta_l =", thetal, ", theta_2 =", theta2),
xlab = "Aika", ylab = "X_t")

A.1.4 De Moivre esimerkki

n <- 3600
p <- 0.5
mu <- p
sigma <- sqrt(p * (1 - p))
sqrt_n <- sqrt(n)
odotus_lkm <- n * p

# Poikkeama (1/2 * sqrt(n))
poikkeama <- 0.5 * sqrt_n

# Vdlin rajat onnistumismidrindg
ala_lkm <- odotus_lkm - poikkeama
yla_lkm <- odotus_lkm + poikkeama

# Suhteelliset osuudet
ala_osuus <- ala_lkm / n
yla_osuus <- yla_lkm / n

# Z-arvot normaalijakauman kdyttamistd varten
z_ala <- (ala_osuus - mu) / (sigma / sqrt_n)
z_yla <- (yla_osuus - mu) / (sigma / sqrt_n)
z_ala

z_yla

# Simulointi keskiarvot

simulointi_maara <- 10000

set.seed(2025)

bar_X <- replicate(simulointi_maara, {
mean(rbinom(n, size = 1, prob = p))

b
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m <- 10000
simulaatio <- numeric(m)

# Simulointi KRL sqrt(n)(bar(X)-mu)/sigma
for (i in 1:m) {
x <- rbinom(n, size = 1, prob = p) # 3600 Bernoulli-kokeen tulokset
x_hat <- mean(x)
z_arvo <- sqrt(n) * (x_hat - mu) / sigma # Z-arvo
simulaatio[i] <- z_arvo

}

# Kuinka moni bar_X osuu vdliin
osumia <- sum(bar_X >= ala_osuus & bar_X <= yla_osuus)
todennakoisyys_simulaatiosta <- osumia / simulointi_maara

cat("Analyyttinen todenn#ékdisyys normaalijakaumasta:",
round (pnorm(z_yla) - pnorm(z_ala), 6), "\n")
cat("Simuloitu todenn#kéisyys:", round(todennakoisyys_simulaatiosta, 6), "\n")

par (mfrow = c(1, 2))

# Ensimmdinen histogrammi (Otoskeskiarvot)

hist(bar_X, breaks = 50, col = "grey", probability = TRUE,
main = "Otoskeskiarvot (n = 3600)", xlab = expression(bar(X)), ylab = "Tiheys",
xlim = c(ala_osuus - 0.01, yla_osuus + 0.01)) # Rajataan z-akseli vdlin ympdarille

# Normaalijakauma kuva 1
curve (dnorm(x, mean = mu, sd = sigma / sqrt_n),
col = "red", lwd = 2, add = TRUE)

# Rajat kuva 1
abline(v = c(ala_osuus, yla_osuus), col = "black", lwd = 2, 1ty = 2)

legend("topright", legend = c("suhteelliset vdlit", "Normaalijakauma'),
col = c("black", "red"), 1lty = c(2, 1), lwd = 2)

# Toinen histogrammi (KRL-simulaatio ja normaalijakauma)
hist(simulaatio, breaks = 50, probability = TRUE,

main = paste("KRL-simulaatio-De Moivren mukaan, n =", n),
xlab = expression(sqrt(n) * (bar(X) - mu) / sigma), ylab = "Tiheys",
col = "orange", border = "white",

xlim = c(-4, 4))

# Normaalijakauma kuva 2

x_arvo <- seq(-4, 4, length.out = 100)
y_arvo <- dnorm(x_arvo, mean = 0, sd = 1)
lines(x_arvo, y_arvo, col = "red", lwd = 2)

# Rajat kuva 2
abline(v = c(-1, 1), col = "black", lwd = 2, 1lty = 2)

legend("topright", legend = c("Z-arvojen v&lit", "Normaalijakauma"),
col = c("black", "red"), 1lty = c(2, 1), lwd = 2)

A.1.5 ARMA(1,1)-KRL

# Funktio ARMA(1,1)-funktiolle

generointi_armall <- function(n, phil, thetal, sigma = 1, mu = 0) {
X <- numeric(n)
Z <- rnorm(n, mean = 0, sd = sigma)

# Alustetaan ensimmdinen arvo
X[1] <- mu +Z[1]

# Loppujen arvojen generointsi

for (t in 2:n) {
X[t] <- mu +phil * X[t-1] + Z[t] + thetal * Z[t-1]
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}

return (X)

}

set.seed(2025)
# Simulaation parametrit

n <- 100

m <- 10000
phil <- 0.2
thetal <- 0.7
mu <- O

sigma <- 1

# Stationaarisuuden tarkistus
if (abs(phil) >= 1) {
stop("Prosessi ei ole stationaarinen, koska |phill| >= 1")

}

# sqrt(n) (X_hat-mu) jokatiselle simulaatiolle

simulaatio <- numeric(n)

for (i in 1:m) {
X <- generointi_armall(n, phil, thetal, sigma = sigma, mu =mu)
X_hat <- mean(X)
simulaatio[i] <- sqrt(n) * (X_hat - mu)

# Histogrammsi
hist(simulaatio, breaks = 50, probability = TRUE,
main = paste("ARMA(1,1), kun phil =",phil,"Thetal =",thetal,"n =", n),

xlab = "Arvo",
ylab = "Tiheys",
col = "orange")

# Teoreettinen normaal<jakauma

X_arvo <- seq(min(simulaatio), max(simulaatio), length.out = 500)
v2 <- sigma~2+((1 + thetal)/(1 - phil))~2

y_arvo <- dnorm(X_arvo, mean = 0, sd = sqrt(v2))

lines(X_arvo, y_arvo, col = "red", lwd = 2)

legend("topright", legend = c("Simuloitu", "Teoreettinen"),
col = c("orange", "red"), lwd = c(10,2))

# Tdssd on osiossa 9.2 esitetyn todistuksen varmentaminen ja vertailu ylld olevaan
# asymptoottiseen wvarianssiin (v2)

# Histogrammi
hist(simulaatio, breaks = 50, probability = TRUE,
main = paste("ARMA(1,1) todistus, kun phil =",phil,"Thetal =",thetal,"'n =", n),
xlab = "Arvo",
ylab = "Tiheys",
col = "blue")

# Sulkujen sisdinen termi ARMA(1,1)-todistus

sisdtermi <- (1 + thetal”2 + 2 * phil * thetal) +
(2 * (phil + thetal) * (1 + phil * thetal)) / (1 - phil)

# Lopullinen lauseke ARMA(1,1)-todistus
asymp_var <- (sigma~2 / (1 - phil~2)) * sisdtermi
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y_arvo <- dnorm(X_arvo, mean = 0, sd = sqrt(asymp_var))
lines(X_arvo, y_arvo, col = "red", lwd = 2)

legend("topright", legend = c("Simuloitu", "Teoreettinen"),
col = c("blue", "red"), 1lwd = c(10,2))

set.seed(10)

# Yksi ARMA(1,1) sarja
x_sample <- generointi_armall(n, phil, thetal, sigma = sigma, mu =mu)

# Aikasarja

plot(i:n, x_sample, type = "1", col = "orange",
main = paste("ARMA(1,1)-prosessi ajassa, phil =", phil, ", thetal =", thetal, "ja n=", n),
xlab = "Aika", ylab = "X_t")

A.1.6 Vuosittainen aikasarja trendilld (2020 - 2025)

# Havintojen madrd
n <- 16 *12
aika <- 1:n

# Trendin ja kohinan luominen

trendi <- 0.1 * aika

satunnaisuus <- rnorm(n, mean = 0, sd = 3)
X_t <- 50 + trendi + satunnaisuus

# Kuukausittainen aikasraja
aikasarja <- ts(X_t, start = c(2010, 1), frequency = 12)

plot(aikasarja, col = "orange", lwd = 2,
main = "Vuosittainen aikasraja trendilld (2020 - 2025)",
ylab = "X_t", xlab = "Vuosi")

grid()

A.2 Koodit simulaatio-osuus

A.2.1 AR(2)-KRL

# Laskee hajonnan siten, ettd prosessin stationaarinen kokonaisvarianssi on target_var
sigma_for_var <- function(phil, phi2, target_var){
yule_walker <- (1 - phi2) / ((1 - phil~2 - phi2"2) * (1 - phi2) - 2 * phil~2 * phi2)
sigma2 <- target_var * yule_walker
return(sqrt(sigma2))
}

# Funktio AR(2)-prosessin generointiin
generointi_ar2 <- function(n, phil, phi2, target_var= 1, mu = 0) {
sigma <- sigma_for_var(phil, phi2, target_var)
X <- numeric(n)
# Alkuarvot stationaarisella varianssilla
x[1] <- rnorm(l, mean = mu, sd = sqrt(target_var))
x[2] <- rnorm(1, mean = mu, sd = sqrt(target_var))
for (t in 3:n) {
x[t] <- mu + phil * (x[t - 1] - mu) + phi2 * (x[t - 2] - mu) +
rnorm(l, mean = 0, sd = sigma)
}
return(x)

}

# Simulaatio
set.seed(10)

m <- 10000
phil <- 0.2
phi2 <- -0.3
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mu <- O
n_arvot <- c(50, 100, 200, 500, 1000, 3000)
target_vars <- c(1, 5, 10, 15)

# Funktio peittotodenndkdisyyksien laskentaan
peitto_fun <- function(target_var) {
sigma <- sigma_for_var(phil, phi2, target_var)
asymp_sd <- sigma / abs(l - phil - phi2)

peitto <- numeric(length(n_arvot))
for (j in seq_along(n_arvot)) {

n <- n_arvot[j]

sisalla <- logical(m)

for (i in 1:m) {
x <- generointi_ar2(n, phil, phi2, target_var = target_var, mu = mu)
x_hat <- mean(x)

# 95/ luottamusvili

z <- gnorm(0.975)

lower <- x_hat - z * asymp_sd / sqrt(n)
upper <- x_hat + z * asymp_sd / sqrt(n)
sisallal[i] <- (mu >= lower & mu <= upper)

}

peitto[j] <- mean(sisalla)

return(peitto)

}

# Peittotodenndkoisyydet kaikille variansseille
peitot <- lapply(target_vars, peitto_fun)

plot(n_arvot, peitot[[1]], type = "b", pch = 19, col = 1,
ylim = ¢(0.90, 1), xlab = "n", ylab = "Peittotodenndkdisyys",
main = paste("95%, peittotodenndkdisyydet AR(2)-KRL, kun phil =", phil, "ja phi2 =", phi2))
for (k in 2:length(target_vars)) {
lines(n_arvot, peitot[[k]], type = "b", pch = 19, col = k)
}

abline(h = 0.95, col = "red", lty = 2, lwd = 2)

legend("bottomright", legend = pasteO("VAR=", target_vars),
col = seq_along(target_vars), pch = 19, 1ty = 1)

# Peittotodenndkoisyydet ndkyvdt arvoilla 1-3 ja ne kuvaavat annettuja variansseja
# jarjestyksessd. Esim var 1-3 on target_vars <- c(1, 5, 10)

print(data.frame(n = n_arvot,
VAR1 = peitot[[1]],
VAR2 = peitot[[2]],
VAR3 = peitot[[3]],
VAR4 = peitot[[311))

# Histogrammi jokaiselle warianssille ja n:lle

plot_histogrammit <- function(target_var){
sigma <- sigma_for_var(phil, phi2, target_var)
asymp_sd <- sigma/ abs(l - phil - phi2)

par (mfrow = c(2,3))
for(n in n_arvot){
simulaatio <- numeric(m)
for(i in 1:m) {
x <- generointi_ar2(n, phil, phi2, target_var = target_var, mu = mu)
x_hat <- mean(x)
simulaatio[i] <- sqrt(n) * (x_hat - mu)

}

hist(simulaatio, breaks = 40, probability = TRUE,
main = paste("VAR = ", target_var, "

,n=",mn),
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xlab = "Arvo", col = "orange", border = "white")

# Teoreettinen normaalijakauma
x_arvo <- seq(min(simulaatio), max(simulaatio), length.out = 500)
y_arvo <- dnorm(x_arvo, mean = O, sd = asymp_sd)
lines(x_arvo, y_arvo, col = "red", lwd = 2)
}
par(mfrow = c(1,1))
}

for(v in target_vars){
plot_histogrammit (v)
}

# Simulaatio, kun tutkitaan eri parametrien kdyttdytymistd samalla varianssilla

# Laskee hajonnan siten, ettd prosessin stationaarinen kokonaisvarianssi on target_var
sigma_for_var <- function(phil, phi2, target_var){
yule_walker <- (1 - phi2) / ((1 - phil~2 - phi2°2) * (1 - phi2) - 2 * phil~2 * phi2)
sigma2 <- target_var * yule_walker
return(sqrt(sigma2))
}
# Funktio AR(2)-prosessin generointiin
generointi_ar2 <- function(n, phil, phi2, target_var= 1, mu = 0) {
sigma <- sigma_for_var(phil, phi2, target_var)
x <- numeric(n)
# Alkuarvot stationaarisella varianssilla
x[1] <- rnorm(1l, mean = mu, sd = sqrt(target_var))
x[2] <- rnorm(l, mean = mu, sd = sqrt(target_var))
for (t in 3:n) {
x[t] <- mu + phil * (x[t - 1] - mu) + phi2 * (x[t - 2] - mu) +
rnorm(1, mean = 0, sd = sigma)
}
return(x)

}

set.seed(10)
m <- 10000

phil_list <- ¢(0.7, 0.6, 0.5, 0.4, 0.3)

phi2_list <- ¢(0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2)

mu <- O

n_arvot <- c(50, 100, 150, 200, 250, 300, 400, 450, 500, 1000)
target_var <- 5

# Funktio peittotodenndkéisyyksien laskentaan

peitto_fun <- function(phil, phi2, target_var) {
sigma <- sigma_for_var(phil, phi2, target_var)
asymp_sd <- sigma / abs(l - phil - phi2)

peitto <- numeric(length(n_arvot))
for (j in seq_along(n_arvot)) {

n <- n_arvot[j]

sisalla <- logical(m)

for (i in 1:m) {
x <- generointi_ar2(n, phil, phi2, target_var = target_var, mu = mu)
x_hat <- mean(x)

# 95/ luottamusvdli

z <- gnorm(0.975)

lower <- x_hat - z * asymp_sd / sqrt(n)
upper <- x_hat + z * asymp_sd / sqrt(n)
sisalla[i] <- (mu >= lower & mu <= upper)

}
peitto[j] <- mean(sisalla)
}

return(peitto)
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# Simulointi ert phi-arvoilla
peitot <- list()
labels <- character()

for (i in seq_along(phil_list)) {
phil <- phil_list[i]
phi2 <- phi2_list[i]

peitot[[i]] <- peitto_fun(phil, phi2, target_var)
labels[i] <- pasteO("phil =", phil, "phi2 =", phi2)

plot(n_arvot, peitot[[1]], type = "b", pch = 19, col = 1,
ylim = ¢(0.90,1), xlab = "n", ylab = "Peittotodenndkéisyys",
main = paste("Peittotodenn#kdisyydet eri parametrien arvoilla AR(2)"))

for (k in 2:length(peitot)) {
lines(n_arvot, peitot[[k]], type = "b", pch=19, col = k)

}
abline(h = 0.95, col = "red", lty = 2, lwd = 2)

legend("bottomright", legend = labels,
col = seq_along(labels), pch = 19, 1ty = 1)

# Histogrammi jokaiselle warianssille ja n:lle

plot_histogrammit <- function(phil, phi2, target_var){
sigma <- sigma_for_var(phil, phi2, target_var)
asymp_sd <- sigma/ abs(l - phil - phi2)

par (mfrow = c(2,3))
for(n in n_arvot){
simulaatio <- numeric(m)
for(i in 1:m) {
x <- generointi_ar2(n, phil, phi2, target_var = target_var, mu = mu)
x_hat <- mean(x)
simulaatio[i] <- sqrt(n) * (x_hat - mu)

}

hist(simulaatio, breaks = 40, probability = TRUE,
main = paste("phi_1 =", phil, "phi_2 =", phi2, " n =", n),
xlab = "Arvo", ylab = "Tiheys", col = "orange", border = "white")

# Teoreettinen normaalijakauma
x_arvo <- seq(min(simulaatio), max(simulaatio), length.out = 500)
y_arvo <- dnorm(x_arvo, mean = O, sd = asymp_sd)
lines(x_arvo, y_arvo, col = "red", lwd = 2)
}
par(mfrow = c(1,1))
}

for(i in seq_along(phil_list)){
phil <- phil_list[i]
phi2 <- phi2_list[il
cat("phi_1 =", phil, "phi_2 =", phi2, "\n")
plot_histogrammit(phil, phi2, target_var)

A.2.2 MA(2)-KRL

# Funktio MA(2)-prosessin generointiin

generointi_ma2 <- function(n, thetal, theta2, sigma = 1, mu = 0){
z <- rnorm(n + 2, mean = 0, sd = sigma)
x <- mu + z[3:(n+2)] + thetal * z[2:(n+1)] + theta2 * z[1:n]
return(x)
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}

# Asymptoottinen variansst

laske_varianssi_ma2 <- function(thetal, theta2, sigma){
v <- sigma~2 * (1 + thetal + theta2)"2
return(v)

}

# Simulaatio

# Simulaation parametrit

#set.seed(10)

m <- 10000

thetal <- 0.2

theta2 <- 0.7

mu <- O

n_arvot <- c(50, 100, 200, 500, 1000, 3000)
target_vars <- c(1 ,5, 10, 15)

# Funktio peittotodenndkdisyyksien laskemiseen
peitto_fun <- function(target_var){
sigma <- sqrt(target_var)
asymp_sd <- sqrt(laske_varianssi_ma2(thetal, theta2, sigma))

peitto <- numeric(length(n_arvot))
for(j in seq_along(n_arvot)){

n <- n_arvot[j]

sisalla <- logical(m)

for(i in 1:m){
x <- generointi_ma2(n, thetal, theta2, sigma = sigma, mu = mu)
x_hat <- mean(x)

# 95/ luottamusvdls
z <- gnorm(0.975)
lower <- x_hat - z * asymp_sd / sqrt(n)
upper <- x_hat + z * asymp_sd / sqrt(n)
sisalla[i] <- (mu >= lower & mu <= upper )
}
peitto[j] <- mean(sisalla)
}
return(peitto)

}

# Peittotodenndkoisyydet
peitot <- lapply(target_vars, peitto_fun)

plot(n_arvot, peitot[[1]], type = "b", pch = 19, col = 1,
ylim = c(0.90, 1), xlab = "n", ylab = "Peittotodenndkéisyys",
main = "95), peittotodenndkdisyydet MA(2)")

for(k in 2:length(target_vars)){
lines(n_arvot, peitot[[k]], type = "b", pch = 19, col = k)
}

abline(h = 0.95, col = "red", 1ty = 2, lwd = 2)

legend("bottomright", legend = pasteO("VAR", target_vars),
col = seq_along(target_vars), pch = 19, 1ty = 1)

# Peittotodenndkoisyydet ndkyvdt arvoilla 1-3 ja ne kuvaavat annettuja variansseja
# jarjestyksessd. Esim var 1-3 on target_vars <- c(1, 5, 10)

print(data.frame(n = n_arvot,
VAR1 = peitot[[1]],
VAR2 = peitot[[2]],
VAR3 = peitot[[3]],
VAR4 = peitot[[411))

# Histogrammit
plot_histogrammit <- function(target_var){
sigma <- sqrt(target_var)
asymp_sd <- sqrt(laske_varianssi_ma2(thetal, theta2, sigma))
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par (mfrow = c(2,3))
for(n in n_arvot)q{
simulaatio <- numeric(m)
for(i in 1:m){
x <- generointi_ma2(n ,thetal, theta2, sigma = sigma, mu = mu)
x_hat <- mean(x)
simulaatio[i] <- sqrt(n) * (x_hat - mu)

}

hist(simulaatio, breaks = 40, probability = TRUE,
main = paste("VAR = ", target_var, "m =", n),
xlab = "Arvo", col = "orange", border = "white")

x_arvo <- seq(min(simulaatio), max(simulaatio), length.out = 500)
y_arvo <- dnorm(x_arvo, mean = O, sd = asymp_sd)
lines(x_arvo, y_arvo, col = "red", lwd = 2)
}
par(mfrow = c(1,1))
}

for(v in target_vars){
plot_histogrammit (v)
}

# Simulaatio, kun tutkitaan eri parametrien kdyttdytymistd samalla varianssilla

# Funktio MA(2)-prosessin generointiin

generointi_ma2 <- function(n, thetal, theta2, sigma = 1, mu = 0){
z <- rnorm(n + 2, mean = 0, sd = sigma)
x <- mu + z[3:(@+2)] + thetal * z[2:(n+1)] + theta2 * z[1:n]
return(x)

}

# Asymptoottinen variansst

laske_varianssi_ma2 <- function(thetal, theta2, sigma){
v <- sigma~2 * (1 + thetal + theta2)"2
return(v)

}

# Simulaation parametrit

#set.seed(10)

m <- 10000

thetal_list <- ¢(0.7, 0.6, 0.5, 0.4, 0.3)

theta2_list <- c¢(0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2)

mu <- O

n_arvot <- c(50, 100, 150, 200, 250, 300, 400, 450, 500, 1000)
target_var <- 5

# Funktio peittotodenndkdisyyksien laskemiseen
peitto_fun <- function(thetal, theta2, target_var){
sigma <- sqrt(target_var)
asymp_sd <- sqrt(laske_varianssi_ma2(thetal, theta2, sigma))

peitto <- numeric(length(n_arvot))
for(j in seq_along(n_arvot)){

n <- n_arvot[j]

sisalla <- logical(m)

for(i in 1:m){
x <- generointi_ma2(n, thetal, theta2, sigma = sigma, mu = mu)
x_hat <- mean(x)

# 95) luottamusvilt
z <- gnorm(0.975)
lower <- x_hat - z * asymp_sd / sqrt(n)
upper <- x_hat + z * asymp_sd / sqrt(n)
sisallal[i] <- (mu >= lower & mu <= upper )

}

peitto[j] <- mean(sisalla)

}

return(peitto)
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}

# Simulointi eri phi-arvoilla
peitot <- list()
labels <- character()

for (i in seq_along(thetal_list)) {
thetal <- thetal_list[i]
theta2 <- theta2_list[i]

peitot[[i]] <- peitto_fun(thetal, theta2, target_var)
labels[i] <- pasteO("thetal =", thetal, "theta2 =", theta2)

plot(n_arvot, peitot[[1]], type = "b", pch = 19, col = 1,
ylim = ¢(0.90,1), xlab = "n", ylab = "Peittotodenn&kdisyys",
main = paste("Peittotodenn#kdisyydet eri parametrien arvoilla MA(2)"))

for (k in 2:length(peitot)) {
lines(n_arvot, peitot[[k]], type = "b", pch=19, col = k)

}
abline(h = 0.95, col = "red", lty = 2, lwd = 2)

legend("bottomright", legend = labels,
col = seq_along(labels), pch = 19, 1ty = 1)

A.2.3 ARMA(1,1)-KRL

# Funktto ARMA(1,1)

generointi_armall <- function(n, phil, thetal, sigma = 1, mu = 0) {
X <- numeric(n)
Z <- rnorm(n, mean = 0, sd = sigma)

# Alustetaan ensimmdinen arvo
X[1] <- mu +Z[1]

# Loppujen arvojen generointi
for (¢t in 2:n) {
X[t] <- mu +phil * X[t-1] + Z[t] + thetal * Z[t-1]

}

return(X)

}

# Prosessin stationaarinen kokonaisvariansst
armall_var <- function(phil, thetal, sigma){
num <- (1 + thetal"2 +2 * phil * thetal) * sigma~2
den <- (1 - phil~2)
return( num / den)

}

# Sigma tietylle wvariansstille

sigma_for_var <- function(phil, thetal, target_var){
factor <- (1 + thetal~2 +2 * phil * thetal) / (1 - phil~2)
sigma2 <- target_var/ factor
return(sqrt(sigma2))

}

# Asymptoottisen warianssin laskeminen

laske_varianssi <- function(phil, thetal, sigma) {
varianssi <- sigma~2 * ((1 + thetal) / (1 - phil))~2
return(varianssi)

}
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# Simulaation parametrit

#set.seed(10)

m <- 10000

phil <- 0.2

thetal <- 0.7

mu <- O

n_arvot <- c(50 , 100, 200, 500, 1000, 3000)
target_vars <- c(1, 5, 10, 15)

# Funktio peittotodenndkoisyyskien laskemiseen
peitto_fun <- function(target_var){
sigma <- sigma_for_var(phil, thetal, target_var)
asymp_var <- laske_varianssi(phil, thetal, sigma)
asymp_sd <- sqrt(asymp_var)

peitto <- numeric(length(n_arvot))
for (j in seq_along(n_arvot)){

n <- n_arvot[j]

sisalla <- logical(m)

for (i in 1:m) {
x <- generointi_armall(n, phil, thetal, sigma = sigma, mu = mu)
x_hat <- mean(x)

# 95) luottamusvilt

z <- gnorm(0.975)

lower <- x_hat - z * asymp_sd / sqrt(n)

upper <- x_hat + z * asymp_sd / sqrt(n)

sisalla[i] <- (mu >= lower & mu <= upper)
}

peitto[j] <- mean(sisalla)

return(peitto)

}

# Peitto todenndkoisyys katkille
peitot <- lapply(target_vars, peitto_fun)

plot(n_arvot, peitot[[1]], type = "b", pch = 19, col = 1,
ylim = ¢(0.90,1), xlab = "n", ylab = "Peittotodennakoisyys",
main = "95), peittotodennakoisyydet ARMA(1,1)")
for(k in 2:length(target_vars)){
lines(n_arvot, peitot[[k]], type = "b", pch = 19, col = k)
}

abline(h = 0.95, col = "red", lty = 2, lwd =2)
legend("bottomright", legend = pasteO("VAR=", target_vars),
col = seq_along(target_vars), pch = 19, lty = 1)
o {r}
# Peittotodenndkdisyydet ndkyvdt arvoilla 1-3 ja ne kuvaavat annettuja variansseja
# jarjestyksessd. Esim wvar 1-3 on target_vars <- c(1, 5, 10)

print(data.frame(n = n_arvot,
VAR1 = peitot[[1]],
VAR2 = peitot[[2]],
VAR3 = peitot[[3]],
VAR4 = peitot[[4]11))
# Histogrammi jokaiselle wvarianssille ja n:lle
plot_histogrammit <- function(target_var){
sigma <- sqrt(target_var)
asymp_sd <- sqrt(laske_varianssi(phil, thetal, sigma))

par (mfrow = c(2,3))
for(n in n_arvot){
simulaatio <- numeric(m)
for(i in 1:m) {
x <- generointi_armali(n, phil, thetal, sigma = sigma, mu = mu)
x_hat <- mean(x)
simulaatio[i] <- sqrt(n) * (x_hat - mu)

}
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hist(simulaatio, breaks = 40, probability = TRUE,
main = paste("VAR = ", target_var, ", n =", n),
xlab = "Arvo", col = "orange", border = "white")

x_arvo <- seq(min(simulaatio), max(simulaatio), length.out = 500)
y_arvo <- dnorm(x_arvo, mean = 0, sd = asymp_sd)
lines(x_arvo, y_arvo, col = "red", lwd = 2)
}
par(mfrow = c(1,1))
}

for(v in target_vars){
plot_histogrammit (v)

}

# Simulaatio, kun tutkitaan eri parametrien kdyttdytymistd samalla varianssilla
# Funktio ARMA(1,1)

generointi_armall <- function(n, phil, thetal, sigma = 1, mu = 0) {
X <- numeric(n)
Z <- rnorm(n, mean = 0, sd = sigma)

# Alustetaan ensimmdinen arvo
X[1] <- mu +Z[1]

# Loppujen arvojen generointi
for (t in 2:n) {
X[t] <- mu +phil * X[t-1] + Z[t] + thetal * Z[t-1]

}

return(X)

3

# Prosessin stattionaarinen kokonaisvariansst
armall_var <- function(phil, thetal, sigma){
num <- (1 + thetal~2 +2 * phil * thetal) * sigma~2
den <- (1 - phil~2)
return( num / den)

}

# Sigma tietylle warianssille

sigma_for_var <- function(phil, thetal, target_var){
factor <- (1 + thetal~2 +2 * phil * thetal) / (1 - phil~2)
sigma2 <- target_var/ factor
return(sqrt(sigma2))

}

# Asymptoottisen wvarianssin laskeminen

laske_varianssi <- function(phil, thetal, sigma) {
varianssi <- sigma~2 * ((1 + thetal) / (1 - phil))~2
return(varianssi)

}

# Simulaation parametrit
#set.seed(10)

m <- 10000

phil_list <- ¢(0.7, 0.6, 0.5, 0.4,
thetal_list <- ¢(0.2, 0.2, 0.2, O.
mu <- 0

n_arvot <- c(50, 100, 150, 200, 250, 300, 400, 450, 500, 1000)
target_var <- 5

.3

0.3)
2, 0.2)

# Funktio peittotodenndkoisyyskien laskemiseen

peitto_fun <- function(phil, thetal, target_var){
sigma <- sigma_for_var(phil, thetal, target_var)
asymp_var <- laske_varianssi(phil, thetal, sigma)
asymp_sd <- sqrt(asymp_var)

peitto <- numeric(length(n_arvot))
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for (j in seq_along(n_arvot)){
n <- n_arvot[j]
sisalla <- logical(m)

for (i in 1:m) {
x <- generointi_armall(n, phil, thetal, sigma = sigma, mu = mu)
x_hat <- mean(x)

# 95) luottamusvili
z <- gnorm(0.975)
lower <- x_hat - z * asymp_sd / sqrt(n)
upper <- x_hat + z * asymp_sd / sqrt(n)
sisallal[i] <- (mu >= lower & mu <= upper)
}
peitto[j] <- mean(sisalla)
}
return(peitto)

}

# Simulointi eri phi-arvoilla
peitot <- list()
labels <- character()

for (i in seq_along(phil_list)) {
phil <- phil_list[il
thetal <- thetal_list[i]

peitot[[i]] <- peitto_fun(phil, thetal, target_var)
labels[i] <- pasteO("phil =", phil, "thetal =", thetal)

plot(n_arvot, peitot[[1]], type = "b", pch = 19, col = 1,
ylim = c(0.90,1), xlab = "n", ylab = "Peittotodenn&kdisyys",
main = paste("Peittotodennsdkdisyydet eri parametrien arvoilla ARMA(1,1)"))

for (k in 2:length(peitot)) {
lines(n_arvot, peitot[[k]], type = "b", pch=19, col = k)

}
abline(h = 0.95, col = "red", lty = 2, lwd = 2)

legend("bottomright", legend = labels,
col = seq_along(labels), pch = 19, lty = 1)

A.2.4 AR(2)-Yule-Walker

# Laskee hajonnan siten, ettd prosessin stationaarinen kokonaisvarianssi on target_var
sigma_for_var <- function(phil, phi2, target_var){
yule_walker <- (1 - phi2) / ((1 - phil~2 - phi2~2) * (1 - phi2) - 2 * phil~2 * phi2)
sigma2 <- target_var * yule_walker
return(sqrt(sigma2))
}

# Funktio AR(2)-prosessin generointiin
generointi_ar2 <- function(n, phil, phi2, target_var= 1, mu = 0) {
sigma <- sigma_for_var(phil, phi2, target_var)
X <- numeric(n)
# Alkuarvot stationaarisella varianssilla
x[1] <- rnorm(l, mean = mu, sd = sqrt(target_var))
x[2] <- rnorm(l, mean = mu, sd = sqrt(target_var))
for (¢t in 3:n) {
x[t] <- mu + phil * (x[t - 1] - mu) + phi2 * (x[t - 2] - mu) +
rnorm(l, mean = 0, sd = sigma)
}

return(x)
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# Simulaatio

set.seed(10)

m <- 10000

phil <- 0.2

phi2 <- 0.7

mu <- O

n_arvot <- c(50, 100, 200, 500, 1000, 3000)
target_vars <- c(1, 5, 10, 15)

# Funktio peittotodenndkdisyyksien laskentaan
peitto_fun <- function(target_var) {
peitto <- numeric(length(n_arvot))
for (j in seq_along(n_arvot)) {
n <- n_arvot[j]
sisalla <- logical(m)

for (i in 1:m) {
x <- generointi_ar2(n, phil, phi2, target_var = target_var, mu = mu)
x_hat <- mean(x)

# AR(2) estimointi Walker

ar_sov <- ar.yw(x, order.max = 2, aic = FALSE)
phil_hat <- ar_sov$ar[1i]

phi2_hat <- ar_sov$ar[2]

sigma_hat <- sqrt(ar_sov$var.pred)

# Estimointipohjainen asymptoottinen hajonta Walker
asymp_sd_hat <- sigma_hat / abs(l - phil_hat - phi2_hat)

# 95) luottamusvilt

z <- gnorm(0.975)

lower <- x_hat - z * asymp_sd_hat / sqrt(n)
upper <- x_hat + z * asymp_sd_hat / sqrt(n)
sisalla[i] <- (mu >= lower & mu <= upper)

}
peitto[j] <- mean(sisalla)

return(peitto)

}

# Peittotodenndkoisyydet kaikille vartansseille
peitot <- lapply(target_vars, peitto_fun)

plot(n_arvot, peitot[[1]], type = "b", pch = 19, col = 1,
ylim = c(0.90, 1), xlab = "n", ylab = "Peittotodenndkéisyys",

main = paste("Peittotodenndkdisyydet AR(2)-Walker, kun phil =", phil, "ja phi2 =", phi2))

for (k in 2:length(target_vars)) {

lines(n_arvot, peitot[[k]], type = "b", pch = 19, col = k)
}
abline(h = 0.95, col = "red", lty = 2, lwd = 2)

legend("bottomright", legend = pasteO("VAR=", target_vars),
col = seq_along(target_vars), pch = 19, 1ty = 1)
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