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Tiissi tutkimuksessa analysoidaan luokanopettajaksi opiskelevien kirjoittamia taso- ja
avaruusgeometrian kisitteiden mdiritelmid ja pohditaan niiden yhteytti opiskelijoi-
den geometriseen ajatteluun. Luokanopettajaopiskelijoiden monialaisten opintojen
matematitkan  opintojakson  midritelmitestin  vastaukset (N=70) luokiteltiin
aineistolidhtdisen sisillonanalyysin pohjalta. Mdiritelmdt vaihtelivat triviaaleista
kuvailuista eksakteithin matemaattisiin mdiritelmiin. Eroa formaaleihin midritelmiin
esiintyi niin terminologian kiytossi kuin ylikdsitteiden ja tarkentavien ehtojen
muodostamisessa. Mdiritelmisti loydettiin samankaltaisuutta aiemmissa tutkimuk-
sissa todettuihin peruskoulun oppilaiden ja opettajaksi opiskelevien muodostamiin
mddritelmiin.

JOHDANTO

Suomessa 2010-luvulla toteutettujen koulusaavutustutkimusten valossa
suomalaisten oppilaiden geometrian osaaminen on algebran ohella muita
siséltoalueita heikompaa. Vuoden 2012 PISA-tutkimuksessa (Programme for
International Student Assessment) tila ja muoto oli suomalaisten selvésti
heikoimmin osaama matematiikan osa-alue. Siind heikkojen suoritusten
osuus oli muita siséltdalueita suurempi ja erinomaisten suorittajien osuus
pienin (Kupari, Vailijarvi, Andersson, Arffman, Nissinen, Puhakka, &
Vettanranta, 2013). Samoin TIMSS 2011 -tutkimuksen (Trends in International
Mathematics and Science Study) mukaan geometria ja algebra olivat suoma-
laisoppilaiden heikoimmat alueet, missd tehtdvien osaaminen oli ldhelld
kansainvilistd keskiarvoa (Kupari, Vettenranta, & Nissinen, 2012).

Kansainvilisestikin tarkasteltuna oppilaiden geometrisen osaamisen on
todettu olevan alhaisella tasolla ja syyksi tilanteeseen on esitetty geometrian
kouluopetuksessa saaman heikon aseman lisdksi sekéd geometrian didaktisten
kdytanteiden uudistumattomuutta ettd opettajien oman geometrisen tieta-
myksen puutteellisuutta (Steele, 2013). Tulevien opettajien késitys geometri-
asta on Browningin ja kollegoiden (2014) metatutkimuksessa todettu varsin
rajalliseksi. He nékevidt opettajien matemaattisen siséltotiedon kriittisend
tekijand oppilaiden geometrisen ymmarryksen kehittymisessa ja painottavat
opettajankouluttajien vastuuta tulevien opettajien tietoperustan luomisessa.

Geometrian asema osana koulumatematiikkaa on Suomessa séilynyt opetus-
suunnitelmien perusteella melko samanlaisena 2000-luvulla. Ilman kattavaa
tutkimusta on vaikea arvioida, miten luokkien didaktiset kdytinnot ovat
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tuona aikana muuttuneet, mutta ainakin tietotekniikka on avannut monia
mahdollisuuksia opettaa geometriaa uudella tavalla (Battista, 2002; Jackiw,
2010; Hall, 2013; Joglar Prieto, Sordo Juanena, & Star, 2014). Syitd suomalais-
ten heikkoon geometrian osaamiseen tulisikin tutkia mm. koulujen geometri-
an opetusta ja tyotapoja sekd oppimateriaalien laatua analysoimalla. Taméan
tutkimuksen tutkimuskohteena on alakoulun opettajien geometrinen
taitotieto. ~Tutkimuksessa rajoitutaan tarkastelemaan luokanopettaja-
opiskelijoiden kirjoittamia geometrisia maééritelmid ja pohditaan niiden
antamia viitteitd geometrisen késitetiedon tasosta.

GEOMETRISEN AJATTELUN KEHITTYMINEN

Matemaattinen tietimys voidaan jakaa dikotomisesti konseptuaaliseen eli
késitetietoon ja proseduraaliseen eli menetelmitietoon (Hiebert & Lefevre,
1986). Proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon luonnetta ja roolia matema-
tiilkan oppimisessa on tutkittu paljon ja ndiden tietotyyppien yhteydestd
matemaattisen tiedon laatuun on esitetty erilaisia ndkemyksid. Tutkijoiden
erilaisista tietotyyppien maéaérittelyistd huolimatta mielekkdén matemaattisen
tiedon ndhdddn koostuvan monimutkaisesti yhteenkietoutuneesta vastavuo-
roisessa suhteessa kehittyvasté kisite- ja menetelmétiedosta. (Baroody, Feil, &
Johnson, 2007; Star & Stylianides, 2013; Rittle-Johnson & Schneider, 2015.)
Geometrisen tiedon osalta Silfverberg kuvaa oppilaan késitetiedon koostuvan
esimerkiksi siitd, mitd oppilas tarkoittaa suorakulmiolla, suunnikkaalla tai
suorakulmaisella sirmiolld, mink&laisia ominaisuuksia niilld kasitteillda hdnen
mielestddn on ja miten kasitteet linkittyvét toisiinsa. Geometrinen menetelma-
tieto taas koostuu geometristen objektien merkintdtapojen lisdksi algoritmisis-
ta toimintasddnnoistd kuten pituuksien, pinta-alojen ja tilavuuksien laskuta-
voista sekd kuvioiden ja kappaleiden piirtdmiseen liittyvistd sopimuksista.
(Silfverberg, 1999.)

Hyodyllisen viitekehyksen geometrisen ajattelun kehittymisen tarkastelulle
tarjoaa ns. van Hielen teoria (Browning ym., 2014). Teoria perustuu hollanti-
laisten Pierre van Hielen ja Dina van Hiele-Geldofin 1950-luvulla alkaneisiin
tutkimuksiin (Fuys, Geddes, & Tischler, 1984), ja sen validoinnista ja merki-
tyksestd geometrian opetukselle on tehty useita tutkimuksia (Ma, 2015).
Teoria sisdltdd hypoteesin oppilaan geometrisen ajattelun kehittymisestd
viiden tason kautta. Kehitystasojen yleissisédlto on laajasti hyvéksytty, mutta
etenkin tasojen tiukasta erillisyydestd ja hierarkiasta on esitetty véljempia
tulkintoja. Oppilaiden geometrisessa ajattelussa ndyttdd tapahtuvan edistysta
usean tason kohdalla samanaikaisesti, kuitenkin alemman van Hielen tason
piirteiden ollessa péddsddntoisesti edelld korkeampien tasojen piirteiden
kehitystd. (Silfverberg, 1999; Unal, Jakubowski, & Corey, 2009.) Erityisesti on
pohdittu késitteiden vélisen luokkainkluusion ymmartdmisen ja maéaérittely-
taidon kehittymisen sijoittumista tasojen kuvauksiin (mm. Silfverberg, 1999;
Silfverberg & Matsuo, 2008; de Villiers, 2010). Seuraava van Hielen tasojen
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ominaisuuksien lyhyt kuvailu perustuu alkuperéisldhteisiin (Fuys ym., 1984)
sekd Silfverbergin (1999) ja Van de Wallen, Karpin ja Bay-Williamsin (2009)
esittdmddn tulkintaan:

Visualisoinnin tasolla (vH1) ajattelu kohdistuu yksittdisiin kuvioihin, joiden
tunnistus ja luokittelu perustuu visuaalisen ulkomuodon samankaltaisuuteen.

Ominaisuuksien analysoinnin tasolla (vH2) kuviot ndhdddn ominaisuuksiensa
kantajina. Kuvioluokkaan kuuluminen perustuu ominaisuuksien analysoin-
tiin eikd pelkdstddn visuaaliseen samankaltaisuuteen, mutta ominaisuuksien
keskindisiin riippuvuussuhteisiin ei kiinnitetd huomiota. Kuvioita maaritel-
lessddn tdlle tasolle kuuluvat oppilaat todenndkoisesti luettelevat kaikki
kuviolle tuntemansa ominaisuudet.

Ominaisuuksien jirjestimisen eli epiformaalin pdittelyn tasolla (vH3) ajattelun
kohteena ovat kuvioiden ominaisuudet, jotka jarjestdytyvat loogisiksi
rakenteiksi. Oppilas ymmartad, ettd jotkin ominaisuudet ovat seurausta
toisista ominaisuuksista, ja hdn osaa tehdd lyhyitd deduktiivisia paatelmia.
Kuvio tunnistetaan geometrisen Kkisitteen alaan kuuluvaksi késitteen
maédritelman perusteella. Médritelmid osataan muotoilla ilmaisten kuvioiden
riittdvéat ja valttdmattomat ominaisuudet ja ndiden ominaisuuksien avulla
osataan muodostaa geometrisista kasitteistd kasitehierarkioita.

Formaalin piittelyn tasolla (vH4) ymmarretddn deduktiivisen pdittelyn idea ja
hallitaan deduktiivisen geometrian ajattelutapa.

Aksioomasysteemin ymmirtimisen tasolla (VH5) pystytddn hallitsemaan ja
vertailemaan eri geometrioita aksiomaattisina jarjestelmina.

MAARITELMAT OSANA GEOMETRISTA KASITETIETOA

Silfverbergin (1999) tutkimuksen mukaan maéaérittelytaidolla ja van Hielen
tasoilla on tilastollisesti erittdin merkitsevd yhteys. Silfverberg havaitsi, ettd
ylemmilld tasoilla olevat oppilaat kykenivédt alempien tasojen oppilaita
paremmin maddritteleméddn geometrisia kuvioita ja tulkitsemaan késitteiden
vilisid suhteita matematiikan standarditulkinnan mukaisesti. Tietorakentei-
den eheytyminen nikyi erityisesti kolmannelle tasolle siirryttdessd, mutta
tason vH3 yleisten tulkintojen vastaisesti ei selvdd muutosta kisitteiden
vélisten suhteiden ja kuvioiden méérittelemisen osaamisessa voitu havaita.

Fischbein (1993) kutsuu geometrisia objekteja figuraalisiksi kisitteiksi (figural
concepts) korostaakseen niiden kaksoisluonnetta. Geometristen kuvioiden ja
kappaleiden luonteessa on samanaikaisesti ldsnéd sekd objektin konseptuaali-
nen eli kisitteellinen komponentti ettd figuraalinen eli kuvallinen kompo-
nentti. Geometrinen objekti on abstrakti idea, jonkin aksioomasysteemin
mukaiseen médritelmadn perustuva olio, jota ei ole olemassa reaalimaailmas-
sa eiké siihen voida liittda todellisuudessa aistittavia ominaisuuksia. Geomet-
risten kuvioiden piirrokset ja kappaleiden konkreettiset mallit ovat vain
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matemaattisten kisitteiden aineellisia malleja. Toisaalta geometriseen
objektiin liittyy aina visuaalinen kuva, mentaalinen representaatio tilasta tai
muodosta, joka on erottamattomasti ldsnd geometrisessd ajattelussa ja joka
Fischbeinin mukaan tarvitaan geometrian tieteenalan luovaan kehittymispro-
sessiin. Figuraalinen késite -termi kuvastaa loogisen ja figuraalisen nakokul-
man ideaalista mentaalista yhteensulautumista, joka Fischbeinin mukaan ei
tapahdu luonnollisesti itsestddn. Monesti oppilaiden ajattelussa kuvallinen ja
kéasitteellinen komponentti ovat ristiriidassa keskenddn tai kuvallinen
komponentti hallitsee geometrista paéattelyd. Oppilaiden tulisikin olla tietoisia
madritelmistd ja niiden roolista geometrisessd ajattelussa. Geometriset
tehtdvat tulisi suorittaa kuvan antaman informaation sijaan objektien
madritelmiin perustuen. (Fischbein 1993.) Malatyn (1994) antaman esimerkin
mukaan ideaalisen geometrisen kisitteen ja sen kuvallisen esityksen eroa
voidaan opettaa pienillekin koululaisille. Fischbeinin (1999) ndkemyksen
mukaan yksi geometrian didaktiikan péddtehtdvisti on luoda sellaisia
oppimistilanteita, joissa systemaattisesti vaaditaan késitteellisen ja kuvallisen
komponentin yhteensovittamista. Silfverberg (1999) ndkee tdssd yhteensovit-
tamisessa keskeiseksi tekijédksi visuaalisen varioinnin kyvyn eli oppilaan kyvyn
mielikuvatasolla tuottaa geometrisista késitteistd tarkoitushakuisesti erityyp-
pisid esimerkkitapauksia.

Tietdimys matemaattisista mddritelmistd ja késitys maddrittelemisestd osana
matemaattista toimintaa vaikuttaa opettajan opetukseen, didaktisiin paatok-
siin ja tapaan, jolla he késittelevdt matemaattista sisdltod (Leikin & Zazkis,
2010). Opetukseen vaikuttaa siis opettajan kokonaisymmarrys késitteestd eli
kisitekuva. Tallin ja Vinnerin (1981) mukaan késitekuvalla (concept image)
tarkoitetaan sitd kasitteeseen liittyvdd kognitiivisen jdrjestelmdn tayttd
kokonaisuutta, joka sisdltdd kaikki mentaaliset kuvat, késitteeseen liitetyt
ominaisuudet ja prosessit. Késitekuva rakentuu ja muuttuu erilaisten
kokemusten ja drsykkeiden myotd. Se voi sisdltdd ristiriitaisia komponentteja
ja siitd voi eri tilanteissa aktivoitua erilaisia osia. Henkilokohtainen késitteen
madritelma (personal concept definition) tarkoittaa sanamuotoa, jota yksilo
kdyttdd oman aktivoidun kisitekuvansa selittamiseen. Formaali késitteen
madritelmd (formal concept definition) on sanallinen esitysmuoto, joka on
matemaattisen yhteison laajalti hyvidksyma. (Tall & Vinner, 1981.)

Leikin ja Zazkis (2010) esittivat Winicki-Landmanin ja Leikinin artikkeliin
(2000) perustuen seuraavat tunnettujen matemaatikkojen hyvéksymat
periaatteet formaalille matemaattiselle mddritelmaélle: 1) Mddritelmad antaa
nimen uudelle kisitteelle ja nimi esiintyy maédritelméssd vain kerran. 2)
Maéritelmd esittdd kdsitteelle valttamattomdt ja riittdvat ehdot. 3) Uuden
kédsitteen maadrittelemiseksi voidaan kayttdd vain aiemmin mddriteltyjd
kédsitteitd tai ns. madadritteleméttomida peruskasitteitd. 4) Madaritelmassa
esitettyjen ehtojen joukko pyritddn muodostamaa usein minimaaliseksi eli ei
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esitetd ehtoja, jotka loogisesti seuraavat muista ehdoista. 5) Madritelmaéksi
voidaan valita mikd tahansa ekvivalenteista muotoiluista. Matematiikan
opetuksessa tulee huomioida maddritelmdn matemaattisen oikeellisuuden
lisdksi sen didaktinen soveltuvuus (Winicky-Landman & Leikin, 2000).
Konstruktivistiseen ndkemykseen pohjautuen mddritelmédn tulee perustua
oppilaan aiemmin tuntemiin késitteisiin ja sen tulee ottaa huomioon oppilaan
senhetkinen kehitystaso. Kédytetyn médritelmén tulisi mahdollisimman hyvin
sopia yhteen oppijan intuition kanssa ja my0s esteettiset ndkokohdat, kuten
ilmaisun selkeys ja eleganttius, tulisi ottaa huomioon.

Opettajien ja opettajaksi opiskelevien kyky ymmartdd geometrisia kasitteitd,
muodostaa madritelmid sekd kyky ymmartdd madritelmén merkitys matema-
tiikassa ja maadritteleminen matemaattisena prosessina on useissa tutkimuk-
sissa todettu puutteelliseksi (mm. Linchevsky, Vinner & Karsenty, 1992;
Cunningham & Roberts, 2010; Leikin & Zazkis, 2010; Duatepe-Paksu, 1ymen
& Pakmak, 2012; Marchis, 2012; Silfverberg & Joutsenlahti, 2014). Marchis
(2012) 1oysi opettajaksi opiskelevien kirjoittamista méaéaritelmistd monia edellad
mainituista formaalin matemaattisen maddritelmén periaatteista poikkeavia
piirteitd: 1) Opiskelijan kirjoittama maééritelmd saattoi olla késitteelle tdysin
vadrd esimerkiksi siten, ettd yla- ja alakésitteet olivat vaihtaneet paikkaa. 2)
Madéritelmédd ei esitetty médritelmén muodossa vaan listana maééaritelméddn
liittyvid ominaisuuksia. 3) Mééaritelma ei sisdltanyt valttiméattomia ja riittavia
ehtoja. 4) Madritelmd ei ollut minimaalinen. Vastaavankaltaisesti Silfverberg
ja Matsuo (2008) luokittelivat peruskoulun oppilaiden antamat geometriset
maédritelmét naivien kuvausten lisdksi ehtojen oikeellisuuden, riittdvyyden,
minimaalisuuden ja oikean ylédkasitteen kéayttdmisen mukaan.

TUTKIMUSMENETELMA

Tamén tutkimuksen kohteena ovat luokanopettajaksi opiskelevien kirjoitta-
mat geometristen Kkisitteiden maééritelmédt peruskoulussa opetettavien
aineiden ja aihekokonaisuuksien monialaisten opintojen matematiikan
opintojakson maééritelmétestissd. Alkeisgeometrian médritelmét oli esitetty
opintojakson monisteessa kolmeen taulukkoon jaoteltuna (geometriset
peruskasitteet 13 kpl, tasokuviot 22 kpl, avaruuskappaleet 12 kpl). Madritel-
mid oli késitelty opintojakson yhdelld luennolla seké kahdella pienryhméker-
ralla sekd tehtdvissd, joihin kuului mm. kaisitehierarkioiden piirtdmistd
puumallia kéyttden.

Madéritelmétesti kesti noin 15-20 minuuttia ja sen aikana kukin opiskelija
kirjoitti maédaritelmat kahdeksalle geometriselle kasitteelle. Maéaritelmat
kysyttiin yksi kerrallaan kirjoittamalla ko. késitteen nimi taululle. Opiskelijal-
la oli oikeus testin aikana palata aiemmin kirjoittamiinsa maéé&ritelmiin.
Kysytyt Kkésitteet olivat kysymisjdrjestyksessd jana, kulma, monikulmio,
suunnikas, suorakulmio, pallo, monitahokas ja kuutio. Ndiden Kkaisitteiden
luentomonisteessa esiintyneet médritelmit on esitetty Taulukossa 1. Testin
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jilkeen opiskelijoiden ehdottamista méédritelmistd keskusteltiin ja he saivat
pisteyttda toistensa vastauksia. Testiin osallistui yhteensd 70 opiskelijaa.

Taulukko 1. Geometristen objektien médritelmét luentomonisteessa

objektin nimi médritelma

jana | suoran osa, jolla on seké alku- ettd loppupiste

kulma | kahden samasta pisteestd lahtevan puolisuoran véliin jddvéa tason osa

monikulmio | suljetun itseddn leikkaamattoman murtoviivan rajaama tason osa

suunnikas | nelikulmio, jonka vastakkaiset sivut ovat (pareittain) yhdensuuntaiset

suorakulmio | nelikulmio, jonka kaikki kulmat ovat suoria

pallo | avaruuskappale, jonka rajoittava pinta muodostuu niistd kolmiulottei-

sen avaruuden pisteistd, jotka ovat yhta etdélld annetusta keskipisteesta

monitahokas | avaruuskappale, joka on yksinomaan monikulmioiden rajoittama

kuutio | suorakulmainen sérmio, jonka tahkot ovat yhtenevid nelioita

Tutkimusta varten opiskelijoiden vastaukset kirjattiin sdhkoiseen taulukkoon
ja anonymisoitiin. Méddritelmid kirjattiin yhteensa 543. Tyhjid vastauksia l6ytyi
3 kulman, 2 monikulmion, 2 suunnikkaan, 8 monitahokkaan ja 2 kuution
kohdalla. Saadusta aineistosta etsittiin sisdllonanalyysin keinoin vastausta
tutkimuskysymykseen: Millaisia midritelmidi luokanopettajaksi opiskelevat antavat
taso- ja avaruusgeometrian kisitteille?

TUTKIMUSTULOKSET

Aineistoldhtoisen sisdllonanalyysin mukaisesti kunkin geometrisen objektin
erilaiset médritelmét ryhmiteltiin ja yhdistettiin luokiksi, joita kaikilla muilla
kappaleille kertyi 7-16, mutta kuution kohdalla analyysissa syntyi aluksi jopa
29 luokkaa, koska riittdméattomid ehtoja tunnistettiin 14 erilaista tyyppia.
Aineiston abstrahoinnissa paaddyttiin luokkia yhdistelemalld lopulta kuvaa-
maan aineistossa esiintyvid formaaleista mééritelmistd poikkeavia maéaéritel-
mityyppejd yhdeksdn kategorian avulla: Y yldkésitteeseen liittyvit puutteet,
T terminologiset virheet, RE riittiméattomét ehdot, TE liian tiukat ehdot, YL
yliméddrdiset tiedot, listamdadritelmdt, O objektin osien luettelu, N mnaiivi
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kuvailu, V virheellinen tulkinta, A absurdi méiritelma. Vaikka tutkimuksen
tarkoituksena ei ollut kvantitatiivisesti méaéarittaa opiskelijoiden maéaérittelytai-
toa, voidaan kuitenkin todeta, etti sellaisia minimaalisia tai ei-minimaalisia
madritelmid, jotka liittivdt késitteen alaan kuuluvaksi tarkalleen kasitteen
standarditulkintojen mukaiset tapaukset, hyvidksyttiin noin 37 prosenttia.
Téllaisia méadritelmid annettiin suorakulmiolle 50, suunnikkaalle 35, pallolle
32, janalle ja kuutiolle 24, kulmalle 16, monikulmiolle 10 ja monitahokkaalle
10.

Janan kohdalla terminologiset ongelmat (T) johtuivat yleisesti termin suora
kdyttamisestd kuvaamaan &édrellisen mittaista suoraa viivaa. Yldkésitteen
puuttuminen (Y) ndkyi esimerkiksi ilmaisuna ”Janalla on alku ja loppupiste”.
Tyypillinen riittdmétoén ehto (RE) oli viivan suoruusominaisuuden puuttumi-
nen késitteen madritelméstd. Yksi vastaaja oli tulkinnut késitteen selvésti
vadrin (V) méaéritellessddn janan ” padttymattomaéksi suoraksi linjaksi”.

Kulman kohdalla mééritelmissd (RE) viitattiin puolisuorien véliseen aluee-
seen mainitsematta, ettd puolisuorilla on yhteinen alkupiste. Terminologisesti
(T) ongelmallista oli, ettd puolisuorien vdliin jddvdn alueen tai tason osan
sijaan puhuttiin koko tasosta ja puolisuorat oli joissain mééritelmissa korvattu
murtoviivalla. Opiskelijoiden mddritelmissa havaittiin yhdenmukaisesti
Silfverbergin ja Joutsenlahden (2014) tutkimuksen kanssa epéstandardi
tulkinta (V) siitd, ettd kulmaan kuuluu ainoastaan kulman kérkipiste ja sen
lahiympaéristd. Téllainen ilmaus oli esimerkiksi “se kohta, jossa kaksi
puolisuoran pistettd kohtaa”. Absurdiksi muotoiluksi luokiteltiin mm.
“kahden kohtisuoraan leikkaavan suoran muodostava kohta, joka on alle
90°”, jossa myds kohtisuoruuden ja kulman asteluvun yhteys jdi epamaéa-
réiseksi.

Monikulmion maééritelmissa oli yleistd mainita, minkd nimisid osia se sisaltda
(O). Riittdméattomien ehtojen (RE) kategoriassa yleisin maééritelmd oli
sellainen, jossa murtoviivaa ei mainittu itsedédn leikkaamattomaksi. Muutama
jatti mainitsematta murtoviivan suljetuksi. Terminologisesti (T) kaytettiin
jilleen tason osasta nimitystd taso, murtoviivan sijaan Kkirjoitettiin murtovii-
voista tai suorista ja tasokuvion sijaan kappaleesta.

P49: vahintian kolmen murtoviivan muodostama kuvio

P68: suljettu itseddn leikkaamaton muodostelma suorista, kuviossa on
Ioydettdvissa monta kulmaa

P61: yhtendinen kappale, joka muodostuu yhtd monesta sivusta ja sivujen
rajaamista kulmista.

My6s suunnikkaan kohdalla tasokuviota nimitettiin kappaleeksi ja yhta pitkia
sivuja yhdenmuotoisiksi (T). Kategoriaan RE Kkatsottiin kuuluvaksi mm. ne
maédritelmat, joissa yldkésitteend oli kdytetty monikulmiota, mutta ehdoissa ei
rajattu kasitettd nelikulmioihin. Osassa maéaéritelmistd (Y) yldkésite puuttui
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kokonaan. Kategoriaan YL luokiteltiin suunnikkaalle tyypilliset mutta ei
minimaaliset maédritelméat, joissa mainitaan kaksi tai kolme seuraavista
ekvivalenteista ominaisuuksista: vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset,
vastakkaiset sivut ovat yhtd pitkdt, vastakkaiset kulmat ovat yhtd suuret.
Kahdeksan opiskelijan maédritelméd vastasi jotakin muuta késitettd (V),
esimerkiksi puolisuunnikasta tai suuntaissdrmiotd. Myos suorakulmiota
kysyttdessd kuuden opiskelijan médritelmd sopi johonkin toiseen geometri-
seen objektiin, esimerkiksi suunnikkaaseen. Suorakulmion maééaritelmastd
Ioytyi terminologisten puutteiden ja yldkésitteen puuttumisen lisdksi
madritelmid (YL), joissa oli ylimdéraisid ehtoja:

P42: Suorakulmio on monikulmio, jonka kaikki kulmat ovat suoria seka

suunnikas, jonka vastakkaiset sivut ovat yhtd pitkia.

Pallon maédritelmédssd haastava termi (T) oli pinta, jonka sijaan kéytettiin
tasogeometriaan kuuluvia sanoja kehi, kaari, piiri tai jopa taso. Yksi vastaaja
madritteli pallon sijaan ympyran (V). Absurdeja (A) tai naiiveja kuvauksia (N)
16ytyi muutamia.

P12: Pallo on avaruuskappale, joka on kolmessa tasossa joiden jokaisesta
kaaren pisteestd on yhtd pitkd matka keskipisteeseen.

P70: Pallo on avaruuskappale jolla on tilavuus. Siind ei ole yhtdén kulmaa
ja se on muodoltaan symmetrinen ja pyorea.

Monitahokkaan ylédkésitteeksi (Y) oli virheellisesti valittu mm. monikulmio,
lierio tai sdrmi6. Maédritelmé saattoi olla vain nimestd johdettu ilmaisu (N)
kuten "Monitahokas koostuu monista tahkoista” tai kéasitteen osien (tahko,
sdrmd, karki) luettelo (O). Téassa kaksi opiskelijaa oli antanut liian tiukat ehdot
vaatimalla tahkojen yhtenevyyttd. Monitahokkaalle 16ytyi muita késitteita
enemmin sellaisia maédrittelyjd, joiden voitiin katsoa kuvaavan ennemmin
jotakin muuta kasitettd, esimerkiksi sarmiota.

Opiskeljjoille varmasti hyvin tutun késitteen, kuution, kohdalla korostui
riittdiméttomét ehdot -kategorian (RE) yleisyys. Useimpiin tdllaisiin maéaéritel-
miin sopi vastaesimerkiksi pirunnyrkkid muistuttava seitseméstd samanlai-
sesta kuutiosta koostuva rakennelma tai suuntaissdrmio tai suorakulmainen
sarmid. Terminologisesti sekoittuivat jélleen taso- ja avaruusgeometrian
termit kuten sivu ja sirmd.

P9: monitahokas, jonka kaikki sivut ovat yhtd pitkét ja tahot samankokoi-
set.

P13: avaruuskappale, joka muodostuu tasasivuisista nelikulmioista.

P27: kuudesta nelikulmiosta koostuva kappale, jonka kaikki kulmat ovat
suoria.
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POHDINTA

Téssd tutkimuksessa tarkasteltiin luokanopettajiksi opiskelevien geometrisille
objekteille antamia maééritelmid. On syytd mainita, ettd tarkoituksena ei ollut
mitata opiskelijoiden geometrisen késitetiedon tasoa, eikd se tdlld tutkimus-
asetelmalla olisi ollut edes mahdollista. Koska opiskelijoita kehotettiin
opiskelemaan mddritelmid ja niitd oli késitelty kurssin aikana, on luultavaa,
ettd osa oppilaiden tuottamista formaaleiksi luokitelluista mééaritelmistd oli
ulkoa opittuja. Tutkimuksen luotettavuutta tarkasteltaessa onkin huomattava,
ettd kdytetylld tutkimusmenetelmalld saatiin tietoa opiskelijoiden senhetkisis-
td henkilokohtaisista késitteiden maééritelmistd, joihin maééritelmaétestiin
valmistautumisella on ollut oma vaikutuksensa. Aineistonkeruuta voidaan
pitdd kattavana, silld madritelmatestiin osallistui suurin osa yksikoén monia-
laisten opintojen toisen vuosikurssin opiskelijoista, testissd kysyttiin useiden
erilaisten geometristen objektien mééaritelmid ja analysointiyksikoitd kertyi
runsaasti. Analysoinnissa maaritelmien kirjaaminen sdhkoiseen taulukkoon
mahdollisti mééritelmien ominaisuuksien sujuvan vertailun ja lisdsi nédin
tutkimuksen luotettavuutta. Tutkijatriangulaation puuttuminen heikentdd
luotettavuutta, mutta raportoinnissa esimerkkeind kéytetyt opiskelijoiden
vastaukset antavat lukijalle mahdollisuuden tutkijan tulkintojen oikeellisuu-
den arviointiin. Tutkimuksen toteutuksessa tulisi suhtautua Kkriittisesti
luentomonisteen maddritelmiin, jotka eivdt tdyttdne tiukimpia formaaleja
muotovaatimuksia. Esimerkiksi janan kohdalla olisi syytd puhua pdétepisteis-
td vektoriin viittaavien alku- ja loppupisteen sijaan. Kulman maééaritelméassa
selkedmpi ratkaisu olisi tarkemmin ilmaista myds puolisuorien olevan osa
kulmaa. T4dlloin nollakulma vastaisi tilannetta, jossa puolisuorat yhtyvit.

Opiskelijoiden kirjoittamista taso- ja avaruusgeometrian késitteiden maéari-
telmissd loytyi samanlaisuutta aiemmissa tutkimuksissa havaittuihin
opettajaksi opiskelevien ja oppilaiden tekemiin médritelmiin (Marchis, 2012;
Silfverberg & Matsuo 2008). Tassa sisdllonanalyysissa korostui opiskelijoiden
terminologisen osaamisen puutteet, mm. taso- ja avaruusgeometrian termien
sekoittaminen keskenddn. Monesti mddritelméat eivdt olleet médritelman
muodossa, vaan ylédkdsite puuttui tai lueteltiin késitteen osia. Tamén voisi
tulkita siten, ettd opiskelija ei ole ymmartdnyt maéérittelemisen ideaa.
Toisaalta on huomioitava, ettd matemaattisten kisitteiden miarittelemisen
opettelemiseen ei suomalaisessa koulujdrjestelméssd kiinnitetd paljon
huomiota (Silfverberg & Joutsenlahti, 2014), joten médritelmien kirjoittaminen
on saattanut olla vaikeaa, vaikka opiskelijan kasitekuva olisikin ollut
standarditulkinnan mukainen. Naiiveja kuvailuja tai véddrien késitteiden
kuvailuja ilmeni verraten védhédn. Aineistossa oli tyypillisesti mddritelmia,
jotka eivdt olleet minimaalisia vaan sisdlsivdit muista ominaisuuksista
johdettavia ominaisuuksia. Riittiméttoméat ehdot -kategorian maééaritelmat
olivat yleisid. On mahdotonta tietdd, yrittiviatké opiskelijat mielikuvatasolla
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koetella maééritelmiensd oikeellisuutta vastaesimerkkid etsien mutta eivét
sellaista 10ytdneet, vai oliko kyseessd vain ulkoa opitun maééaritelmén vadrin
muistaminen. Aineistossa havaitut poikkeamat formaaleista méadritelmista
voitaneen osin tulkita osoituksiksi tavoiteltua van Hielen tasoa 3 alhaisem-
masta osaamisesta. Tamén tutkimus antaa viitteita siitd, ettd luokanopettajak-
si opiskelevien matematiikan kursseilla tulisi geometrisen kaésitetiedon
vahvistamisen lisdksi kasitelld mddritelmén ideaa ja madrittelemistd mate-
maattisena toimintana sekd pyrkid harjaannuttamaan opiskelijat matematii-
kan kielen mukaisten termien kayttoon. Lisdksi opettajaksi opiskelevien
geometrisen késitetiedon tasoa tulisi jatkossa tarkemmin analysoida.
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