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Matematiikka
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Tutkielmassa kasitellddn erilaisia turnauksia ja niihin liittyvad matematiikkaa
kombinatoriikan nékokulmasta. Aluksi kdydadan ldpi algebran ja kombinatoriikan
aputuloksia, joista térkeimpid ovat kongruenssi, kombinatoriset sommitelmat
sekd latinalainen neli. Kongruenssiyhtdlon avulla maaritellidn turnauksia ma-
temaattisesti. Latinalaisten nelididen avulla voidaan luoda erilaisia turnauksia.
Kombinatoriset sommitelmat ovat mukana ldhinnd turnausten nakokulmasta,
vaikka niilla on paljon muitakin kdyttokohteita. Naistd sommitelmista turnauksia

koskevat erityisesti (2n, 2, 1)-sommitelmat, kuten seuraavassa niahd&én.

Aputulosten jialkeen méaaritellaan kiertoturnaus. Siind 2n joukkuetta pelaavat vas-
takkain 2n — 1 kierroksella niin, ettd kaikki pelaavat kaikkia vastaan tasmaélleen ker-
ran ja jokainen joukkue kerran kullakin kierroksella. Télloin peleja tulee yhteensa
n(2n—1). Tamaé kiertoturnaus nimenomaan on (2n, 2, 1)-sommitelma. Se pystytaan
konstruoimaan ainakin kahdella tavalla, joista toinen on kiertomenetelmé ja toinen

Kirkmanin konstruointi.

Turnauksessa optimaalisinta olisi pelata vuorotellen koti- ja vieraskentélla. Tésta
johtuen joukkueille voidaan méaaritella vaihdonrikko. Vaihdonrikko tarkoittaa sité,
ettd joukkue pelaa kaksi kertaa perdjilkeen kotikentélld tai vieraskentélla. Kaksi-
jakoisessa turnauksessa (joukkueet pelaavat kaksi kertaa muita joukkueita vastaan)

2n joukkueelle vaihdonrikkojen minimiméaéraksi saadaan todistettua 6n — 6.

Seuraavaksi médritelladn seurausvaikutus. Se tarkoittaa, etteivit kaksi joukkuetta
tai pelaajaa saa pelata perdkkiin kahta tiettyd muuta joukkuetta tai pelaajaa vas-
taan. Tallainen turnaus saadaan luotua latinalaisten nelididen avulla. Kun latinaisen
nelion konstruoi tietylla tavalla, sen avulla saadaan turnaus, jossa ei ole seurausvai-

kutusta.

Viimeisené asiana tutkielmassa mééaritellddn Roomin nelio. Siiné esiintyvét peliparit

(2n — 1) x (2n — 1)-ruudukossa, joten mukaan tulee myos tyhjid ruutuja.

Asiasanat: turnaus, kombinatoriikka, kongruenssi, kiertoturnaus, Roomin nelio.
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1 Johdanto

1.1 Kombinatorisen ajattelun perusteet

Ihminen on aina osannut kombinatoriikkaa. Yksinkertainen lukuméérien las-
keminen on jo itsessdan kombinatoriikkaa. Kombinatoriikka liittyy myds voi-
makkaasti erilaisten kombinaatioiden miettimiseen, eli sen avulla voidaan
luoda erilaisia hyvin toimivia jarjestelmid. Kombinatoriikassa on siis olen-
naista tietdd, kuinka monta jésentd joukossa on. On téysin eri asia jirjestaé
jalkapalloturnaus jossa on 3 joukkuetta, kuin jos joukkueita on 300. Erilaisten
kombinaatioiden ma#ra kasvaa nopeasti joukon alkioiden méaérian kasvaessa.

Tutkielmassa kiytetddn péadldhteend Ian Andersonin kirjoittamaa kirjaa
[2], jossa on kisitelty selkedsti kombinatoristen sommitelmien vaikutusta tur-
nauksiin sekéd turnauksien kombinatoriikkaa yleisesti. Kombinatorisista som-

mitelmista kerrotaan lisdd lahteessé [4].

1.2 Turnauksista

Turnausten nékokulmasta kombinatoriikka liittyy inhimillisyyteen. Ajatel-
laan vaikka jalkapalloturnausta, jossa on 8 joukkuetta. Pelin kannalta on
tarkedd, ettd jokainen joukkue saa levéttyd riittédvasti pelien vélissd ja et-
ta joukkueet on valikoitu oikeudenmukaisesti. Ei ole esimerkiksi reilua, etté
huonoimmat joukkueet pelaavat keskenddn alkukarsinnan ja pédsevat siten
helpommin finaaliotteluihin. Taméan vuoksi turnausten jéirjestdmisessa tar-
vitaan kombinatoriikkaa — jarjestelya.

Mitad enemmén ehtoja joukkueiden vélisille peleille asetetaan, sitd mo-
nimutkaisempaa matematiikkaa turnausten jérjestdmiseen vaaditaan. Tut-
kielmassa tullaan késitteleméaén teoriaa erilaisten turnausten nakokulmasta,

joista esiintyy ainakin jalkopallo-, shakki-, tennis- ja bridgeturnaus.



2 Algebran ja kombinatoriikan aputuloksia

2.1 Kongruenssi

Téamén kappaleen késittely liittyy lidhteeseen [3]. Kongruenssi liittyy lukujen

jaollisuuteen.

2.1.1 Kongruenssin méairitelma

Mairitelma 2.1 (Kongruenssi). Kokonaisluvut a ja b ovat kongruentteja
modulo n jos niiden erotus a — b on jaollinen luvulla n. T&lléin merkitaan

a=b (mod n).
Esimerkki 2.2. 11 =3 (mod 8), koska 11 — 3 = 8 on jaollinen luvulla 8.

Monissa tilanteissa kaksi lukua, jotka ovat kongruentteja keskenéén, voi-
daan ajatella yhten& lukuna. Helpoin esimerkki arkielamésta ovat kellonajat.
Kun kello nayttdaa paivalla 1.00, se tarkoittaa samaa kuin 13.00, koska kello
on mennyt yhden kokonaisen kierroksen ympari. Kellotaulussa siis 13 = 1,
koska 13 =1 (mod 12). Tutkielmassa esiintyy useita tilanteita, jossa voidaan
ajatella kellotaulun tavoin ja yhdenmukaistaa luvut jotka ovat kongruentte-
ja keskendén. Monet yhtélot on helpoin maaritelld kongruenssin kautta. Sa-
moin viikonpéivat noudattavat kongruenssia, koska sunnuntain jalkeen paiva
muuttuu taas maanantaiksi, aivan kuten edellisella viikolla. Kongruenssi on-

kin kaikkein kayttokelpoisin, kun jokin asia toistuu aina tietyn syklin vélein.

2.1.2 Jaannosluokkarengas

Matematiikassa on tapana luoda lukujoukkoja, jotka noudattavat tiettyja
laskulakeja. Edellisen kappaleen kongruenssin avulla voidaan maéaritelld niin

sanottu jaannosluokkarengas.

Maéritelma 2.3 (jaannosluokka modulo n). Kokonaisluvun a jadnndsluokka

modulo n on

a={r€Z|x=a (modn)}={a+kn|keZ}.



Miéritelmén perusteella @ = b jos ja vain jos a = b (mod n). Téaméi
tarkoittaa, ettd jaannosluokkaan kuuluvat ne kokonaisluvut, jotka antavat
saman jakojaannoksen luvulla n jaettaessa. Kéytetaan kaikkien jaannosluok-
kien joukosta modulo n merkintié Z,,. Askeisen perusteella saadaan padteltys
etta

Z,=1{0,1,2,...,n—1}.

Vaihtoehtoisesti voidaan kirjoittaa Z, = {1,2,...,n — 1,1}, koska selviisti
0 = n. Téssé esityksessi tdma tulkinta on useammin kilytossé kuin edellinen.

Télle lukujoukolle voidaan maaritella kaksi laskusédéantod, summa ja ker-
tolasku. Médritelldéin ne kaavoilla @ +b = a + b ja @-b = a - b. Havainnollis-

tetaan niitd operaatioita seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 2.4. Josn =7niin6+5=6+5=11=4ja6-5=6-5=30 =
2.

Huomaathan, etta jadnnosluokalla voi olla useita edustajia. Edelld olevas-
sa esimerkissé 4 ja 7 ovat eri edustajat samalle jaédnnosluokalle. Summa ja
kertolasku ovat hyvinmddaritellyt, koska edustajan valinnasta riippumatta las-
kutoimitukset pysyvét samoina. Tarkastellaan tatd ominaisuutta seuraavassa

esimerkissa.

Esimerkki 2.5. Jiinnosluokassa Z; voidaan valita 6 = 20, jolloin 6 + 5 =
2045=20+5=25=4ja6-5=20-5=20-5 = 100 = 2. Saatiin siis

samat tulokset kuin edellisessi esimerkissé.

2.2 Kombinatoriset sommitelmat

Seuraavan kappaleen késittely perustuu ldhteeseen [1]. Kombinatoriikassa
kiytetddn apukeinona matemaattisia sommitelmia, joita kutsutaan (v, k, A)—

sommitelmiksi.

Maaritelma 2.6. Matemaattinen (v, k, A)-sommitelma on joukko, joka si-
saltaa sellaisia k-alkioisia osajoukkoja v-alkioisesta joukosta, ettéd jokainen
kaksialkoinen osajoukko esiintyy tédsmaélleen A kertaa néissé k-alkioisissa os-

ajoukoissa.



Havainnollistetaan méaaritelméas seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 2.7. Oletetaan, ettd on 7 eri kahvilaatua ja tietty méard kahvi-
kriitikoita, joista jokainen pystyy maistamaan vain kolmea eri kahvilaatua.
Numeroidaan kahvilaadut numeroilla 1,2, 3, ...,7, jolloin kahvinmaistelujar-

jestys voisi olla esimerkiksi taulukon 1 mukainen.

Kriitikko | Maisteltavat kahvit
1

N O Ot = W N

Taulukko 1: Maisteltavien kahvien kombinaatiot

Tama ei kuitenkaan vaikuta reilulta jarjestykselté, koska esimerkiksi kah-
vilaatuja 4 ja 7 maistaa peréati kolme henkil6d, mutta yksikddn henkilo ei juo
seka kahvia 1 etta 6. Yritetdan siis tehdéa jarjestelmé sellaiseksi, etté jokaista
kahden kahvin kombinaatiota maistelee yhta moni kriitikko. Téall6in tauluk-
ko 2 on yksi tapa jarjestdd maistelu. Nyt maistelu on oikeudenmukaisempi,

koska jokainen kahden kahvin kombinaatio on tdsmélleen yhdella kriitikolla.

Kriitikko | Maisteltavat kahvit
1 (1,2 4)
2 (2,3,5)
3 (3, 4, 6)
4 (4,5,7)
) (5,6,1)
6 (6,7,2)
7 (7,1,3)

Taulukko 2: Maisteltavien kahvien kombinaatiot



Kriitikoita oli siis 7, jokainen maisteli kolmea kahvia ja jokainen kahden
kahvin kombinaatio esiintyi yhdella kriitikolla. T&lloin tilannetta sanotaan
(7,3, 1)-sommitelmaksi. Turnausten niakokulmasta mielenkiintoisimpia ovat

(2n, 2, 1)-sommitelmat, joiden olemassaolo todistetaan myShemmin.

2.3 Latinalainen nelio

Monille tutuin latinalainen neli6 on 9 x 9 sudokuruudukko. Siinéd esiintyy
jokaisella vaaka- ja pystyrivilld numerot 1,2,3,...,9 tarkalleen kerran. Su-
dokussa vaaditaan vield pari muuta ehtoa, mutta yleisesti latinaisessa ne-
liossé, jonka koko on n x n, esiintyy numerot 1,2, 3, ..., n kaikilla vaaka- ja
pystyriveilld. Kokoa n x n olevan latinalaisen nelion kertaluku on n. Lati-
nalaisessa neliGssa ei tarvitse olla valttamatta numeroita 1,2,3,...,n, vaan
periaatteessa mitka tahansa symbolit kelpaavat. Voidaan siis sanoa etta lati-
nalaisessa neliossé esiintyy jonkin n-alkioisen joukon kaikki alkiot tdsmélleen

kerran jokaisella vaaka- ja pystyrivilla.

Esimerkki 2.8. Esimerkki kertalukua 4 olevasta latinalaisesta neliosta on

W =N =
I S )
N W
N s W

Latinalaisen nelion alkioita merkitadén symbolilla [;;, jossa i tarkoittaa
vaakarivin numeroa ylhaaltdpain luettuna ja j pystyrivin numeroa vasem-

malta luettuna.

Esimerkki 2.9. Esimerkiksi dskeisessa latinalaisessa neliosséa

lis =4, I3 =4 jaly = 2.

Maaritelladn seuraavaksi latinalaisten neliGiden ortogonaalisuus. Kahden
latinalaisen nelion yhdistelmd on nelio, jonka alkioina ovat alkuperéisten la-
tinalaisten vastaavissa kohdissa olevien alkioiden perusteella muodostetut

jarjestetyt parit.



Maaritelma 2.10. Kaksi latinalaista neliota ovat ortogonaaliset, jos niiden

yhdistelmé sisaltdaa kaikki kaksialkioiset jarjestetyt parit tdsmélleen kerran.

Esimerkki 2.11. Latinalaisten neliciden

1 2 4 3 1 2 3 4
2 31 4] . 4 3 2 1
4 1 3 2 ) 2 1 4 3
34 21 34 1 2
yhdistelméa on
(1,1) (2,2) (4,3) (3,4)
(2,4) (3,3) (1,2) (4,1)
(4,2) (1,1) (3,4) (2,3)
(3,3) (4,4) (2,1) (1,2)

Jarjestetyt parit (1,1) ja (3, 3) esiintyvét kahdesti yhdistelméssi, joten ndméa

latinalaiset neliot eivit ole ortogonaalisia.

Esimerkki 2.12. Latinalaiset neliot

1 2 3 4 1 2 3 4
341 2] . 4 3 2 1
4 3 21 o 21 4 3
214 3 34 1 2
ovat ortogonaalisia, silld niiden yhdistelméssa
(1,1) (2,2) (3,3) (4,4)
(3,4) (4,3) (1,2) (2,1)
(4,2) (3,1) (2,4) (1,3)
(2,3) (1,4) (4,1) (3,2)

kaikki jarjestetyt parit esiintyvat tarkalleen kerran.

Jos useamman latinalaisen nelion joukossa kaikki neliot ovat pareittain or-
togonaalisia, niin puhutaan pareittain ortogonaalisista latinalaisista nelidistd.
Voidaan todistaa, ettd ortogonaaliset latinalaiset nelitt ovat olemassa kun
n > 3 jan # 6. Seuraavan lauseen mukaan on olemassa vahintdéan 2 kertalu-

kua n olevaa ortogonaalista latinalaista neliotéd, kun n > 3 on pariton.
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Lause 2.13. Olkoon kokonaisluku n sellainen, ettd n > 3 on pariton. Maa-

ritelldén neliot A = (a;;) ja B = (b;;) seuraavien kaavojen avulla:

a; =j—i+1 (modn)
ja
biy=i+j—1 (modn).

Nyt A ja B ovat ortogonaalisia latinalaisia neliita.

Todistus. Todistetaan, ettd A on latinalainen nelio. Todistetaan ensin, etta
jokaisella rivilla esiintyy eri symbolit. Jos samalla rivilla on samat numerot

eli a;; = a;x, niin saadaan
j—i+1l=k—i+1 (modn),

minké perusteella 7 = k (mod n) ja edelleen j = k. Tamé tarkoittaa, etta
jokaisella rivilla esiintyy kaikki symbolit tarkalleen kerran.
Vastaavasti saadaan naytettyd, ettd jokaisella sarakkeella kaikki alkiot

esiintyvat tarkalleen kerran. Jos a;; = ay; niin
j—i+1l=j—k+1 (modn)

minké perusteella —i = —k (mod n) ja edelleen i = k. Siis jokaisessa sarak-
keessa on eri symbolit ja A on latinalainen nelio.

Todistetaan seuraavaksi samalla idealla ettd B on latinalainen nelio. To-
distetaan ensin, ettéd jokaisella rivilla esiintyy eri symbolit. Jos samalla rivilla

on samat numerot eli b;; = by, niin saadaan
i+j+1=i+k+1 (modn),

minkd perusteella j = k (mod n) ja edelleen j = k. Tdmaé tarkoittaa, ettd
jokaisella rivilla esiintyy kaikki symbolit tarkalleen kerran.
Vastaavasti jokainen sarake saadaan todistettua seuraavasti. Kun olete-

taan b;; = by;, niin saadaan

j—i+1=j—k+1 (modn),



minké perusteella —i = —k ja edelleen ¢ = k. Siis jokaisessa sarakkeessa on
kaikki symbolit tarkalleen kerran, joten A ja B ovat latinalaiset neliot.
Seuraavaksi todistetaan latinalaisten nelididen A ja B ortogonaalisuus.
Oletetaan, ettd a;; = aryja b;; = byy. Talloin j—i+1=J—-1+1jai+j—1=
I + J — 1. Summaamalla yhtdlot puolittain saadaan 2j = 2J (mod n) ja
vahentamalld 2 = 21 (mod n). Koska n on pariton, néistd yhtéloista seuraa
j=Jjai=1eli j =Jjai= I Tama tarkoittaa, ettd A ja B ovat

ortogonaaliset. O

Havainnollistetaan konstruktiota seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 2.14. Konstruoidaan A ja B, kunn = T7:

1234567 1234567
7123456 2345671
6 712345 3456712
A=|56 7123 4| ja B=|456712 3
4567123 5671234
3456712 6 712345
(23456 71| | 712345 6|

Lasketaan esimerkkind asy4 ja bgr.

agg =4—-3+1=2
ber=6+7—1=5 (mod?7)
Luodaan viela dskeisten latinalaisten nelididen yhdistelma.

(1,1) (22) (3,3) (44) (55) (6,6) (7,7)
(7,2) (1,3) (2,4) (3,5) (4,6) (5,7) (6,1)
(6,3) (7.4) (1,5) (2,6) (3,7) (4,1) (5,2)
(5,4) (6,5) (7,6) (1,7) (2.1) (3,2) (4,3)
(4,5) (5,6) (6,7) (7,1) (1,2) (2,3) (3,4)
(3,6) (4,7) (5,1) (6,2) (7.3) (1,4) (2,5)
L (2.7) (31 (42) (5,3) (6:4) (7,5) (L,6) ]




Selvésti jokaisessa ruudussa on erilainen jdjestetty pari, joten A ja B ovat

ortogonaaliset.

3 Kiertoturnaus

3.1 Maaritelma

Ideana on jarjestdd turnaus, jossa jokainen joukkue pelaa jokaista muuta
joukkuetta vastaan tdsmaélleen kerran. Jos joukkueita on esimerkiksi 8 kap-
paletta, jokainen joukkue pelaa 7 ottelua. Kaikkia muita paitsi itseddn vas-
taan. Huolimattomalla laskulla pelien lukuméaréksi voisi laskea 8 - 7 = 56,
mutta télla laskutavalla pelejé tulee kaksi kertaa lilan paljon. Koska téassé
laskutavassa lasketaan erikseen se peli, jossa joukkue 1 ja joukkue 2 pelaa
keskenéddn, ja se peli, jossa joukkue 2 ja joukkue 1 pelaa keskenédén, vaik-
ka molemmat ovat tdsmélleen sama peli. Oikeasti peleja tulee yhteensa siis
% = 28.

Edellinen tilanne voidaan yleistaa mille tahansa parilliselle méagralle jouk-
kueita. Oletetaan, ettd joukkueita on 2n. Talloin jokainen joukkue pelaa
2n:(2n—1) =n(2n—1).

Tama voidaan laskea myos toisella tavalla. Turnauksessa lasketaan kaikki

2n — 1 ottelua ja otteluita tulee yhteensa

kahden alkion kombinaatiot 2n joukkueesta, jolloin pelejé tulee

2n (2n)! on - (2n — 1)
<2):(2n—2)!.2!: 9 =n(2n —1).

Palataan vield tilanteeseen, jossa on 8 joukkuetta. Joukkueet pelaavat
yhteensd 28 ottelua, jotka voidaan jakaa seitsemaille eri kierrokselle. Jokai-
sella kierroksella jokainen joukkue pelaa yhden ottelun. Merkitdan joukkuei-
ta numeroilla 1,2,3,...,8, ja joukkueen ¢ ja joukkueen j valista pelia pa-
rina (4,7j) tai [7,7]. N&illa merkinnoilla yksi kierros voisi olla esimerkiksi
(1,2),(3,7),(4,6) ja (5,8) tai (1,3),(2,8),(4,7) ja (5,6). Téssa tapaukses-
sa koko turnaus voisi olla taulukon 3 mukainen.

Selvésti pystyttiin jarjestimédn 8 joukkueen turnaus, jossa kaikki joukku-

eet kohtaavat tdsmaélleen kerran ja jokaisella 7 kierroksella kaikki joukkueet
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Kierros Ottelut
1 (1,2) (3,7) (4,6) (5,8)
2 (1,3) (2,8) (4,7) (5,6)
3 (1,4) (2,3) (5,7) (6,8)
4 (1,5) (2,4) (3,8) (6,7)
5 (1,6) (2,5) (3,4) (7,8)
6 (1,7) (2,6) (3,5) (4,8)
7 (1,8) (2,7) (3,6) (4,5)

Taulukko

w

: Turnauksen pelit

pelaavat yhden ottelun. Myohemmin osoitetaan, ettd kyseinen turnaus pys-
tytddn jarjestdmédn aina kun joukkueiden lukumééra on parillinen. Silloin

joukkueita on 2n, peleji n(2n — 1) ja kierroksia 2n — 1 kappaletta.

3.2 Yhteys sommitelmiin

Ajatellaan &skeistd turnausta sommitelmana. Kuten edelld néhtiin, jokai-
nen pelipari esiintyi turnauksessa tarkalleen kerran. Kyseessé on siis (8,2, 1)-
sommitelma. Samalla tavalla jokainen kiertoturnaus, jossa on parillinen maa-
rd joukkueita, voidaan ajatella (2n,2,1)-sommitelmana. Koska jokainen pe-
laa jokaista vastaan tasmalleen kerran, 16ytyy turnauksesta jokainen kaksial-

kioinen osajoukko tasmaélleen kerran.

3.3 Konstruointi kiertomenetelmalla

Yksi tapa konstruoida edellinen turnaus on kiyttda niin sanottua kiertome-
netelméad. Vaihdetaan hieman merkintoja. Joukkueita on edelleen 8, mut-
ta merkitddnkin nyt joukkuetta 8 symbolilla co. Télloin joukkueet ovat
o0, 1,2,3,...,7. Sijoitetaan joukkueet 1,2,...,7 tasaisesti ympyran kehéalle,
sekd joukkue oo ympyran keskipisteeseen. Seuraavaksi yhdistetdan joukkueet
1 ja oo janalla, joka on samalla ympyran sdde. Muut joukkueet yhdistetaan
pareittain taté edellistd sddettéd vastaan kohtisuorilla janoilla, jolloin saadaan

kuvan 1 esittama tilanne.
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8-

Kuva 1: Ensimmainen kierros

Jokainen viiva tdssd kuviossa tarkoittaa kahden joukkueen valistd otte-
lua turnauksen ensimmaisella kierroksella. T&ll6in ensimmaiselld kierroksella
pelataan pelit (o0, 1), (2,7), (3,6) ja (4,5). Seuraavan kierroksen pelit saa-
daan kun kierretddn kuviota ——kierroksen verran myctapaivadn keskipisteen
suhteen pitden joukkueet oo, 1,2,...,7 paikallaan, jolloin saadaan kuvan 2
mukainen tilanne. My6s kierto vastapéivaan kévisi yhta hyvin. Edelleen vii-
vat ilmoittavat kierroksen pelit, jotka ovat nyt (oo, 2), (3,1), (4,7) ja (5,6).

Jatkamalla tatd menettelyé, saadaan taulukon 4 mukainen turnaus.

Kierros Ottelut
1 (c0,1) (2,7) (3,6) (4,5)
2 (0,2) (3,1) (4,7) (5,6)
3 (0,3) (4,2) (5,1) (6,7)
4 (00,4) (5,3) (6,2) (7,1)
5 (c0,5) (6,4) (7,3) (1,2)
6 (00,6) (7,5) (1,4) (2,3)
7 (00,7) (1,6) (2,5) (3,4)

Taulukko 4: Turnauksen pelit
Kun katsoo taulukossa 4 kolmea oikeanpuoleisinta saraketta, huomaa se-
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Kuva 2: Toinen kierros

ké vasemman ettd oikeanpuolimmaisen joukkueen numeron kasvavan aina
yhdellda kun siirrytdan sarakkeessa yksi rivi alaspain. Téssa taytyy ajatella
lukuja kongruenssin avulla, missd lasketaan modulo 7. Té&lldin esimerkiksi
7+1=1 (mod 7). Voidaan ajatella my6s jadnnosluokkarengasta Zr, jolloin
luonnollisesti 8 = 1.

Yleisesti voidaan ajatella, ettéd kyseessa on joukkueet oo, 1,2,...,2n — 1.
Néista joukkueista asetellaan samantyyppisesti ympyran kehélle joukkueet
1,2,...,2n—1 ja joukkue oo ympyrén keskipisteeseen. Nyt aina kierroksella ¢
pelataan pelit [i,00],[(i — 1), (i + 1)],[(? — 2), (0 + 2)],[(: — 3), (e + 3)], ...,
[(i—(n—1)),(i+ (n+1))], missd joukkueen numerot lasketaan modulo

2n — 1 tai jaannosluokkarenkaassa

Zgnfl = {T,,Qn— 1}

Askeiselld tavalla merkittynéd joukkueen vastustajan numeron méasritti-
minen kierroksella nayttdd melko hankalalta. Kuitenkin, jos laskee jokaisel-
la kierroksella pelistd [(i — 1), (¢ + 1)] alkaen aina vastakkain pelaavien jouk-
kueiden numerot yhteen, vastaus on aina 2i (mod 2n—1). Voidaan siis sanoa,

ettd kierroksella ¢ pelataan pelit (oo, ) ja (a, b), jossa a+b = 2¢ (mod 2n—1).
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3.4 Kirkmanin konstruointi

On olemassa toinenkin tapa konstruoida edellisen kappaleen turnaus. Kirk-
man huomasi tdmén vuonna 1847 [2]. Merkitddn edelleen joukkueiden a ja b
vilistéd ottelua jéarjestettyné parina (a,b). Oletetaan nyt kuitenkin, ettd a < b.
Konstruoidaan kuuden joukkueen vélinen turnaus. Merkitdan joukkueita nu-
meroilla 1,2,3, ...,6. Jaetaan jokainen kierros kuuteen sarakkeeseen. Vasem-
manpuoleisin sarake téytetadn peleilla (1,2), (1,3), (1,4), (1,5) ja (1,6). Seu-
raavaksi tulee pelin (2, 3) vuoro. Asetetaan se seuraavaan sarakkeeseen. Sité
ei kuitenkaan voida asettaa kahdelle ensimmaiselle riville, koska joukkue 2
pelaa jo joukkuetta 1 vastaan ensimmaéisella kierroksella ja samoin joukkue
3 toisella kierroksella. Asetetaan siis peli (2, 3) kolmannelle riville pelin (1, 4)
viereen. Seuraavaksi asetetaan pelit (2,4) ja (2, 5) ensimméisille mahdollisille
paikoille toisessa sarakkeessa. Peli (2,6) ei endd mahdu toiselle sarakkeelle,
joten laitetaan se ensimmaéiselle sallitulle paikalle sarakkeessa 3. Ensimmai-
selle riville sita ei voida laittaa, koska joukkue 2 pelaa jo joukkuetta 1 vastaan
kyseisella kierroksella. Siis peli (2,6) laitetaan kierrokselle 2. Edellistd me-
nettelyé jatkamalla saadaan alla oleva taulukko. Kokonaisuudessaan saadaan

siis taulukon 6 mukainen turnaus.

sarake 1 | sarake 2 | sarake 3 | sarake 4 | sarake 5 | sarake 6
kierros 1 | (1,2) (3,5) (4,6)
kierros 2 | (1,3) (2,6) (4,5)
kierros 3 | (1,4) (2,3) (5,6)
kierros 4 | (1,5) (2,4) (3,6)
kierros 5 | (1,6) (2,5) (3,4)

Taulukko 5: Turnauksen pelit

Ei ole itsestaén selvad, ettd dskeinen konstruointi toimii aina kun jouk-
kueiden lukumaéaéré on parillinen. Kuitenkin néin tapahtuu. Todistetaan tadmé

seuraavaksi.

Lause 3.1. Merkitadn turnauksen joukkueita luvuilla 1,2,3,...,2n. Edelli-
sessé konstruktiossa ottelu (i,7), missd 1 < i < j < 2n — 1, pelataan kier-

roksella i + j — 2 (mod 2n — 1) ja ottelu (7, 2n) pelataan kierroksella 2i — 2.
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Kierros Ottelut
1 | (1,2) (3,5) (4,6)
2 (1,3) (2,6) (4,5)
3 (1,4) (2,3) (5,6)
4 (1,5) (2,4) (3,6)
5 (1,6) (2,5) (3,4)

Taulukko 6: Turnauksen pelit

Todistus. Konstruktiossa kiydasan lapi kaikki pelit (k, 7), joille 1 < k < j <
2n. Kutsutaan termilla 'vaihe £’ sitd konstruktion vaihetta, jossa kiyydaan lapi
pelit (k,7), k < j < 2n. Edellisessd esimerkissé vaihe 1 tarkoittaisi pelejé,
jotka on asetettu sarakkaaseen 1. Todistusta varten kiytetddn seuraavasta
ominaisuudesta merkintda P(k): Vaiheen k lopussa, jokainen peli (i,2n), 1 <
i < k, pelataan kierroksella 2i —2 (mod 2n — 1), ja kun ¢ < j < 2n, jokainen
peli (i, 7), ¢ < k pelataan kierroksella i4j—2 (mod 2n—1). Viite todistetaan
induktiolla tdmén aputuloksen avulla.

Ominaisuus P(k) kuulostaa hieman hankalalta, joten kidydaan ldpi mi-
td esimerkiksi P(1) tarkoittaisi taulukon 5 turnauksessa. Ominaisuus P(1)

viittédd, etta peli (1,6) pelataan kierroksella
2:1-2=0=5 (mod 5),

miké selvésti pitda paikkansa. Tamén jalkeen peli (1,2) pelataan kierroksella
14+2—2=1 (mod 5), peli (1,3) kierroksella 1 +3 —2 = 2 (mod 5), ja
niin edelleen aina peliin (1,5) asti joka pelataan kierroksella 1 +5 —2 = 4
(mod 5).

Ominaisuus P(1) on siis selvéisti totta, kun n = 3. Samalla tavalla voidaan
paatelld, ettd P(1) on totta riippumatta muuttujan n arvosta. Todistetaan
seuraavaksi P(k) induktiolla.

Ominaisuus P(1) on voimassa, joten oletetaan seuraavaksi, ettd P(k) pi-
tad paikkansa ja todistetaan sen avulla P(k 4 1). Viimeisimpiné vaiheen k
konstruktiossa on asetettu peli (k, 2n) kierrokselle 2k—2 (mod 2n—1). Mieti-
tddn seuraavaksi pelid (k+1, k+2). Induktio-oletuksen mukaan peli (k, k+1)
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pelataan kierroksella k+(k+1)—2 = 2k—1 (mod 2n—1). Samalla paattelylla
peli (k, k + 2) pelataan kierroksella k + (k +2) — 2 = 2k (mod 2n — 1).

sarake x
kierros 2k — 2 (k,2n)
kierros 2k — 1 (k,k+1)

kierros 2k (k,k+2)

kierros 2k + 1 (k+1,k+2)
kierros 2k + 2 (k+1,k+3)

kierros k +2n—2 | (k+1,2n — 1)

Taulukko 7: Konstruktion vaihe k

Néytetddn seuraavaksi, etta peli (k+1, k+2) voidaan asettaa kierrokselle
2k+1. Kierrokselle 2k+1 ei ole vield asetettu ottelua (i, k+1), missia i < k+1,

silld muutoin
(k+D)+i—-2=k+i—1=2k+1 (mod 2n—1),

mika edelleen voitaisiin kirjoittaa ekvivalentisti

i=k+2 (mod2n—1).

Téama on kuitenkin mahdotonta, koska ¢ < k + 1. Samalla tavalla osoitetaan,
ettei pelid (¢, k+2), missa i < k, ole asetettu kierroksella 2k + 1, koska silloin

olisi

(k+2)+i—2=k+i=2k+1 (mod2n—1),

eli ekvivalentisti
i=k+1 (mod2n—1).

Taméa on edelleen ristiriidassa oletuksen ¢ < k kanssa. Edellisen perusteella
ottelu (k + 1, k + 2) voidaan asettaa kierrokselle 2k + 1.
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Seuraavaksi asetetaan peli (k+1, j) kierrokselle (k+1)+j—2=k+j—1
(mod 2n — 1) kaikilla j = &+ 3,k + 4,k + 5,...,2n — 1. Mitkddn kaksi
pelida (i,k + 1) ja (k+ 1, ) eivit voi tulla samalle kierrokselle, koska talloin
i+ (k+1)—2=(k+1)+j—2 (mod2n — 1), mikd tarkoittaa i = j
(mod 2n — 1). Tama johtaa ristiriitaan, koska : < k+1jaj >k + 1.

Taman perusteella siis joukkue k41 ei ole pelannut aiemmin kierroksella
k+ j — 1. Osoitetaan seuraavaksi vielé, ettd joukkue j > k42 ei ole pelannut
aiemmin kierroksella k + j — 1. Tehdéaén vastaoletus, jonka mukaan joukkue
i pelaa joukkuetta j vastaan (peli (i,7)) kierroksella k 4+ j — 1, missé i < k.

Silloin

i+j—2=k+j5—1 (mod2n—1),

eli ekvivalentisti
i=k+1 (mod2n-—1).

Téamé& johtaa ristiiriitaan, silla ¢ < k. Ottelu (k + 1,7) voidaan siis asettaa
kierrokselle k + 7 — 1 (mod 2n — 1).

Edelld on viimeisend asetettu peli (k+1,2n—1) kierrokselle (k+1)+(2n—
1) =2 =k —1 (mod 2n — 1), eli kierrokselle k — 1. Seuraavaksi yritimme
asettaa pelid (k + 1,2n) kierrokselle k, mutta talla kierroksella on jo peli
(1,k + 1), koska 1 + (k+ 1) — 2 = k (mod 2n — 1). Samalla paittelylla
kierroksilla £ + 1, k+2, k+3,..., 2k — 1 on jo pelit (2,k+ 1), 3,k +
1), 4k+1),..., (k,k+1).

Asetetaan siis peli (k + 1,2n) kierrokselle 2k (= 2(k + 1) — 2). Joukkue
2n ei ole vield pelannut kierroksella 2k, koska muutoin jollekin pelille (7, 2n)

olisi voimassa yhtalo

2i —2=2k (mod 2n —1).

Téama toteutuu ainostaan, kun

i=k+1 (mod2n—1).

Ominaisuus P(k+ 1) on siis osoitettu, ja lauseen véite seuraa induktiolla.
O
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Edellisen lauseen perustella Kirkmanin konstruktiossa kaikki joukkueet

kohtaavat kerran ja pelaavat yhden ottelun kullakin kierroksella.

4 Vaihdonrikko

4.1 Maaritelma

Aikaisemmin merkittiin aina ensin se joukkue, jolla on pienempi numero.
Esimerkiksi joukkueiden 1 ja 2 vilinen ottelu merkittiin (1,2) eikd (2,1).
Tésté eteenpéin sallitaan myos merkinté (2, 1), joka nyt tarkoittaa sité, etta
joukkue 2 pelaa kotikentéllaéan ja joukkue 1 vieraskentélld. Vastaavasti (1,2)
tarkoittaa, ettd joukkue 1 pelaa kotikentélldén ja joukkue 2 vieraskentalla.
Tavoitteena on konstruoida turnaus, jossa joukkueet pelaavat vuorotellen

kotikentéalla ja vieraskentalla.

Maaritelma 4.1. Jos joukkue pelaa perdttain joko 2 kotiottelua tai viera-

sottelua, puhutaan vaihdonrikosta.

Tavoitteena on siis minimoida vaihdonrikkojen lukumééara, jolloin tur-
naus pysyy oikeidenmukaisena kaikille. Konstruoidaan seuraavaksi turnaus
kuudelle joukkueelle, eli 2n = 6. Talloin voidaan kayttaa kappaleen 3.3 kier-
tomenetelméaéd. Muutetaan kuitenkin kuviota sen verran, etté piirretdéan nuo-
let kaikille janoille (ks. kuva 3). Ensimmaéisessé kuviossa pelin (oo, 1) janaan
piirretdan nuoli osoittamaan joukkuetta 1. Tamé tarkoittaa, ettd joukkue oo
pelaa kotikentélldan ja joukkue 1 vieraskentélld. Nuoli osoittaa siis aina koti-
joukkueesta vierasjoukkueeseen péain. Seuraavaksi piirretdéan nuolet niin, etta
pelataan pelit (5,2) ja (3,4). On térkedd, ettd kaikkien niiden pelien nuolien
suunnat vuorottelevat, missé ei ole joukkuetta oo, kuten nakyy kuvasta 3.

Ollaan siis saatu konstruoitua turnauksen ensimmainen kierros. Seuraa-
va kierros saadaan taas kdantadmalla ympyraéd ja janoja %—kierroksen ver-
ran myotapaivaan. Kaikki nuolet pysyvat samansuuntaisina lukuunottamat-
ta nuolta, joka liittyy joukkueen oo peliin. Se kiddntyy niin, ettad joukkue oo
onkin nyt vierasjoukkue.

Saadaan siis pelit (2, 00), (1, 3) ja (4, 5). Kolmas kierros saadaan jatkamal-

la samaa menettelyd. Nyt joukkue oo on taas kotijoukkue, ja saadaan pelit

18



Kuva 3: Ensimmainen kierros

1

Kuva 4: Toinen kierros

(00,3), (2,4) ja (5,1). Kaiken kaikkiaan saadaan siis taulukon 8 mukainen
turnaus.

Tehdaén seuraavaksi taulukko, josta nakee onko joukkue pelannut kotiot-
telun vai vierasottelun. Merkitdan kotiottelua kirjaimella K ja vierasottelua
kirjaimella V. Taulukossa 9 joukkueet 1 ja co pelaavat selvisti vuorotellen

kotiottelun ja vierasottelun, eli niille ei tule yhtdin vaihdonrikkoa. Sen si-
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Kierros Ottelut
1 (c0,1) (5,2) (3,4)
2 (2,00) (1,3) (4,5)
3 (00,3) (2,4) (5,1)
4 (4,00) (3,5) (1,2)
5 (00,5) (4,1) (2,3)

Taulukko 8: Turnauksen pelit

jaan joukkueille 2, 3,4 ja 5 tulee kaikille yksi vaihdonrikko. Joukkueet 2 ja 4
pelaavat kaksi kertaa perdkkiin kotiottelun ja joukkueet 3 ja 5 kaksi kertaa

perikkiin vierasottelun.

Joukkue Paikkataulukko
00 K 'V KV K
1 vV KV KV
2 V K K 'V K
3 K VvV V KV
4 V KV K K
5 K 'V K V V

Taulukko 9: Paikkataulukko

Lause 4.2. Jos n > 1 ja turnauksessa on 2n joukkuetta, niin korkeintaan
kahdella joukkueella ei ole vaihdonrikkoja ja vahintaén 2n — 2 joukkueella on

vaihdonrikkoja.

Todistus. Tehdaan vastaoletus, jonka mukaan turnauksessa on kolme jouk-
kuetta, joilla ei ole vaihdonrikkoja. Yhdelld nédista kolmesta joukkueesta paik-
kataulukon rivi olisi sellainen, joka alkaa kotiottelulla ja jatkuu vuorotellen
vieras- ja kotiotteluna ja toisella sellainen, joka alkaa vierasottelulla ja sen
jalkeen vuorottelee. Tamé puolestaan tarkoittaisi sité, ettd kolmannella jouk-
kueella, jolla ei ole vaihdonrikkoja, olisi tdysin samanlainen paikkataulukko
kuin jommalla kummalla kahdesta edellisesté joukkueesta. Tama on ristirii-
ta, koska heidén keskindisessé pelissd tdsmaélleen toinen on kotijoukkue ja

toinen vierasjoukkue. Tésté seuraa lauseen véite. O
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4.2 Pienin mahdollinen maara vaihdonrikkoja

Edellisessa kappaleessa todettiin, ettd ei ole mahdollista luoda turnausta,
jossa ei ole yhtaan vaihdonrikkoa. Miké sitten on pienin mahdollinen maara
niitd? Mietitddn nyt turnausta, jossa jokainen joukkue kohtaa toisen jouk-
kueen kaksi kertaa. Ensimmaiselld kerralla toinen joukkue on kotijoukkue ja
toisella kerralla péinvastoin.

Askeisessé esimerkissé kaikki joukkueet pelasivat kerran jokaista jouk-
kuetta vastaan. Kopioidaan #skeinen turnaus, mutta vaihdetaan jokaisen
koti- ja vierasjoukkueen paikkaa péittéin, jolloin saadaan alapuolella oleva
turnaus. Yhdistetdadn seuraavaksi turnaukset, jolloin saadaan taulukko 11.
Kun taulukosta 11 tehdaan paikkataulukko, saadaan taulukko 12. Kun téssa

turnauksessa lasketaan kaikki vaihdonrikot yhteen, saadaan tulokseksi 12.

Kierros Ottelut
6 (1,00) (2,5) (4,3)
7 (00,2) (3,1) (5,4)
8 (3,00) (4,2) (1,5)
9 (c0,4) (5,3) (2,1)
10 (5,00) (1,4) (3,2)

Taulukko 10: Turnauksen jalkimmaisen osan pelit

Seuraavassa lauseessa tarkastellaan vaihdronrikkojen vahimméismaaraa

turnauksessa, jossa kaikki joukkueet kohtaavat kahdesti.

Lause 4.3. Olkoon n > 1. Tarkastellaan sellaista 2n joukkueen turnausta,
jossa kaikki joukkueet kohtaavat toisensa kahdesti ja joka koostuu kahdesta
puolikkaasta, joissa joukkueet kohtaavat toisensa samoilla kierroksilla, mutta
kotikenttda vaihtaen. Silloin vaihdonrikkoja tulee vahintaén 6n — 6 kappalet-

ta.

Todistus. Merkitaan, ettd joukkueella 7 on x; vaihdonrikkoa ensimméisel-
14 puolikkaalla turnauksesta eli dskeisessa esimerkissé ensimmaiselld viidella
kierroksella. Joukkueilla voi olla joko parillinen tai pariton méara vaihdonrik-

koja ensimmaiselld puolikkaalla. Jos vaihdonrikkoja on pariton méaéré, myos
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Kierros Ottelut
1 (c0,1) (5,2) (3,4)
2 (2,00) (1,3) (4,5)
3 (00,3) (2,4) (5,1)
4 (4,00) (3,5) (1,2)
5 (00,5) (4,1) (2,3)
6 (1,00) (2,5) (4,3)
7 (00,2) (3,1) (5,4)
8 (3,00) (4,2) (1,5)
9 (c0,4) (5,3) (2,1)
10 (5,00) (1,4) (3,2)

Taulukko 11: Koko kaksiosainen turnaus

Joukkue Paikkataulukko
00 KV KV KV KV KV
1 Vv KV KV KV KV K
2 Vv K KV K KV V KV
3 K VvV vV KV V K KV K
4 Vv KV K K KV K V V
5 KV KV VvV KV K K

Taulukko 12: Paikkataulukko

puolikkaiden vélissd joukkueelle tulee vaihdonrikko. Merkitéddan niiden jouk-
kueiden méaraa kirjaimella s, joilla on pariton maara vaihdonrikkoja. Talloin
jaljelle jaavalla 2n — s joukkueella on parillinen méara vaihdonrikkoja.

Siis s joukkueelle tulee ylimddrdinen vaihdonrikko ensimméisen puolik-
kaan ja toisen puolikkaan vélissa. Jos joukkueella on vaihdonrikko ensimmai-
sella puolikkaalla, on silla vaihdonrikko myos toisella puolikkaalla vastaavassa

kohdassa. Kun tahén vield lisdtddn ne vaihdonrikot jotka tulevat puolikkaan
2n

vaihdosta, saadaan vaihdonrikkojen kokonaismaéaaréksi 2 Z x; + s.

Tarkastellaan joukkueiden vaihdonrikkoja ensimmaiselli puolikkaalla.

Korkeintaan kahdella joukkueella voi olla nolla vaihdonrikkoa. Jos otetaan
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huomioon kaikki ne joukkueet, joilla on parillinen méaéaré vaihdonrikkoja ja
poistetaan niistd naméa kaksi joukkuetta, joilla voi olla nolla vaihdonrikkoa,
saadaan méaaraksi 2n — s — 2. Nailla joukkueilla on siis yhteensa vahintaan
2(2n — s — 2) vaihdonrikkoa. Kun tdhén vield lisdtdén parittomat vaihdonri-
kot, saadaan kokonaisméériksi s +2(2n — s —2). Jos s > 2n — 2, vaihdonrik-
kojen minimimé&ara kaikilla joukkueilla yhteensd ensimmaiselld puolikkaalla
on s.

Kaikenkaikkiaan siis ensimmaiselld puolikkaalla

s+2(2n—s—2) kuns<2n—2

sz > 1)

kun s > 2n — 2.

Yhteensa vaihdonrikkoja tulee siis

n—2
n— 2.
(2)

Kummassakin tapauksessa vaihdonrikkoja tulee vahintédan 6n—6 kappaletta,
2n

koska jos s < 2n— 2n11n22x,+s 8n—8—s>8n—8—(2n—2) = 6n—06,

=1
2n

ja jos s > 2n — 2, niin 22:51—1—5 3s > 3(2n —2) = 6n — 6.
=1
Vaihdonrikkojen minimééréksi on siis saatu todistettua 6n—6, kun tupla-

22:&4—3

2(s+22n—5—-2)+s=8n—8—s kuns<2
2s+s=3s kun s > 2

taan alkuperainen kierros. O

Lauseen 4.3 alaraja voidaan myos saavuttaa yleisesti pelaamalla niin sa-
nottu kiertoturnaus kaksinkertaisena, eli toisella kierroksella koti- ja vieras-

kenttaa vaihtaen.
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5 Seurausvaikutus

5.1 Maaritelma

Palataan kappaleen 3.3 taulukon 4 turnaukseen. Tehdadn seuraavaksi tau-
lukko, josta nidkee missé jarjestyksessa kukin joukkue pelaa muita joukkuei-
ta vastaan. Taulukosta 14 ndhddén, ettd perati viisi joukkuetta pelaa jouk-
kuetta 1 vastaan heti oteltuaan joukkueen 6 kanssa. Tamaé ei tietenkdén ole
optimaalinen tilanne. Jos esimerkiksi joukkue 6 on heikko, joukkueet saavat
parannettua itsetuntoaan seuraavaa ottelua varten, jolloin joukkue 1 karsii.
Jos taas joukkue 6 on vahva, muut joukkueet lannistuvat eivitké pelaa niin

hyvin joukkuetta 1 vastaan. Kutsutaan tétéa tilannetta termilld seurausvai-

kutus.
Kierros Ottelut
1 (c0,1) (2,7) (3,6) (4,5)
2 (0,2) (3,1) (4,7) (5,6)
3 (0,3) (4,2) (5,1) (6,7)
4 (c0,4) (5,3) (6,2) (7,1)
5 (00,5) (6,4) (7,3) (1,2)
6 (c0,6) (7,5) (1,4) (2,3)
7 (c0,7) (1,6) (2,5) (3,4)

Taulukko 1

w

: Turnauksen pelit

Maaritelma 5.1. Jos turnauksessa on sellaiset joukkueet z,y, z ja w, etta
joukkueet x ja y pelaavat joukkuetta z vastaan heti pelattuaan joukkuetta

w vastaan, niin sanotaan, ettd turnauksessa esiintyy seurausvaikutus.

Pyritdan organisoimaan edellinen turnaus niin, ettei seurausvaikutusta
esiinny. Taulukoissa 15 ja 16 on vastaavasti esitetty turnauksen otteluparit
ja joukkueiden vastustajat kierroksittain

Taulukon 15 turnauksessa ei ole joukkueita z, y, 2z ja w niin, etta joukkueet

x ja y molemmat pelaisivat joukkuetta z vastaan heti pelattuaan joukkuetta
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vastustajat

Joukkue

Taulukko 14: Vastustajat
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Taulukko 15: Turnauksen pelit

vastustajat

Joukkue

Taulukko 16: Vastustajat
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w vastaan. Talloin voidaan sanoa, ettei turnauksessa esiinny seurausvaiku-
tusta.

Turnaus pystytaédn jarjestdmaéadn ilman seurausvaikutusta aina, kun jouk-
kueiden lukumééra on jokin kakkosen potenssi eli muotoa 2™ [2]. Muille jouk-
kueiden lukumaaérille seurausvaikutuksettomia turnauksia on loydetty vain

muutamia.

5.2 Kaksijakoinen turnaus

Kaksijakoisessa turnauksessa pyritdaan jarjestaméan kahden joukkueen véli-
nen ottelu niin, ettd jokainen joukkueen pelaaja kohtaa vastustajajoukkueen

kaikki pelaajat kerran.

Maaritelma 5.2. Oletetaan, ettd kahdessa joukkueessa on kummassakin
n pelaajaa. Turnausta, jossa n kierroksella joukkueiden pelaajat kohtaavat
kaikki vastustajan pelaajat (ja jokaisella kierroksella jokainen pelaaja pelaa

yhden pelin), kutsutaan kaksijakoiseksi turnaukseksi.

Olkoot T} ja Ty kaksi n pelaajan joukkuetta. Merkitddn joukkueen T
pelaajia muuttujilla xq, 29, 23, ..., 2, ja joukkueen T5 pelaajia muuttujilla
Y1,Y2,Ys3, - - -, Yn- Edellisten kappaleiden tavoin pelaajien z; ja y; vélista pelid

merkitéén jéarjestetylld parilla (z;,y;).

Esimerkki 5.3. Olkoon molemmissa joukkueissa 5 pelaajaa. Talloin tur-
naus voisi olla esimerkiksi taulukon 17 mukainen. Tadmé& turnaus on raken-
nettu niin, ettd jokaisella pystyrivilla pelaa aina sama pelaaja joukkueesta
T1 ja etta jokainen joukkueen T pelaaja pelaa jokaisella kierroksella yhden
pelin. Tama tarkoittaa sité, etta jokaisella pystyrivilla pelaavat kaikki pelaa-
jat joukkueesta T,. Lisdksi vaaditaan, etté jokaisella kierroksella joukkueen

T, pelaaja pelaa yhden pelin. Seuraavassa on esitetty matriisi, josta nakyy
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aina joukkueen 75 pelaajan alaindeksi kussakin pelissa.

2 4 5 31
4 2 315
1 3 2 5 4
3 51 4 2
514 2 3]
Kierros Ottelut
1 (T1,92)  (z2,91) (@3,95) (Ta,93) (25,51)
2 (T1,94)  (v2,92) (23,93) (za,01) (@5,95)
3 (1,1)  (x2,93) (w3,92) (T4,95) (T5,94)
4 (x1,93)  (22,95) (@3,91) (Ta,91)  (5,92)
o (21,95) (v2,91) (w3,91) (2a,92) (@5,93)

Taulukko 17: Turnauksen pelit

Selvésti ndhdaén, ettd saatiin latinalainen nelio. Latinalaisten nelididen
avulla voidaan siis aina luoda kaksijakoinen turnaus. Vastaavasti jokainen
kaksijakoinen turnaus antaa latinalaisen nelion, kunhan pelaajat asetellaan
niin, etta toisessa joukkueessa sama pelaaja pelaa aina samalla pystyrivilla,
kuten edellisessé esimerkissa joukkueen T3 pelaajat.

Mietitddan seuraavaksi shakkkiturnausta. Shakkipelissé aloittaa aina se
pelaaja, jolla on valkoiset nappulat. Aloittelijoiden pelissa aloittajalla ei ole
kiytdnnossd merkitystd pelin kannalta, mutta ammattilaispeleissa aloitta-
jalla on selked etulyontiasema. Siksi shakkiturnauksissa pitda tasapainottaa
my6s se kumpi pelaaja aloittaa pelin, eli kumpi pelaa valkoisilla ja kumpi
mustilla. Otetaan avuksi latinalainen nelio kappaleesta 2.3, ja konstruoidaan

sen avulla kaksijakoinen turnaus.

W = N
=~ = W N
N W —
N e W
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Kierros Ottelut
1 (z1,91)  (22,92) (23,y1) (24,93)
2 (21,92)  (22,93) (x3,91) (T4, 94)
3 (T1,94)  (22,91) (23,93) (T4,92)
4 (21,y3) (22,94) (23,92) (T4, 91)

Taulukko 18: Turnauksen pelit

Latinalaisen nelion numerot siis asetettiin pelaajien y; alaindekseiksi.
Otetaan kdyttoon uusi merkintd. Merkintd (x;,y;) tarkoittaa, ettd z; pelaa
valkoisilla nappuloilla ja y; mustilla ja (z;, vaastaista. Talloin turnaus
voisi olla esimerkiksi taulukon 19 mukainen. Pelaajat pelaavat mustilla ja

valkoisilla nappuloilla yhtd monta kertaa.

Kierros Ottelut
1 (x1,y1)  (z2,92) (x3,y4) (24,93)
2 (x1,y2)  (z2,93) (23,91) (T4,Y4)
3 (271,?/4) (-’L'Q,yl) (3737?/3) (354,92)
s (xhys) ($2;y4) ($37yz) (124,111)

Taulukko 19: Turnauksen pelit

5.3 Turnauksen konstruointi latinalaisten nelioiden

avulla

Edellisessa kappaleessa todettiin, ettd latinaisten nelididen avulla saadaan
luotua kaksijakoinen turnaus. Nyt kysymys kuuluu miten saadaan konstruoi-
tua latinalainen nelié. Esitetdédn konstruointi, kun latinaisen nelién koko on
parillinen.

Oletetaan, ettd n = 2m. Olkoot latinalaisen nelion ensimmaéinen vaaka ja

pystyrivi

1,2,2m,3,2m —1,4,2m — 2,5,....m,m+ 2, m + 1.
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Maaritelladn muut latinalaisen nelion kohdat, missé ¢ > 1 ja 7 > 1, kaavalla

lij = lil + llj -1 (mod 2m)

Kun m =4 ja n = 2m = 8, saadaan alla oleva latinalainen neli6.

1283746 5
23148576
8 1 726 3 5 4
34251687
78 6 15 2 4 3
4536 2 718
6 75 8 41 3 2
56473821

Lasketaan esimerkkiné [34:

lss =151 +114,—1=84+3—-1=10=2 (mod 8).
Selvasti siis saatiin latinalainen nelié kun n = 8.

Lause 5.4. Askeiselld konstruoinnilla saadaan latinalainen nelio.

Todistus. Naytetadn ensin, ettd jokaisella pystyrivilla kaikki alkiot esiintyvét
tarkalleen kerran. Ensimmaisella pystyrivilla selvasti esiintyvéat kaikki alkiot
tarkalleen kerran, koska se méariteltiin luettelemalla kaikki alkiot. Naytetaén
seuraavaksi, ettd viite on kunnossa myo6s pystyrivilld j > 1. On siis néytet-
tava, ettd kaikki alkiot [;; ja [i; ovat erisuuria. Erotellaan tapaukset i = 1 ja

i > 1. Tehd&én vastaoletus [;; = ly; (mod 2m).
1. Jos i = 1, niin saadaan yhtalo l;; = ly; (mod 2m)
=l =l +0h;—1 (mod 2m)

=1 =1 (mod 2m).

Tamé toteutuu ainoastaan kun k = 1.
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2. Jos taas ¢ > 1, niin saadaan yhtalo [;; = l;; (mod 2m)

=l + llj — 1=+ llj —1 (IIlOd 2m)
=l =l (HlOd 2m) = 11 = lp1.
Tama on ristiriita, koska l;; # lx;.

Samalla periaatteella jokaisella vaakarivilld kaikki alkiot esiintyvét tarkal-
leen kerran. Ensimméiselld vaakarivilld selvésti esiintyvét kaikki alkiot tar-
kalleen kerran, koska vaakarivi méariteltiin luettelemalla kaikki alkiot. Nay-
tetddn seuraavaksi, ettd viite on kunnossa myds vaakarivilla ¢ > 1. On siis

naytettava, etta kaikki alkiot [;; ja [;; ovat erisuuria. Erotellaan tapaukset
j=1jaj > 1. Tehddan vastaoletus l;; = l;, (mod 2m).

1. Jos j =1, niin saadaan yhtélo l;; =l (mod 2m)
=y =1y +lr—1 (mod2m)
=l =1 (mod 2m).
Tama toteutuu ainoastaan kun k& = 1.

2. Jos taas j > 1, niin saadaan yhtélo [;; = [;;, (mod 2m)

=l + llj —1=l1+lhrg—1 (mod 2m)
= llj =l (HlOd 2m) = lij = 1.

Téama on ristiriita, koska l1; # l14.

Siis saadaan latinalainen nelio.

]

Tarkastelemalla latinalaisen nelion ensimmaéisté saraketta (ja konstruk-
tiota muutenkin) nédhdédén, ettd nelissi ei esiinny mitéén jérjestettyd paria
( eli kahta perikkaista sarakkeen alkiota) kahdella eri sarakkeella. TAmé pe-
rusteella saadaan heti péiteltyd, ettd mitkdan pelaajat x; ja x; eivat pelaa

perakkaisilla kierroksilla pelaajia vy, ja y, vastaan.
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Seuraavassa lauseessa néytetddn, ettd vastaava tulos on voimassa myos

toisinpain.

Lause 5.5. Askeisen latinalaisen nelion avulla konstruoidussa kaksijakoisessa
turnauksessa ei ole olemassa pelaajia y; ja y; seké xj, ja xj niin, ettd y; ja y;

pelaavat perakkiisilla kierroksilla pelaajia xj ja ) vastaan.

Todistus. Konstruoidaan kaksijakoinen turnaus kuten edellisessé kappalees-
sa. Eli jos l;; = u, niin x; pelaa pelaajaa y, vastaan kierroksella 7. Esimerkiksi

askeisen latinalaisen nelion avulla saadaan taulukon 20 mukainen turnaus.

Kierros Ottelut
1 (x1,91)  (v2,92) (23,98) (xa,93) (w5,97) (w6,9a) (27.96) (ws,9s5)
2 (x1,92) (22,93) (23.y1) (za,91) (w5,98) (w6,y5) (27.y7) (s, 96)
3 (x1,ys)  (z2,91) (23,97) (av2) (@5.96) (T6,y3) (v7,95) (s, y4)
4 (x1,93)  (v2,91) (23,92) (2a,95) (ws5,91) (w6,96) (z7.9s) (ws,97)
) (x1,97)  (22,98) (23,96) (Tasvn) (¥5,95) (¥6,92) (v7,94) (s, ¥3)
3 (@1,92)  (22,95) (23,93) (Ta,v6) (25.92) (w6 y7) (v7,91) (s, ys)
4 (z1,96) (z2,y7) (@3,95) (24,98) (x5,94) (w6,y1) (27,93) (ws,92)
) (21,95) (22,96) (23,94) (asy7) (5,y3) (w6,ys) (v7,92) (s, 91)

Taulukko 20: Turnauksen pelit

Tehd&an vastaoletus, ettd on olemassa sellaiset indeksit ¢, j, k ja h, etta y;
ja y; molemmat pelaavat perajalkeen joukkueita xj, ja x) vastaan. Oletetaan,
ettd x), kohtaa pelaajaan y; kierroksella I. Talloin z, kohtaa pelaajaa y;
kierroksella I +1. Oletetaan, ettd x; kohtaa pelaajan y; kierroksella J, jolloin
x), kohtaa pelaajan y; kierroksella J 4 1. Télloin ¢ = 5, = lj41 ja j =
Lyn, = lyy1- Kayttamalla dskeisen latinalaisen nelion konstruoinnin kaavaa,
saadaan

In+bhy—1=l1+ber—1
ja
ln+hn—1=l11+ 0 —1 (mod 2m).

Kun molemmista yhtéloisté ratkaistaan [y, — l1x, saadaan
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lryip —Iln =10 — 1l (mod 2m). (3)

Tutkitaan seuraavaksi erotuksia l;411 — ;1 (mod 2m). Kun ndmé kaikki

luetellaan, saadaan

1,2m—2,3,2m—4,5 2m—6, 7,..., 2m—3, 2, 2m—1 (mod 2m)

Koska kaikki erotukset ovat erisuuria, niin kaavasta (3) seuraa, ettd [ = J.
Tédman perusteella edelleen y; = y;, jolloin ¢ = j. Téma tarkoittaa, etteivat
mitkdédn kaksi pelaajaa y; ja y; pelaa perakkéisilla kierroksilla pelaajia j, ja

xj, vastaan. O

Yhteenvetona saadaan siis, ettd turnauksessa ei ole lainkaan seurausvai-

kutusta.

6 Roomin nelio

Mietitddn seuraavaksi bridgeturnausta. Oletetaan, ettd on 7 erilaista peli-
poytdaa ja halutaan asettaa 8 joukkuetta seitsemélle kierrokselle niin, etté
kukin joukkue pelaa kertaalleen jokaisessa seitsemasta pelipdydasté. Talloin

turnaus voisi olla esimerkiksi taulukon 21 mukainen.

poyta 1 poyta 2 poytda 3 poyta 4 poyta 5 poytd 6 poyta 7
kierros 1 | (o0,1) — — (5,7) — (3,4) (2,6)
kierros 2 | (3,7) (00,2) — — (1,6) — (4,5)
kierros 3 | (5,6) (1,4) (00,3) — — (2,7) —
kierros 4 — (6,7) (2,5) (00,4) — — (1,3)
kierros 5 | (2,4) — (1,7) (3,6) (00,5) — —
kierros 6 — (3,5) — (1,2) (4,7) (00,6) —
kierros 7 — — (4,6) — (2,3) (1,5) (00,7)

Taulukko 21: Turnauksen pelit

Jokaisella rivilla esiintyy kertaalleen jokainen joukkue. Samoin kaikki jér-

jestaméattomat parit (7, 7) tulee kiytya lapi. Yleistetaan éskeisen turnauksen
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idea. Maaritelladn Roomin nelion koko sen vaakarivien méaarana ja kertaluku

joukkueiden lukuméaérana.

Maaritelma 6.1. Kertaluvun 2n Roomin nelié on sellainen (2n—1) x (2n —

1)-ruudukko siséltden 2n symbolia 1, xo, x3, ..., Toy,, ettd

1. Jokainen ruutu on joko tyhja tai sisdltdd jarjestdméattomén parin
(xia x])v
2. Jokaisella rivilld ja sarakkeella esiintyy kertaalleen symbolit 1, ... ,xo,;

3. Jokainen eri n(2n — 1) jérjestaméton pari esiintyy Roomin nelissé

tasmalleen kerran.

Tallaisen Roomin nelion koko on 2n — 1.

Ensimmaisené tulee mieleen kysymys, saadaanko Roomin nelié konstruoi-
tua kaikilla muuttujan n arvoilla. Seuraavan lauseen mukaan kertalukua 2n
oleva Roomin neli6é on olemassa kaikilla kokonaisluvuilla n # 2, 3. Téssé esi-

tyksessa todistetaan vain tapaus n = 2.
Lause 6.2. Roomin neli6 saadaan konstruoitua aina kun n # 2 ja n # 3.

Todistus. Todistetaan seuraavaksi vain, ettd Roomin neliota ei ole olemas-
sa, kun n = 2. Télloin kyseessd ovat joukkueet oo, 1, 2, 3. Niistd saadaan
6 jarjestdmétontd paria (0o, 1), (00,2), (00,3), (1,2), (1,3) ja (2,3). Ase-
tetaan peli (0o, 1) vasempaan ylanurkkaan. Télla valinnalla peli (2, 3) tulee
laittaa kierrokselle 1, jotta ehto 2. tayttyisi. Toisaalta peli (2,3) pitda aset-
taa sarakkeeseen 1 samalla perustelulla. Peli (2, 3) rikkoo siis ehdon 3, jonka
mukaan jokainen jarjestdmaton pari saa esiintyéd vain kerran. Samalla péat-
telylla riippumatta ruudusta mihin pelin (0o, 1) asettaa, joudutaan aina peli

(2,3) pelaamaan kahteen kertaan, kuten nikyy taulukosta 22. O

On hankalaa konstruoida Roomin neli6 tyhjastd. Kuitenkin kahden Roo-

min nelion avulla saadaan konstruoitua kolmas isompi Roomin neli6.

Lause 6.3. Jos on olemassa kokoa m x m ja n x n olevat Roomin neli6t, on

olemassa myo6s kokoa mn x mn oleva Roomin nelio.
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sarake 1 sarake 2 sarake 3
kierros 1 | (o0,1) (2,3) —
kierros 2 | (2,3) (00,2) (1,2)
kierros 3 — (1,2) (00, 3)

Taulukko 22: Turnauksen pelit

Todistus. Olkoot M ja N vastaavasti Roomin neliét symbolein
{0,1,2,...,m} ja {0,1,2,...,n}. Olkoot Ly ja Lo kertalukua n olevat
ortogonaaliset latinalaiset neliot symbolein {1,2,...,n}. Muunnetaan M
vaihtamalla sen jokainen alkio n X n ruudukkoon seuraavien ohjeiden

mukaan. Lopputuloksena saadaan mn x mn taulukko.

1. Jos nelion M solu (i,j) on tyhjd, vaihdetaan sen tilalle tyhja n x n

ruudukko

2. Jos nelion M solussa (7, j) on pari (0, k), laitetaan sen paikalle Roomin
nelio N +kn, joka saadaan Roomin nelion N avulla lisddmalla jokaiseen

nollasta eroavaan lukuun kn.

3. Jos nelién M solussa (i,j) on pari (u,v), missd 0 < u < v, lisdtdén
un jokaiseen latinalaisen nelion L; soluun ja vn jokaiseen latinalaisen
nelion L, soluun. Muodostetaan néin saatujen ortogonaalisten neliGiden

yhdistelméa ja korvataan solu (i, j) silla.

Téamaén jalkeen on saatu nelié R, jonka koko on mn x mn ja jossa on symbolit

{0,n+1,n+2,n+3,...,n+mn}.

Jokaisessa solussa on siis joko jirjestdméaton pari tai se on tyhji. Selvéisti

jokaisella rivilla on tdsmaélleen kerran symbolit

{0,n+1,n+2,n+3,...,n+mn},

johtuen edellisen kolmen kohdan konstruoinnista. Ne kiyvét lapi kaikki mah-
dolliset kombinaatiot. Endé pitaé todistaa, etté kaikki jarjestaméattomat parit

esiintyvat tdsmélleen kerran Roomin neliGssa.

34



Lasketaan kaikki eri parit ehdosta 2. Roomin nelissd N on n+ 1 erilaista
symbolia, ja symboli k& voidaan valita m tavalla. Kaikkiaan pareja saadaan

siis m. - én(n + 1). Kun samalla idealla lasketaan parit ehdosta 3, saadaan

1
§m(m — 1)n? paria. Kun nyt lasketaan parit yhteen, saadaan

2

1 1 1
m - én(n +1)+ §m(m —1)n? = §(mn2 + mn + m*n? — mn?)

1
= §(mn +m?n?) = §mn(1 + mn).

Tama on oikea méaara, koska jos Roomin nelioé on kooltaan w xw, siséaltaen w+
1
1 symbolia, siind on jarjestaméttomia pareja §w(w + 1). Téssé tapauksessa

w = mn, eli pareja on kokoa mn x mn olevassa Roomin nelidssa yhteensa

émn(l + mn).

Pareja on siis tdsmélleen se méara mité pitikin olla. Enéa pitda todistaa, etta
jokainen pari on erilainen.

Olkoon P(i,j) se Roomin nelién R osanelio, joka on saatu konstruoitua
solusta (7,7) Roomin neliostd M. Kaikki parit osaneliossd P(i,7) ovat joko
Roomin nelion pareja tai kombinaatioita kahdesta ortogonaalisesta latinalai-
sesta neliostd. Tamén vuoksi kaikki parit osaneliosséd P(i,j) ovat erilaisia.
Vield jaa nayettaviksi, ettd kahdessa eri osaneliossd P(i,j) ja P(h,k) ole-
vat parit ovat erilaisia. Tehdééan vastaoletus, jonka mukaan on olemassa sel-
laiset (i,7) ja (h, k), ettd (i,7) # (h,k) ja osaneliollda P(i,j) ja osanelidlla
P(h,k) on yhteisid pareja. Tamé tarkoittaa sitd, ettd jos sekd P(i,j) ettéd
P(h, k) siséltavét parin (un+ 1y, vn+(3), niin latinalaisista nelidistd L, ja Lo
muodostetulla yhdistelmélla on oltava (I3, 1) kahdessa eri kohdassa, miki on
vastoin ortogonaalisuuden ehtoa. Eli siis kaikki parit osaneliossé P(i, j) ovat

erilaisia. n

Esimerkki 6.4. Taulukossa 21 on 7 x 7 kokoinen Roomin nelis. Askeisen
todistuksen avulla voidaan paitelld 49 x 49 kokoisen Roomin nelion olemas-
saolo, koska 7 x 7 = 49.
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Konstruoidaan tasta 49 x 49 Roomin neliosta vasen ylanurkka, eli 14 x 14-
ruudukko. Tédmé saadaan konstruoitua taulukon 21 Roomin nelién avulla
kiyttamalld siind vasemman ylakulman 2 x 2-ruudukkoa ja kayttamalla ds-
keista konstruointia. Vaihdetaan merkint6jé niin, ettd oo = 0. Nyt siis Roo-

min nelid muuttuu seuraavaksi Roomin nelioksi.

poyta 1 poyta 2 poyta 3 poytad poytad poyta 6 poyta 7
kierros 1 | (0,1) — — (5,7) — (3,4) (2,6)
kierros 2 | (3,7) (0,2) — — (1,6) — (4,5)
kierros 3 | (5,6) (1,4) (0,3) — — (2,7) —
kierros 4 — (6,7) (2,5) (0,4) — — (1,3)
kierros 5 | (2,4) — (1,7) (3,6) (0,5) — —
kierros 6 — (3,5) — (1,2) (4,7) (0,6) —
kierros 7 — — (4,6) — (2,3) (1,5) (0,7)

Taulukko 23: Konstruoinnin pelit

Konstruoinnissa siis M ja N ovat taulukon 23 Roomin nelitt. Kaytetaan

hyviaksi seuraavia kappaleen 2.3 ortogonaalisia latinalaisia neliGita

(1 23456 7] (1 2345 6 7]
7123456 2345671
6 712345 3456712
A=|56 7123 4| jaB=|456712 3
456 7123 56 71234
3456712 6 712345

| 234567 1] | 71 23 45 6|

Aloitetaan konstruointi vasemmasta yldnurkasta, eli ruudusta jossa on
(0,1). Tdma on muotoa (0,k), joten kdytetdén konstruoinnin kohtaa 2.
Téssd tapauksessa nk = 7 eli laitetaan ruudun (0,1) paikalle taulu-
kon 24 Roomin nelié. Selvisti saatiin Roomin nelio, jossa on symbolit
0,8,9,10,11,12,13 ja 14.

Siirrytaén seuraavaksi konstruoinnissa ruutuun (2, 1), jossa on pari (3, 7).

Tama tayttda konstruoinnin ehdon 3, joten lisdtdan un = 21 jokaiseen lati-
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(0,8) — — (12,14 —  (10,11) (9,13)
(10,14)  (0,9) — — (813 — (11,12
(12,13)  (8,11) (0,10)  — — (914  —

—  (13,14) (9,12) (0,11)  — —  (8,10)

(9,11)  —  (8,14) (10,13) (0,12)  — —

—  (1012)  — (89) (11,14) (0,13)  —
— —  (AL,13)  —  (9,10) (8,12)  (0,14)

Taulukko 24: Konstruoinnin pelit

nalaisen nelion A soluun seké vn = 49 jokaiseen latinalaisen nelion B soluun.

Néin saadaan seuraavat neliot:

22
28
27
26
25
24
23

23
22
28
27
26
25
24

24
23
22
28
27
26
25

25
24
23
22
28
27
26

26
25
24
23
22
28
27

27
26
25
24
23
22
28

28
27
26
25
24
23
22

ja

20
o1
52
23
o4
95
26

o1
52
53
o4
95
56
50

52
93
o4
95
o6
50
o1

23
54
95
26
20
51
52

o4
25
56
20
ol
92
23

95
26
50
o1
52
33
54

56
50
ol
52
53
54
%)

Néiden yhdistelmésta saadaan seuraava nelio.

22,50
28,51
27,52

25,54
24,55

23,51
22,52
28,53

26,55
25,56

24,52
23,53

28,55
27,56
26,50

(24,52)
(23,53)
(22,54)
(28,55)
(27,56)
(26,50)

25,53
24,54
23,55

28,50
27,51

26,54
25,55
24,56

22,51
28,52

28,56
27,50
26,51
25,52
24,53
23,54

(22,50)  (23,51) (25,53) (26,54
(28,51) (22,52 (24,54)  (25,55)
(27,52)  (28,53) (23,55)  (24,56)
(26,53) (27,54) (22,56)  (23,50)
(25,54)  (26,55) (28,50)  (22,51)
(24,55)  (25,56) (27,51)  (28,52)
(23,56) (24,50 (26,52) (27,53)

o~~~ o~ o~ o~ o~
~— — — ~— S ~— ~—

23,56) (24,50) (25,51) (26,52 27,53 22,55

Taulukko 25: Konstruoinnin pelit

Siirrytddn seuraavaksi konstruoimaan ruudun (2, 2) neliété, jossa on pa-

ri (0,2). Téssd palataan ehtoon 2, jolloin lisdtddn alkuperdiseen Roomin

37



nelioén nk = 14 jokaiseen nollasta eroavaan lukuun, jolloin saadaan tau-

lukon 26 mukainen Roomin nelio. Selvésti saatiin Roomin nelié symbolein

0,15,16,17, 18, 19, 20, 21.

Enéé puuttuu kaikkein helpoin ruutu (1,2), joka on tyhji. Sen paikalle

tulee yksinkertaisesti tyhja 7 x 7 ruudukko eli taulukko 27. Kun ndmé kaikki

4 ruudukkoa yhdistetddn, saadaan taulukko 28. Taulukossa 28 nidkyy siis

vain vasen ylanurkka 49 x 49 Roomin neliostad, mutta muut ruudut saataisiin

jatkamalla samaa ideaa.

0,15)  — —  (1921) —  (17,18)
(17.21)  (0,16)  — —  (1520) @ —
(19,20) (15,18) (0,17)  — —  (16,21)
—  (2021) (16,19) (0,18)  — —
(16,18)  —  (1521) (17,20) (0,19)  —
— (17,190 —  (15,16) (18,21) (0,20)
— —  (1820) —  (16,17) (15,19)

(16,20)
(18,19)
(15,17)

(0,21)

Taulukko 26: Konstruoinnin pelit

Taulukko 27: Konstruoinnin pelit

7  Yhteenveto

On saatu konstruoitua monia erilaisia turnauksia erilaisin ehdoin. Kiertotur-

nauksessa kaikki joukkueet pelasivat kaikkia vastaan tarkalleen kerran kul-

lakin kierroksella. Tama turnaustyyppi sopii ainakin silloin, kun joukkueita

38



(0,8) — — (12,14) — (10,11)  (9,13) — — — — — — —
(10,14) (0,9) — — (8,13) — (11,12) — — — — — — —
(12,13)  (8,11) (0,10) — — (9,14) — — — — — — — —

— (13,14)  (9,12) (0,11) — — (8,10) — — — — — — —
(9,11) (8,14)  (10,13)  (0,12)

(10,12) (8,9) (11,14)  (0,13)

— — (11,13) — (9,10) (8,12) (0,14) — — — — — — —
(22,50)  (23,51) (24,52) (25,53) (26,54) (27,55) (28,56) | (0,15) — — (19,21) — (17,18)  (16,20)
(28,51)  (22,52)  (23,53)  (24,54) (25,55) (26,56)  (27,50) | (17,21)  (0,16) — — (21,20) — (20,19)
(27,52)  (28,53)  (22,54)  (23,55)  (24,56)  (25,50) (26,51) | (19,20)  (15,18)  (0,17) — — (16,21) —
(26,53)  (27,54)  (28,55)  (22,56)  (23,50)  (24,51)  (25,52) — (20,21)  (16,19)  (0,18) — — (15,17)
(25,54)  (26,55)  (27,56)  (28,50)  (22,51)  (23,52)  (24,53) | (16,18) — (15,21)  (17,20)  (0,19) — —
(24,55)  (25,56)  (26,50)  (27,51)  (28,52)  (22,53)  (23,54) — (17,19) — (15,16)  (18,21)  (0,20) —
(23,56)  (24,50)  (25,51)  (26,52)  (27,53)  (28,54)  (22,55) — — (18,21) — (16,17)  (15,19)  (0,21)

Taulukko 28: Konstruoinnin pelit

ei ole kovin montaa. Kaksijakoisessa turnauksessa joukkueen pelaajat pelaa-
vat yksiloind toisen joukkueen pelaajia vastaan. Taméa tyyppi soveltuu siis
yksilolajeihin. Roomin nelion avulla saadaan tasapainotettua erilaisten peli-
kenttien tai pdytien lukuméarat kullekin joukkueelle.

Matematiikkka kehittyy ihmisen mielikuvituksen mukana, samoin erilai-
siin peleihin liittyvd matematiikka. Mitd enemmén turnauksiin ja peleihin
halutaan ehtoja, sitd monimutkaisempaa kombinatoriikkaa niiden jérjestami-
seksi vaaditaan. Aina kun matematiikalta vaaditaan jotain, l6ydetdin uusia
matemaattisia rakenteita. Kiertoturnaus voitaisiin yleistda esimerkiksi niin,
ettd jokainen joukkue kohtaa toisen joukkueen k kertaa. Bridgeturnaukseen
saadaan lisdd haastetta kun Roomin neliossd muutetaan jarjestamattomat
parit jarjestetyiksi pareiksi. Lisdehtona voitaisiin vaatia, ettd kukin joukkue

pelaa yhtd monta ottelua tietynlaisilla pelipoydilla.
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