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Tassé tutkielmassa tarkastellaan joidenkin kvanttimekaniikan perusjoukkojen, tila-,
efekti- ja etenkin suurejoukon, konveksia rakennetta ja déripisteitd. Myos operaatio-
ja instrumenttijoukkojen rakennetta késitellaan lyhyesti. Naiden konveksien raken-
teiden ja niiden &éripisteiden fysikaalista merkitysté on pyritty valottamaan.

Erityisesti tutkielma keskittyy kovarianttien suureiden problematiikkaan ja kova-
rianssirakenteiden dédripisteiden karakterisointiin. Keskeiset tulokset liittyvit lokaa-
listi kompaktien Abelin ryhmien méaardamien kovarianssirakenteiden analyysiin ja
aaripisteisiin. Tasta késitelladn esimerkkeinéd kovariantteja paikka- ja vaihesuureita
ja paikkaerosuureita.

Tila- ja efektijoukkojen &éripisteet on tunnettu jo pitkdédn, mutta &arisuureiden
problematiikka on yleisella tasolla ollut viela viime aikoihin asti haméran peitos-
sa. Adrioperaatioiden ja -instrumenttien tyhjentévid karakterisointia ei vield ole,
mutta tutkielmassa esitelldan joitakin erityistuloksia tastiakin aiheesta.
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Esipuhe

Tassé tutkielmassa tarkastelemme joitakin kvanttimekaniikan keskeisimpia konvekseja ra-
kenteita ja annamme joitakin daripistekarakterisointeja. Erityinen painopiste on erilais-
ten konveksien suureperheiden rakenteen selvitys ja niiden daripisteiden luonnehtiminen.
Keskitymme ldhinna rakenteiden analyysiin, mutta joitakin fysikaalisia perusteita ja moti-
vointeja on pyritty antamaan. Ensimmaisessé luvussa esitellaén tekstissa vastaan tulevaa
matemaattista kisitteistoa, mutta lukijan olisi hyva tuntea joitakin topologian sekd mitta-
ja integrointiteorian alkeita.

Ensimmainen luku keskittyy kvanttimekaniikan perusmuotoiluun. Ensimmaéinen osio
sisaltad Hilbertin avaruuksien perusteoriaa ja esittelee lyhyesti kvanttimekaniikan Hilber-
tin avaruus -formalismin. Seuraavaksi esitellaan peruskasitteistod, jota tutkielmassa esiin-
tyy. Ensimmaéinen luku esittelee myos perusteita luvun alussa esitellylle Hilbertin avaruus
-mekaniikalle. Erityisesti tilojen, efektien ja mittausten fysikaalista taustaa on pyritty
valottamaan.

Toisessa luvussa esittelemme konveksien joukkojen perusteoriaa ja sovellamme sita
tila- ja efektioperaattoreiden joukon konveksiin rakenteeseen. Késittelemme myos joitakin
konvekseja suureperheitéa. Tassa luvussa karakterisoidaan myos kiinnitetylle o-algebralle
rakentuvien seké kiinnitetyssa Hilbertin avaruudessa operoivien suureiden perheen &éri-
suureet. Puhumme myo6s Kreinin-Milmanin lauseen soveltamisesta suureisiin, joiden ar-
voavaruus on lokaalisti kompakti Hausdorffin avaruus.

Kolmannessa luvussa esittelemme tutkielman padprobleeman: lokaalisti kompaktin
tyypin I unimodulaarisen toisen numeroituvuusaksiooman téayttavin Hausdorffin ryhmén
suhteen kovarianttien suureiden ja naiden suureiden dérisuureiden karakterisoinnin. Téssé
luvussa on lahinné esitelty harmoniseen analyysiin liittyvaa perustietoa. Erityisesti on ké-
sitelty sitd, millaiset topologiset symmetriaryhmét tulevat tdmén teorian puitteissa kysy-
mykseen. Luvun lopussa esitelldadn suureen kovarianssin késite ja yhdistetdan kovariantit
suureet Mackeyn teorian mukaisiin kanonisiin imprimitiivisysteemeihin.

Neljas luku sisaltdaa tutkielman oleellisimman sisallon: kaikki lokaalisti kompaktien
toisen numeroituvuusaksiooman téayttavien kommutoivien Hausdorffin ryhmien suhteen
kovariantit suureet ja kovariantit &arisuureet karakterisoidaan tyhjentéavasti. Luvun al-
kuosa etenee pitkalti ldhteen [1] linjoilla. Kovarianttien suureiden karakterisointi, joka on
periiisin samasta ldhteesté [1], saavutetaan lauseessa 4.3, ja dérisuure-ehdot antaa lopul-
ta lause 4.4. Myés kaikkien suureiden joukon kovarianttien aérisuureiden karakterisaatio
esitetdan. Esimerkkeind teorian soveltamisesta késitelladn kovariantteja vaihe- ja paikka-
suureita sekd paikkaerosuureita ja aikasuureita.

Viidennessa luvussa kasitellaédn kovarianttien suureiden karakterisointia laajemmin

yleisemmaén tyypin I ryhmén tapauksessa, kun suureiden arvoavaruus on symmetriaryh-



ma itse, ja toisaalta kompaktin ryhmaéan suhteen kovariantteja suureita yleiselld transitii-
visella arvoavaruudella. Tarkoituksena onkin vastaisuudessa laajentaa luvun 4 tekniikka
ei-kommutoiviin ryhmiin eli saada tdméan luvun tuloksille yleistys. Luvun lopussa késitel-
lddn hieman operaatioiden ja instrumenttien joukkojen konveksia rakennetta ja &aripis-
teitd. Tama ongelma on viela avoin, ja tyydymmekin vain joidenkin tunnettujen tulosten

késittelyyn.



1 Alkuhuomautuksia

1.1 Kvanttimekaniikan Hilbertin avaruus -formalismi

Esittelemme téssé osiossa lyhyesti joitakin kvanttiteorian matemaattisia perusrakenteita

seuraillen pédasiassa teoksia [2], [3] ja [4].

1.1.1 Sisatuloavaruudet, Hilbertin avaruudet ja ortonormaalikannat

Olkoon V jokin kompleksinen vektoriavaruus ja m : V x V — C kuvaus, jolle patevét
ehdot

(i) m(p, ) =m(¥, ),

(i) m(p,ax + 0¢) = am(e, x) + m(e, ¥),
(iif) m(p,¢) =0 ja

(iv) m(ep, ) = 0 tarkalleen silloin, kun ¢ = 0

kaikilla ¢, x, ¥ € V ja «, # € C. Téllaista kuvausta sanotaan sisdtuloksi. Jos kuvaus m :
VxV — C tiyttii ehdot (i) ja (ii), sitd sanotaan (symmetriseksi) seskvilineaarimuodoksi®,
ja jos se lisdksi tayttdd ehdon (iii), kutsutaan sitd positiviseksi (positiivisemidefiniitiksi)
seskvilineaarimuodoksi. Seskvilineaarimuodolle m voidaan suoralla laskulla todeta, etta
kaikille ¢, ¢ € 'V pétee

3

m(so,w)—;lzz m(y +i"p, Y +i7p). (1)

k=0
Kaavaa 1 kutsutaan polarisaatiokaavaksi, ja sen mukaan seskvilineaarimuodon m kaikki
arvot maardytyvit diagonaaliarvoista m(p, ¢), ¢ € V. Jos m : V x V — C on positiivinen

seskvilineaarimuoto, péatee ns. Cauchyn-Schwarzin epayhtalo

m(e, ¥)| < Vm(e,0)m(v, ) (2)

kaikilla ¢, 1 € V.

Kéayttamalla Cauchyn-Schwarzin epéyhtdlod 2 ja sisdtuloehtoa (iv) voidaan néyttéa,
ettd kun m : V x V — C on sisdtulo, on kuvaus V 3 ¢ — |¢| := /m(e,¢) normi,
jolloin kuvaus V x V 3 (¢,v) — d(p,¥) = || — || on metriikka eli etdisyysfunktio.
Sisatuloavaruudella (V, m) on siis metrisen avaruuden topologia. Jono (¢ )ren sSuppenee

metrisessd avaruudessa (V, d), kun olemassa sellainen ¢ € V, etté jokaisella ¢ > 0 on

'"Ehdon (ii) tiyttivi kuvaus m on tavallinen seskvilineaarimuoto, jos se tiyttid myds ehdon m(ayp +
Bx:¥) = am(p, ¥) + Bm(x, ¢) kaikilla o, 5 € C ja ¢, x, ¥ € V.



olemassa n. € N, jolla d(p,pr) < € kaikilla & > n.. Jonoa (¢g)ren sanotaan Cauchyn
jonoksi silloin, kun jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa m. € N, jolla d(¢x, ¢;) < € kaikilla
k, 1 > m.. Yksinkertainen arviointi osoittaa, ettd metrisen avaruuden (V, d) suppene-
vat jonot ovat Cauchyn jonoja, mutta kidnteinen tulos ei yleisesti pade. Jos myos kaikki
Cauchyn jonot suppenevat, sanotaan metrista avaruutta (V, d) taydelliseksi. Jos téllaisen
taydellisen metriikan generoi jokin sisdtulo m yllaesitellylla tavalla, sanotaan sisdtuloava-
ruutta (V, m) Hilbertin avaruudeksi. Jos normiavaruuden V normi || - || generoi téydellisen
metriikan, sanotaan normiavaruutta (V, || - ||) Banachin avarvudeksi.

Jokaisen metrisen avaruuden voi upottaa isometrisesti johonkin taydelliseen metri-
seen avaruuteen siten, ettéd alkuperadinen avaruus muodostaa taydellisen avaruuden tiheén

aliavaruuden?. Muotoilemme téamén tuloksen sisidtuloavaruuksille.

Lause 1.1 Olkoon (V, m) sisdtuloavaruus. On olemassa lineaarinen isometria ® : 'V —

H, missi (H, m) on Hilbertin avaruus. Isometrisyys merkitsee sitd, ettd

m(®(p), () = m(p,v)

kaikilla @, ¢ € V. Lisiksi kuva-avaruus ®(V) on Hilbertin avaruuden (H, m) tihed ali-

avaruus.

Jatkossa, kun sanotaan, etta sisdtuloavaruus taydennetaan Hilbertin avaruudeksi, tarkoi-
tetaan nimenomaan edellisen lauseen mukaista isometristd upotusta ®.

Kvanttiteoriassa tutkittavaan fysikaaliseen systeemiin liitetdan separoituva kompleksi-
nen Hilbertin avaruus H. Separoituvuus tarkoittaa sité, ettd avaruus H siséltdd numeroi-

tuvan tiheén osajoukon. Merkitsemme yleisesti Hilbertin avaruuteen I liittyvéa sisdtuloa

HXFH 3 (p,9) = (ply)sc € C.

Liséksi merkitsemme vektorin ¢ € H normia

Viele)ae = [lells.

Kun sekaannuksen vaaraa ei ole, jatdmme alaindeksin J pois sisdtulon ja normin mer-
kinnoista.

Sanomme vektoreita ¢, v € H ortogonaalisiksi, jos (pl) = 0; merkitsemme taté
kirjoittamalla ¢ 1 1. Liséksi, jos ¢ € H ja M C H, tarkoittaa merkintd ¢ 1 M sité, etta
¢ L 1 kaikilla ¢ € M. Lisiksi, jos M C H on aliavaruus, merkitsemme symbolilla M+
niiden vektoreiden ¢ € H muodostamaa aliavaruutta, joilla ¢ 1 M. Voidaan osoittaa,
ettd ML on suljettu aliavaruus ja 5 = M @M=L, kun myds M on suljettu, eli M = (M+L)+.

2Metrisen avaruuden (V, d) aliavaruus M on tihed, jos jokaisella ¢ € V ja e > 0 1oytyy ¥ € M, jolla
e, ¥) <e.



Sanomme joukkoa B C H ortonormaalisysteemiksi, jos sen alkiot ovat keskenaén parittain

ortogonaalisia ja normitettuja eli ortonormaaleja, eli

1, kina=p
(al) = { 0  muulloin,

aina, kun «, 3 € B. Seuraava lause on oleellinen Hilbertin avaruuksien rakenteen kan-
nalta. Huomautettakoon, ettd jatkossa mahdollisesti ylinumeroituvat summaukset ovat
summautuvien kompleksilukuperheiden summia; lukuperhe Z C C on summautuva, jos
on olemassa sellainen vakio M > 0, jolla > _, |z| < M aina, kun Zy C Z on &érellinen

joukko.

Lause 1.2 Olkoon H kompleksinen Hilbertin avaruus, jonka ei tarvitse olla separoitu-
va. Hilbertin avaruus H sisdltdd aina ortonormaalisysteemin B, joka tdyttdid seuraavat

keskenddn ekvivalentit ehdot:
1. Jos ¢ 1L B, niin ¢ = 0.

2. 0 = Y 5en(Blp) B kaikilla ¢ € H; sarja suppenee seki normin suhteen etti tasai-
sesti.

8. () = D 5en(wlB) (BIY) kaikilla o, 1 € K.

4 Nlell? = 3 g [(Bl@) P kaikilla ¢ € I

5. Systeemin B lineaarinen verho on avaruuden H tihed aliavaruus.

Edellisen lauseen mukaisia ortonormaalisysteemeitd kutsutaan taydellisiksi ortonor-
maalisysteemetkst tai ortonormaalikannoiksi; ndiden olemassaolo on yksinkertainen seu-
raus Zornin lemmasta (valinta-aksioomasta). Jos avaruuden H ortonormaalikanta on nu-
meroituva, eli B = {ej, ey, ...}, ndemme helposti, ettd tdmén kannan lineaarinen verho
muodostettuna yli numeroituvan kunnan Q[i| = {p + iq|p, ¢ € Q} on avaruuden H ti-
hed numeroituva aliavaruus, eli H on separoituva. Olettakaamme seuraavaksi, ettd H on
separoituva ja ettd silli on ylinumeroituva ortonormaalikanta B. Koska || — 3| = v/2
kaikilla o, 3 € B, o # 3, niin avoimet pallot B(3; 1/v/2), 8 € B, ovat erillisié, ja niiti
on ylinumeroituva maéra. Toisaalta jokainen néistéd palloista sisaltdd ddarettoméan maarian
avaruuden J jonkin numeroituvan osajoukon vektoreita, mika johtaa nopeasti ristiriitaan,

eli jokaisen ortonormaalikannan on oltava numeroituva. Saamme seuraavan tuloksen:

Lause 1.3 Hilbertin avaruus H on separoituva tarkalleen silloin, kun silld on numeroi-

tuva ortonormaalikanta.



Jatkossa kasittelemme ainoastaan separoituvia Hilbertin avaruuksia, eli kdytossémme on
aina numeroituvia ortonormaalikantoja. Jos Hilbertin avaruuden J{ ortonormaalikannassa
on d kappaletta alkioita, d € N U {occ} (N = {1, 2, 3,...}), sanomme, ettd H on d-
ulotteinen.

Eras Hilbertin avaruuksien merkittéva ominaisuus on se, ettd ne ovat itseduaalisia, eli
ne voidaan samaistaa omaan (topologiseen) duaaliinsa H'; duaalin alkiot ovat jatkuvia

lineaarikuvauksia f : H — C, ja duaali varustetaan normilla

Hafelfl= sw  [f(@)l

eI, [lpll<1

Aina kun ¢ € H, voimme méa#ratd duaalin alkion f, kaavalla

fulp) = (Wleo),  pedl

Nain saadaan kaikki duaalin alkiot, kuten seuraava Fréchet’n-Rieszin lause toteaa.

Lause 1.4 Kuvaus H 3 ¢ — fy, € H' on antilineaarinen isometrinen bijektio Hilberin

avarvuden H ja sen duaalin H' vdlilld.

1.1.2 Hilbertin avaruuksien operaattorialgebroja

Hilbertin avaruuden H operaattoreilla tarkoitamme kompleksilineaarisia kuvauksia A :
D(A) — H, ¢ — Ap, missi D(A) C H on aliavaruus, jota kutsutaan operaatorin A
madrittelyalueeksi. Operaattoreille voidaan méaarata yhteenlasku ja skalaarilla kertominen
pisteittéin, eli kaikilla operaattoreilla A, B, kaikilla ¢ € D(A)ND(B), v € D(A) ja kaikilla
aeC

(A+ B)p=Ap+ By, (adA)Y =aA.

Voimme lisdksi varustaa operaattorien joukon tulolla, joka maaritelladn kuvauksien yh-
distédmisend, eli kun A ja B ovat operaattoreita ja ¢ € D(B), By € D(A)

(AB)p = A(Byp).

Erityisen osajoukon Hilbertin avaruuden operaattorien joukossa muodostavat rajoitetut
operaattorit. Operaattori A : D(A) — H on rajoitettu, jos se on tasaisesti jatkuva méé-
rittelyavaruudessaan D(A). Jatkossa oletamme yksinkertaisesti, ettd rajoitetulla operaat-
torilla A on méarittelyalueenaan H, silld voimme aina tasaisesta jatkuvuudesta johtuen
olettaa, ettd D(A) on suljettu ja voimme laajentaa operaattorin A koko avaruuteen H
asettamalla sen nollaksi ortogonaalikomplementissa D(A)L. Voimmekin karakterisoida

Hilbertin avaruuden H rajoitetut operaattorit sellaisina operaattoreina A : H — H, joilla

sup [|Ag]| < oo.
llell<1



Merkitsemme rajoitettujen operaattorien joukkoa L(H). Jos H ja K ovat kummatkin
Hilbertin avaruuksia, méérittelemme rajoitettujen operaattoreiden joukon L(H,XK) sel-
laisten lineaarikuvausten A : 3 — X joukkona, joilla supj,, <1 [[Ap|lsc < oo. Erityisid
rajoitettuja operaattoreita ovat operaattorialgebran L(JH) nolla-alkio (nollaoperaattori)
Og¢ = O, jolla Op = 0 kaikilla p € H, ja ykkosalkio (identiteettioperaattori) Isc = I, jolla
I = ¢ kaikilla ¢ € H. Kullakin tihedsti méaritellylld operaattorilla A on yksikésitteinen

adjungaatti A*, jolla on mééarittelyalue
D(A*) = {p € H|kuvaus D(A) > ¢ — {(p|A)) on jatkuva}

ja jolle pétee
(p|AY) = (A%¢ly) Ve € D(A), ¥ € D(AY).

Rajoitetuille operaattoreille tulos seuraa suoraan Fréchet’n-Rieszin esityslauseesta 1.4, ja
yleisen tihedsti maaritellyn operaattorin tapauksessa tarvitaan liséksi yksinkertainen ti-
heysargumentti. Kutsumme operaattoria A itseadjungoiduksi, kun D(A) = D(A*) ja A
yhtyy adjungaattiinsa télla yhteisella méaarittelyalueella. Operaattoriin liittyy myos spekt-
ri; operaattorin A spektrid merkitsemme o(A). Spektri 0(A) on niiden kompleksilukujen A
joukko, joilla operaattorilla A\I — A ei ole rajoitettua kidnteisoperaattoria; rajoitetun ope-
raattorin spektri on kompakti joukko. Erityisesti operaattorin ominaisarvot, mikali niita
on, ovat spektrin alkioita. Jos dim(JH) < oo operaattoreiden spektrit koostuvat yksistaan
ominaisarvoista.

Sanomme, ettd kuvaus A : D(A) — H on konjugaattilineaarinen eli antilineaarinen
operaattori, kun A(ayp + ) = aAp + BAY kaikilla ¢, 1) € D(A) ja «, 3 € C. Sanomme

liséksi, ettd antilineaarinen operaattori A on rajoitettu, jos

sup || Ap|| < occ.
lell<1
Konjugaattilineaarisia operaattoreita tarvitaan verraten harvoin, joten kun puhumme vain
operaattoreista, tarkoitamme nimenomaan lineaarisia operaattoreita.
Rajoitettujen operaattorien joukko £ (%) on vektoriavaruutena Banachin avaruus, kun

se varustetaan avaruuden H normin indusoimalla operaattorinormilla || - ||,

|Al = sup [|Ag].
lell<1
Téama normi tekee joukosta L(H) myos Banachin algebran ylldesiteltyjen laskutoimitus-
ten suhteen. Kun tdmé algebra varustetaan adjungointi-involuutiolla A — A*, rajoitettu-
jen operaattorien joukosta saadaan C*-algebra. Gel’fandin ja Naimarkin tulokset antavat
seuraavan merkittavin tuloksen rajoitetuille normaaleille eli adjungaattinsa kanssa kom-

mutoiville operaattoreille:



Lause 1.5 Olkoon A € L(H) normaali operaattori. Merkitsemme symbolilla C(o(A))
jatkuvien kuvausten f : o(A) — C algebraa (pisteittdisten laskutoimitusten suhteen), joka

on varustettu normilla || - || ja x-involuutiolla,

IfIl = sup [f(2)],  [f*(2) = f(2),
z€o(A)
joiden suhteen C(U(A)) on C*-algebra. Olkoon lisiksi A identiteettioperaattorin sekd ope-
raattoreiden A ja A* virittamd kommutatiivinen C*-algebra. Tdlloin on olemassa isomet-

rinen ja surjektiivinen x-isomorfismi
£:C(c(A)) — A,

jolle £(id) = A ja £(1) = I, missd id(z) = z kaikilla z € o(A) ja 1 on vakiofunktio, joka

saa arvon 1 koko spektrilli o(A).

Huomattakoon, etta ylldoleva lause pétee kaikissa C*-algebroissa, joista L(H) on vain
yksi. Todistus on esitetty teoksessa [5]. Merkitsemme jatkossa usein £(f) = f(A).

Hilbertin avaruudelle rakentuu useita operaattorijoukkoja, joista tarkeimpia ovat ra-
joitettujen operaattoreiden joukon L(JH) lisdksi rajoitettujen itseadjungoitujen operaat-
torien joukko L,(FH), edelliseen sisiltyvé projektio-operaattorien joukko P(H), jotka ovat
tarkalleen kaikki joukon L (H) idempotentit operaattorit. Projektiota suljetulle aliava-
ruudelle M C H merkitsemme Py ja projektiota vektorin ¢ € H virittdmalle yksiulottei-
selle aliavaruudelle [¢] merkitsemme P[p]. Operaattoria U € L(H) sanotaan unitaarisek-
si, kun U*U = UU*. Tama on yhtépitavia sen kanssa, ettd U on isometrinen surjektio.
Unitaarioperaattoreiden joukkoa merkitdan symbolilla U(H).

Rajoitettujen itseadjungoitujen operaattoreiden joukossa L (H) voidaan muodostaa
osittainen jarjestys; merkitsemme operaattoreille A, B € Ly(H) A < B, kun (p|Ap) <
(p| By) kaikilla ¢ € H. Erityisesti voidaan maéritelld positiivisten operaattoreiden joukko
L (H)T, joka koostuu niistd joukon L,(FH) operaattoreista A, jotka ovat positiivisemide-
finiitteja, eli O < A.

Olkoon H d-ulotteinen (d € N U {oo}) Hilbertin avaruus ja {¢,}¢_, sen jokin orto-

normaalikanta. Operaattorin S € L(H) sanotaan olevan jilkiluokkaoperaattori, kun

tr[v/S*S] .= Z((pnh/%cpn}g{ < 00.

n=1

Tésséd merkinnalli VA, kun O < A, tarkoitetaan spektraaliteorian mukaista positiivis-
ta yksikésitteista operaattorin A neligjuurioperaattoria. Jalkiluokkaoperaattorien joukkoa
merkitsemme symbolilla T(H). Yllaesitelty kuvaus tr : T(H) — C on, kuten tunnettua,

riippumaton kiytetystd ortonormaalikannasta. Jalkiluokkaoperaattorit ovat kompakteja,



joten niiden spektri on diskreetti, ja normaaleilla jalkiluokkaoperaattoreilla on siis dis-
kreetti spektraalihajotelma. On huomattava, ettd kun A € L(H) ja S € T(H), niin
AS, SA € T(H) ja tr[AS] = tr[SA]. Merkitsemme positiivisten jélkiluokkaoperaatto-
reiden joukkoa symbolilla T(H)*. Lisdksi merkitsemme symbolilla HS(H) avaruuden H
Hilbert-Schmidt-operaattoreiden joukkoa; ndmé ovat operaattoreita H : H — H, joilla
tr[H*H] < oo. Joukko HS8(H) on separoituva Hilbertin avaruus, kun sille valitaan sisitulo
(:)3s(30) asettamalla kaikille Hy, Hy € H8(IH)

(H1|Hg)3s(30 = tr[H] Hy).

Joukko L(H) voidaan varustaa erilaisilla lokaalisti konvekseilla topologioilla®: Erés
niistd on edellaméaaritellyn operaattorinormin generoima topologia. Vahva operaattorito-
pologia on karkein topologia, jonka suhteen jokainen kuvauksista L(H) 3 A — Ap € K,
¢ € H on jatkuva. Heikko operaattoritopologia on puolestaan karkein topologia, jonka
suhteen jokainen kuvauksista L(H) 3 A — (p|AY) g, ¢, ¥ € H, on jatkuva. Jalkiluok-

kaoperaattoreiden joukko T(JH) voidaan varustaa myos jélkinormilla
[S5ler = tr[v.5*5].

Normiavaruus (T(H), || - ||t:) on Banachin avaruus.
Kvanttiteoriassa systeemin tilaa kuvataan ns. tilaoperaattorilla, joka on positiivinen
jaljen yksi operaattori. Tilaoperaattorien joukkoa merkitsemme symbolilla S(H). Jokai-

sella tilalla 7" on kompaktisuudesta johtuen hajotelma

d d
T=> t.Plps), tn>0 YneN, > t,=1,
n=1

n=1
missé {p, }¢_; on d-ulotteisen (d € NU{oo}) avaruuden H jokin ortonormaalikanta. Toi-
nen kvanttiteorian kannalta merkittava operaattorijoukko on efektioperaattorien joukko
E(H) C Ls(H), jonka operaattoreille E patee O < E < [.

1.1.3 Operaattorimitat ja suureet

Kvanttiteoriassa operaattoriarvoiset mitat (operaattoriarvoiset o-additiiviset joukkofunk-

tiot) ovat térkeitd. Seuraavassa médrittelemme joitakin térkeimpié operaattorimittojen
alatyyppeja.

Maaritelma 1.1 Olkoon ) epatyhjd joukko ja A sen jokin o-algebra. Kuvausta M : A —
L(H) kutsutaan operaattorimitaksi, kun M(0) = O ja M on heikosti o-additiivinen siind

mielessd, ettd kun joukot B,,, n € N, ovat parittain alkiovieraita, niin

(oM (UnenBo) ) = 3~ (eI M(B.)Y)

neN
3Lokaalikonveksisuus mééritellddn seuraavassa luvussa.
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kaikilla @, v € H. Jos operaattorimitan M kuva-avaruus sisdltyy posititvisten operaatto-
reiden joukkoon, kutsutaan siti positiivioperaattorimitaksi (POM). Jos lisiksi M(Q2) = 1
(jolloin M(A) C E(H)), positiivioperaattorimittaa M kutsutaan semispektraalimitaksi tai
normitetuksi posititvioperaattorimitaksi. Mitalliselle avaruudelle (2, A) rakentuvien Hil-
bertin avaruudessa H operoivien semispektraalimittojen joukkoa merkitsemme symbolilla
O(A, H). Jos taas operaattorimitan M arvojoukko sisdltyy projektiohilaan P(H), kutsu-
taan sitd projektioarvoiseksi mitaksi, ja jos lisiksi M () = I, kutsutaan projektioarvois-

ta mittaa M spektraalimitaksi. Kaikkien o-algebrassa A madriteltyjen spektraalimittojen

P : A — P(H) joukkoa merkitsemme symbolilla (A, ).

Voidaan osoittaa, ettd spektraalimitan P € Y(A, H) voi karakterisoida semispektraali-
mittana, jolla patee

kaikilla By, By € A. Huomattakoon, ettd kun dim(H) < d ja o-algebra A sisdltdd vé-
hintdén d kappaletta erillisia alkioita {Bjy, ..., By}, taytyy patea P(By) = O jollakin
k =1,...,d, silla muuten olisi olemassa d kappaletta keskendén ortogonaalisia aliava-
ruuksia P(B)(H) € H, k = 1,..., d, mikd on mahdotonta; ortogonaalisuus todetaan
kayttamalla kaavaa 3.

Kun lauseeseen 1.5 sovelletaan mitta- ja integrointiteoriaa, saadaan tunnettu spekt-
raalilause (katso lahde [4]), joka yleistyy kaikille avaruuden H normaaleille operaattoreille,
ei vain rajoitetuille. Seuraavassa lauseessa kuten aina jatkossakin merkinnalld B(€2) tar-
koitetaan topologisen avaruuden () suppeinta o-algebraa, joka sisdltda kaikki avaruuden

2 avoimet joukot.

Lause 1.6 (Spektraalilause) Olkoon A : D(A) — H normaali operaattori. TdllGin on
olemassa yksikisitteinen spektraalimitta M* : B(o(A)) — P(H), jolle pitee (heikossa

mielessa)
A= / xdM*(x),
o(A)

eli siis kaikille ¢ € 3 ja 1p € D(A)
elav) = [ iy,

Missa Méw : B(U(A)) — C on kompleksimitta, joka mdadrdytyy kaavasta Méw(B) =
(p|MA(B)Y) kaikilla B € B(c(A)). Operaattorin A mddrittelyalue voidaan antaa muo-

dossa
D(A) = {z/; € i}(‘ / |a:\2dM£¢(ac) < oo kaikilla ¢ € J—C} )
o(A)
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Suureita kuvataan kvanttiteoriassa semispektraalimitoilla. Suure, jonka arvojoukko on
mitallinen avaruus (€2, A), on kuvaus, joka liittdd kuhunkin systeemin tilaan 7" € §(H)
mittaustulosten todennékdisyysjakauman (-mitan) pr : A — [0, 1]. Kun suuretta kuva-
taan semispektraalimitalla M, on systeemin tilalle 7' € 8§(H) maardytyvé todennékoisyys-
mitta p} : A — [0, 1],

A > B p(B) = tt[TM(B)]. (4)

Osiossa 1.4 annamme perustelun télle suureiden kuvaukselle ja tutkimme suureita suh-
teessa fysikaalisiin mittauksiin.
Merkitsemme kullekin M € O(B(R), H) ja k € N

MI[k] = /R 2*dM (z)

aina, kun kyseinen operaattori-integraali on olemassa tihedsti maériteltynéd (oleellises-
ti itseadjungoituna) operaattorina. Jos A on avaruuden H itseadjungoitu, mahdollises-
ti rajoittamaton operaattori, on tyypillisesti ddretén méara semispektraalimittoja M &
O(B(R), H), joilla M[1] = A. Merkitsemme néiden semispektraalimittojen joukkoa sym-
bolilla [A]. Lause 1.6 kertoo, ettd joukko [A] sisdltaé tarkalleen yhden spektraalimitan,
jota merkitsemme kuten lauseessa 1.6 symbolilla A/4. Tille spektraalimitalle pétee kai-
killa & € N [4] kaava
MAK] = AF.

Tamé ehto karakterisoi joukon [A] ainoan spektraalimitan. Itse asiassa spektraalimitta

M* on ainoa joukon [A] alkio, jolle pitee
MA[2] = A%

Muilla semispektraalimitoilla M € [A] operaattori M[2] — A? on nollasta poikkeava
ja positiivinen aina, kun M|2] on méiritelty. Operaattoria M|[2] — A% =: Dy, kutsu-
taan semispektraalimittaan M liittyvéksi hdlyoperaattoriksi. Voimme maérata semispekt-
raalimittaan (suureeseen) M liittyvén varianssin Var(M,T') systeemin tilassa 7' lukuna
tr[T M |[2]] — tr[T A]?. Huomaamme vilittomisti, ettd Var(M,T) = Var(M4, T) +tr[T D).
Joukossa [A] pienin varianssi on siis spektraalimitalla M# kaikilla tiloilla ja semispekt-

raalimitan M varianssin eron optimaalista Var(M#, T') méirid hily Dyy.

1.1.4 Yhdistetyt kvanttisysteemit

Usein kvanttisysteemeja on hyodyllistd tarkastella useamman alisysteemin yhdisteena.
Esimerkiksi, kun systeemit 8; ja 89 vuorovaikuttavat keskenédén, paddymme tutkimaan
yhdistettd 8; 4+ 85. Jos systeemien 81, 83 Hilbertin avaruudet ovat vastaavasti H; ja Ho,

mikd Hilbertin avaruus tulisi liittda yhdisteeseen 8; + 837 Kun systeemit 81, 8o ovat
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identifioitavissa yhdisteen 81 4+ 85 osina, yhdisteen Hilbertin avaruuden H ja alisysteemien

Hilbertin avaruuksia H; ja Hy sitoo bilineaarikuvaus t : H; x Hy — H, jolle

e vektorijoukon {t(v,v)|¢ € Hy, ¥ € Hy} lineaarinen verho on avaruuden H tihed

osajoukko ja

o (t(¢1,V1)[t(p2,12)) = (@1]|p2) (Y1 |1he) kaikilla @y, w2 € Hy ja 1y, Yo € Ho.

Voidaan helposti osoittaa [4], ettd kun avaruudet H;, Hy ovat kiinnitetyt, pari (H, t)
voidaan aina konstruoida, ja tamé pari on oleellisesti yksikésitteinen, eli kun (H’, ¢') on
jokin toinen yllikuvatun kaltainen pari, on olemassa isometrinen isomorfismi ® : H — H’,
jolla ®ot = ¢'. Tamén yksikésitteisyyden takia merkitdéan kullekin parille (H, ¢) yksinker-
taisesti t(p, ¥) = ¢ ® ¥ kaikilla p € Hy, 1 € Hs, ja H = H; @ H,. Bilineaarioperaattoria
® kutsutaan tensorituloksi. Kun alisysteemien Hilbertin avaruudet ovat H; ja Iy, on
yvhdisteen Hilbertin avaruus oleellisesti yksikésitteinen tensorituloavaruus H; ® Hs.

Kun A; ja A, ovat avaruuksien H; ja vastaavasti Hy (tihedsti méériteltyjd) operaatto-
reita, méaarittelemme niiden tensoritulon A; ® A, asettamalla A} ® Ay (p®1Y) = A1p® Axp
kaikilla ¢ € H; ja ¢ € Hy. Koska joukon {¢ @ ¥ | ¢ € H;y, ¥ € Hy} lineaarinen verho on
madritelmén mukaan tihed avaruudessa H; ® H,, on operaattori A; ® Ay yksikésitteisesti
maédritelty. Jos T € T(H; ® Hs), tarkoitetaan operaattorista 17" avaruuteen H; redusoi-
dulla operaattorilla 77 sitd yksikasitteistda avaruuden H; jalkiluokkaoperaattoria, jolle
tr[T1A] = tr[T(A® I)] kaikilla A € L(F;). Talloin erityisesti (p|T1¢) = tr[T (1) (| @ I)]
kaikilla ¢, 1 € JH;, missad puolestaan

V) (eln = (elmv,  ne .

Redusoitu operaattori avaruudessa H, maéritelladn samoin. Usein merkitdan myos 77 =
trog, [T], To = trgq [T, ja operaattoreita T ja Tp kutsutaan myds operaattorin 7' jéljiksi
yli avaruuden H, ja vastaavasti yli avaruuden H;. Olettakaamme yll&, ettd T on tilao-
peraattori, joka kuvaa yhdistetyn systeemin 8; + 8, tilaa. Koska tr[TE ® I] = tr[T1 F] ja
tr[T1 @ F| = tr[T3] kaikilla £ € E(FH;) ja F' € E(Hy), on tilaoperaattoreilla T} ja T5 kaikki
osasysteemejé erikseen koskevat ominaisuudet: T} on siis osasysteemin §; tila k = 1, 2.
Tasté el toki seuraa 7' =T Q@ Ts.

1.2 Yleisia merkintoja ja kasitteita

Esittelemme seuraavaksi joitakin perusmerkintdja, joita tarvitsemme jatkossa. Jatkossa
méaéarittelemme luonnolliset luvut joukkona N = {1, 2, 3,...}. Jos m € N, merkitsemme
symbolilla N, joukkoa {1,..., m} ja Ny := N.

Olkoon (X, A, u) mitta-avaruus (p on ei-negatiivinen) ja € Banachin avaruus. Mer-
kitsemme symbolilla LH(X, u; €), p > 1 sellaisten funktioiden f : X — & joukkoa, joilla
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funktio X 3 z — || f(x)||” on u-integroituva. Sanomme, ettd funktiot f, g ovat ekvivalen-
tit, jos joukko {z € X | f(z) # g(z)} sisdltyy johonkin joukkoon N € A, jolla u(N) = 0.
Voimme muodostaa vastaavien ekvivalenssiluokkien joukon LP(X, u; €). Voidaan todeta,

ettd ndma joukot ovat Banachin avaruuksia normin || - ||,,

= ([ wrrane)

suhteen. Selvistikadn ylldoleva kaava ei riipu ekvivalenssiluokan [f] edustajan valinnasta.
Samaistammekin usein naiden avaruuksien alkiot vastaaviin funktioihin, kun ymmarram-
me melkein kaikkialla yhtyvien funktioiden edustavan samaa vektoria. Merkitsemme myos
(LPNLYY(X, p; €) = LP(X, pu; E) N LI(X, p; €) ja LP(X, p; C) =: LP(X, u). Jos mitta
p on asiayhteydesté selvd, merkitsemme usein yksinkertaisesti LP(X, p) = LP(X).

Avaruudet L*(X, p; M), missi M on Hilbertin avaruus, ovat Hilbertin avaruuksia.
Alkioiden [¢], [1] € L*(X, p; M) vilisen sisétulon antaa kaava

() = /X (@) (@) acda().

Tamakaan kaava ei riipu edustajien valinnasta, ja usein vektorit samaistetaankin funk-
tioihin, “aaltofunktioihin”, kunhan muistetaan, ettd melkein kaikkialla yhtyvéat funktiot
edustavat samaa vektoria. Avaruus L*(X, yu; M) on unitaariekvivalentti tensorituloava-
ruuden L*(X, p) ® M kanssa. Erityisesti L?(R") := L*(R", d"x), n € N, (d"x on Le-
besguen mitta) on Hilbertin avaruus, joka koostuu nelidllisesti Lebesgue-integroituvista
funktioista ¢ : R®™ — C modulo nollamitalliset muutokset. Vektoreiden ¢, v € L?(R")

valinen sisatulo méadaritellaan kaavalla
(el = | PO d'x

Olettakaamme, ettd (X, 7) on topologinen avaruus, joka toteuttaa toisen numeroitu-
vuusaksiooman, eli ettd topologialla 7 on numeroituva kanta s¢. Télloin jokaisen avoimen
osajoukon U C X voi lausua numeroituvana unionina kannan s alkioista. Vastaavan
Borelin o-algebran B(X, 7) generoi nyt numeroituva rengas, joka koostuu kannan s al-
kioiden &arellisistd unioneista; o-algebra B(X, 7) on siis numeroituvasti generoitu. Téstéa
seuraa suoraviivaisella mittateoreettisella paittelylld, ettd Hilbertin avaruus L*(X, p; M)
on separoituva, kun M on separoituva Hilbertin avaruus ja topologinen avaruus X tayttaa
toisen numeroituvuusaksiooman.

Kun d-ulotteiselle (d € NU{oo}) separoituvalle Hilbertin avaruudelle H valitaan orto-
normaalikanta {e; |k € Ny}, voimme muodostaa isometrisen homeomorfian avaruuksien
J ja C? vilille, jos d < oo, samaistamalla kantavektorin e; avaruuden C? k:mnen kanta-

vektorin kanssa kaikilla & € Ny. Jos taas JH on dareténulotteinen, voimme samalla tavalla
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samaistaa sen avaruuden

:{f:N—>(C

DRI < 00} = L*(N, v)

keN

kanssa. Téssé v on luonnollisten lukujen lukumésramitta. Vektoreiden f, g € 12 viilinen
sisdtulo méaritelladn lukuna (f|g); = > o f(k)g(k). Nain ollen Hilbertin avaruuksia on
olemassa oleellisesti vain yksi kutakin ortonormaalikannan kardinaliteettia d € N U {oo}
kohden.

Seuraavaksi méarittelemme edellisten konstruktioiden yleistyksen, suoran integraalin.
Olkoon (X, A, v) jélleen mitallinen avaruus, missd v on reaalinen ei-negatiivinen mitta
ja (H,, (:|-)x) separoituva Hilbertin avaruus jokaisella x € X. Olkoon liséksi {ej | k € N}
joukko vektorikenttid yli X:n, eli ex(x) € H, kaikilla k € N ja = € X, joilla kuvaus
X 3 2 — (ex(x)|e)(x)), on mitallinen kaikilla k, I € N ja joukon {ex(x)|k € N} line-
aarinen verho on tihed avaruudessa H,. Talloin joukossa X maédriteltya vektorikenttaa
o, p(r) € H, kullakin = € X, sanotaan mitalliseksi, kun kuvaukset = — (ex(z)|p(2)).
ovat mitallisia kaikilla k£ € N. T&ll6in avaruusparvea {H, |z € X} sanotaan mitallisek-

st kentdksi Hilbertin avaruuksia yli avaruuden X. Naiden Hilbertin avaruuksien suoralla

/X "9, dv () (5)

tarkoitetaan Hilbertin avaruutta, joka koostuu mitallisista kentistd ¢ yli avaruuden X,

integraalilla

joille
/||<P )2 dv(z) < oo,
o)

missi on merkitty ||¢(z)]|? = (¢(z)|o(2)),. Kahden téllaisen kentén ¢, 1 € fx H, dv(x)

sisdtulo maaritelladn kaavalla

(ol = /X (o (@) (x)) o).

Kiinnittamalla daretonulotteisen separoituvan Hilbertin avaruuden M ja valitsemalla iso-
metrian W, : H, — M kullakin x € X voimme upottaa suoran integraalin f ff H,dv(x)
isometrisesti avaruuteen L?(X, v; M). Téllaisia upotuksia tarvitsemme vastaisuudessa.
Olkoon A kentté rajoitettuja operaattoreita yli X:n, eli A, € L(H,) kaikilla x € X.
Operaattorikenttdd A kutsutaan mitalliseksi, jos kenttd X > x +— A,p(z) on mitallinen
kaikilla mitallisilla kentilla ¢. Usein merkitaan
@
A= / A, dv(z).
X
Téllaisia suoraintegraalioperaattoreita A kutsutaan usein avaruuden | )6; H.dv(zx) hajoa-

viksi operaattoreiksi. Hajoava operaattori on rajoitettu tarkalleen silloin, kun

|A]l = esssup || Azl < oo
zeX
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Téssé avaruuden H, operaattorinormia on merkitty symbolilla || - ||, kullakin z € X.

Olkoon X # () ja V jokin vektoriavaruus. Kun f : X — V, merkitsemme supp(f) =
{z € X | f(z) # 0}. Kutsumme téta joukkoa funktion f tueksi tai kantajaksi. Jos X on
topologinen avaruus, sanomme, ettd funktio f : X — V on kompaktitukinen, kun sen tuki
sisaltyy johonkin kompaktiin joukkoon. Jos V on normiavaruus, merkitsemme kompak-
titukisten ja jatkuvien funktioiden f : X — V avaruutta symbolilla C.(X; V). Jalleen
merkitsemme C.(X; C) =: C.(X). Jos X on topologinen avaruus ja V on normiavaruus,
sanomme funktion f : X — 'V hdvidvdn ddrettomyydessd, jos jokaisella € > 0 on olemassa
kompakti joukko K., jolla || f(x)|| < e kaikilla z € X \ K.. Merkitsemme &arettomyy-
dessé hévidvien jatkuvien funktioiden f : X — 'V joukkoa symbolilla Co(X; V). Jélleen
Co(X; C) =: Co(X).

Tarvitsemme jatkossa myos joitakin erityisid topologisia kasitteita. Sanotaan, ettd to-
pologisen avaruuden X osajoukko Y on tihed, kun jokaisen pisteen z € X jokaisesta ym-
péristosté 10ytyy joukon Y piste. Metrisen avaruuden (X, d) tapauksessa tdmé vastaa sité,
ettd jokaista z € X ja e > 0 kohti on olemassa y € Y, jolla d(z,y) < e. Topologinen ava-
ruus X on Hausdorffin avaruus tai tyyppié T5, jos aina, kun valitsemme pisteet x, y € X,
x # y, on olemassa néiden pisteiden avoimet ympéristot U > = ja V' 2 y, jotka ovat erilli-
sia, eli UNV = (. Avaruus X on lokaalisti kompakti, kun sen kaikilla pisteilld on olemassa
jokin kompakti ymparisto. Jokainen lokaalisti kompakti toisen numeroituvuusaksiooman
tayttava avaruus X on o-kompakti, eli on olemassa kompaktit joukot K; C X, j € N, joilla
U sen I[85 = X. Olkoon X on lokaalisti kompakti toisen numeroituvuusaksiooman téyttéava
topologinen avaruus, jonka topologialla siis on numeroituva kanta » = { By | k € N}. Ol-
koon JF C s sellainen kokoelma kannan joukkoja, joiden sulkeuma on kompakti. Kokoelma
JF on epatyhja, silla jos otamme mielivaltaisen pisteen z € X, voimme valita sille kompak-
tin ympériston K, joka puolestaan sisiltid siis jonkin By, € s. Talloin myds By, C K, eli
By € F. Jos olisi olemassa suljetun joukon X \ ( UBE,}B) =:Y piste y, voimme valita sille
kompaktin ymparistén L ja avoimen ympaériston B; € », B; C L. Huomaamme nyt, etta
B, C L, jolloin B, € F, mikii on mahdotonta. Siis X = |J peg B, jolloin tietenkin myds
X=U BES"E’ missd unioni on numeroituva. Tarvitsemme téta tulosta tuonnempana

Olkoon X topologinen avaruus ja ~ sen jokin ekvivalenssirelaatio. Kuten tunnet-
tua ekvivalenssiluokat [z] = {y € X |y ~ 2z}, © € X muodostavat avaruuden X par-
tition. Voimme muodostaa tekijdavaruuden X/ ~, jonka alkiot ovat tekijaluokkia ja jon-
ka varustamme tekijitopologialla, joka on karkein topologia, jonka suhteen tekijaprojektio
X >z [z] € X/ ~ on jatkuva. Aina kun jatkossa kisittelemme tekijaavaruuksia, ne va-
rustetaan automaattisesti tekijatopologialla. Topologisten ryhmien G tapauksessa kukin
suljettu aliryhmé H < G maééras ekvivalenssirelaation g ~ h, kun gh™! € H ja vastaavaa
tekijaryhméaa merkitaan symbolilla G/ H. Tarvitsemme my0s tulotopologian késitetté. Ol-

koon joukko J epétyhja ja olkoon X; epatyhja topologinen avaruus kullakin ¢ € J. Valinta-
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aksiooman mukaan voimme aina muodostaa funktioita f :J — (J,c, X;, joilla f(i) € X;
kullakin ¢+ € J. Nédiden kuvausten joukkoa kutsutaan avaruuksien X;, ¢ € J, karteesiseks:
tuloksi, jota merkitéén symbolilla [[,., X; ja joka tyypillisesti varustetaan karkeimmal-
la topologialla, jonka suhteen sijoituskuvaukset [[,.,X; > f — f(i) € X;, i € J, ovat
jatkuvia. Tété topologiaa sanotaan tulotopologiaksi. Jos téssé avaruudet X;, ¢ € J, ovat
kompakteja, ns. Tihonovin lause sanoo, ettd karteesinen tulo on tulotopologian suhteen
kompakti.

Tarvitsemme jatkossa myos normiavaruuden duaalin heikon topologian® kisitetti. Ol-
koon € normiavaruus yli kunnan K, K = R tai K = C, ja & sen (topologinen) duaali eli
K-lineaarikuvausten f : &€ — K joukko, joilla

sup | f(z)] < oc.
Jall<1

Duaalilla on luonnollinen téydellinen normi || f[| := supy, <1 |f(z)|, f € &, mutta se voi-
daan varustaa myos heikommalla topologialla, joka on karkein topologia, jonka suhteen
sijoituskuvaukset &' 3 f +— f(x) € K, x € &, ovat jatkuvia; selvéistikin tdmé heikko topo-
logia on normitopologiaa karkeampi. Tulemme huomaamaan, ettd ndmaé heikot topologiat
ovat esimerkkeja ns. lokaalisti konvekseista topologioista, jotka médritelladn seuraavassa
luvussa. Tihonovin lauseesta seuraa helposti, ettd normiavaruuden € duaalin & luonnol-
lisen normin mukainen yksikkopallo {f € &'|||f|| < 1} on heikon topologian suhteen
kompakti; tdta tulosta kutsutaan Banachin-Alaoglun tai Alaoglun-Bourbakin lauseeksi.

Todistus on oleellisesti sama, kuin lauseen 2.7.

1.3 Tilat ja efektit

Olkoon § fysikaalinen systeemi, jota pyrimme kuvaamaan. Systeemin tilaa kuvataan pre-
parointimenetelmilld tai -instrumenteilla, todellisilla, fysikaalisilla menetelmilla tai lait-
teilla, joilla systeemi on valmistettu. Kutsumme néita fysikaalisen tilan eri kdytannon
realisaatioita preparoinneiksi. Toisaalta systeemille voi tehdd yksinkertaisia mittauksia;
systeemin § annetaan vuorovaikuttaa jonkin muun systeemin kanssa (mittalaite), ja mah-
dollisesti tapahtuvat muutokset systeemissé rekisterdidaan. Yksinkertaisimmillaan téllai-
nen mittaus on sellainen, etta vain yhdenlainen muutos on mahdollinen tai sitten muutok-
sia systeemissé ei tapahdu lainkaan. Téllaisia mahdollisimman yksinkertaisia mittauksia
kutsutaan rekisteroinneiksi.

Kuvitelkaamme, ettd meilld on kiytettavissd mielivaltaisen monta identtisesti mene-
telmalla p preparoitua systeemié, joista n kappaleelle suoritamme rekisterdintiproseduu-
rin e. Olettakaamme, ettd saamme tuloksen -+, siis rekisterdinnin mittaama muutos ta-

pahtuu, n, kappaleessa systeemeja, jolloin vastakkainen tulos —, muutosta systeemissa

4T#std topologiasta kiytetdin myds nimid w-*-topologia ja heikko-*-topologia.
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ei tapahdu, n_ := n — n, kappaleessa systeemeja. Tehkddmme “ergodinen” oletus, etta
suhteellinen frekvenssi n, /n (vastaavasti n_/n) suppenee luvun n kasvaessa kohti lukua
(ple) € [0,1] (vastaavasti lukua 1 — (p|e) kohti). Lukua (p|e) sanotaan todennékoisyydek-
si, jolla preparoinnilla p valmistetussa systeemissd tapahtuu rekisteréinnin e mittaama
muutos.

Voimme méaréta systeemin 8 preparoinneille ekvivalenssirelaation: sanomme, etté pre-
paroinnit py, ja ps ovat ekvivalentit, jos kaikki niille suoritetut yksinkertaiset rekisterdinnit

tuottavat samat todennékoisyydet, eli

(p1le) = (p2le)

kaikilla rekisteroinneillda e. Samaten méairaamme rekisteroinneille ekvivalenssirelaation

méaaraamalld rekisterdinnit eq, ja e; ekvivalenteiksi, kun

(pler) = (plez)

kaikilla preparoinneilla p. Sanomme preparointien ekvivalenssiluokkia tiloiksi; kyseessa
ovat siis oleellisesti fysikaalisilta ominaisuuksiltaan yhtenevien systeemin valmistusme-
netelmien joukkojen parvi. Rekisterdintien ekvivalenssiluokkia kutsumme efekteiksi. Ti-
lajoukkoa merkitsemme symbolilla &. Efektit edustavat fysikaalisen systeemin 8 mitat-
tavissa olevia perusominaisuuksia; tarkemmin sanoen naiden ominaisuuksien mittausten
keskenddn ekvivalentteja realisaatioita. Efektijoukkoa merkitsemme symbolilla €. Kun
peTl € Gjaec E e & merkitsemme

(TE) := (ple)-

Selvéstikin luku (7'|E) on hyvin mééritelty. Luku (7'|E) merkitsee todennékoisyytté, etté
tilassa T' systeemilld § on efektin E ilmaisema tai mittaama ominaisuus. Huomaamme
helposti, etté kaksi tilaa T, Ty ovat samat, tarkalleen silloin, kun (71| F) = (T3|E) kaikilla
E € €. Toisaalta Fy, Ey € € ovat samat tarkalleen silloin, kun (T'|E;) = (T'|E») kaikilla
T e 6.

Kvanttimekaanikan Hilbertin avaruus -muotoilussa tilajoukkoa kuvaa tilaoperaattorei-
den joukko 8§(%H) ja efektijoukko on efektioperaattoreiden joukko E(H), kun systeemid 8
kuvaa Hilbertin avaruus H. Kun 7' € §(H) ja E € E(H) maarataan nyt (T|E) = tr[TE].
Tama muotoilu Hilbertin avaruudessa on perusteltavissa tietyilla preparointeja ja rekiste-
rointeja koskevilla fysikaalisesti motivoiduilla aksioomilla. Erityisesti kvanttilogiikka tar-
kastelee erdstd efektijoukon € osajoukkoa, propositiojoukkoa £, jolta vaaditaan tietty-
jé hilateoreettisia ominaisuuksia. Systeemin tilat puolestaan méaritellaan propositiohilan
£ todennikoisyysmittoina. Néistd 1dhtokohdista voidaan konstruoida teosta [6] seuraten
kvanttimekaniikalle seuraavanlainen muotoilu: Propositiohila voidaan mieltda jonkin in-
volutiivisen kunnan K yli muodostetun vektoriavaruuden V “suljettujen” aliavaruuksien

hilana. Aliavaruuden sulkeuman maéaaraa eras seskvilineaarimuoto m : V x V — K.
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Tietyilla lisivaatimuksilla voidaan kunta K valita joksikin kunnista R, C tai F (reaalis-
ten kvaternionien kunta). Tlloin V on vastaava reaalinen, kompleksinen tai kvaternioni-
nen Hilbertin avaruus. Tapauksessa K = C, kun systeemié kuvaa kompleksinen Hilbertin
avaruus 3, tilat ovat propositiohilan £ = P(H) mittoja o : P(H) — [0, 1], joilla a(O) = 0,
a(l) =1ja a(} ey Pr) = D ren @(Pr), kun projektiot Py, k € N, ovat keskenéén ortogo-
naalisia, eli PP, = O aina, kun k # [. Selvistikin kukin 7" € §(H) méérittelee téllaisen
mitan «, kun asetamme «(P) = tr[T'P] kaikille P € P(H). Gleasonin lause toteaa, ettd

useimmissa tapauksissa muunlaisia projektiohilan mittoja ei olekaan |7].

Lause 1.7 (Gleason) Jokaista todenndkdisyysmittaa o : P(H) — [0, 1] kohti on olemas-
sa yksikasitteinen jaljen 1 positiivinen operaattori T € $(H), jolla a(P) = tr[T'P] aina,
kun dim (3) > 3.

Néin paadymme tdmén luvun alussa esiteltyyn kvanttimekaniikan Hilbertin avaruus -

muotoiluun.

1.4 Mittaukset ja suureet

Kvanttiteoriassa suure M méirii kullekin tilalle T € §(H) todenniksisyysmitan p}! yli
suureeseen liittyvin arvoavaruuden (mitallisen avaruuden) (€2, A), joka mielletddn sureen
mittaustulosten todennikoisyysjakaumana, kun systeemi on tilassa 7.5 Suureeseen M liit-
tyviin todennikdisyysmitta-arvoisen kuvauksen §(H) > T +— p)! vaaditaan olevan affiini,
eli kun 71, To € 8(3) ja t € [0,1], niin pjf, (g, = tpp, + (1 — O)ph. Kun laajen-
namme suureeseen M liittyviit affinit kuvaukset §(3H) > T +— p}(B) kullakin B € A
koko jalkiluokkaoperaattorien joukkoon T(H), ndemme, ettd suureen voi mieltéaé funktio-
naaliarvoisena kuvauksena A 3 B +— fp € T(H)', missd T(H) on Banachin avaruuden
(T(H), || - |e) (topologinen) duaali, jolloin suureen todennékéisyysjakauman tilassa 7' an-
taa p¥ (B) = fp(T). Olemme edellisessé osiossa jo médritelleet suureet semispektraali-
mittoina, jolloin kaavan 4 kautta méardytyy affiini todennakdisyysmitta-arvoinen kuvaus
8§(H)>T — p.

Toisaalta kaikki affiinit mitallisen avaruuden (2, A) todennékoisyysmitta-arvoiset ku-
vaukset 8(H) > T — pr saadaan jostain semispektraalimitasta M : A — E(H) asetta-
malla pp(B) = tr[TM(B)] kaikilla B € A. Témén nihdiksemme esittelemme duaalia
T(JH)" koskevan tuloksen [3], [8].

*Luku p} (B) tulkitaan todennikdisyydeksi, jolla suureen mittaus tuottaa tuloksen joukosta B €
A, kun tutkittava systeemi on tilassa T'. Toisin sanoen, jos suoritamme saman suureen M mittauksen
n kappaleelle identtisid systeemejé, joista kukin on tilassa T, ja tulos on joukossa B € A niistd np
kappaleessa, tarkoitetaan luvulla p}!(B) suhdelukujen np/n asymptoottista rajaa, kun toistolukua n
kasvatetaan.
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Lause 1.8 Olkoon A € L(H). Tdllgin, kun mddritelliin fa : T(H) — C,
fa(T) = tr[T Al

on voimassa fa € T(H) ja ||fall = ||A|l. Toisaalta, kun f € T(H)', pitee f = fa jollain
A € L(H). Duaali T(H) on homeomorfinen Banachin avaruudelle (L(H), | - ||), missd

| - || on tavallinen rajoitettujen operaattoreiden operaattorinormi.

Olkoon affiini kuvaus 8(H) 2 T — pr kuten ylla, ja méaaritelkidimme kullakin B € A af-
fiini kuvaus fp : S(H) — [0,1], f(T) = pr(B) kaikilla T € §(H), jonka laajennamme du-
aalin T(H)" alkioksi, jota merkitsemme samalla symbolilla. Edellisen lauseen nojalla kul-
lakin B € A on olemassa rajoitettu operaattori M (B), jolla pr(B) = fp(T) = tr[TM(B)]
kaikilla 7" € S§(H). Vaatimalla lisdksi, ettd pr on mitallisen avaruuden (€2, A) todenné-
koisyysmitta kaikilla 7" € 8(H), saadaan suoraviivaisesti seuraava tulos, joka oleellisesti
toteaa, ettd kaikki mitalliselle avaruudelle (€2, A) rakentuvat suureet, eli affiinit avaruu-
den (€, A) todennikdisyysmitta-arvoiset kuvaukset 8(H) > T — pr, saadaan jostakin
semispektraalimitasta M € O(A, H).

Lause 1.9 Olkoon affiini kuvaus 8(H) > T +— pr sellainen, ettd pr on mitallisen ava-
ruuden (Q, A) todenndkdisyysmitta kullakin T € S(H). On olemassa yksikdsitteinen se-
mispektraalimitta M € O(A, H), jolla

pr(B) = tr[TM(B)]
kaikilla T € 8(H) ja B € A.

Miké sitten on suureiden, eli semispektraalimittojen, ja itse mittausten vilinen yhteys?
Olemme jo esitelleet mitat p}! kullakin 7' € §(H) suureen M mittauksessa saatavina mit-
taustulosjakaumina, joten on oleellista kuvata itse mittaustapahtuma kvanttimekaanisesti.
Kvanttimekaniikan mittausteoriassa suure méaraytyy siihen liittyvin mittausjérjestelyn
kautta; tdma yhteys suureen ja mittauksien vélilla johtaa jilleen siihen, ettd voimme miel-
taa suureet semispektraalimittoina, jollaisina olemme ne jo ylla méaaritelleet. Téalloin kaava
4 antaa suureeseen liittyvat mittaustulostodennikoisyydet kullekin systeemin tilalle.

Tutkikaamme fysikaalista systeemid 8, jota kuvaa d-ulotteinen (d € N U {co}) Hil-
bertin avaruus H. Pyrimme mittaamaan systeemin jotain ominaisuutta (suuretta) M,
johon liittyy mitallinen arvoavaruus (€2, A). Aina kun suoritamme systeemin mittauksen
systeemi kytketdan johonkin mittalaitteeseen M, johon liittyvaéd Hilbertin avaruutta mer-
kitsemme symbolilla K. Olettakaamme, ettd mittalaite on preparoitu tilaan Ty € $(XK).
Systeemin ja mittalaitteen yhdistettd § + M kuvataan Hilbertin avaruudella H ® K. Jos
tutkittava systeemi on mittaushetkelld tilassa T € §(HH), on yhdistetty systeemi talléin
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tilassa T' ® Ty. Mittauksen kannalta oleellinen tieto siirretdén seuraavaksi systeemistd &
mittalaitteeseen. Téma tapahtuu siten, etté systeemi 8 ja mittalaite M fysikaalisesti vuo-
rovaikuttavat keskenéaan. Yksinkertaisuuden vuoksi oletamme, ettd vuorovaikutusta kuvaa
unitaarioperaattori U € U(H @ K), jolloin vuorovaikutus muuntaa yhdistetyn systeemin
tilaan U(T ® To)U*.

Oletamme, ettd mittalaitteella on jokin suoraan mitattava ominaisuus, osoitinsuure P,
jonka voi suoraan lukea esimerkiksi viisarilta tai mitta-asteikolta.® Oletamme, etti osoitin-
suureen P arvoavaruus on mitallinen avaruus (€2, A), joka on siis itse mittauksen arvoava-
ruus. Oletamme, ettd osoitinsuure voidaan mieltdéd semispektraalimittana P : A — E(XK)
ja etta siihen liittyvéit todennédkoisyydet saadaan kaavan 4 mukaisesti. Maarittelemme
mittauksen nelikkond 9 = (XK, Tp, U, P), joka siséltdéd mittalaitteeseen liittyvén Hilbertin
avaruuden K, mittalaitteen alkutilan 7j, mittausvuorovaikutuksen U ja osoitinsuureen P.
Mittauksen tuottama mittaustulosten todennékodisyysjakauma (-mitta) systeemin tilassa
T on muotoa

pR(B) = tr[U(T ® To)U*(I ® P(B))],  B€A. (6)

Mittaus 9 = (K, Tp, U, P) maaraa kullekin B € A systeemin alkutilan muunnoksen
IR $(H) — T(H),
I5(T) = trac[U(T @ To)U*(I ® P(B))]. (7)

Néamé kuvaukset ovat affiineja ja ne voidaan laajentaa koko jalkiluokkaoperaattorien jou-
kon T(H) lineaarikuvauksiksi. Merkitsemme tété laajennusta samalla symbolilla 7% . Ope-
raattorin J?(T ) voi tulkita normittamattomaksi systeemin 8§ lopputilaksi silld ehdolla,
ettd mittauksen 9N jalkeen osoittimelta luetaan tulos joukosta B. Naméa kuvaukset J?,

B € A, ovat esimerkkeja niinsanotuista operaatioista.

Maaritelma 1.2 Lineaarikuvausta ® : T(H) — T(H), jolla ®(T) > O kaikilla positiivi-
silla T € T(H) ja
0<tr[®(T)] <1

kaikilla T € 8(H), kutsutaan Schrédinger-operaatioksi tai S-operaatioksi.

Kun @ on S-operaatio, voidaan sille lauseen 1.8 mielessi mééritelld adjungaatti (trans-
poosi) ®* : L(H) — L(H) kaavalla

tr[T9*(A)] = tr[®(T)A]

SEris ilmeinen osoitinsuuretta koskeva ongelma nousee kuitenkin esiin: jotta mittaustulos voidaan lu-
kea osoittimelta, olisi osoitinsuureen oltava mittalaitteen lopputilan trq¢[U (T @ To)U™*] objektiivinen suure
kaikilla 7' € $(H). Tdmé tuottaa ongelmia tavanomaisen Hilbertin avaruus -formalismin nidkokulmasta,
ja onkin ehdotettu, ettd osa mittauslaitteen toiminnasta kuten signaalinvahventamisesta olisi selitettéva
klassisesti. Tatd problematiikkaa on késitelty tarkemmin ldhteessé [9].
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kaikilla 7" € T(H) ja A € L(H). Selvisti &* on lineaarinen ja se on positiivinen, eli
d*(A) > O, kun A > O. Sanomme, etté positiivinen lineaarikuvaus ¥ : L(H) — L(H) on
normaali, kun kaikilla nousevilla, ylhddltd rajoitetuilla jonoilla (A, )nen C Ls(H) (siis on
olemassa B € L (H), jolla A, < B kaikilla n € N, ja A,, > A,,, kun n > m) on voimassa
sup,eny Y(A,) = VU(A), kun sup, .y A, = A € L(H). Téassa A € L,(FH) on operaattori,
jolle patee A > A, kaikilla n € N ja jos A’ > A, kaikilla n € N on oltava A’ > A. Kun &

on S-operaatio, on sen adjungaatti ®* esimerkki ns. Heisenberg-operaatioista.

Maaritelma 1.3 Normaalia, positivista lineaarikuvausta U : L(H) — L(H) sanotaan

Heisenberg-operaatioksi tai H-operaatioksi, jos
O<W()<I
Kaikki H-operaatiot saadaan ilmaistua S-operaatioiden adjungaatteina [2], [3]:

Lause 1.10 Olkoon ® S-operaatio. Talloin ®* on H-operaatio. Jos taas V on H-operaatio,
on olemassa S-operaatio ®, jolla ¥ = ®*. Tdimd vastaavuus S- ja H-operaatioiden vaililld

on bijektiivinen.

Tamén vastaavuuden takia puhutaankin yleensé vain operaatioista, joilla on Schrédin-
gerin ja Heisenbergin esitykset. Tarvitsemme vield lineaarikuvausten W : L(H) — L(H)

tayspositiivisuuden kasitetta.

Maaritelma 1.4 Olkoon ¥ : L(H) — L(H) lineaarikuvaus ja madritelkaamme kullakin
n € N lineaarikuvaus ¥y, : M, (L(H)) — M, (L(H)) (tissi M, (L(H)) on matriisialebra
yli operaattorialgebran L(H)) asettamalla kaikille (Ai,j)gszl € M, (L(H))

Vo ()i ) = (W(A))7

Sanotaan, ettd lineaarikuvaus ¥ : L(H) — L(H) on n-positiwinen, jos V,(6*&) > O
(matriisimielessi) kaikilla & € M, (L(H)). Lisiksi U on tdyspositiivinen, jos se on n-

posititvinen kaikilla n € N.

Jatkossa sanomme, ettd S-operaatio ® on téyspositiivinen silloin, kun sen adjungaatti
®* on tayspositiivinen. S-operaatioiden tayspositiivisuuden voi karakterisoida Stinesprin-

gin dilaatiolauseesta seuraavalla Kraussin hajotelmalla [2], [3], [10]:

Lause 1.11 S-operaatio ® on tdyspositiivinen tarkalleen silloin, kun on olemassa nume-
roituva operaattoriparvi {A; € L(H) |i € 1}, jolla
=Y ATA;,  TeT(H) (8)
iel
missd sarja suppenee jalkinormin suhteen. Kaavan 8 mukaista hajotelmaa kutsutaan usein

tayspositiivisen operaation ® Kraussin hajotelmaksi.
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Kuten olemme edelld havainneet, mittaus 9% liittda kuhunkin B € A operaation J?.
Huomaamme, etté téllainen operaatioarvoinen kuvaus (mitta) B +— Jg? on esimerkki ns.

mstrumentista.

Maaritelma 1.5 Olkoon (2, A) mitallinen avaruus. S-operaatioarvoinen kuvaus A >

B +— Jp on Schridinger-instrumentti eli S-instrumentti, jos
o tr[Jo(T)] = tx[T] kaikilla T € T(3),

® Iy, B (1) = 2 enIB.(T) kaikilla erillisilli jonoilla {B, € A|ln € N} ja T €

T(H), missa sarja suppenee jdlkinormin suhteen.

Jos B +— Jp on S-instrumentti, kutsutaan kuvausta B — I3 vastaavaksi Heisenberg-
instrumentiksi eli H-instrumentiksi. Lisiksi S-instrumentti on tayspositivvinen, jos I3 on

tdyspositiivinen kaikilla B € A.

Huomaamme, ettd mittausjarjestely 91 synnyttda yllaesitellylla tavalla instrumentin
A>Bw— ﬂ?, jonka voi siis mieltdd joko S- tai H-instrumenttina. On huomattava, etté
sama instrumentti saadaan useista eri mittauksista.. Suoralla laskulla huomamme, etta
mittauksien instrumenttien arvoilla (operaatioilla) J? on ominaisuus 8 kaikilla B € A, eli
mittausten instrumentit ovat tayspositiivisia.

Mittaus M = (K, Ty, U, P) méadrittelee semispektraalimitan M kun kaikille B € A
asetetaan

M(B) = I0(I).

Saamme kaavan 6 mukaiseksi systeemin § tilaan 7" € §(H) liittyvéksi todennékoisyysmi-
taksi
p7(B) = tt[TM(B)] = p7/(B),  BE€A,

eli mittaus 91 tuottaa tdmén nimenomaisen suureen M mittaustulosjakaumat. Seuraavak-
si toteamme, ettd jokainen semispektraalimitta M € O(A, H) voidaan realisoida ylléesi-
tellylla tavalla jollain mittausjéirjestelyllda 9t. Olkoon M € O(A, H) semispektraalimitta,
{B, € A|n € N} jokin mittaustulosavaruuden 2 erillisistd mitallisista joukoista koostuva
partitio ja {7, € S(H) |n € N} jono jéljen 1 positiivisia operaattoreita. Madritelkddmme
kullakin B € A ja T € T(H)

15(T) = > tr[TM(B, N B)|T,,

jolloin huomaamme, ettd kuvaus B +— Jg on instrumentti ja siihen liittyvd suure on
B+ J5(I) = M(B). Olkoon {p;, € H}?_, ortonormaalikanta. Méirittelemills kaikille
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ke N, I,m € Ny ja B € A operaattori A;ﬁ?m = VIl {pm|/ M(B, N B) € L(H),

huomaamme, ettd voimme kirjoittaa

(1) =Y > A5 TAS:

kEN [, meNy

Jokainen semispektraalimitta M € O(A, H) saadaan siis jostain tdyspositiivisesta instru-
mentista B +— Jp, eli M(B) = JI35(I) kaikilla B € A.

Seuraava lause toteaa, etté jokainen semispektraalimitta saadaan jostain mittausjar-
jestelysta [9], [11].

Lause 1.12 Jokaisen tdyspositiivisen instrumentin A > B +— Jg wvoi realisoida jollakin
mittauksella M = (K, Ty, U, P), eli Ig = J? kaikilla B € A. Mittalaitteen alkutilaksi Ty
voidaan aina valita yksiulotteinen projektio, eli To = Plypo| jollain ¢o € K, ja osoitinsuu-
reeksi P voidaan aina valita spektraalimitta. Toisaalta, kuten ylld on ndytetty, jokainen
semispektraalimitta saadaan jostain tdysposititvisesta instrumentista. Jokaisen semispekt-
raalimitan M € O(A, H) voi siis realisoida jollain mittausjarjestelylla M = (K, Ty, U, P),
eli

tr[TM(B)] = tr [U(T R To) U (I® P(B))]

kaikilla T € 8(H) ja B € A. Voimme jilleen ylld valita Ty = Plpy], jollain ¢y € K, ja
P e 3(A,X).

Yllaoleva lause sanoo kiytédnnossé, etta jokaisen kvanttimekaanisen suureen voi mitata jol-
lain mittausjarjestelylla. Lause 1.12 on erityinen muotoilu ns. Naimarkin dilaatiolauseelle,
jonka esittelemme osiossa 2.4 lauseena 2.4.

Huomattakoon, ettd mittausdilaation 9 = (X, Ty, U, P) voi mééaritelld yleisemminkin.

Mittausvuorovaikutuksen ei tarvitse olla unitaarista muotoa
TeTy— U(T®Ty)U",

vaan se voi olla yleisempikin; riittda olettaa, ettd mittauksessa 9 alkutila muuttuu ylei-
semmin 7' ® Ty — (T ® Ty) € §(H @ K), missd ¢ on joukon T(H @ K) jéljen séilyttéva
S-operaatio. On realistista olettaa, ettd mitattavan systeemin 8 ja mittauslaitteen M li-
siksi on tarkasteltava laajempaa ymparistod €, jonka kanssa yhdistetty systeemi 8 + M
vuorovaikuttaa. Talloin operaatio ® voi edustaa osasysteemin & + M redusoitua dyna-
miikkaa. Toisinaan on myo6s hyodyllista sallia, ettd osoitinsuureen arvoavaruus (Q,fl) el
ole sama, kuin mitattavan suureen arvoavaruus ({2, A). Oletamme vain, ettd on olemas-
sa mitallinen funktio, ns. osoitinfunktio, f : Q — €. Yleisemmin mittausjirjestelylld
M = (K, Ty, ®, P, f), missd & : T(H®K) — T(H ® XK) on jiljen siilyttavd operaatio ja
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osoitinsuure P ja -funktio f ovat kuten edelld, mitattavalle suureelle M € O(A, H) pétee
siis

M (B) = tr [@ (TeT)I® P(f—1<B))]
kaikilla 7" € §(H) ja B € A.

Esittelemme osion lopuksi erdan luokan mittauksia, ns. standardimallin mittaukset.
Olettakaamme, ettéd systeemia 8 kuvaa Hilbertin avaruus H ja A; on itseadjungoitu ope-
raattori avaruudessa H sekd mittalaitetta M kuvaa avaruus K ja A on itseadjungoitu ope-
raattori avaruudessa X. Olkoon operaattoriin A liittyvé spektraalimitta P, € 3(B(R), H)
ja operaattoriin A, liittyvé spektraalimitta Py € 3(B(R), K). Seuraavaksi konstruoimme
suureen Py ns. standardimittauksen, joskaan mitatuksi ei varsinaisesti tule suure P;.

Olkoon mittausvuorovaikutus unitaarinen, ja olettakaamme, etté sen vélittda operaat-

tori

U = ei)\A1®A2 — / dPl(fL') ® ei)mAg)
R

missd A € R on jokin kytkentédparametri. Olettakaamme liséksi, ettd mittalaite on puh-
taassa tilassa 1), ja osoitinsuureena on P € O (B(R), 9(), jonka ei tarvitse olla spektraali-
mitta. Suora lasku ndyttda, ettd kun osoitinfunktiona kiytetdén kuvausta R 3 x — x /A,

mitatuksi tulee nyt suure
B(R)> B~ M(B) = /prM(/\B)dPl(m),
R

missé on merkitty jo tutulla tavalla pf(B) = (| P(B)y) kaikilla ¢ € X ja B € B(R) ja
lisiksi 1y, 1= e?*42¢) kaikilla z € R.

Esimerkki 1.1 Erityisen kiinnostava yllaesitelty malli on silloin, kun on voimassa kova-

rianssiehto

e" M2 P(AB)e™ 42 = P(A\(B —x)) (9)

kaikilla z € R ja B € B(R). Téstd on esimerkkiné Hilbertin avaruuden L?(R) paikan
standardimittaukset. Olkoon ylla A = @), joka operoi tiheésti asettamalla

(Qp)(z) :==zp(x)  VzeR, (10)
jolloin P; on kanoninen paikkasuure M,,,
M.(B)¢ = xB¢

kaikilla B € B(R) ja ¢ € L*(R). Oletamme, ettd myds mittalaitetta kuvaa Hilbertin
avaruus L%(R), ja operaattoriksi A, asetamme “liikeméérioperaattorin” P,, joka operoi

tihedsti kuten differentiaalioperaattori

Pyp = —iy, (11)
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jolloin Py = M,,, M,(B) = §M,.(B)F kaikilla B € B(R), missé Fourier-Plancherel-
operaattori § ja sen adjungaatti on miéritelty kaikille ¢ € L'(R)

GO = o= [Pl (12)
Fole) = == [ et iy (13

Osoitinsuureeksi valitsemme kanonisen paikkasuureen M,,, jolloin kovarianssiehto 9 on

voimassa. Té&lla mittausjarjestelylla tulee mitatuksi erdédnlainen sumennettu paikkasuure

M, € O(B(R), L*(R)),

My(B) = (xz * p) (M,.) = / (xs * p) (&) dMou(2) = / /B plo—y)dydM(x)  (14)

kaikilla B € B(R), missi p on todennikoisyystiheys R > x — p(z) = M (—=Az)|?.

2 Konveksisuus kvanttimekaniikassa

Téssé luvussa esittelemme lyhyesti konveksisuuden késitteen ja tutkimme, miten konvek-
sisuus ilmenee kvanttimekaniikassa. Johdamme myo6s joitakin kvanttiteorian konveksei-
hin rakenteisiin liittyvid perustuloksia ja esittelemme joitakin nédiden tulosten fysikaalisia

merkityksié.

2.1 Konveksisuuden perusteita

Reaalisen tai kompleksisen vektoriavaruuden V osajoukkoa K kutsutaan konveksiksi, jos
tr+(1—-tlye K

kaikilla z, y € K ja t € [0,1]. Huomaamme vélittomésti, ettd muun muassa edellises-
sé osiossa esitellyt joukot S(H) ja E(H) ovat konvekseja. Semispektraalimittojen joukko
O(A, H) on niinikdédn konveksi. My6s Schrodinger /Heisenberg-operaatiot ja -instrumentit
muodostavat konveksin joukon. Sanomme, ettd konveksin joukon K osajoukko F' on ek-
streemi tai tahko, jos se on sekéd konveksikombinaatioiden ettéd konveksihajotelmien suh-
teen suljettu. Ensimmaéinen ehto merkitsee sité, ettd F' on itsekin konveksi joukko ja jal-
kimméinen ehto sité, ettd jos x =ty + (1 — t)z € F joillakin y, z € K ja 0 <t < 1, niin
myos y, z € F. Konveksin joukon adripisteet eli ekstremaalit ovat ne joukon K alkiot x,
joille
r=ty+(1—1t)z, te€(0,1), y,z€eK

vain jos * = y = z. Merkitsemme joukon K #éiripisteiden joukkoa symbolilla Ext(K).

Selvastikin yksiot {z}, x € Ext(K), ovat joukon K ekstremaalisia osajoukkoja. Sanomme
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liséksi, ettd joukon B C 'V konveksi verho con(B) on joukon B siséltévien konveksien
joukkojen leikkaus. Kun joukot K ja L ovat konvekseja, sanomme kuvausta f : K — L
affiiniksi, kun f(tz + (1 — t)y) = tf(z) + (1 — ¢)f(y) kaikilla z,y € K ja 0 < t <
1. Joissakin tilanteissa vektoriavaruuden V konveksi osajoukko K madraytyy tarkalleen
adripisteistadn. Seuraavaksi esittelemme tdhén problematiikkaan liittyvia tuloksia.
Kreinin-Milmanin lause toteaa, etta lokaalisti konveksien topologisten vektoriavaruuk-
sien kompaktit konveksit osajoukot voidaan lausua daripisteidensa konveksin verhon sul-
keumana. Kun vektoriavaruus V yli kunnan K, K = R tai K = C, on varustettu topolo-
gialla, jonka suhteen kuvaukset Vx V3 (z,y) —z+y€VjaKxV>3 (a,z) — ax €V
ovat jatkuvia (1dhtojoukoissa kanoniset tulotopologiat), sanotaan avaruutta V topologisek-
si vektoriavaruudeksi (TVA). Jos lisiksi topologisen vektoriavaruuden V origolla on kon-
vekseista joukoista koostuva ympéaristokanta, kutsutaan avaruutta V lokaalisti konveksiksi
topologiseksi vektoriavaruudeksi (LKA). Jos V on vektoriavaruus ja kuvaus p : V — R on

sellainen, etté

(a) p(z) 20,

(b) p(z+y) < p(x) +p(y) ja
(c) plax) = |alp(x)

kaikilla z, y € V ja a € C, sanotaan, ettd p on seminormi; p on siis positiividefiniittisyyt-
ta vaille normi. Jos vektoriavaruudessa V on maéritelty perhe P seminormeja, voimme
varustaa avaruuden V topologialla 7(P), joka on karkein topologia, jonka suhteen jokai-
nen seminormi p € P on jatkuva. Topologinen avaruus (V, 7(P)) on LKA. Toisaalta,
jos (V, 7) on LKA, on olemassa perhe P avaruudessa V maéériteltyjia seminormeja, jolla
7 = 7(P). Kun V on LKA, takaa Hahnin-Banachin lause sen, ettd topologinen duaa-
li V' erottelee avaruuden V pisteet, eli aina, kun =, y € V, on olemassa f € V', jolla
f(z) # f(y). Voimme téssd valita funktion f myos reaaliarvoiseksi ja reaalilineaariseksi.
Seuraava lause on varsin suora seuraus Hahnin-Banachin lauseesta ja Zornin lemmasta

(valinta-aksioomasta).

Lause 2.1 (Krein-Milman) Olkoon V LKA ja K C V konveksi ja kompakti. Adripiste-
joukko Ext(K) on epdtyhji. Lisdiksi joukko K yhtyy adaripistejoukkonsa konveksin verhon
con(Ext(K)) sulkeumaan.

Tamaé tulos takaa usein sen, ettd lokaalisti konveksien vektoriavaruuksien konveksien
ja kompaktien osajoukkojen K alkioita voidaan arvioida jossain mielessa daripistejoukon
Ext(K) alkioiden konveksikehitelminé. Haluttu lokaalisti konveksi topologia osoittautuu
usein jonkinlaiseksi pisteittédisen konvergenssin topologiaksi, kuten tulemme seuraavissa

osioissa nakemaan.
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2.2 [Efekti- ja tilajoukon konveksi rakenne

Olkoon § fysikaalinen systeemi, jota kuvaamme Hilbertin avaruudella 3. Tilajoukko $(H)
ja efektijoukko &(H) ovat konvekseja. Téssé luvussa karakterisoimme néiden operaatto-
rijoukkojen adripisteet. Seuraava lause on perdisin lahteistéd [3] (Lemma 2.3) ja [12] (Th.
6.6.).

Lause 2.2 Efektioperaattorien joukon E(H) adripistejoukko on projektiojoukko P(H), ts.
Ext(E(H)) = P(H).

Todistus: Olettakaamme, ettd P € P(H), Ey, By € E(H) sekd t € (0,1) ja
P=tE +(1—t)E,. (15)

Merkitdan M := P(H), jolloin siis P = Py. Koska operaattorit E; ja Es ovat efekteind
positiivisia, huomaamme vélittomésti, ettd (p|E19) = (p|Eap) = 0 kaikilla aliavaruuden
M ortogonaalikomplementin M+ alkioilla . Tilldin siis saadaan /E;p = v/Eyp = 0
kaikilla o € M=, misté seuraa, etti Eyp = Fyp = 0 kaikilla ¢ € M*. Toisaalta yhtilon

15 voi myo0s kirjoittaa muodossa
Pti=1—P=tE + (1—-t)E,,

missi By := [ — Ey, Ey := I — F, ovat efekteji. Lisiksi P € P(H) ja PLH(H) = Mt
Samoin kuin edelld saadaan nytkin Ej¢p = Eyp = 0 kaikilla ¢ € M+ = M, eli By =
Eop = 1 kaikilla ¢ € M. Koska H = M & M*, tiytyy olla F; = Ey = P. Niinollen
P(H) C Ext(E(H)).

Olkoon sitten E € E(H) ja E ¢ P(H), jolloin siis operaattorin E spektristd o(F)
16ytyy luku A € (0,1). Tallgin voidaan valita jatkuva funktio” f : o(E) — R, jolle

0<zxf(x)<1l, f(AN)#0 Vreo(F).

Operaattorit E+ f(E) ovat efektejé ja poikkeavat operaattorista E. Voimme siis kirjoittaa

operaattorin ' konveksikombinaationa efekteistas:

E =2 (B+ f(B) + 5 (B~ f(B).

N | —

Adsripisteiden joukko on néinollen tarkalleen projektioiden joukko. O

"Voisimme tyytyd myos siihen, ettd f : o(E) — R on Borel-mitallinen eli mitallinen o-algebran
B(c(E)) suhteen.
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Kahden efektin £y, Ey € E(H) konveksikombinaatio tE+(1—t)Ey € E(H), 0 <t < 1
on efekti, jonka edustaman ominaisuuden mittaus voidaan suorittaa yhdistelemélla efek-
teihin F4 ja F5 liittyvid mittauksia esimerkiksi suorittamalla efektiin F; liittyvaa rekis-
terdintimenetelméd osuus ¢ mittausajasta ja kiayttamalla lopun mittausajasta efektiin Fy
liittyvdad menetelméd. Toinen tapa realisoida efekti tF; + (1 — ¢)Ey on kiyttad mittalai-
tetta, joka suorittaa efekteihin E; ja FE, liittyvid rekisterdintejd satunnaisesti painoker-
toimilla t ja vastaavasti 1 — t. Ne efektit, joiden ilmaisemia systeemin ominaisuuksia ei
voi mitata yhdistelemalld toisistaan eroavien fysikaalisten ominaisuuksien mittauksia ovat
ylldolevan lauseen mukaan tarkalleen projektio-operaattorit. Projektioilla on muitakin op-
timaalisuusominaisuuksia muihin efekteihin nahden, joita selvitimme seuraavaksi.

Olkoon D C §(H). Merkitsemme talloin
Eo(D) :={F € EH) |tr[TE] = 0 kaikilla T € D}.

Ludwigin teorian mukaan [12] jokaisella D C §(H) joukolla €y(D) on operaattorien osit-
taisen jirjestyksen suhteen maksimaalinen alkio, ts. alkio P € £q(D), jolla F' < P kaikilla
F € &y(D). Niita efekteja kutsutaan pdatosefekteiksi, ja niiden joukkoa merkitsemme
symbolilla P. Joukon £y(D) médrdédma pastosefekti on siis joukon Ey(D) "herkin efekti”
siind mielessd, ettd tr[T'P] > tr[TF| kaikilla F' € £y(D), eli paétosefekti P mittaa mui-
ta joukon (D) efekteji herkemmin systeemin muutoksia. Toisaalta niiden 7' € §(H)
joukko, joilla tr[T'E] = 0 kaikilla E € Ey(D), on tilajoukon 8(H) suljettu ekstremaali-
nen joukko eli tahko, joka sisaltda joukon D. Tilajoukon suljettujen tahkojen joukolla on
osittainen jérjestys, joukkojen sisiltymisrelaatio. Edelleen lahteen [12] (Th. 6.2, Th. 6.6.)
mukaan paatosefektien ja tilajoukon suljettujen tahkojen vélilld on jarjestyksen séilyttéa-
vé isomorfismi. Paatosefektien joukko P on tarkalleen projektio-operaattoreiden joukko
P(H), eli projektiot ovat edellikuvatussa mielessd herkimpié efektejd. Lauseen 2.2 tulos
heijastelee tata projektioiden optimaalisuutta systeemin ominaisuuksia tarkimmin mit-
taavina efekteina.

Huomaamme yksinkertaisella tarkastelulla, etté efektijoukko E(JH) sisiltyy operaatto-
rinormin méadraaméadn yksikkopalloon {A € L(H)|||A]| < 1}, joka on kompakti heikon
operaattoritopologian suhteen; tdmé on suora seuraus Tihonovin ja Banachin-Alaoglun
lauseista, ja todistus on oleellisesti sama kuin tuonnempana lauseen 2.7 todistus. Huo-

maamime myos, etta

E(H) = ({E € L3 [{p|Ep) > 0} [\ {F € L(H) | (W|F¥) < [[¥]*}.
peH YeH
Koska sijoituskuvaukset L(H) 2 A — (p|Ayp), ¢ € H, ovat jatkuvia heikon operaattorito-
pologian suhteen, huomaamme, ettd €(H) on suljettujen joukkojen leikkauksena suljettu.

Koska efektijoukko siséltyy normin mukaiseen yksikkopalloon, joka on heikosti kompakti,
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on myos efektien joukko heikosti kompakti. Voimme nyt soveltaa lausetta 2.1, silld heikko
operaattoritopologia on tunnetusti lokaalisti konveksi ja sen generoivat seminormit p., y,
o, Y € H, joilla p, 4 (A) = |(p|A)| kaikilla A € L(FH). Efektijoukko yhtyy siis projektioi-
den joukon konveksin verhon sulkeumaan. Tadma merkitsee sité, ettd kutakin £ € E(H)
ja e > 0 kohti on olemassa ei negatiivisten lukujen jono (tx)ren, jolla >, .y tx = 1, ja jono

projektioita (Py)xen, joilla

(Pl EY) = > tulpl Py <&
keN
kaikilla ¢, ¥ € H.

Lause 2.2 voidaan rajoittaa tilajoukkoon korvaamalla efektijoukko €(H) tilajoukolla
S(H) C E(H); huomaamme vélittomésti, ettd ylldolevan todistuksen alkupuoli on va-
lidi tassakin tapauksessa, eli yksiulotteiset projektiot ovat tilajoukon &aaripisteita. Toi-
saalta, koska jokainen tilaoperaattori 7' voidaan esittdd konveksina hajotelmana T =
Y onen tnPlen), tn > 0 kaikillan € N, Y 1, = 1, el muita daripisteitéd olekaan. Saamme

seurauksen:

Seuraus 2.1 Ext(S(H)) = P(H)NS(H) = {Ply]| ¢ € H}, eli tilajoukon ddripistejoukko

on tarkalleen yksiulotteisten projektioiden joukko.

Tilajoukon &aripisteet, puhtaat tilat, voidaan siis samaistaa yksiulotteisten aliavaruuk-
sien [p], ¢ € H, kanssa, jotka voidaan samaistaa "vektorisdteiden” {cp |c € C, |¢| = 1},
loll = 1, kanssa; néita siteiden alkioita kutsutaan usein tilavektoreiksi ja saman siteen ti-
lavektorit edustavat samaa puhdasta tilaa. Tilajoukko §(H) on selvésti operaattorijoukon
L(F) heikon operaattoritopologian suhteen kompakti osajoukko, jolloin lause 2.1 pétee.
Naemme tdmén toisaalta suoraankin, silld voimme antaa kunkin tilan konveksikombinaa-
tiona tai -kehitelméana puhtaista elementeista.

Tilaoperaattoreita, jotka eivit ole yksiulotteisia projektioita, kutsutaan usein sekoite-
tuiksi tiloiksi. Sekoitettuja tiloja saadaan yhdistelemélld preparointeja esimerkiksi kéyt-
tamaélla preparointiin laitetta, jossa esiintyy hajontaa eri preparointiproseduurien valilla.
Preparointilaite voi esimerkiksi tuottaa puhtaan tilan Plpy] todennéikdisyydelld ¢, € [0, 1]
kullakin & € N. Téllainen preparointi edustaa tilaa 7" = >,  tx P[], joka on sekoi-
tettu tarkalleen silloin, kun joillakin %k, [ € N, k& # [, vektoreiden ¢y ja (; madrdamat
vektorisdteet ovat erisuuret ja t, t; # 0. Systeemi voi padtyd sekoitettuun tilaan myos
vuorovaikuttamalla toisen systeemin kanssa. Tyypillisesti tutkittava systeemi 8, jota ku-
vaa Hilbertin avaruus H, vuorovaikuttaa ympéristonsad € kanssa. Kun liitdmme ympé-
ristoon € Hilbertin avaruuden X, kuvataan yhdistettyd systeemid 8 + € Hilbertin ava-

ruudella H ® K. Jos piddmme systeemia 8 + & eristettyné, voidaan sen dynamiikkaa
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usein kuvata unitaarievoluutiona (vahvasti jatkuvana additiivisen reaalisuoran esitykse-
nd) R 3¢t — U(t) € U(H ® K). Olettakaamme, ettéd systeemi 8§ on aluksi puhtaassa
vektoritilassa ¢, ympéristd vektoritilassa ¢ ja koko systeemi puhtaassa alkutilassa ¢ ® .
Ajassa t > 0 tdma tila kehittyy uudeksi puhtaaksi tilaksi U(t)¢ ® 1. Osasysteemien re-
dusoidut tilat trac[P[U(t)e ® 9] ja trac[P[U(t)e ® ]| eivéit kuitenkaan tyypillisesti ole
puhtaita.

Kun systeemi on sekoitetussa tilassa T = > _t,Ppy], voisi systeemin kuvitella
olevan todellisuudessa jossakin puhtaista komponenttitiloistaan Plp,], n € N, jolloin
painokerroin t,, n € N, kuvaisi todennékoisyytta, jolla systeemi on tilassa Plp,]. Tadma
tulkinta on kuitenkin ongelmallinen, koska téllainen tilaoperaattorin 7' € 8§(3H) hajotelma
ei ole yksikésitteinen. Itseasiassa kullakin tilalla on &arettoméan monta téllaista hajotelmaa
[6] (osio 2.2.3), [13]. Téllainen tulkinta on ongelmallinen my®s silloin, kun tilan epdpuhtaus
on tulosta yllikuvatun kaltaisesta kietoutumisesta toiseen systeemiin.

On merkillepantavaa, etta ei ole olemassa yhtakaan sellaista suuretta M € O(A, H),
joka olisi klassisessa mielessd objektiivinen kaikilla puhtailla tiloilla Plp], ¢ € H, eli
(p|M(B)y) € {0, 1}. Tamaé seikka erottaa kvanttiteorian klassisista statistisista teoriois-
ta: Klassisten teorioiden tilajoukko rakentuu suoraan faasiavaruudelle €2, joka on useimmi-
ten muotoa R?" jollakin n € N, jolloin tilat ovat todennikdisyysmittoja mitallisessa ava-
ruudessa (€2, B(€2)). Tamén tilajoukon &dripisteitd ovat pistemitat J, : B(Q2) — {0, 1},
w € Q, jolle kaikilla B € B(2)

5.(B) = 1, kunw € B,
v ] 0 muulloin.

Talloin kaikilla dynaamisilla suureilla eli mitallisilla funktioilla f : 2 — R on maaratty ar-
vo puhtaissa klassisissa tiloissa.® Puhtailla kvanttitiloilla titd ominaisuutta ei ole; paikka-
ja liikkemédrajakaumat eivit riitd madradméan kvanttitilaa, ei puhtaita eikd sekoitettu-
ja, eikéd kvanttitilaa voi esittdd konveksikombinaationa tai -kehitelméané klassisista deter-
ministisisté tiloista, joissa dynaamisilla perussuureilla olisi méaératty objektiivinen arvo.
Tama tekee kvanttiteoriasta aidosti statistisen teorian, jota ei voi redusoida klassiseksi
statistiseksi teoriaksi, jossa todennékoisyydet kuvaavat epataydellisté tietoa.

Systeemin tilan puhtautta voi testata monin tavoin, esimerkiksi von Neumannin ent-

ropian S : §(H) — [0, 00) avulla, joka tilalla 7" saa arvon
S(T)=—tr[T'InT] = —Ztnlntn,
neN

kun tilalla 7" on hajotelma 17" = », _ txP[¢y] joillakin ei-negatiivisilla luvuilla ¢, k €
N, > ,ente = 1, ja joillakin vektoreilla ¢y, joille ¢ L ¢; aina, kun k # 1 ja t, t; >

8Todenniksisyys sille, etti klassiselle suureelle f :  — R mitataan arvo joukosta B € B(R) systeemin

olessa tilassa p (joka siis on todennikoisyysmitta) on luku p( f _1(3)).
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0. Huomaamme valittomasti, ettd S(T) = 0 tarkalleen silloin, kun 7" on puhdas tila,
eli yksiulotteinen projektio. Puhtaat tilat voidaan karakterisoida myos idempotentteina
tilaoperaattoreina, eli 72 = T, T € §(H), vain, kun T on puhdas. Huomaamme mydos,
ettd tila T € 8§(H) on epiapuhdas tarkalleen silloin, kun tr[7?] < 1.

2.3 Konveksit suurejoukot

Olkoon (£2, A) mitallinen avaruus ja H Hilbertin avaruus. Arvoavaruudelle (€2, A) raken-
tuvien suureiden (semispektraalimittojen) joukko O(A, H) on konveksi méérittelemalld
suureiden M, My € O(A, H) konveksikombinaatio t My +(1—t) Mo, t € [1,0], asettamalla
kaikille B € A

(tMy + (1 — t)My)(B) = tMy(B) + (1 — t) Ma(B). (16)

Uusia suureita saadaan niin konveksikombinaatioina muista suureista. Suureita, joita ei
saada téllaisina epétriviaaleina kombinaatioina, kutsutaan ddrisuureiksi. Lause 2.2 antaa

seuraavan tuloksen o-algebrassa A médriteltyjen suureiden joukolle O(A, H):
Seuraus 2.2 Spektraalimitat P : A — P(H) ovat joukon O(A,H) ddaripisteitd.

Karakterisoimme suurejoukkojen O(A, H) kaikki déripisteet seuraavassa osiossa. Tulemme
huomaamaan, etté spektraalimitat eivit tyypillisesti ole ainoita adarisuureita.

Kaavan 16 mukaiseen kombinaatioon paddytaan useilla tavoilla: Tulemme mitanneek-
si kyseisen suureen maéaarittamalla ensin suureiden M; ja M, arvojakaumat p% ja p%b,
T € 8$(3), ja ottamalla niisti statistisen kombinaation tpy" 4 (1 —t)p)> = ptTMlJr(l_t)Mz.
Paadymme kombinaatioon 16 my6s esimerkiksi suorittamalla suureeseen M, liittyvaa mit-
tausproseduuria osuuden t kokonaismittausajasta ja lopun ajan mittaamalla suuretta M.
Voimme yhdistelld suureita myos yhdistelemallé niihin liittyvid mittausmenetelmia. Ol-
koon suureeseen M; liittyva mittausmenetelmé (X, Ty, ®;, P) (osoitinsuureella on myos
arvoavaruus €)) ja suureeseen M, liittyva mittausdilaatio puolestaan (X, Ty, @5, P). Kaa-
van 16 suure tulee mitattua esimerkiksi mittausjarjestelylla (K, Ty, t@1 + (1 — ¢)Po, P),
jossa yhdistellaan mittauskytkentoja ®; ja ®,. Voisimme yhdistella toki myos mittalait-
teiden alkutiloja tai osoitinsuureita. On kuitenkin huomattava, ettd néin ei-triviaalina
kombinaationa saadun suureen hajotelma puhtaisiin komponentteihin tai ilmaiseminen
kehitelména puhtaista elementeistd ei ole yksikésitteinen kuten ei tiloillakaan; kaavan 16
mukaisen suureen voi aina ilmaista toisenlaisena kehitelméné, jossa eivit suureet M, ja
M, esiinny. Seuraavaksi tutkimme joitakin erityisid konvekseja suureperheitd ja niiden
déripisteitd. Erityisesti tutkimme sitd, milloin Ext(O(A, H)) = X(A, H).

Esimerkki 2.1 Tutkikaamme kaksiarvoisen suureen tapausta. Voimme vapaasti valita

Q = {0,1}, A = 22 Olettakaamme, ettd H on mielivaltainen kompleksinen separoituva
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Hilbertin avaruus. Voimme maééritella suureen M € O(A, H) yksikasitteisesti valitsemalla
jonkin E € &(H) ja asettamalla M ({0}) = E, jolloin M (@) = O, M({1}) = — FE €
E(H) ja M(Q) = M({0}) + M({1}) = I. Olettakaamme nyt, ettd M ¢ (A, H), jolloin
voimme rajatta olettaa, ettd M({0}) := E ¢ P(H). Talloin lauseen 2.2 mukaan on
olemassa operaattorit £y, Ey € E(H), By # E # Es, joilla E = %(El + E5). Voimme
jalleen maaritelld uudet operaattorimitat My, My € O(A, H) asettamalla My ({0}) = FEk,
k =1, 2. Huomaamme nyt vélittomésti, ettd My # M # M, ja M = (M, + M,). Siis
M ¢ Ext((‘)(ﬂ, U-C)), mistéd edelleen padttelemme, etté tédssa tapauksessa Ext((‘)(ﬂ, U‘C)) =
S(A, K).

Esimerkki 2.2 Olkoon ©Q = {0, 1,2}, n € N, ja A joukon Q kaikkien osajoukkojen
perhe 22. Olettakaamme lisiksi, ettd tutkimamme Hilbertin avaruus on kaksiulotteinen,
eli H ~ C2. Madritelkiimme nyt yksikkovektorit u, € C2, k = 0, 1, 2, kaavalla

L[ wf
u, = —

1{ 1 ok
szp[uk]zﬁ(wk 13>’
3

2ikm /3
zw/’k

ja projektiot P, k=0, 1, 2,

missd luvut wy, € C ovat ykkosen kolmannet juuret wh = e =0, 1, 2, joille pétee

wd + wi + wi = 0.
Miirittelemme nyt kolmearvoisen suureen M € (2%, C?) asettamalla kullekin k = 0, 1, 2
2

Selvastikdan M ei ole spektraalimitta. Olettakaamme nyt, ettda M = t*M*T + ¢t~ M~
joillakin ¢, ¢t~ € (0,1), t© +t~ =1, ja M* € O(2% C?). Toteamme tiistd helposti, etti
M = ME({k}) < (1/tF) M}, eli M = pif P, joillakin pi¥ > 0 kullakin k = 0, 1, 2. Nyt
ehdot 37_ M*({k}) = I ja projektioiden P miéritelma johtavat vaatimaan

2 2

Ensimmaéinen vaatimus johtaa siihen, etta p(jf = pf = p7, jolloin siis pf = 2/3 kaikilla

k=0, 1, 2. Niinollen M* = M ja M on #érisuure olematta kuitenkaan spektraalimitta.
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Olkoon systeemin Hilbertin avaruus H vahintdan kaksiulotteinen, ja olettakaamme,
ettd mitallinen avaruus (2, A) on sellainen, ettd Qy C Q ja 2% C A, kun merkitiin
Qo := {0, 1, 2}. Voimme jélleen muodostaa suureen M € O(A, H), joka on &irisuure
olematta kuitenkaan spektraalimitta. [lmaisemme ensin avaruuden H suorana summana
H = C? @ K, missid K on kaksiulotteisen aliavaruuden C? ortogonaalikomplementti koko
avaruudessa H. Merkitsemme symbolilla Py ortogonaaliprojektiota aliavaruudelle K. Ol-
koon M edellisessé esimerkissé esitellyn kaltainen kolmiarvoinen suure avaruudessa C2,
ja madritelldan diskreetti suure M € O(A, H) asettamalla

M({jh=Me0, j=01 M{2})=M& P,  MQ\Q)=0.

Suure M ei selvistikiddn ole spektraalimitta, mutta se on kuitenkin ddrisuure. Huomaam-
me siis, ettd aina, kun o-algebra A sisiltiid kolmen alkion potenssijoukon 2%, ja dim(JH) >
2, pitee Ext(O(A, H)) # S(A, H). Muotoilemme tdmén tuloksen lauseeksi.

Lause 2.3 Jos Q = {0, 1} ja A = 2%, ovat suurejoukon O(A,H) ddiripisteet tarkalleen
spektraalimitat 3(A, H) avaruudesta H rigppumatta. Jos taas o-algebra A sisdltad vihin-
tadn kolme eri minimaalista alkiota By, k =0, 1, 2, elt mullidn k = 0, 1, 2 ei ole sellaista
B;. € A, jolla B;, # By ja B; C By (esimerkiksi joukot By ovat yksiditi), loytyy aina
adarisuure M € Ext((f)(fl, H)), joka ei ole spektraalimitta.

Olettakaamme nyt, etti systeemiin liittyvi Hilbertin avaruus H on C2. Voimme ka-
rakterisoida kaikki efektioperaattorit £ € &(C?) pareilla (a,u) € Rx R3, joilla |ul| < a <

2 — |Ju||, kaavalla

E:%(al—l—u-a), (17)

missa [ on 2 x 2-identiteettimatriisi ja u - o := w01 + us09 + uzos, missd on merkitty

u = (u1, us, u3) ja Paulin spinmatriisit ovat

01 0 —i 1 0
o = , 09 = _ , O3 = .
! 10 2 i 0 ’ 0 —1

Tilaoperaattorit (joita usein varsinkin aarellisulotteisissa tapauksissa kutsutaan myos ti-
heysmatriiseiksi) saadaan kaavasta 17 asettamalla a = 1, jolloin ||u|| < 1. Puhtaat tilat

saadaan naistd ehdolla |[u|| = 1.

Esimerkki 2.3 Tutkimme seuraavaksi erityisié kaksiarvoisia suureita, spin-1/2-objektin
spinsuureita. Olkoon mitallinen avaruus (£2,.A) kuten osion alussa ja valitaan spinin mit-
taussuunta v € R?, ||v|| = 1. Yleisin muoto suuntaan v mitatulle spinsuureelle EV saa-
daan asettamalla EV({1}) =: EY = FE, missi F on kuten kaavassa 17, u 1 v, ja siis

EY({—1}) =: EY = I — E. Vaadimme lisdksi, ettd kidntdmailld mittaussuuntaa kulman
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7 verran saadaan sama suure vastakkaiselle spinille, eli £V = E;’E.g Tama lisavaatimus

antaa suoraviivaisesti spinsuureelle muodon [2]
. 1
Eizg(liu-a), (18)

missd u 1T v ja ||ul| < 1. Spektraalimitat karakterisoi taas ehto ||ul]| =1, eli u = v. Jos
spinsuure EY on ylldolevaa muotoa ja oletamme, ettei se ole spektraalimitta, vaan ||u|| < 1,
voimme esittiid sen epitriviaalina konveksikombinaationa EV = |lulEY + (1 — |lul|)EY

samanmuotoisista spinsuureista £V ja EY,

- 1 A 1

Spinsuureiden joukon dérisuureet ovat siis tarkalleen ne spinsuureet, jotka ovat spektraa-

limittoja, ts. ne kaavan 18 mukaiset kaksiarvoiset suureet, joilla [[u|| = 1.

Olkoon tutkittavan systeemin Hilbertin avaruus H = L*(R"). Miiritelkiimme ryh-

mén R” esitykset!® U ja V avaruudessa L?*(R™) asettamalla

U(@p)(x)=¢(x—aq),  (V(p)p)(x)=ePyp(x) (19)

kaikille x, g, p € R" ja ¢ € L*(R"). Yll4 on merkitty (p,x) = Y ,_, DkTx, kun p =
(p1,---,pn) € R" ja x = (xq,...,2,) € R". Miirittelemme kuten kaavoissa 10 ja 11
kuhunkin komponenttiin £ = 1,..., n liittyvit paikka- ja liikeméaardoperaattorit @y
ja Py tihedsti asettamalla Qrp(z1,...,2,) = xpp(z1,...,2,) ja P = —iOkp kaikilla
(x1,...,2,) € R" ja kertaalleen derivoituvilla ¢ € C.(R™). Voidaan osoittaa, ettd néin
madritellyt operaattorit Q)x ja Py, k = 1,..., n, voidaan laajentaa itseadjungoiduiksi
operaattoreiksi. Esitystd U sanotaan paikkasiirroksi ja vastaavasti esitysta V' liikeméaéra-
syséykseksi, silld ne vastaavat Galilei-invariantin objektin paikan ja liikeméaérén siirtoja.
Madrittelemalld operaattorivektorit Q = (Q1,...,Qy) ja P = (Py,..., P,) voimme kir-
joittaa
U(q) = e HaP) V(p) = ¢ (P.Q)

kaikilla q, p € R". Liikeméaara siis generoi paikkasiirrot ja paikka generoi liikemé&arasy-

saykset.

Esimerkki 2.4 Olkoon n € N. Miiritelkiimme ryhmin R?" Weylin faasiavaruusesi-
tys W, W(q,p) = e "@P)1+i@Q) = ¢ipa/2[](q)V (p) kaikilla q, p € R”. Weylin esitys

9Lis#iksi symmetriasyistd on luonnollista vaatia, ettéi rotaatioryhmén SO(3) ykkdskomponentin SO(3)g
kaksiulotteiselle redusoitumattomalle projektiiviselle esitykselle D'/2 ja spinsuureelle pitee spinin orien-
taation suhteen kovarianssiehto DY/2(R)EY.DY/2(R)* = EX 'V kaikilla R € SO(3)o. Témé johtaa vaati-
maan, etti riippumatta orientaatiosta v spinsuureilla EV on samat parametrit a ja ||ul|.

0K ssittelemme esitysteoriaa tarkemmin seuraavassa luvussa.
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vastaa faasiavaruuden siirtoja. Esitys W ei ole kuitenkaan tavallinen unitaariesitys vaan

projektitvinen, silld tavallisen ryhmahomomorfiachdon sijaan pétee

W(Qh Pl)W(Q% PQ) = 65((1)1’%)_(011’1)2)) W(q1 + d2, p1 + P2)

kaikilla qi, g, p1, p2 € R™. Olkoon suure M € O(B(R*"), L?(R")) kovariantti Weylin

esityksen suhteen, eli

W(q,p)M(B)W(q,p)* = M (B + (q,p)) (20)

kaikilla q, p € R" ja B € B(R?"). Tami merkitsee siti, etti M on kovariantti faasiava-

ruuden siirroissa. Kutsumme téllaisia suureita M kovarianteiksi faasiavaruussuureiksi.
Voidaan osoittaa [14], ettd M € O(B(R*"), L*(R™)) on kovariantti faasiavaruussuure

tarkalleen silloin, kun on olemassa positiivinen jéljen 1 operaattori S (siis S € S(H),

joskin operaattoria S ei pida ajatella fysikaalisena tilana), jolle pétee heikosti
M(B) = M3(B) = (2n) " [ W(a.p)SW(a.p) dad'p (21)
B

kaikilla B € B(R?"). Havaitsemme helposti, ettd kaava 21 méérittelee affiinin bijektion
kovarianttien faasiavaruussuureiden joukon ja operaattorijoukon 8§(H) vilille, joten faasia-
varuussuureiden joukon #éripisteet ovat tarkalleen ne suureet M*°, joilla S on yksiulottei-
nen projektio. Voidaan myos helposti osoittaa, ettei mikdéan kovariantti faasiavaruussuure
ole spektraalimitta. Kovarianttia faasiavaruussuuretta voi ajatella erdénlaisena faasiava-
ruuden lokalisointisuureena eli jonkinlaisena paikan ja liikemé&aran yhteismittauksena. It-
seasiassa faasiavaruussuureen M® marginaalisuureet M; : B(R") > B — M(B x R") ja
M, : B(R") 5 B+— M(R"™ x B) ovat muotoa

M;(B) = /B/npj(X—Y) dM;(y), Ji=12,

missé M; = M,, on kanoninen paikkasuure, jolla M, (B)p = xpp kaikilla B € B(R")
ja g € L*(R") ja My : B(R") 5 B — §F*M,.(B)§. Lisiksi p1(a) = Y cn Sklee(—a)] ja
P2(P) = X pen Skl(S¢r)(—p)| kaikilla g, p € R™, kun generoiva operaattori S voidaan
ilmaista hajotelmana S = >, _ siPlpy], missé yksikkovektorit ¢, € L*(R™), k € N, ovat
keskendén ortogonaaliset ja sp > 0, k € N, ja », . s; = 1. Marginaalisuureet ovat siis

erddnlaisia sumennettuja paikka- ja litkeméaérasuureita.

2.4 AArisuureet

Téssé osiossa karakterisoimme &érisuureet koko suurejoukossa O(A, H), missi (€2, A) on

mitallinen avaruus ja H on kiinnitetty Hilbertin avaruus. Jos M € O(A, H) on dérisuure,
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eli ei ole olemassa eri suureita My, My € O(A, H) jat € (0,1), joilla M = tM;+(1—1t) My,
on suure M optimaalinen siind mielessa, ettd sen mittausta ei voi suorittaa yhdistelemalla
oleellisesti eri suureiden mittauksia jollakin edellisessé osiossa kuvatussa mielessi. Aéri-
suureen mittaukseen ei siis liity redundanssia, joka syntyy erilaisten mittausmenetelmien
paallekkéisyydesta.

Olkoon H separoituva, d-ulotteinen avaruus, d € N U {oc}, jolle valitsemme jonkin
ortonormaalikannan {e; | k € Ng}. Merkitsemme symbolilla V avaruuden H tiheédd aliava-
ruutta, joka koostuu néaiden kantavektoreiden adrellisistd lineaarikombinaatioista. Huo-
mattakoon, ettd jos d < oo, niin H = V, mutta daretonulotteisessa tapauksessa V on aito
aliavaruus. Olkoon lisdksi V* muodollisten sarjojen ZkeNd akey, a* € C, k € Ny, avaruus,

joka on avaruuden V (algebrallinen) antiduaali. Merkitsemme talloin

d d
(alg) :=> afelg),  a=> ate, eV
k=1 k=1

Merkitsemme lisdksi vektoreiden e, k = 1,..., n, n € Ny, virittamaa Hilbertin avaruutta
symbolilla J,,.

Olkoon M € O(A, H), ja olkoon lisdksi p : A — [0, 00] sellainen o-aérellinen mitta,
jonka suhteen jokainen kompleksimitoista A > B +— (p|M(B)v), ¢, ¥ € H, on abso-
luuttisesti jatkuva. Téllaisia mittoja on, ja eréds sellainen voidaan realisoida todennakoi-
syysmittana kiinnittaméalld lukujono {tx |k € Ny}, jolla ¢, € (0,1], kun k € N, ja jolla

> ke, tr = 1. Voimme miérété yllikuvatun kaltaisen mitan asettamalla kullakin B € A
w(B) = tilex|M(B)ex).
keNy

Voimme nyt kiyttdmalld Radonin-Nikodymin lausetta todeta, ettd kaikilla ¢, 1 € H{ on

olemassa mitallinen funktio m.,, : 2 — C, jolla

(| M(B)) = / Mg () dp(z)

kaikilla B € A, kunhan p on o-#érellinen mitta, jonka suhteen mitat B — (p|M(B)v),
v, ¥ € H, ovat absoluuttisesti jatkuvia. Namé vaatimukset téyttyvit automaattisesti
siinéd tapauksessa, kun p on yllikuvatun kaltainen todennakéisyysmitta.

Esittelemme nyt suureen M minimaalisen Naimarkin laajennuksen.
Lause 2.4 Olkoon M € O(A, H). Seuraavat ehdot pitevit.

e On olemassa Hilbertin avaruus X, spektraalimitta P € Y(A, X) ja isometria J :
H — K, joilla
JM(B) = P(B)J
kaikilla B € A ja joukon {P(B)Jy|B € A, ¢ € H} lineaarinen verho on avaruuden

X tihed aliavaruus.
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e Muodostakoot Hilbertin avaruus X', spektraalimitta P’ € (A, K) ja isometria
J : H — X' jonkin toisen yllikuvatun kaltaisen kolmikon. Tdlléin on olemassa
yksikdsitteinen unitaarikuvaus U : K — XK', jolla § = UJ ja UP(B) = P'(B)U
kaikilla B € A.

Seuraavaksi muodostamme minimaalisen Naimarkin laajennuksen suureelle M pisteittéi-
sessd muodossa yllakuvatunkaltaisen mitan p ja tiheysfunktioiden m,, ., avulla.
Sanomme, ettd kuvaus Q > x — m® on mitallinen perhe (positiivisia) seskvilineaa-
rimuotoja, kun m®* : 'V x 'V — C on (positiivinen) seskvilineaarimuoto kaikilla z € Q ja
kuvaukset z — m*(p, 1) ovat A-mitallisia kaikilla ¢, 1 € V. Seuraavan tuloksen voi to-
distaa oleellisesti kiyttdmalla Gramin-Schmidtin ortonormalisointimenetelmé&d, jossa to-
sin on tarkkailtava syntyvien kuvausten mitallisuutta. Emme todista lausetta téssé, mutta

todistus on esitetty lahteessé [15] (lemma 4.4.).

Lemma 2.1 Olkoon x — m® mitallinen perhe positiivisia seskvilineaarimuotoja. On ole-
massa A-mitalliset kuvaukset n : Q — {0, 1, 2,...} U{oc} ja gr : @ =V, k € N, siten,
ettd kaikilla x € Q)

m” (gr(2), gi(2)) = OkX{yea| k<n(y) () kaikilla k, | € N,

o m%(p, 1) = Zz(xl m” (¢, ge(z))m* (gr(x),¥) kaikilla ¢, € V, ja vain ddrellisen
moni summan termeistd poikkeaa nollasta ja

e kuvaukset r — m* (gk(x), ©), k€N, p €V, ovat mitallisia.

Lahteessd [15] (lemma 4.1.) on néytetty, ettd voimme valita suureeseen M liittyvét ti-
heysfunktiot my 4, ¢, ¥ € V, mitan p suhteen niin, ettd kuvaus  — m..(z) on mitallinen
perhe positiivisia seskvilineaarimuotoja, joten voimme soveltaa ylldolevaa lemmaa suuree-
seen M, johon liitdmme kuvaukset n : Q — {0, 1, 2,...}U{oo} ja gy : @ — V, k € N. Nyt
kuvaukset V 3 ¢ — my, (»),,(2) ovat avaruuden V lineaarifunktionaaleja kaikilla k£ € N ja
x € , joten on olemassa ai(z) € V*, jotka vastaavat niité funktionaaleja. Saamme néin
heikosti mitalliset kuvaukset aj : Q@ — V*; kuvaukset x — (ag(z)|p), ¢ € V, ovat siis
A-mitallisia kaikilla £ € N. Saamme nyt edellisen lemman seurauksena tulokseksi, etté
kaikilla ¢, 1 € V ja B € A voimme kirjoittaa

(0| M (B / S (ol (@) an(@)]d) dpu(a)

keN

Maéaritelkddmme suoraintegraaliavaruus

UCO ::/Q J‘Cn(m) d/L(:C) (22)
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ja sen vektorit vy, k € Ny,

n(x)
U(z) =D (a(@)erye,  xEQ.

=1
Voimme nyt laskea kaikilla k, [ € N,

n(z)

(el = / Z (sl (2)) (an (@) 1) (el en) dp(a)

= AZ(@M%(%)M%(%)M dp(r) = (ex|M(Q)er) = O,

eli vektorit v, k € Ny, muodostavat avaruuden K, ortonormaalisysteemin. Maaritelkaam-
me liséksi operaattorit Jo : V — Ky ja Jo(x) : V — Hym), © € §, asettamalla

jolloin (Jop)(z) = Jo(x)yp kaikilla ¢ € V ja x € Q. Liséksi kaikille B € A ja ¢, ¢ € V
patee

{p|M(B)Y) :/Bwo(x)sowo(x)w dp(z).

Léhteessd [15] (theorem 5.1.) on osoitettu, ettd vektoreiden xpdop, B € A, ¢ €
V, lineaarinen verho on avaruuden X, tiheid aliavaruus. Tamén aliavaruuden virittavéit
myo0s vektorit xpik, k € Ny, silld Joer, = ¥r. Kun lisdksi madradamme spektraalimitan
Py € ¥(A, Ky), Po(B)n = xpn kaikilla B € A ja n € Ky, huomaamme, ettd kolmikko
(Ko, Py, do) antaa suureen M erdén minimaalisen Naimarkin laajennuksen. Lisaksi M
on spektraalimitta tarkalleen silloin, kun kuvaus J, on unitaarinen [15] (remark 3.9.).

Kootkaamme nédmaé tulokset yhdeksi lauseeksi.

Lause 2.5 Olkoon M € O(A, H), ja olkoon p : A — [0,00] o-ddrellinen mitta, jonka
suhteen mitat A > B — (p|M(B)Y), ¢, 1 € H, ovat absoluuttisesti jatkuvia. Seuraavat
ehdot pdtevdt.

e On olemassa mitalliset kuvaukset n : Q@ — {0, 1, 2,...} U {oo} ja ar : @ — V*,
k€N, joilla ay(x) # 0 kaikilla k € Ny () ja melkein kaikilla x € Q ja

n(z)

(oM (B /B S (ol (@) an(@)l) dyu(a)

k=1

kaikilla @, ¢ €V ja B € A.
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e On olemassa vektorit Yy, k = 1,..., d, kaavan 22 mukaisessa suoraintegraaliava-

ruudessa Ky, joilla

d d */od
M(B)= > /<¢k(fﬂ)|¢z(ﬂf)> du(z) ex)(el] = <Z|X3¢k><6k|> (Z |XB¢1><€z\>
k,=17B k=1 =1
kaikilla B € A (sarja suppenee heikosti). Lisiksi vektorit xpig, B € A, k =

1,..., d, virittdvat avaruuden Xy tihein aliavaruuden.

e Suoraintegraaliavaruus Ko, kaavan 23 isometria Jo ja Py € L(A, Ko), Pon = X80
kaikilla B € A ja n € Ko, antavat suureen M erddn minimaalisen Naimarkin

laagennuksen.

o Suure M on spektraalimitta tarkalleen silloin, kun vektorit ¢y, k € Ny, muodostavat

avaruuden Ko ortonormaalikannan. Tdlloin operaattori o on unitaarinen.

Voimme nyt karakterisoida joukon O(A, H) &érisuureet. Lause on perdisin ldhteesta
[16] (theorem 2.).

Lause 2.6 Olkoon M € O(A, H) ja p : A — [0,00] o-ddrellinen mitta, jonka suhteen
mitat A 5 B — (p|M(B)Y), ¢, ¥ € H, ovat absoluuttisesti jatkuvia, ja olkoon kolmikko
(Ko, Po, do) suureen M ylldesitellyn kaltainen minimaalinen Naimarkin laajennus. Olkoot
lisdksi vektorit ¢y, € Ko, k € Ny, kuten ylla. Suure M on darisuure, M € Ext(O(.A, 5‘()),

tarkalleen silloin, kun ei ole sellaista rajoitettua hajoavaa operaattoria A € L(XKo), A # O,
o
A= / A(x) dp(zx), A(z) € L(Hpw), kaikilla x € Q,
Q

jolla
/Q (e (@A) ()) dulz) = 0 (24)
kaikilla k, 1=1,.. . d.

Todistus: Olettakaamme, ettéd yllikuvatun kaltainen hajoava operaattori A # O on ole-
massa. Voimme olettaa, ettd A on itseadjungoitu ja ||A|| = esssup,cq [|A(z)]] <1 tarvit-
taessa méérittelemélld sen uudelleen A" = i(2||A]|) "' (A — A*). Talloin Ay =T+ A > O
ja Ay # A_. Lisiksi madrittelemme Ay (z) := Iy, , = A(z) kaikilla z € Q. Koska vektorit
xBYr, B € A, k € Ny, virittavit avaruuden X, tihedn aliavaruuden, on olemassa joukko
By € A ja ko, lp € Ny, joilla

/B (ko ()| Ay (2)hig () dpa() (Vro ()| A= (@)1, () dpa(),

By
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joten heikosti maaritellyt operaattorimitat

B Mi(B):= Y /B ()| A (@)n(2)) dpa(z) lex) (e

k, =1
ovat erisuuret, ja lisédksi ehdosta 24 seuraa, ettd My () = I, ja selvisti My € O(A, H).
Huomaamme, ettd M = $(My + M_), eli M ei ole dérisuure.

Olettakaamme sitten, ettd M ei ole darisuure, jolloin on olemassa suureet M, €
O(A, K), joilla M = (M, + M_) ja My # M_. Olkoon N € A p-nollamitallinen,
eli u(N) = 0, jolloin (p|M(N)y) = 0 kaikilla ¢, 1p € H. Voimme Cauchyn-Schwarzin
epayhtéloa kayttamalla arvioida kaikilla ¢, ¢ € H

(eI M(N))| < V{(PIMe(N)) (W[ Me(N)) < 20/ (oI M(N)) (W[ M(N)) =0,

joten mitat B — (p|My(B)Y), ¢, 1 € H, ovat absoluuttisesti jatkuvia mitan p suhteen.

Néin ollen suureilla My on yllikuvatun kaltaiset minimaaliset Naimarkin laajennukset
(K, Py, 37) ja vektorit 17 € K5, k € Ny, joilla

d
My(B)= ) A(wf(ﬁ)lwzi(wﬂdu(ﬂc)\€k><€z|-
k, 1=1

Misritelkiimme jilleen operaattorit g5 () asettamalla g (z)p = (J5 ) () kaikilla ¢ € V
ja r € Q. Nyt selvisti || (2)| < v2||do(z)|| mitan p suhteen melkein kaikilla z €
Q. Jos siis vektorit ¢1, 2 € V ovat sellaiset, ettd Jo(z)p1 = Jo(x)p2, saamme, etté
135 (01 — @2)|| = 0. Voimmekin kaikilla 2 € Q miéritelld kuva-avaruuden Jo(x)V sul-
keumassa kuvaukset C.(z) tiheiisti asettamalla Co(z)(do(z)p) = J5 (z)¢p kaikilla ¢ € V.
Seuraavaksi laajennamme nidmé operaattorit koko avaruuteen I, siten, ettd ne ope-
roivat kuva-avaruuden Jo(x)V sulkeuman ortogonaalikomplementissa nollaoperaattoreina,
merkitsemme néin saatavia operaattoreita edelleen symboleilla Cy(z). Erityisesti pétee

Oy (z)p(x) = i (x) kaikilla k € N,. Seuraavaksi miiridmme rajoitetut hajoavat ope-
raattorit Cy € L(Ko, KT),

.- [ O (o) dula)

asettamalla C(xp¥r) = xp¥i kaikilla B € A ja k € N, (muista lauseen 2.5 toisen
kohdan loppuosa). Maéritelkidamme nyt operaattorit Ay (z) := Cy(z)*Cy(x), z € Q, ja

rajoitettu hajoava operaattori

@
A= /Q (Ap(z) — A_(2)) du(z).

Kaikilla B € A pétee nyt heikosti

My(B)= ) /Bwk(iv)!Ai(fﬂ)wz(x)>du(iv)\€k><€z\-

k,i=1
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Koska M, # M_, péatee nyt A # O, mutta lisdksi pétee

/ka(x)lz‘l(x)@bz(w» dp(w) = (e (M1(Q) — M_(Q))er) =0

kaikilla k, [ = 1,..., d. Viitteen mukainen hajoava operaattori on siis olemassa. [

Huomattakoon, ettéd ehdon 24 voi kirjoittaa myds muodossa Jj;Ady = O. Jos M on
spektraalimitta, on operaattori Jy unitaarinen, jolloin, jos JiAdo = O, on oltava A =
O, miké jalleen antaa todistuksen sille, ettd spektraalimitat ovat dérisuureita. Lahteessé
[17] on annettu myds vaihtoehtoinen ddrisuureiden karakterisaatio siiné tapauksessa, etté
arvoavaruus 2 on aarellinen ja d < oc.

Olettakaamme, ettd M € O(A, H) on sellainen suure, ettd n(z) = 1 mitan p suhteen
melkein kaikilla x € €. Olettakaamme liséksi, ettd g on todennédkéisyysmitta. Talloin
Ko = L3, p), ja kaikilla B € A

d
M(B) = 3 [ Glointe) dute) exer
k=178
Suure M on lauseen 2.6 mukaan airisuure tarkalleen silloin, kun ei ole sellaista nollasta

eriaviad A-mitallista oleellisesti rajoitettua funktiota f : Q — C (siis f € L®(Q, u)), jolla

/Q F (@) Ba(@) () du(z) = 0 (25)

kaikilla k, [ € Ng. Jos nyt vektorit x — ()1 () virittavit avaruuden L2(Q, u) tihedn
aliavaruuden ja vektori f € L>(Q, u) C L*(£2, u) on kuten kaavassa 25, seuraa integraalin

lineaarisuudesta, etté jatkuva lineaarifunktionaali

@ )30 [ e du)
yvhtyy nollakuvaukseen tiheilld aliavaruudella, joten f = 0. Saamme seurauksen:

Seuraus 2.3 Olkoon suure M € O(A, H) sellainen, etti n(x) = 1 mitan u suhteen
melkein kaikilla x € €. Olettakaamme myds, ettd p on todenndkdisyysmitta. Suure M

on nyt ddrisuure, jos vektorit v — Y(z)(x), k, | € Ny, virittivit avaruuden L*(S), 1)

tithean aliavaruuden.

Erityisesti, kun Q = I1 x --- x I,,, n € N, missé [, C R on véli kaikilla k = 1,..., n,
ja du(x) = w(x)d"x, missé w : Q — [0,00] on mitallinen funktio, jolla [, wd"x = 1,

muodostavat polynomit

k kn
(xl,---,xn)HE E ey fon L1t T,
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misséd mq,..., m, € Nja ay, 5 € C kaikilla k; = 0,...,m;, 7 = 1,..., n, avaruu-

den L?(€, p) tihedn aliavaruuden. Jos oletamme, ettd suureeseen M liittyvit vektorit
Ui, k =1,..., d, ovat téllaisia polynomeja (muussa tapauksessa voimme approksimoida

niitd polynomeilla), ja jos lisdksi vektorit z — ¥(x)y(z), k, | € Ny, virittaviat kaikki

polynomit, seuraa, ettd M on &érisuure [16] (proposition 1).

Esimerkki 2.5 Olkoon = [0,27), A = B([0,27)), ja olettakaamme, ettd dim (H) =
oo. Valitkaamme Hilbertin avaruudelle H ortonormaalikanta {|k) |k = 0, 1, 2,...}, ns.

lukumadrdkanta. Olkoon M., € O(B(Q), ﬂ{) puolestaan ns. kanoninen vathesuure, jolle
kaikilla B € B([0, 27))

Me(B) = 3 [ *80a) = [ 190 duto), (26)

k,1=0
missa
iy dd
9 = L AN VAs du(9) = — 0<d<2r.
|7) k§:06 k) € V¥, u(v) o < @

Kompleksiset Borel-mitat B +— (p|Mc.n(B)1) ovat mitan p suhteen absoluuttisesti jat-
kuvia. Lisiksi n(9) = 1, a1(9) = |9) jaap = 0, kun k = 2, 3,. .. sekd ¢y (0)) = (=00 ~
e~k € N, melkein kaikilla 0 < ¢ < 27. Siispd 1 (0)¢(9) = €97 k € N, melkein
kaikilla 0 < 9 < 2m, joten seurauksen 2.3 mukaan kanoninen vaihesuure on darisuure. Toi-
saalta huomataan, ettd kyseinen suure ei ole spektraalimitta, miké osoittaa jélleen, etta

aaretonulotteisessa Hilbertin avaruudessa on aina darisuure, joka ei ole spektraalimitta.

Esimerkki 2.6 Tutkikaamme jilleen esimerkin 2.4 mukaisia kovariantteja faasiavaruus-
suureita. Olkoon m € N ja ¢y € L?*(R") yksikkovektori. Operaattorin |pg)(¢po| madris-
méin kaavan 21 mukaiseen faasiavaruussuureeseen M1#0) (ol liittyvi lauseen 2.5 mukainen
funktio n : R?™ — NU{oco} on vakiofunktio, n = 1. Liséiksi lauseen 2.5 mukaiset keskenéén
ortonormaalit vektorit ¢y, € L*(R?*™), k € N, ovat muotoa ¢(q, p) = (W(q, p)wo|ex) kai-
killa q, p € R™, kun {e;, € L2(R™) |k € N} on ortonormaalikanta.

Valitkaamme erityinen ortonormaalikanta {hi |k = (ki,...,kn) € ({0} UN)™}, jolla

hk(X) _ 7T_m/4€_X2/2 H(Zk]- kj!)—m/Qa;fje—x

=1

2

kaikillax € R™, kunk = (ky,... . kpn), k; =0, 1, 2,...,j = 1,..., m. Merkitsemme jatkos-
sahx = |k) = |k1, ..., kn), kunk = (ky, ..., k). Huomaamme, etté |k) = |k1)®- - -®|ky,),
missa k = (ky, ..., k) ja vektorit |k), k=0, 1, 2,..., ovat kuten ylld tapauksessa m = 1.
Voidaan osoittaa, ettd tapauksessa m = 1 voimme kirjoittaa Weylin esityksen muodos-

sa W(q,p) = D(q + ip), missd D on additiivisen kompleksilukuryhmén projektiivinen
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esitys, jolle D(2)|0) = |2) = e FF/237% \j—%\l@ kaikilla z € C. Olkoot q, p € R™,
a= (¢, qm), p=(p1,...,Pm), ja merkitkd&mme z; = ¢; + ip; kullakin j =1,..., m.
Talloin W(q,p) = D(z1) ® -+ ® D(zy) ja

W(a,p)|0) = D(21)[0) @ --- @ D(zn)[0) = |21) @ -~ @ |2m) =2 |21, -, 2m).

Projektio |0)(0| mésrid faasiavaruussuureen M1l jolle pétee

MO0(B) = _m/|zl,... W21, 2m| 22y dP 2,

t(k +l )/2 ( ‘—lj)’l9j

= (2m)™ Z /H NG [V S Y A M

Xdty ...dty, ddy...d0,

kaikilla B € B(R*™). Ylla luvut z; on annettu polaariesityksing z; = t; 12t ,missa t; >0
ja 0 <9, < 27. Huomaamme, ettd kaikilla k, 1 =0, 1, 2,...,t > 0 ja 0 < ¥ < 27 voimme
kirjoittaa
$OHD /21— _ yloisdys/2 _ pho—irdyr/2. (27)
missd on merkitty s=k —[ljar=1[0—k.
Suure M9 on #irisuure tarkalleen silloin, kun ei ole olemassa sellaista oleellisesti

rajoitettua mitallista nollasta eridvad funktiota f : [0,27)™ x [0, 00)™ — C, jolle

/ FWrse e b e B 1Ot A A by -ty = O (28)
[0,27)™ x[0,00)

kaikilla k = (k1,...,kn), 1 = (L,...,Ln), k;, [; = 0,1, 2,..., missd ¢x(Py,...,tn) =
H?l:1<kj|\/t_je“9j>. Madritelkidmme Borel-mitat p,., 7 = 0, 1, 2,.. ., joukossa [0, 00) aset-

tamalla dy,(t) = t"/2e7 dt. Kiyttamilli laskelmaa 27, voidaan kaava 28 antaa muodossa

[e'e) [e%e) 2w 21 m
/ / (/ A T He“"mdﬁ1 dﬁm>Ht§f><
0 0 0 0 =1
Xdﬂ|r1|<t1) cee d:u|rm|(tm) (29>

kaikilla r; € Z ja k; = 0,1,2,..., kun j = 1,..., m. Polynomit virittavat avaruudet
LQ([O, 00), /Lr), r=20,1,2,..., joten edeltdva yhtalo merkitsee sitd, etta

21 27 m
/ / FWro st [ €77 s ... iy = 0
0 0

kaikilla 7; € Z ja melkein kaikilla ¢; > 0, kun j = 1,..., m. Siispd f = 0 melkein kaik-
kialla. Tamé merkitsee sité, ettd Gaussin tilan ho(x) = 7-™/4e /2, x € R™, méiraima
faasiavaruussuure M 0ol = A710/01 on Hirisuure joukossa O (B(R*™), L*(R™)). Tamé-

kdan suure ei ole spektraalimitta.
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2.5 Operaattorimittojen avaruus

Voimme soveltaa Kreinin-Milmanin lausetta 2.1 kvanttimekaniikan suureiden joukon ra-
kenteen tutkimisessa, kunhan varustamme operaattorimittojen avaruuden lokaalisti kon-
veksilla topologialla. Olkoon M : B(€2) — L(H) nyt operaattorimitta, missd B(2) on
jonkin lokaalisti kompaktin o-kompaktin Hausdorffin avaruuden €2 Borelin joukkojen o-
algebra ja H on jokin separoituva Hilbertin avaruus. Merkitsemme téallaisten operaatto-
rimittojen kompleksista vektoriavaruutta symbolilla M(Q2, H). Merkitsemme symbolilla
Co(Q2) jatkuvien ja rajoitettujen, dérettomydessd havidvien funktioiden f : Q — C ava-

ruutta, joka on Banachin avaruus normin
Co(8) 5 f = || £l = sup |f ()]
BAS

suhteen. Duaali Cy(€2)’ koostuu jatkuvista lineaarikuvauksista ® : Cyp(€2) — C, ja se on
Banachin avaruus normin

Co(©)' 5 @ — ||@]] = sup [©(f)]

If11<1

suhteen. Olkoon f € Cy(2), jolloin merkitsemme

M(f) ::/Qf(a:)dM(x) € L(30).

Voimme ajatella operaattorimittaa affiinina kuvauksena 7' — M|[T] tilajoukosta 8(H)

avaruuden Cy(2) duaaliin, kun asetamme
MITI(f) = &w[TM(f)l, T e8(H), feC)

Tallaisen kuvauksen voi laajentaa yksikéasitteisesti rajoitetuksi lineaarikuvaukseksi, jo-
ka on maédritelty koko jilkiluokkaoperaattoreiden joukossa, eli T(H) > T +— M[T]| =
tr[TM (-)]. Toisaalta jokainen téllainen rajoitettu lineaarikuvaus syntyy edelldesitellylld
tavalla jostakin operaattorimitasta M.'! Operaattorimitta M : T(H) — Co(£2)" on po-
sitivinen, kun M[T](f) > 0 aina, kun 7" > O ja f on oleellisesti ei-negatiivinen. Huo-
maamme valittomasti, ettd tdméa positiivisuuden madritelmé yhtyy tuttuun positiiviope-
raattorimitan méadritelmadn. Kuvaus M : T(H) — Cp(2)" on puolestaan semispektraali-
mitta, eli M € O(B(Q), fH), tarkalleen silloin, kun M on lineaarikuvauksena positiivinen
ja M[T](1) = tr[T] kaikilla T" € T(H), kun merkitsemme symbolilla 1 vakiokuvausta
Q32— 1.

Voimme nyt kullakin 7" € T(H) ja f € Co(2) méadritelld avaruuden M(Q2, H) semi-

normin pr s asettamalla

pry(M) = [M[TI()| = [e[TM (], M e M(Q2, H). (30)

HTulos seuraa oleellisesti Rieszin-Markovin lauseesta.
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Seminormijoukko pr ¢, T € T(H), f € Cp(2), madrdd avaruuteen M(2, H) lokaalisti
konveksin topologian, ja merkitsemme jatkossa tata LKA:ta samalla symbolilla M(2, H).
Huomaamme vilittémésti, etté suurejoukko O (B(Q2), H) on témén avaruuden suljettu ja

konveksi osajoukko. Avaruudessa M((2, H) voidaan mééritelld my6s normi

M(Q, H) > M — [|M|[ = sup [[M[T]|| = sup sup |[tr[TM(f)]],

[T][er<1 TN <1FI<1

jonka médraamad yksikkopalloa {M € M($2, H) | ||M|| < 1} merkitsemme symbolilla B.
Helposti huomataan [18] (osio IV.A.), etté osajoukko O (B(Q), H) on rajoitettu ja sisiltyy

palloon 2B. Huomaamme, ettd duaalin Cy(Q2)" heikko-*-topologian generoivat seminormit

Py, f € CO(Q)v
pe(®) =[2(f)l, P € Co(Q)"

Heikko-*-topologia on siis lokaalisti konveksi topologia. Voimme nyt todistaa, ettd yksik-
kopallo B on LKA:n M(£2, H) kompakti osajoukko.

Lause 2.7 Yksikkopallo B on LKA:n M(Q2, H) kompakti osajoukko.
Todistus: Merkitkddmme kullakin T € T(H)
St ={® € Co()' | |]] < [T ]|},

joka on Banachin-Alaoglun lauseen nojalla duaalin Cy(£2)" kompakti osajoukko heikko-*-

topologian suhteen. Muodostakaamme karteesinen tulo
D:= ][] Sr=A{F:T(H)— C(Q)|F[T] € St kaikilla T € T(H)},
TeT(H)

joka puolestaan Tihonovin lauseen nojalla on kompakti vastaavan tulotopologian suhteen.
Tulotopologia on téssd lokaalisti konveksi, ja sen generoivat seminormit pyr, 7' € T(H),
f € Ch(Q2), jotka saadaan kaavasta

prs(F) = pe(F[T]) = |F[T](f)l,  FeD.
Havaitsemme myos, etta

B = {M e D|M[aS + 3T] = aM[S] + SM]T] kaikilla a, § € C ja S, T € T(H)}
= N {M € D|M[aS + 5T] — aM[S] — SM[T] = 0}.

a, BEC; S, TeT(H)

Joukko B on siis tulotopologiassa suljettu yksion {0} alkukuvien leikkauksena tulotopo-
logian suhteen jatkuvissa kuvauksissa M +— M[aS + T] — aM|[S| — BM[T]. B C D on

siis tulotopologiassa kompakti. Lisédksi tulotopologian joukkoon B indusoima topologia
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yhtyy LKA:n M(£2, H) sithen indusoimaan topologiaan, silld niihin liittyvit seminormit
yhtyvat. [J

Koska suurejoukko on suljettu operaattorimitta-avaruuden osajoukko, joka siséltyy
kompaktiin joukkoon 2B, saadaan nyt Kreinin-Milmanin lausetta 2.1 kdyttamaélla seuraa-

va tulos:

Seuraus 2.4 Suurejoukko O(B(Q), H) on LKAmn M(Q, H) kompakti osajoukko ja se
yhtyy dadripistejoukkonsa konveksin verhon con(Ext(O(B(Q), 9{))) sulkeumaan. Sama
tulos pitee kaikille suljetuille konvekseille suurejoukoille M C O(B(Q), H).

Téamaéa tulos merkitsee sita, ettd kun 91 C O(B(Q), .‘H) on konveksi ja suljettu suu-
rejoukko, voidaan sen kaikkia suureita approksimoida dérisuurejoukon Ext(9t) alkioiden
konveksikombinaatioilla heikosti. Erityisesti jokaista M € 901 ja ¢ > 0 kohti on olemas-
sa jono (ti)ren ei-negatiivisia lukuja, jolla .t = 1, ja jono &dérisuureita (M )ren C

Ext(90), joilla
(PIM () =Y tulp|Mi(f)) | < &

keN
kaikilla ¢, 1 € H ja f € Cy(2).

Y14 muotoillun LKA:n M(Q2, H) voi myds antaa reaalisessa muodossa Mg (2, H) re-
aalisessa vektoriavaruudessa Ts(H) = T(H) N L (H) méériteltyjen rajoitettujen lineaari-
kuvausten joukkona, jonka arvoavaruus on reaalisten, jatkuvien, dédrettomyydessa havia-
vien funktioiden reaalisen Banachin avaruuden Cy(€2, R) duaali Cy(€2, R)’. Tarkastelun

voi suorittaa tdysin samalla tavalla kuin ylla.

3 Kovarianssisysteemien harmonista analyysia

Suureiden M, ..., M, € O(A, H) konveksikombinaatio Y ,_, pp My, missé py € (0, 1] kai-
killa k =1,...,njad ,_, pr = 1, edustaa tietyssi mielessé suuretta, jossa on yhdistelty
sattumanvaraisesti suureisiin M, liittyvid mittausproseduureja. Konveksin suurejoukon
M C O(A, H) &éripisteet voi siis mieltdd suureiksi, joita ei voi mitata yhdistelemél-
l& erilaisia saman suureperheen suureiden mittauksia. Toisaalta darisuureet ovat muita
suureperheen jésenid informatiivisempia siiné mielessé, ettd niiden konveksikombinaatiot
antavat suuren méirdn muita suureita, ja edellisen luvun mukaan, kun 9 on suljet-
tu Borel-suureiden joukko operaattorimittojen LKA:ssa, kaikkia suureperheen 901 alkioi-
ta voidaan approksimoida pisteittdain darisuureiden konveksikehitelmilld, kun suureiden
M € 9 arvoavaruus § on lokaalisti kompakti, o-kompakti ja Hausdorff. A#risuureiden

karakterisoinnilla on siis huomattava fysikaalinen merkitys.
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Edelld olemme karakterisoineet koko suureperheen O(A, H) &éripisteet, mutta fysi-
kaaliselta kannalta kiinnostavampaa on yleensd selvittdd vain jonkin tietyn konveksin
suurejoukon osajoukon daripisteet, esimerkiksi ekstremaaliset lokalisointisuureet. Erés ta-
pa luokitella suureita on kuvailla, miten suure kiyttaytyy sen arvoavaruuden symmetria-
muunnoksissa. Yksi esimerkki tasta on maaritella suureluokka jonkin arvoavaruuden sym-
metriaryhmén esityksen suhteen kovarianttien suureiden perheena. Toinen symmetrioihin
perustuva tapa luokitella suureita on tutkia suureluokkia, jonka alkiot ovat invariantteja
jonkin symmetriaryhmén jonkin esityksen suhteen. Témén ja seuraavan luvun tavoittee-
na on esitelld erditd erityisesti kovariantteihin suureisiin liittyviad tuloksia. Seuraavassa
luvussa karakterisoimme sellaisten kovarianttien suurejoukkojen aaripisteet, joihin liitty-
vat symmetriaryhmét ovat lokaalisti kompakteja ja kommutatiivisia ja toteuttavat toisen
numeroituvuusaksiooman ja ovat Hausdorff. Tarkastelemme seuraavaksi yhta esimerkkia

kovarianteista ja invarianteista suureista.

Esimerkki 3.1 Olettakaamme, ettd tutkittavaa systeemidmme kuvaa Hilbertin avaruus
L*(R). Eris tapa kuvailla systeemin lokalisointisuureita, on vaatia niiltd kovarianssia kaa-
van 19 (n = 1) mukaisen paikkasiirtoesityksen U suhteen. Suureen M € O(B(R), L*(R))

kovarianssi esityksen U suhteen tarkoittaa sitd, etta
U(q)M(B)U(q)" = M(B + q) (31)

kaikilla ¢ € R ja B € B(R). Toinen usein lokalisointisuureelta vaadittu ominaisuus on
invarianssi kaavan 19 liikkemééréisyséysesityksen V suhteen. Suureen M € O(B(R), L*(R))
invarianssi esityksen V' suhteen tarkoittaa nyt sité, etté kaikilla p € R ja B € B(R) pétee

V(p)M(B)V(p)" = M(B). (32)

Merkitsemme ehdot 31 ja 32 toteuttavien suureiden M € O(B(R), L*(R)) joukkoa
symbolilla S(B(R), LZ(R)). Sanomme, ettéd nain madritellyt lokalisointisuureet ovat paik-
kasiirtokovariantteja ja liikeméaérasysaysinvariantteja. Voimme yhdistdd ehdot 31 ja 32
muodostamalla puolisuoran tulon G' = R?@R, missi ryhmit R ja R? ovat additiivisia, ja

ryhmitulon antaa kaikille p;, ps € R? ja 21, 22 € R kaava

(P1,71) (P2, ¥2) = (P1 + @, (P2), T1 + 72),
missd ryhmihomomorfismi R 3 2 — «, € Aut(R?) on muotoa
a(p,t) = (p, t + xp)

kaikilla z, p, t € R. Samaistamme luonnollisesti ryhmét R ja G/R*®{0}, jolloin méiriy-

tyy ryhmén G operointi ryhmaéssa R kaavalla

(Py)-z=2+y
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kaikilla p € R? ja z, y € R. Mééritelkiimme nyt ryhmén G esitys © avaruudessa L?(R)

kaavalla
(W((]% 0, y) gp) () = "D o(z — y)

kaikilla p, t, y, © € R ja ¢ € L?*(R). Huomaamme, etti ehdot 31 ja 32 voidaan nyt korvata
yvhdelld kovarianssiehdolla; ehto M € £(B(R), L?(R)) on voimassa tarkalleen silloin, kun

patee kovarianssi esityksen 7 suhteen, eli
m(p, )M (B)r(p,z)" = M(B + x).

Lokalisointisuureet M € £(B(R), L?(R)) voidaan nyt méérité kiyttéien Mackeyn me-
netelmid (Mackey machine) ja yleistettyd imprimitiilausetta, joka esitelldidn tuonnempa-
na lauseena 3.10. Tulos on johdettu ldhteessa [19], ja annamme téssd vain valmiin tulok-
sen. Olkoon p : B(R) — [0, 1] todennékoisyysmitta ja M, kanoninen paikkasuure, jolla
M.,.(B)y = xpy kaikilla B € B(R) ja ¢ € L*(R). Voimme tilldin méérita konvoluutio-

suureen p x M,, asettamalla

px M (B) = / o(B—12)dM.(z), BeEBR). (33)
R

Suora lasku osoittaa, ettd p x M, € £(B(R), L*(R")). Voimme nyt antaa lihteen [19]
tuloksen.

Lause 3.1 Olkoon M € £(B(R), L*(R)). On olemassa todennikdisyysmitta p : B(R) —
[0, 1], jolla M = px M,,. Toisaalta jokainen konvoluutiosuure p* M,, on paikkasiirtokova-

riantty ja linkemdarasysdaysinvariantti.

Olkoot Mj, My € £(B(R), L*(R)), t € [0,1] ja M = tM; + (1 — t)M>. Olkoot toisaal-
ta p1, p2 : B(R) — [0, 1] todennékdisyysmittoja, joilla M; = p; * M,., j = 1, 2. Nyt
M = (tp1 +(1—1) p2) x M,,. Huomaamme, ettd paikkasiirtokovariantti ja litkemaarésy-
sdysinvariantti suure M = p x M., on joukon £(B(R), L*(R)) &éripiste tarkalleen silloin,
kun p Borelin o-algebrassa B(R) maédriteltyjen todenndkéisyysmittojen joukon &éripis-
te. Todennédkoisyysmittojen p : B(R) — [0, 1] konveksin joukon &éripisteet ovat tarkal-
leen pistemitat J,, joilla d,(B) = 1, jos ¢ € B ja muulloin §,(B) = 0. Mééaritelkddmme
M, := 6,%M... Suora lasku osoittaa, ettd M,(B) = M,.(B—q). Joukon £(B(R), L*(R)) &é-
ripisteet ovat siis kaikki erdanlaisia "siirrettyjd” kanonisia paikkasuureita, jotka ovat kaik-
ki spektraalimittoja ja keskendéin unitaariekvivalentteja, silld M, (B) = U(q)*M..(B)U(q)
kaikilla ¢ € R ja B € B(R). Karakterisoimme joukon £(B(R), L*(R)) hieman toisenlai-
sessa ekvivalentissa muodossa ja johdamme tuloksen 3.1 tuonnempana osioissa 4.3.2 ja
4.3.3.
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3.1 Lokaalisti kompaktit ryhmat

Olkoon G ryhmé, jonka ryhmétuloa merkitsemme
GxG>3(9,9)— g9 €.

Ryhmén G neutraalialkio olkoon e; siis eg = ge = ¢ kaikilla ¢ € G. Sanotaan, etté
G on topologinen ryhmd, kun silld on topologia, jonka suhteen ylldesitelty ryhmatulo

(lahtopuolella on ryhmén topologiasta indusoitu tulotopologia) ja alkion kddntokuvaus
Gogr—gled

ovat jatkuvia. Jatkossa oletamme lisiksi, ettd GG on lokaalisti kompakti ryhmd, eli topolo-
ginen ryhmé, jonka neutraalialkiolla e on jokin kompakti ympérist6!?. Kaikilla lokaalisti
kompakteilla ryhmilld G on positiivista kerrointa vaille yksikasitteiset Borelin o-algebrassa
B(G) madritellyt vasemmat ja oikeat Haarin mitat m!, m” : B(G) — [0, 00), toisin sanoen

nollasta eridvit Radonin mitat, joille
m'(gB) =m!(B), m"(¢gB)=m"(B) VB € B(G).

Néiden mittojen suhteen voidaan muodostaa tutut funktioavaruudet LP(G) (p € N), jotka

siis koostuvat Borel-mitallisista funktioista f : G — C, joille

/ F(@)Pdmig) < oo,
G

l

kun m = m! tai m = m". Olkoon m' vasen Haarin mitta, jolloin voimme maéritelld oikean
b

Haarin mitan m; : B(G) 2 B — m!(B7!). Kaikki muut oikeat Haarin mitat saadaan

tisté poisitiivisella vakiokertoimella. Erityisesti, kun m!

= mj, sanotaan, ettd ryhmé G
on unimodulaarinen; unimodulaarisen ryhmén kaikki oikeat ja vasemmat Haarin mitat
poikkeavat toisistaan korkeintaan jollakin positiivisella vakiokertoimella. Erityisesti kaikki
kompaktit ryhmét ovat unimodulaarisia.

Olkoon G ryhmé ja H jokin Hilbertin avaruus. Homomorfismia V' : G — L(XH)
kutsutaan ryhmén G esitykseksi avaruudessa H; homomorfiachto kuuluu nyt tietenkin
V(gg) = V(g)V(¢') Vg, ¢ € G. Jos V(G) C U(H), kutsutaan esitystd V unitaariesi-
tykseksi. Jatkossa tarkastelemme yksinomaan unitaariesityksié. Esitysta V' kutsutaan re-
dusoitumattomaksi, jos aliavaruudelle M C H pétee V(g)p € M kaikilla g € G ja o € M
ainoastaan, kun M = {0} tai M = H. Schurin lemma antaa vaihtoehtoisen muotoilun re-

dusoitumattomuudelle: esitys V' on redusoitumaton tarkalleen silloin, kun operaattorille

12T5116in kaikilla muillakin ryhmén jésenilld on kompakti ympérist, miki huomataan siité, ettd ku-
vaukset g — g¢’g kiinteilla ¢’ € G ovat homeomorfismeja. Ryhméa G on siis topologialtaan lokaalisti

kompakti.
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A € L(H) patee AV (g) = V(g)A kaikilla g € G vain, kun A = ¢I jollakin ¢ € C. Jokaisel-
la lokaalisti kompaktilla ryhmalld G' on redusoitumattomia esityksié, vielapa niin paljon,
ettd ne erottelevat ryhmén pisteet, kuten Gelfandin-Raikovin lause takaa.!® Tamé tarkoit-
taa sitd, ettd aina kun g, h € G ovat erisuuret, on olemassa ryhméan G redusoitumaton
esitys m, jolla 7(g) # w(h).

Kun V : G — U(H) on ryhmén G unitaariesitys, merkitsemme V':m kuvien kans-
sa kommutoivien rajoitettujen operaattoreiden joukkoa symbolilla C'(V), eli A € L(H)
kuuluu joukkoon C(V), kun AV (g) = V(g)A kaikilla ¢ € G. Sanotaan, ettd esitykset
V:G— WHy) jaW : G — U(H;) ovat (unitaari)ekvivalentteja, jos 16ytyy sellainen
unitaarikuvaus L : H; — Hy, ettd LV (g) = W(g)L kaikilla g € G. Jos G on topologinen
ryhmi, voimme mééritelld ryhmén G esitysduaalin G. Téamé on ryhmén G redusoitu-
mattomien esityksien ekvivalenssiluokkien joukko, joka tavallisesti varustetaan lokaalin
konvergenssin topologialla!?.

Olkoot My, My, ..., M, suljettuja Hilbertin avaruuden H aliavaruuksia (ja siis Hilber-
tin avaruuksia itsekin), joilla H = @,_, M. Olkoot nyt 7 : G — U(My), k= 1,...,n,
ryhmén G esityksiad avaruuksissa My, ..., M, jolloin merkitsemme néiden esitysten suo-

ralla summalla esitysta
V=m& - &m, V(@e=m(g)p+ - +m(9)¢n VgeGaq,

missi ¢ = p1+- - 4@y, er € My kullakin £ = 1, ... n. Voidaan toki muodostaa yleisempia
vastaavia suorasummasarjoja V = @, m. Unitaariesityksen V' : G — U(J() sanotaan
olevan primaari, jos Z (C’ (V)) on yksiulotteinen, eli koostuu vain operaattoreista muotoa
cly, c € C. Téssi Z(C(V)) on joukon C(V) ydin tai keskus, eli

Z(C(V)) ={C € C(V)|CA=AC VYAeC(V)}

Ryhmén G sanotaan olevan tyyppid I, jos sen kaikki primaarit esitykset V' voidaan esittéaa
muodossa V' = @, . T, missé jokainen 7, k& € N, on kopio samasta redusoitumattomas-
ta esityksestd. Kdytdnnossa kaikki fysiikan kannalta oleelliset ryhmét (kuten tavallisten
fysikaalisten systeemien symmetriaryhmét) ovat tyyppiéd I; ndmé ryhmét ovat myos kéy-
tannossa aina lokaalisti kompakteja ja tayttavat toisen numeroituvuusaksiooman, jolloin
ehdon sille, ettd (symmetria)ryhmé G on tyyppia I, voi muotoilla yksinkertaisemminkin,
kuten seuraavassa osiossa ndemme.

Erityisesti kaikki lokaalisti kompaktit Abelin ryhmét ovat tyyppid I. Jos nimittéin
V on tdméin ryhmén unitaariesitys avaruudessa H, kuuluvat operaattorit V(g), g € G,

joukkoon C'(V'). Jos V' on primaari, huomaamme valittomasti, ettd V(g) = v(g) ® I,

BKiinnostavaa on, ettd tdman tuloksen johdossa tavallisesti sovelletaan lausetta 2.1.
4Verkon duaalissa G sanotaan suppenevan, kun se suppenee tasaisesti kaikissa G:n kompakteissa

osajoukoissa
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missa v € é, eli kyseessa on suora summa kopioista samaa redusoitumatonta esitys-
td. On huomattava, ettd Schurin lemmasta johtuen kaikki lokaalisti kompaktin Abelin
ryhmén G redusoitumattomat esitykset ovat yksiulotteisia, jolloin esitysduaalin alkiot sa-
maistetaan ryhméhomomorfismeihin v : G — T. Tavallisesti Abelin ryhmén esitysduaalin
operointia merkitdén vy(g) = (g,7) aina, kun v € G ja g € G. Tissi esityksessi G on
itseasiassa C*-algebran L!(G) (laskutoimituksina pisteittdinen yhteenlasku ja konvoluu-
tio ja involuutiona pisteittdinen kompleksikonjugointi) spektri Gelfandin muunnoksena

LY(G)> f— f,

f(’Y)Z(f,’V>=/G<g,7>f(g)dg vy e G.

Tietyissé tapauksissa esityksen V' : G — U(H) voi esittdd G esitysduaalin G al-
kioiden avulla suorina summina tai integraaleina. Erityisesti, jos G on kompakti, on G
diskreetti, ja télloin voidaan miké tahansa unitaariesitys ilmaista téllaisena suorana sum-
mana [5| (Theorem 5.2, Proposition 5.3-5.4):

Lause 3.2 Olkoon G kompakti topologinen ryhmd ja V : G — W(H) ryhmdn G esitys

Hilbertin avaruudessa 3. Esityksen V' voi nyt antaa suorana summana

V=@V, Vig)=m@el, Y9G, m v

ve@

missd aliesitys V., operoi suljetussa aliavarvudessa K, @ L, (K, ja L, ovat kumpikin
Hilbertin avaruuksia) kullakin v € G ja

H~PX, @L,

WGC;'
ja dim(XK.) < oo kullakin y € G.

Téssé esityksessd lukua dim(L,) := m, € NU{oo} kutsutaan redusoitumattoman esityk-
sen ., multiplisiteetiksi esityksessd V. Ylldolevan hajotelman voisi esittééd niinkin, ettéd
kukin aliesitys V, korvataan suorasummalla @, 7, missd kukin 7, k = 1,...,m,, on

kopio esityksesta m,. Voidaan helposti osoittaa, ettda suorasummaesitys
V=@Pm.

missa esitykset m, £ € N, ovat redusoitumattomia, on primaari tarkalleen silloin, kun
T, € 7 jollakin v € @ kaikilla k& € N [5]. Yhdistim&lld tdméin tuloksen lauseeseen 3.2
huomaamme, ettd kompaktit ryhmét ovat tyyppia 1.

Lause 3.2 yleistyy tyypin I toisen numeroituvuusaksiooman toteuttavilla ryhmilla G;
talldin unitaariesitykset V : G — U(H) separoituvissa Hilbertin avaruuksissa voidaan

ilmaista suorina integraaleina [5|:
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Lause 3.3 Olkoon G tyypin I toisen numeroituvuusaksiooman tayttivd ryhmda ja H se-
paroituva Hilbertin avaruus ja V : G — W(H) unitaariesitys. Tdlloin on olemassa sellai-

nen yksikasitteinen ddrellinen mitta v : B(G) — [0,00) ja sellaiset separoituvat Hilbertin

avarvudet X, ja L. jokaisella v € G, etti
®
H ~ / Ky @ Lydv(y). (34)
a

Lisdksi on olemassa sellainen mitallinen kenttd esityksia W, W, : G — U(K, ® L) ja
sellainen unitaarikuvaus U : H — féB K, @ Lydv(y), ettd

D
UV (g)U* = /G W,(g)dv(7) Vg€ G,

missi W, (g) = m,(9) ® I, 7y € 7y, kullakin g € G ja v € G.

Voimme antaa lauseelle 3.3 vaihtoehtoisen spektraalimuotoilun Abelin ryhmén tapauk-
sessa [5] (Theorem 4.44):

Lause 3.4 Olkoon G lokaalisti kompakti Abelin ryhmd ja V : G — UW(H) G:n unitaarie-
sitys Hilbertin avaruudessa H. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen sddannéllinen projek-

A

tioarvoinen mitta P : B(G) — P(H), jolla

Vig) = / (0, VdP(y) Vg e G.

Toteamme lopuksi vield yleisid huomioita lokaalisti kompakteista ryhmistd. On suo-
raviivaista osoittaa, ettd lokaalisti kompakti topologinen avaruus on separoituva, jos se
on Hausdorffin avaruus. Toisaalta on myos helppoa osoittaa, ettéd jokainen separoituva ja
metristyvé yleinen topologinen avaruus toteuttaa toisen numeroituvuusaksiooman. Met-
ristyvyys tarkoittaa sitd, ettd avaruuden topologian generoi jokin metriikka. Lokaalisti
kompakteilla avaruuksilla patee vahvempikin tulos: Lokaalisti kompakti avaruus on toi-
sen numeroituvuusaksiooman toteuttava Hausdorffin avaruus tarkalleen silloin, kun se on
separoituva ja metristyva. Rajoitumme jatkossa tutkimaan tiettya lokaalisti kompaktien

ryhmien joukkoa.

Huomautus 3.1 Jatkossa tutkimamme topologiset ryhmdat G ovat kaikki lokaaliste kom-
pakteja tyypin I unimodulaarisia ryhmid, jotka tayttivdt toisen numeroituvuusaksiooman
ja ovat Hausdorff.

Aiemmat toteamukset huomioiden edellisen huomautuksen mukaiset ryhmét voi kuvata
ekvivalentisti niiné lokaalisti kompakteina separoituvina unimodulaarisina ryhminé, jotka
ovat tyyppid I ja ovat metristyvid. Huomattakoon myos, ettad téllaiset ryhmét ovat o-

kompakteja, kuten osiossa 1.2 on néytetty.
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3.2 Toisen numeroituvuusaksiooman toteuttavat tyypin I ryhmat

Oletamme téssé osiossa, ettd ryhmé G on separoituva, lokaalisti kompakti, unimodulaa-
rinen ja Hausdorff seké toteuttaa toisen numeroituvuusaksiooman. Esittelemme joitakin
tuloksia, jotka ovat joko riittévia tai riittdvia ja valttamattomia sille, ettd ryhméa G on
tyyppid I. Ndemme, etté tallaiset tyypin I ryhmét muodostavat fysiikan kannalta térkedan
ryhmien luokan.

Valitsemme ryhmélle G Haarin mitan dg. Ryhmélle G rakentuu nyt Banachin avaruus
LY(G) := LY(G, dg), joka koostuu Borel-mitallisista funktioista'® f : G — C, joille

11 —/G|f(g)|dg < oo,

Normina téssé avaruudessa on ylldesitelty || - ||;. Kun fi, fo € LY(G), voidaan mééritelld
konvoluutio fi * fo € L'(G) kaavalla

(fi* fo)(g) = /Gf1(h)f2(hlg) dh, geG.

Méérittelemme lisiiksi avaruudessa L'(G) involuution f — f* asettamalla f*(g) = f(g~1).
Huomaamme, etté niilld laskutoimituksilla varustettuna avaruus L'(G) on involuutiivinen
Banachin algebra.

Olkoon V ryhmén G unitaariesitys Hilbertin avaruudessa H. Voimme talldin méaéri-
telld kullekin f € L'(G) Hilbert-Schmidt-operaattorin Bochner-integraalina

V(f) = /G f(9)V(9)dg.

Kutsumme involuutiivisen algebran L'(G) positiivisiksi muodoiksi lineaarikuvauksia @ :
LYG) — C, joilla ®(f* x f) > 0 kaikilla f € L'(G). Lihteessi [5] on niytetty, etti

positiiviset muodot saadaan ns. positiivisen tyypin funktioista ¢ : G — C kaavalla

B(f) = /G £(9)el9) dg.

joita emme kuitenkaan téssa lahde tarkemmin tutkimaan. Merkitsemme positiivisten muo-
tojen joukkoa symbolilla F(G). Lisiksi kiytdmme niiden posiitiivisten muotojen @, joilla
O(f) < 1 kaikilla f € LY(G), joilla ||f]|; < 1, joukosta merkintdsi B(G). Voimme nyt

muotoilla seuraavan tuloksen [5] (proposition 7.1, corollary 7.2):

Lause 3.5 Olkoot f € L'(G) ja joukko B(G) kuten ylli. Merkitsemme symbolilla U(G)

ryhmdn G kaikkien unitaariesitysten ekvivalenssiluokkien joukkoa. Tdlloin on voimassa

1= sup V(F)llse = sup [[my(f)llse., = sup O(f** f),
VIeU(@) e 2eB(G)

= . .. .o . . . . .een . .
B Tarkemmin kyseessé on jilleen ekvivalenssiluokkien avaruus; samaistamme keskenééin funktiot, jotka

yhtyvit Haarin mitan suhteen melkein kaikkialla.
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missd esityksen V' esitysavaruutta on merkitty symbolilla Hy ja 7, € v aina, kun v € G.
Kuvaus || - || on normi. Kun involutiivinen algebra L'(G) saatetaan tiydelliseksi timdn

normin suhteen, saadaan C*-algebra.

Edellisessa lauseessa saatua C*-algebraa kutsutaan ryhman G C*-algebraksi, ja mer-
kitsemme sité symbolilla C*(G).1°

Olkoon V jélleen ryhmén G unitaariesitys. Téalloin merkitsemme
Ker(V) ={f € C*(G) | V(f) = 0},

joka on kaksipuolinen ihanne. Kutsumme joukkoja Ker(V') algebran C*(G) primitiivisiksi
ihanteiksi ja niiden joukosta kdytdmme merkintdd Prim(G). Liséksi, jos U ja V ovat
unitaariekvivalentteja ryhmén G esityksid, huomaamme, ettd Ker(U) = Ker(V). Néin
kuvaus U(G) 3 [U] — Ker(U) € Prim(G) on hyvinmééritelty surjektio. Joukosta Prim(G)

saadaan topologinen avaruus médrittelemalld joukon X C Prim(G) Jacobsonin sulkeuma

ﬂYcX}.

Joukko X C Prim(G) on siis suljettu, kun X = X. Niin tulee méiiriityksi Jacobsonin

X asettamalla

X= {X € Prim(G)

topologia joukossa Prim(G), jonka voimme siirtdé esitysduaaliin madraamalla, ettd joukko
I' G on avoin tarkalleen silloin, kun sen kuva kuvauksessa G' 3 7 — Ker(m,) := Ker(y) €
Prim(G) on avoin Jacobsonin topologiassa. Tét4 esitysduaalin topologiaa kutsutaan Fellin
topologiaksi.

Merkitsemme symbolilla [1(G) kaikkien ryhmén G redusoitumattomien esitysten jouk-
koa, jonka voimme kirjoittaa erillisend unionina II(G) = Il(G) U [J,ey Hi(G), missd
14 (G), k € NU{oc}, on k-ulotteisten redusoitumattomien esitysten joukko. Olkoon nyt
kullakin £ € NU {oc} By, suppein o-algebra, jolla kuvaukset

I, (G) > 7 — (p|m(9)¥) s, o, VeEH, ged

ovat mitallisia. Voimme nyt maééritelld joukossa II(G) o-algebran B asettamalla, ettd
U € B tarkalleen silloin, kun UNIL,(G) € By, kaikilla k € NU{oco}. Selviisti G on joukkona
avaruuden II(G) tekijdavaruus, joten voimme siirtdd o-algebran B esitysduaalin G o-
algebraksi, jota kutsutaan Mackeyn-Borelin rakenteeksi. Seuraava lahteessé [20] todistettu

lause kertoo, milloin ryhmé G on tyyppid L.17

Lause 3.6 Olkoon G lokaalisti kompakti unimodulaarinen ryhmd, joka tdyttdd toisen nu-

merottuvuusaksiooman. Seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvat.

16C*_algebra C*(G) voidaan konstruoida myos yleisen lokaalisti kompaktin ryhmén tapauksessa, jonka

ei tarvitse olla unimodulaarinen. Tamé edellyttda vain involuution méaéritelmén hienosaatoa.
TTamakin lause pitee myds silloin, kun G ei ole unimodulaarinen.
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(i) Ryhmd G on tyyppid 1.
(ii) Kuvaus G 3~ — Ker(v) € Prim(G) on injektio.

(iii) Mackeyn-Borelin rakenne on Borelin o-algebra esitysduaalin G Fellin topologian suh-

teen.

(iv) Jos m on ryhmin G redusoitumaton esitys avaruudessa Hy, kuvajoukko m(C*(G))

sisdltdd kaikki avaruuden H, kompaktit operaattorit.

C*-algebraa A sanotaan liminaaliseksi, kun m(a) on kompakti operaattori kaikilla a €
A aina, kun 7 on algebran A *-esitys, eli on *-homomorfismi A — L(JH) jollakin Hilbertin
avaruudella . Algebran C*(G) kaikki *-esitykset ovat muotoa C*(G) > f +— V/(f), missé
V on ryhmén G unitaariesitys [5], ja ryhméd G sanotaan liminaaliseksi, kun sen C*-
algebra C*(G) on liminaalinen. C*-algebraa A sanotaan puolestaan postliminaaliseksi,
kun sen jokainen tekija-C*-algebra A /J, missi siis J on algebran A suljettu kaksipuolinen
ihanne, sisdltdd yksiostd {0} poikkeavan kaksipuolisen ihanteen, joka on liminaalinen.
Selvastikin C*-algebra A on postliminaalinen, kun se on liminaalinen. Ryhmé&a G sanotaan
puolestaan postliminaaliseksi, kun sen C*-algebra C*(G) on postliminaalinen. Seuraava

lause on todistettu lédhteessa [20].

Lause 3.7 Olkoon G lokaalisti kompakti unimodulaarinen ryhmd, joka tayttad toisen nu-

meroituvuusaksiooman. G on tyyppid I tarkalleen silloin, kun se on postliminaalinen.

Erityisesti siis liminaaliset ryhmét ovat tyyppia I. Koska kompaktien ryhmien ja lokaalisti
kompakten Abelin ryhmien redusoitumattomat esitykset ovat airellisulotteisia, ne ovat
liminaalisia ja siis tyyppié I, kuten on jo alemmin todettu. Lahteissé [21], [22], [23] ja [24]

on todistettu myos seuraavat tulokset.

Lause 3.8 Jokainen yhtendinen puoliyksinkertainen Lien ryhmd on liminaalinen ja siis

tyyppid 1. Myds jokainen yhtendinen nilpotentti Lien ryhmd on liminaalinen.

N&ita tuloksia kiyttdmallda huomaamme, ettd monet merkittavéit fysikaaliset symmet-
riaryhméat ovat tyyppid I ja tayttavat muutkin huomautuksen 3.1 ehdot. Erityisesti aika-
avaruuden translaatioiden additiiviset ryhmét R™, n € N, ovat téllaisia; erityisesti ne
ovat tyyppié I koska ne ovat Abelin ryhmia. Myos kompaktit ryhmét kuten T, n € N,
(vaihesymmetriat tai syklisen avaruuden siirtosymmetriat) ja SU(2) (3-ulotteisen avaruu-
den kiertosymmetrioiden ryhmén SO(3)y peittoryhmé) ovat huomautuksen 3.1 mukaisia.
Namaé ovat tyyppid I, koska ne ovat kompakteja. Myos ryhmé SL(4, C) (4-ulotteisen aika-
avaruuden aitojen Lorentz-symmetrioiden ryhmén SO(1, 3)¢ peittoryhmé) on puoliyksin-
kertaisena ja yhdesti yhtendisené Lien ryhméné tyyppia I ja on muutenkin haluttua tyyp-

pid. Myos Heisenbergin ryhmét H,,, n € N, (faasiavaruuden siirtojen esitykset) ovat tata
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tyyppid, koska ne ovat yhteniisiéd ja nilpotentteja. Esimerkiksi translaatioryhmien R” ja
T™ avulla voidaan maérata paikka- tai vaihesiirtojen suhteen kovariantteja suureita. Ta-
mé kovarianssiominaisuus on luonteva vaatimus lokalisointisuureille ja paikkaerosuureille.

Tutkimme paikkasiirtokovariantteja suureita tarkemmin seuraavassa luvussa.

3.3 Kovarianssi- ja imprimitiivisysteemit

Oletamme jatkossa, ettd G on huomautuksen 3.1 ehtojen mukainen ryhmé. Sanotaan,

ettd topologinen avaruus () on transitiivinen G-avaruus, kun on olemassa jatkuva kuvaus
GXQB(g,x)Hg-xGQ, (35)

jolle e - x = z kaikilla x € €, kun e € G on neutraalialkio (eli eg = ge kaikilla g € G),
ja jolle kaikilla g, ¢’ € G pétee g- (¢’ - ) = (g¢’) -  ja liséksi aina, kun z, y € Q, l6ytyy
sellainen g € G, ettd g - v = y. Kutsumme téta transitiivista kuvausta ryhmén G vasem-
maksi operoinniksi joukossa 2. Liséksi sanomme, ettd Borel-mitta u : B(£2) — [0, 00] on
G-invariantti, kun kullekin B € B(2) ja g € G pétee u(g - B) = p(B). Voidaan osoittaa,
ettd kaikki lokaalisti kompaktit transitiiviset G-avaruudet €2 ovat homeomorfisia jonkin
tekijairyhmén G/H kanssa, kun H < G on suljettu aliryhmé, kun lokaalisti kompakti
ryhmé G on o-kompakti [5] (Proposition 2.44). Néin on siis erityisesti, kun G' on huo-
mautuksen 3.1 mukainen. Merkitsemme jatkossa kanonista tekijakuvausta (projektiota)
q: G — G/H, q(g) = gH. Vasen operointi tekijiavaruudessa G/H madrataan kaavalla
9-9'H=g-q(g") = algg’) = (99)H.

Olkoon V' : G — U(H) vahvasti jatkuva ryhmén G unitaariesitys Hilbertin avaruu-
dessa H. Merkitsemme symbolilla 9% niiden normitettujen positiivioperaattorimittojen
M : B(Q) — E(H) joukkoa, joille

V(g M(B)V(g)=M(g~*-B) VYgeG, VBecB).

Kutsumme joukkoa 9§ esityksen V médrdamiksi kovarianssirakenteeksi. Jos P € MY
on projektioarvoinen, eli spektraalimitta, ja Q = G/H jollakin ryhmén G suljetulla ali-
ryhmélld H, kutsutaan kolmikkoa (V, 2, P) transitiiviseksi imprimitiivisysteemiksi.
Olkoon 7 : H — U(H,) vahvasti jatkuva ryhmén G aliryvhmén H unitaariesitys.
Talloin on olemassa unitaariekvivalenssia vaille yksikésitteinen esityksestd 7 indusoitu
ryhméin G unitaariesitys ind%7r : G — U(HH) ja G-invariantti mitta g : B(Q) — [0, 00|,

missd H* on funktioiden f: G — H,; joukko, jonka jasenille f pétee
e kuvaus G 3 g — (f(g)|¢)s, on Borel-mitallinen kaikilla ¢ € H,,

e f(gh) =m(h)f(g) kaikilla g € G, h € H ja
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o [(f(@)f(9))s du([g]) < oo kaikilla f € §H% (edellinen ehto takaa sen, ettéd tdma
integraali on hyvin mééritelty).

Nyt $H# on Hilbertin avaruus sisédtulon

9 X 585 (. f) o (1) g = / (@)1 (@), din([g])

Q

suhteen. Indusoidun esityksen indgﬂ =: U operointi vektoreihin f € $H* voidaan ilmaista
pisteittain

U9 Ng) = flgg) Vg,9 €G.
Kun varustamme Hilbertin avaruuden $# spektraalimitalla D : B(Q2) — P($), joka méa-

ritellaan kaavalla

(D(B)f)(9) = xs(p(9))f(9) VB eB(G/H), Vfehi Vged,

on kolmikko (U, €2, D) imprimitiivisysteemi, nk. indusoituun esitykseen U = indgw liitty-
va, kanoninen transitiivinen imprimititvisysteemi. Mackeyn imprimitiivilause toteaa, etta
kanoniset transitiiviset imprimitiivisysteemit ovat oleellisesti ainoat transitiiviset impri-

mitiivisysteemit (katso esim. [5] ja [25]).

Lause 3.9 (Imprimitiivilause) Olkoon V : G — W(H) vahvasti jatkuva lokaalisti kom-
paktin ryhman G unitaariesitys Hilbertin avaruudessa H ja €2 transititvinen G-avaruus,
joka on homeomorfinen tekijiavaruuden G/H kanssa, kun H on ryhmdn G suljettu ali-
ryhmd, ja P € M, esityksen V suhteen kovariantti spektraalimitta. Merkitsemme yksin-
kertaisesti Q = G/H. Tdlloin on olemassa sellainen aliryhmdn H (vahvasti jatkuva) uni-
taariesitys ™ : H — W(H,), ettd indusoituun esitykseen indSm =: U littyvd kanoninen
transitiivinen imprimitiwisysteems (U, Q, D) on unitaariekvivalentti systeemin (V,$2, P)
kanssa, eli on olemassa unitaarioperaattori R : H — $Hk, jolle RV (g) = U(g)R kaikil-
la g € G ja RP(B) = D(B)R, kaikilla B € B(2). Lisdksi kaikki tdillaiset aliryhmdan H

esitykset m ovat unitaariekvivalentteja.

Olkoon M € 9y, jokin G-kovariantti semispektraalimitta, jonka ei tarvitse olla spekt-
raalimitta. Kutsumme télloin kolmikkoa (V) M) kovarianssisysteemiksi tai yleistetyksi
transititviseksi imprimitiivisysteemiksi. Kovarianssisysteemeille saadaan vastaavanlainen
tulos kuin transitiivisille imprimitiivisysteemeille [26] (proposition 1, proposition 2); Suu-
reelle M konstruoidaan minimaalinen Naimarkin laajennus jossakin Hilbertin avaruudes-
sa $)’, johon esitys V laajenetaan siten, ettd suureen M laajennus (spektraalimitta) on
kovariantti esityksen V' laajennuksen suhteen ja nain syntyvé transitiivinen imprimitiivi-
systeemi on unitaariekvivalentti edellisen lauseen perusteella tietyn kanonisen imprimitii-

visysteemin kanssa. Todistus on suoraviivainen, emmeka esité sité tassa.
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Lause 3.10 Olkoon G lokaalisti kompakti toisen numeroituvuusaksiooman tdayttdvd ryh-
ma ja Q = G/H jollakin suljetulla aliryhmalla H < G. Olkoon (V,Q, M) kovarianssi-
systeems Hilbertin avaruudessa . Talloin on olemassa separoituva Hilbertin avaruus $),
kanoninen imprimitiivisysteemi (U, 2, D) Hilbertin avaruudessa § ja isometria Wy : H —

9, jolla
WOV<g) = U(g)W07 vg c G7

WoM(B) = D(B)W,, VB € B().
Kaikki tdllaiset kovarianssisysteemin (V,$), M) kanoniset laajennukset ovat keskenddn

unitaarisests ekvivalentteja.

Tarkoituksena on seuraavaksi nayttad, etta seurauksen 2.4 tulokset patevat kovarians-
sirakenteille. Olkoon G huomautuksen 3.1 ehdot tayttéava ryhma ja V' sen esitys Hilbertin
avaruudessa H. Olkoon lisiksi Q2 = G/H jollakin suljetulla aliryhmalla H < G, jolloin
merkitsemme jatkuvien ddrettomyydesséd havidvien funktioiden f : 2 — C sup-normilla
varustettua Banachin avaruutta symbolilla Cy(Q2). Médritelkidmme kullekin f € Cy(Q)
ja g € G funktio f, € Cy(£2) asettamalla

f@) = flg-a),  weQ

Merkitsemme myos symbolilla M (€2, H) osiossa 2.5 esiteltya lokaalisti konveksia operaat-
torimittojen avaruutta. Maaritelkidmme kullakin 7' € T(H), f € Cy(Q?) ja g € G kuvaus
Fr g M(Q, H) — C asettamalla kaikilla M € M(€2, H)

Frpqg(M) = M[V(9)TV(9)"](f) = M[T1(fs) = [TV (g)"M(f)V (9)] — tx[TM(f,)].
Voimme nyt arvioida kaavan 30 mukaisilla seminormeilla

| 1.6 (M)] < pvgyrvigy.s (M) + pr,s, (M),

joten kuvaukset Frr,, T € T(H), f € Co(Q), g € G, ovat jatkuvia, ja voimme ilmaista

kovarianssirakenteen joukkona

M= (1 (1 [)Frs,0

TeT(H) fECH(R) gEG

joka siis on suljettu. Koska kovarianssirakenne 9§, on suurejoukon O(B(Q), ) suljettu
ja konveksi osajoukko, siithen piitee seuraus 2.4, ja diripistejoukko Ext(9y,) karakterisoi

kaikki kovariantit suureet.
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4 Kovarianssirakenne ja Abelin ryhma

Tasséa luvussa kasittelemme kovarianssirakenteita, joissa symmetriaryhmé on Abelinen lo-
kaalisti kompakti ryhmaé, joka tayttad toisen numeroituvuusaksiooman ja on Hausdorff.
Maaritamme tallaisten kovarianssirakenteiden adaripisteet sekéd ne kovariantit suureet, jot-
ka ovat darisuureita kaikkien suureiden joukossa. Késittelemme my6s joitakin fysikaalisia

esimerkkeja.

4.1 Abelin ryhman suhteen kovariantit suureet

Oletamme koko tdmén luvun ajan, ettd ryhmé G on kommutatiivinen (ja siis tyyppid
I) ja tayttdd muutkin huomautuksen 3.1 ehdot ja Q = G/H jollakin H < G. Merkit-
semme kanoniselle tekijaprojektiolle ¢ : G — G/H yleisesti ¢(g) = [g] kaikilla g € G.
Lisiiksi dg on ryhmén G Haarin mitta ja dh puolestaan aliryhmin H Haarin mitta'® ja
o on transitiivisen avaruuden €2 G-invariantti mitta; kyseessé on siis ryhmén G/H Haa-
rin mitta. Ryhmén G ryhmélaskutoimitusta merkitsemme G x G'3 (v,7) — v+, eli
(g,7+7) = {g,7){g,7"). Neutraalialkio olkoon ¥, eli (g, ) = 1 kaikilla g € G. Aliryhméin

H annihilaattoria merkitsemme
H* :={neG|(h,n) =1 kaikilla h € H}.

Selvisti H+ < G. G-avaruuden avaruuden €2 karakterien joukon ) samaistamme annihi-
laattoriin H+ merkitsemélld kullakin n € H* ja [g] € Q (n,[g]) := (n, g). Lisiiksi aliryh-
man H karakterien joukko H voidaan samaistaa tekijaryhman G /H* kanssa méirittele-
mélli kullakin v € G ja h € H (p(),h) := (h,~), kun p : G — G/H" on tekijéprojektio.
Merkitsemme jatkossa tavallisesti p(y) =: [y]. Varustamme annihilaattorin H+ Haarin
mitalla!® dn, jolla Fourier-Plancherel-(kiifinteis)kuvaus § : L2(Q, u) — L*(H*,dn), joka
mééaritellaan kaikille f € C.(£2) kaavalla

1)) = / o f(@)du(e) e H (36)

Q

on unitaarinen.

~

Olkoon f € C.(G) reaaliarvoinen ja v : B(G/H') — [0,00] kompakteilla joukoilla
aarellinen mitta. Merkitaan

= [ s i) 37)

8Vasen ja oikea Haarin mitta tietenkin yhtyvit Abelin ryhmén tapauksessa.
9T4mi on siis Haarin mitta nimenomaan karakteriryhmin H*' sisillA.
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Ylla oleva kaava maarittelee jatkuvan positiivisen lineaarikuvauksen L : Cc(é) — C, joten

Rieszin lauseen nojalla L méaarittelee kuvauksen v — v kaavalla

L(f) = /G (1)), (38)

A

missd 7 : B(G) — [0, oo] on kompakteilla joukoilla dédrellinen mitta.

Olkoon M € 9, (vahvasti jatkuvan) esityksen V : G — H suhteen kovariantti
normitettu positiivioperaattorimitta, missd H on separoituva Hilbertin avaruus. Olkoon
lisiksi 7 sellainen aliryhmén H esitys (esitysavaruutenaan H, ), ettd lauseen 3.10 antama
yleistettyyn imprimitiivisysteemiin (V, 2, M) liittyvd kanoninen imprimitiivisysteemi on
(indgﬂ,Q,D). lauseen 3.3 mukaan voimme olettaa, etté esitys m operoi diagonaalisesti

suoraintegraaliavaruudessa

missd v on joukon G /H* kompakteilla joukoilla direllinen Borelin mitta. Diagonaalinen

operointi merkitsee téssé sitéd, ettd m operoi kenttdédn [y] — ¢([v]) € H}y siten, ettd

(r(h)e) (7)) = (h,Me([A]),  heH.

Olkoon M jokin separoituva airetonulotteinen Hilbertin avaruus, jolla on ortonor-
maalikanta {¢; |k € N}. Olkoon lisiksi [y] — {ex([7])|1 < k& < m([7]) + 1} suorain-
tegraaliavaruuteen I, liittyva mitallinen kenttd ortonormaalikantoja; téssd mitalliselle
kuvaukselle m : G/H+ — {0,1,2,...} U {oo} pitee siis dim (Hy) = m([y]) kaikil-
la [y] € G/H*. Voimme nyt muodostaa rajoitetun surjektiivisen lineaarikuvauksen P :
LX(G/H*, v; M) — H; asettamalla (Pp)([7]) = P([)e([y]), missi P([y]) : M — 3y,
[v] € G/H*, ovat rajoitettuja operaattoreita, joilla

ex([7]), k<m([y]) +1
0 muulloin.

P([v])ypr = {

"Projektio” P valittda siis esityksen 7 laajennuksen esitykseksi II Hilbertin avaruudessa

L*(G/H*, v; M), kun kaikilla h € H ja ¢ € L*(G/H*, v; M)

(II(R)@) (V) = (hyyYe([V))-

Seuraavaksi upotamme imprimitiivisysteemin (V, Q, M) esityksesté II indusoituun kano-
niseen imprimitiivisysteemiin.

Olkoon $ nyt Hilbertin avaruus, joka koostuu funktioista ® : G x G/HL — M, jotka
tayttavat ehdot

e kuvaukset G xG/H* 3 (g,[7]) — (£|®(g, [7]))at ovat (tulo)mitallisia kaikilla & € M,
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e (gh. [1]) = (h,7)®(g,[7]) keikilla g € G, h e H, v € G ja

o Joreyur 1209, DIRcd(n x v)([g], [7]) < oo

Vektoreiden &, 5 € § vilisen sisdtulon antaa kaava

(1| P2) =/ A @u(g, [DI®(g, W) d (i x v)([g], [V])-
QxG/HL
Voimme mééritelld esityksen U : G — U($H) kaavalla

(U(9)®) (g [7]) = @(99', 7))

kaikilla ¢, ¢ € G, v € G ja ® € $. Voimme lisdksi méaritella spektraalimitan P :
B(G/H) — P($) kaavalla

(P(B)®)(g,1"]) = x5(a(9))®(g,["])

kaikilla B € B(f2), g € G, v € G ja ® € §. Huomaamme, ettd kolmikko (U,Q, P)
on itseasiassa esityksestd A indusoitu imprimitiivisysteemi ja siis siséltdd lauseen 3.10
kolmikkoon (V; €2, M) liittdmén kanonisen imprimitiivisysteemin [1|. Kolmikko (V,, M)
voidaan siis upottaa isometrisesti systeemiin (U, 2, P).

Olkoon ¢ : G X G JH+ — M jatkuva ja kompaktitukinen funktio, jolla kuvaukset
(9,[7]) — (€lw(g, 7)) ovat (tulo)mitallisia, eli ¢ € Co(G x G/H*; M). Voimme méri-
telld funktion @, : G x G/H* — M kaavalla

By, ) = / (h,Yb(gh, [y))dh

H

kullakin g € G ja v € G. Helposti todetaan, etté ®,, on avaruuden ) jatkuva alkio ja
F(supp®,) on kompakti, kun F(g, [v]) = ([g], [7]). Lisiksi joukko

9y = {Py | ¥ € C.(G x G/H+ M)}

on avaruuden $) tihea aliavaruus.
Olkoon nyt 7 kaavan 38 mukainen. Merkitsemme jatkossa ryhmén G diagonaalista

esitysta Hilbertin avaruudessa LQ(G ,7; M) symbolilla A, toisin sanoen

(Me)e)(7) = (g, Me(y)

kullakin g € G,y € Gjay € LQ(G ,7; M). Lauseen 3.3 mukaan voimme ilmaista esityksen

V' diagonaalisena esityksend suoraintegraaliavaruudessa

®
%:[ H, dvy (),
¢
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missé vy : B(G) — [0, 00] on kompakteilla joukoilla direllinen mitta; diagonallisuus mer-
kitsee sitd, ettd (V(g9)p)(y) = (g,7)¢(7) kaikilla ¢ € G, v € G ja ¢ € H. Olkoon
v = {fe(v) |1 <k < n(y) + 1} suoraintegraaliavaruuteen H liittyvd mitallinen kentté
ortonormaalikantoja, missé mitallinen kuvaus n : G — {0, 1, 2,...} U {oo} antaa kompo-
nenttiavaruuksien H., v € G, dimensiot. Voimme taas méritelld rajoitetun operaattorin

E : L*(G, vy; M) — H hajoavana operaattorina

5= [ BO) () (39)

G

missd E(y) : M — I, ovat rajoitettuja lineaarikuvauksia, joilla

fe(y), k<n(y)+1
0 mulloin.

E(y)er = {

"Projektio” E laajentaa jilleen esityksen V esitykseksi ), joka operoi Hilbertin avaruudessa
L2(G, vy; M) diagonaalisesti, eli

Ag) = /j(g,'yﬂmdw(v), g € G,

samaistamme siis jalleen kullakin v € G avaruuden H, kantavektoreiden ¢y, 1 < k <
n(7) + 1 lineaarisen verhon sulkeumaan. Liséksi, kun M € O(B(Q), H), merkitsemme

M(f) = /Q f(x) dM ()

kaikilla mitallisilla, jatkuvilla ja kompaktitukisilla f : Q — C, eli f € C.(€2). Operaattori
M (f) on siis Hilbertin avaruuden H rajoitettu operaattori. Liséksi operaattorit M(f),
[ € C.(Q), midradvit tarkalleen suureen M € O(B(1), H).

Seuraavaksi tarkoituksena on muuntaa imprimitiivisysteemid (U, 2, P) unitaarises-
ti siten, ettd avaruus, jossa muunnettu esitys U ja muunnettu mitta P operoivat, on
LQ(GY , 7; M); tdmé tehdédédn seuraavassa lauseessa, joka l6ytyy alunperin lahteesté [1] (pro-
position 3.3). Néin pddsemme vertailemaan suoraan alkuperdisté esitystd V' ja sen kahta

eri laajennusta U ja \.

Lause 4.1 Olkoon mitta v kuten ylld ja U kaavan 38 mddramda mitta. On olemassa uni-
taarioperaattori R : $ — LZ(G, v; M), jolla

RU(g) = A(g)R
kaikilla g € G. Lisiksi, kun merkitsemme RP(B)R* =: P(B) kullakin B € B(G/H),

patee

(PR = [ @Dt =) dn (40)
kaikilla f € C.(£2).
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Todistus: Olettakaamme, ettd ® € §),. Havaitsemme funktion G > g — (g,7)®(g, [7])
olevan vakio kunkin tekijdluokan [g] € € sisélla. Merkitsemme tété funktiota symbolilla
O7, PV([g]) = (g,7)P(g,[7]) kullakin [g] € Q. Talloin & on jatkuva ja kompaktitukinen.

Maééritelkddmme operaattori R kullakin ® € $),, kaavalla

(R®)(7) = / & (2)dp(z),

S

joilloin R® on jatkuva [1]. Lisiksi, kun v € G ja n € H', voimme kirjoittaa

(R®)(y+1n) = (F2)(n),

misti seuraa, ettd R(§y) € L*(G, 7; M) ja R on isometrinen [1]. Néin ollen R laajenee
isometriaksi koko avaruuteen § ja R(§) C L*(G, 7; M).
Olettakaamme, ettii ¢ € C.(G, 7; M). Merkitéén nyt

(R'o)(g,[v]) = /m (9,7 +")ely +9)dupr(v'),

jolloin R'¢ : G x G/H* — M on jatkuva. Lisiiksi huomaamme, ettd (R'¢)(gh,[y]) =
(h, ") (T¢)(g, [7]) kaikilla g € G, h € H ja v € G. Toteamme valittomésti, etti

(R'¢)(g: [7]) = (9,7) (§"4) (l9])

kaikilla g € G ja [7] € G/H™*, kun ¢,(n) := o(y + ) kaikilla v € G ja n € H'. Tésta
saadaan suoralla laskulla [1| operaattorin R’ isometrisyys, joten R’ laajenee isometriaksi
koko avaruuteen LQ(G, ;M) ja R’(LQ(G, D;M)) C 9. Lisiaksi voidaan todeta suoraan,
etta
(Rp|®)sy = <¢|R®>L2(G,9;M)

kaikilla o € C’C(G, ;M) ja © € 9,. Yksinkertaisella tiheysargumentilla siis R = R* ja R
on unitaarinen. Suora lasku [1]| osoittaa lisdksi, ettd kun ® € $,, niin RU(g)® = A(g)RD
kaikilla g € G siispé

kaikilla g € G.
Unitaarimuunnetun spektraalimitan P operointi avaruudessa LQ(G, ;M) todetaan
suoralla laskulla kaavan 40 mukaiseksi. Kaavan 40 johto on l&hteessa [1]| (proposition 3.3).

Huomattakoon, ettd voimme myos kirjoittaa
(PBE)0) = [ [ o abety —n)duta)d
HLJB

kaikille B € B(Q2) ja v € G, kun ¢ kuuluu tiettyyn Hilbertin avaruuden ¥ tiheddn ali-

avaruuteen. [
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Edellinen lause kertoo sen, ettd esitys V' voidaan diagonalisoida, eli on olemassa iso-
metria W : H — L2(G, 7; M), jolla WV (g) = Mg)W kaikilla ¢ € G ja kun M € Y,
niin WM (B)W* = P(B) kaikilla B € B(Q). Selvittiiksemme operaattorimitan M raken-
teen ja konveksin joukon 90ty Airipisteet, on meidén esitettiivii isometria W hajoavassa
muodossa. Ensin esittelemme todistuksetta jatkon kannalta merkittédvan mittateoreettisen

tuloksen. Todistus on ldhteessa [1].

Lause 4.2 Olkoon V : G — W(H) ryhmdn G vahvasti jatkuva esitys ja Q2 = G/H, jolla
on Haarin mitta . Olkoon vy esitysduaalin G kompakteilla joukoilla ddrellinen Borel-
mitta, jolla esitys V' operoi diagonaalisesti avaruudessa I ~ fé? H,dvg () lauseen 3.3
mukaisesti. Nyt Mg, # O tarkalleen silloin, kun on olemassa aliryhmdin H vahvasti jatkuva
esitys 7, jolla W1V (g) = ind% (7)) (9)W1 kaikilla g € G, kun Wy : H — $* on isometria ja
avaruus $H* on indusoidun esityksen ind$(m) osion 3.8 mukainen esitysavaruus. Téllvin
lisikst mitta vy on absoluuttisesti jatkuva mitan v suhteen, joka saadaan kaavojen 38
ja 37 mukaisesti esityksen m diagonaaliseen esitykseen littyvastd lauseen 3.3 mukaisesta
avaruuden G/H* Borel-mitasta v. On siis olemassa mitallinen funktio p : G — [0, o]

siten, etta
dvy () = p(7)do(7).

Askeisen lauseen alkupuoli on lauseen 3.10 suora seuraus. Edellinen lause kertoo esi-
merkiksi, ettd tapauksessa H = {e} IMY # 0 tarkalleen silloin, kun vy on absoluuttisesti
jatkuva esitysduaalin Haarin mitan suhteen; tdmé tulos on oleellisesti saatu myd6s léah-
teessd [27]. Lauseen 4.2 tulos on varsin ymmérrettévi vertailtaessa esityksen V' kahta
eri laajennusta A ja A avaruuksissa L2(G, 7; M) ja vastaavasti L2(G, vy; M). Voimme
jatkossa olettaa yksinkertaisesti, ettd v, = v, silld voimme "upottaa” tiheyden p esity-
savaruuden H komponenttiavaruuksiin H,, v € G. Seuraava lause karakterisoi kaikki

kovarianssirakenteen 9% alkiot.

Lause 4.3 Olkoon G 3 v — I, lauseen 3.3 esitykseen V' listtdma kenttd Hilbertin ava-
ruuksia, joilla H = fg H.,div(y). Olkoon M € My,. Tdlldin on olemassa mitallinen ope-
raattorikentti G > v — W(y) € L(H,; M), jolla W(v) on isometria mitan v suhteen
melkein kaikilla v € G ja jolla

(IM(f)) = [ [ GOV ()W (v = n)ib(y — 0))ac, dn di(y) (41)

kaikilla o, v € H ja f € C.(Q).
Toisaalta, jos mitallinen operaattorikentti G > v — W(v) € L(H,; M) jollakin ddre-
tonulotteisella Hilbertin avaruudella M on ylldolevan kaltainen, kaava 41 mddrdda erddn

normitetun positiivioperaattorimitan M € INY.
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Todistus: Olettakaamme, ettd M € 9. Olkoon W ylliesitelty isometria, jolla pétee
WM(B) = P(B)W kaikilla B € B(Q). Olkoon G 3 v — T(v) € L(H,; M) (mitalli-
nen) kentté isomerioita ja merkitaan (T'y)(v) = T'(7)p(7y) kaikilla ¢ € H. Kun muiste-
taan, ettd esitys V operoi avaruudessa |, ée H,dve(y) diagonaalisesti lauseen 3.3 mukaises-
ti, huomaamme, ettd TV (g) = A(g)T kaikilla ¢ € G. Téalloin operaattori W’ := WT*
on osittainen isometria, jolla W'A(g) = A(¢g)W' kaikilla ¢ € G. Néin ollen kullakin
p € H = L*(G, vg; M) voidaan kirjoittaa (W'e)(y) = W (7)p(y), missi G 3 v — W'(7)
on mitallinen operaattorikentté, jolla W’(~y) on osittainen isometria mitan 7 suhteen mel-

kein kaikilla v € G. Nyt W = WT*T = W'T, ja siis kullakin o € H ja v € G

(We)(y) = (W'Te)(y) = W) (Te)(y) = W (NT)e(y) = Wy)e),

~

misséd on merkitty W(y) := W/(y)T(v) kullakin v € G; isometria W on siis hajoava.
Lisiksi koska W*W = Iy, saadaan T'(y)*W'(v)*W'(y)T(y) = I3, mitan 7 suhteen mel-
kein kaikilla y € G. Tésté taas seuraa, ettd W'(y)*W’(y) = Iy melkein kaikilla v € G,
ja siis W () on isometria melkein kaikilla v € G. Kentén ~ — W () mitallisuus seuraa

valittomasti. Havaitsemme nyt, ettéd operaattori
. @
W H — (G M), W :/ W) din()
a

on isometria. Kaavan 41 todetaan pétevin suoralla laskulla [1]. K&&nteinen tulos on selvé.
O

4.2 Kovarianssirakenteen aaripisteet

Oletamme edelleen, ettd G on lokaalisti kompakti Abelin ryhmé ja meilld on transitii-
vinen G-avaruus ) = G/H jollakin H < G ja ettd V on ryhmén G vahvasti jatkuva
unitaariesitys Hilbertin avaruudessa J. Lisdksi oletamme, ettd V' operoi diagonaalisesti
avaruudessa |, G@ H,dvy () ~ H. Jatkossa oletammekin yksinkertaisesti, ettd H on kyseis-
td suoraintegraalimuotoa. Oletamme lisiiksi, ettd M € 9y (#£ 0), jolloin voimme valita
vy = . Merkitkigmme lisiiksi kaikilla ¢ € H ja [y] € G/H*

loeillvi= [ lletr+mldn
HL

aina, kun kyseinen integraalion méaritelty. Merkitkdamme liséksi

v {oen| [ lonliivibl <ocf.



66

jonka huomataan olevan avaruuden JH aliavaruus kayttamalla Cauchyn-Schwarzin epéyh-
téloa. Olkoon ¢ € C.(G; M). Talléin myds funktio v — [[¢(7)]| on jatkuva ja kompakti-
tukinen, jolloin funktio [y] — [, [¥(v 4+ n)|ldn = [|¢},]l1 on jatkuva ja kompaktituki-
nen [5]. Taméan funktion tuki sisdltyy kompaktiin joukkoon p(supp(@b)). Kun FE on kuten

kaavassa 39, on voimassa ||E(7)|| < 1 melkein kaikilla v € G ja voimme arvioida

/G/Hi 1(BY) T dv([y]) < /@/HL lem I dv([y]) < V(p(Sllpp(gp))) max  ||¢p |2

[veG/H+

Siispa koska E(Cc(é; M)) C D on avaruuden H tihed aliavaruus®, on myds D tihed
aliavaruus.

Olkoon M € My, ja hajoava operaattori W kuten lauseessa 4.3. Miiritelkiimme
operaattori 20 : D — L2(G/H™*, v; M) asettamalla jokaiselle p € D ja [y] € G/H*

(W) ([7]) = W (y +mn)e(y +n)dn.

HL

Voimme nyt kullakin ¢ € D arvioida

1206 ]*

/@/HL /HL /,ﬂ<w<7+C)s@(7+ OIW (v + &)y + ) de d¢ dv([])
= /@/HL /m /m lo(y + Olllle(y + &) dé d¢ dv([])
< [ lenlfaibh <o

missé on kiytetty tietoa, ettd W (y) < 1 melkein kaikilla v € G. Operaattori 20 on siis
hyvinmééritelty ja rajoitettu aliavaruudessa D. Olkoot ¢, ¥ € D ja B € B(f)) kompakti.

Kaavasta 41 seuraa nyt kiayttamaélla Fubinin lausetta

(p|M(B)v)

N ///HL EW eIV (v = (v — §))amd€ di(v) dp([g])

- //@/Hl/ / W+ Qe(y + OIW (v + ¢+ (v + ¢+ €)X
xd¢ d¢ dv([]) du(

- //c:/m/m/m (YO (V) ) (v + QW (r + &) (V(9)¥) (7 + &) ) 5 X
xd¢ d¢ dv([) du([g])-

Tissd laskussa on kiytetty annihilaattoriryhmin H+ Haarin mitan sekdi mitan o omi-

naisuuksia 37 ja 38. Tama tulos pétee itse asiassa kaikille B(€2), silld © on o-kompakti.

20THmi johtuu siitd, ettd |E| < 1.
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Huomaamme siis, etté kaikilla ¢, 1 € D ja B € B(Q)

(oM (B)) = /B (Y (g)* |20V (9)"45) dpu([g]). (42)

Maaritelkdidmme suoraintegraaliavaruus

5]

H= [  Hpdv([]),
G/HL

missi kullakin [y] € G/H* avaruus H,, on vektoreiden [, W (y+n)E(y+n)e(y+n)dn,
¢ € Cu(G; M), virittamé Hilbertin avaruus. Nyt 20(D) C H. Olkoon ® € H sellainen,
etta

(2Wy|@)s = 0

kaikilla ¢» € D. Olkoot ¢ € C.(G; M) ja B € B(G/H™') mielivaltaisia ja masritelkiimme
funktio ¢ := (xp o p)Ey, missi p : G — CAT’/HL on tekijaprojektio. Selvéisti ¢ € D ja

sijoittamalla tdmé 1 edelliseen kaavaan saamme

/B /HL (W +mEQ +n)ety +n)|@(]) dndv([y]) = 0.
Koska ¢ € CC<G3 M) ja B e B(G/Hi) ovat mielivaltaisia, tidytyy patea
/HﬁWW +mE(y +m)e(y +n)|@(])) dp = 0

kaikilla ¢ € C.(G; M) ja melkein kaikilla [7] € G/H*. Jokaista vektoria ®([y]) € Hy,
voidaan approksimoida muotoa [, W(y+n)E(y+n)x(v+n)dn, x € C.(G; M), olevilla
vektoreilla, misté seuraa, ettid ®([y]) = 0 melkein kaikilla [y] € G/H*, eli ® = 0. Tésti
seuraa, ettd H on kuva-avaruuden 20(D) sulkeuma.

Olkoon II diagonaalisen esityksen II rajoittuma avaruuteen H, eli

fi(h) = /G ), ne

Kaikille o € D, h € H ja [y] € G/H' pitee nyt

(WV (h)e)([]) = /m<h’ Y +mW(y +n)e(y +n)dn = (h, ) (We)([7]),
eli voimme kaikilla h € H kirjoittaa
WV (h)|p = II(h)2W. (43)

Olkoon s : 2 — G Borel-mitallinen sektio, eli s(z) € x kaikilla x € ; téllainen on
olemassa, koska G' on o-kompakti [28] (lemma 3). Olettakaamme nyt, etté itseadjungoitu
operaattori A € L(H), ||A]| < 1, on sellainen, etta

/Q @V o 8)(2)" 9| AWV 0 5)(2)* ) dpa(zx) = 0 (44)
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kaikilla o, ©» € D. Merkitsemme jatkossa AT := Iy £ A; selviisti AT ovat positiivi-

sia operaattoreita. Johtuen vaatimuksesta 44 voimme méaritella operaattorimitat M. €
O(B(Q), H) asettamalla kaikille ¢, ¢» € D ja B € B(Q)

(p|M=(B)y) = /B@U(V 0 5)(2) Q| AW(V 0 5)(2)"¥) dp(). (45)

Jotta operaattorimitat M, olisivat esityksen V' suhteen kovariantteja, on padettéva kom-
mutointirelaatiot [M.(B),V(h)] = O kaikilla B € B(f2) ja h € H.*! Nopealla laskulla
kiiyttien yht#lod 43 huomaamme, ettd tdmé on sama kuin vaatimus [A, TI(h)] = O kaikilla

h € H. Taméa merkitsee sité, ettd operaattorin A on oltava hajoava, eli

A= [ agav).

G/HL
missi Ay, € L(Hp,) on itseadjungoitu mitan v suhteen melkein kaikilla [y] € G/H*, ja

ess sup ||Apl| <1
MeG/H*

Yksinkertainen laskelma osoittaa, etta kaikki téllaisesta hajoavasta operaattorista ja ko-
variantista suureesta saatavat operaattorimitat M, ovat kovariantteja. Jos A # O, eli on
olemassa joukko Z € B(G/H'), v(Z) > 0, jolla Ay # O kaikilla [y] € Z, ovat suureet
M erisuuret, ja M = 5(M, + M_), eli M ei voi olla kovarianssirakenteen 9ty dérisuure.

Olettakaamme, ettd hajoava operaattori A € L(H) on kuten edelld ja tdyttdd ehdon
44. Koska kullakin f € C.(H') ja ¢, £ € H* pitee [5] (theorem 4.21, theorem 4.32)

| [ tec- a5 deauta = ) (40)

voimme laskea kullakin ¢, ¢ € D kiyttden ehtoa 44

0 = //G/HL/HL/HL“ W+ ey + OlAW (7 + E(y +)) x
xd& d¢ dv([v]) du([g])

-/ <W<fy e+ AW+ o+ ) dpdv(hl). (@)
G/HL JHL
Tamé merkitsee sité, ettéd melkein kaikilla [y] € G/H* ja n € H* pétee
Wy +n)" AWy +n) = 0.

Nyt voimme karakterisoida joukon 9y, &iripisteet.

21Tamé merkitsee sité, ettd esitys 45 ei riipu sektion s valinnasta
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Lause 4.4 Olkoon M € MY ja v — W (v) siihen liittyvi lauseen 4.3 mukainen isomet-

riakenttd sekd operaattori 2 ja avaruudet D ja

@
H= [ Hydv(p])
G/H-
kuten ylli. Suure M on kovarianssirakenteen M, ddrisuure tarkalleen silloin, kun ei ole
sellaista hajoavaa operaattoria A € L(H), A # O,

@ N
A= [ Agdu(p). Ag e L), bl e G/

G/H"
jolle pitisi melkein kaikilla [y] € G/H* ja~ € [y] ehto
W) ApW () = 0. (48)

Todistus: Olkoon nyt v — W (y) operaattorimittaan M € 9y liittyvi lauseen 4.3
mukainen operaattorikenttéd ja olkoon hajoava operaattori A € L(H) kuten ylla. Kuten
lauseen 2.6 todistuksessa voimme nytkin olettaa, ettd A* = A ja ||A]| < 1. Mééritel-
kiimme seuraavaksi positiiviset operaattorit A* := Iy + A, jotka ovat siis erisuuria.
Kuten kaavassa 45 voimme naiden operaattorien avulla méaritelld keskendédn erisuuret
operaattorimitat My € 9y . Voimme nyt siis antaa operaattorimitan M epitriviaalina
konveksikombinaationa M = 1(M, + M_), ja siis M ¢ Ext(9My,).

Olettakaamme sitten, ettdi M ¢ Ext(90Y). Olettakaamme lisiksi, ettd G 3 ~ —
W (v) on lauseen 4.3 mukainen operaattorimittaan M liittyvé isometriakentté, ja olkoot
operaattori 20 ja avaruudet D ja H kuten ylli. Olkoot nyt semispektraalimitat M. € 9y,
My # M, sellaiset, ettd M = %M+ + %M_. Merkitsemme néihin operaattorimittoihin
liityvid lauseen 4.3 mukaisia isometriakenttis vastaavasti G 3 v — Wy (). Voimme jilleen
néistd operaattorikentistd muodostaa operaattorit 204 : D — LQ(G’/H L. v; M) kuten

suureelle M Selvisti ndemme, ettd 20*20 = 1 (20720, + 207 2_), joten voimme arvioida
12020]l < V2200 (49)

kaikilla ¢ € D. Olettakaamme nyt, ettd ¢, 1 € D ovat sellaiset, ettd Wy = W), Kaytta-
maélla epdyhtdlod 49 toteamme, ettd myos || 2Wi(p — )| = 0, eli Wi = W1, Voimme

maédaritelld nyt seskvilineaarimuodot Fy : H x H — C (tiheésti) kaavalla

Fye (W, W) = (Wap| W)

kaikilla ¢, ¢» € D. Kayttamalla jélleen epayhtalod 49 huomaamme, ettd Fi (W, W) <
2|2 kaikilla ¢ € D, jolloin Cauchy-Schwarzin epéyhtélon nojalla muodot Fl ovat

hyvinmaédriteltyji ja rajoitettuja. Niinollen on olemassa positiiviset operaattorit A* &
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L(H), joilla Fi(-,-) = (20| A*20-) . Koska suureet My ovat kovariantteja, tiytyy aiem-
man perusteella operaattoreiden A* olla hajoavia;
- ¢ + Ayl
A= [ abavb)), AweL(Hy), b€ G/H-

G/ [v]

Operaattori A := AT — A~ tayttaa selvisti ehdon 44, joka on ekvivalentti ehdon 48 kanssa;
operaattori A on selvisti itsekin hajoava. Koska lisiksi M+ # M # M, huomaamme,
ettd A ei voi olla nollaoperaattori. Vaitteen mukainen nollasta poikkeava operaattori siis

loytyy. U

4.2.1 FErityistapauksia

Erdissé erityistapauksissa voidaan ylldolevia tuloksia yksinkertaistaa. Kun H = {e}, on
tekijaavaruus G /H* ja mitta v triviaali, ja avaruuden Q ~ G G-invariantiksi mitaksi
voimme valita (jonkin) ryhmén G Haarin mitan m. Mitta 7 : B(G) — [0,00] on nyt
lauseen 4.2 mukaan absoluuttisesti jatkuva ryhmaéan G Haarin mitan dy suhteen. Merkit-
kiddmme jalleen 20 : D — M,

We = /G W(y)e(y) dy

kaikilla ¢ € D = (L' N L?)(G, dy, M). Merkitsemme jélleen aliavaruuden 25(D) ¢ M
sulkeumaa symbolilla H. Tapauksessa H = {e}, seuraa lauseesta 4.4 yksinkertaisempi

aarisuureiden karakterisointi, joka on johdettu myos lahteessa [29].

Seuraus 4.1 Suure M € MY, on ddrisuure tarkalleen silloin, kun siitd, etti on sellainen
Ae L(H), ettd
W(y)* AW (y) = O

melkein kaikilla v € G, seuraa, etti A = O, kun kentti G > v — W(y) € L(3,, M)

suureeseen M littyvd isometriakenttd on kuten lauseessa 4.3.

Kompaktin Abelin ryhmén tapauksessa voimme jalleen yksinkertaistaa kovarianssi-
rakenteen 9y alkioiden karakterisointia ja diripisteiden miéritystd. Tulemme huomaa-
maan, ettd tdméan mahdollistaa erityisesti karakteriryhméan G diskreettisyys. Olkoon siis
G kompakti Abelin ryhmé ja H sen jokin aliryhmé ja 0 = G/H transitiivinen G-avaruus.
Olkoon m ryhmén G (jokin) Haarin mitta. Olkoon g jélleen avaruuden 2 G-invariantti
Borelin mitta. Indeksoimme karakterit v € G joukolla N,,, missd n on joukon G kardina-
liteetti. Olkoon ¢ : N,, — N kuvaus, jolla c¢(k) = ¢(I) tarkalleen silloin, kun v, — v, € H*;
funktio ¢ siis erottaa toisistaan tekijiavaruuden G/H* alkiot, ja alkukuvan ¢ (k) alkiot

indeksoivat jonkin tekijiluokan alkiot aina, kun ¢=1(k) # (.
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Olkoon V : G — U(H) ryhmén G vahvasti jatkuva esitys separoituvassa Hilbertin
avaruudessa . Esittdkddmme avaruus I jilleen lauseen 3.2 mukaisena esityksen V' dia-
gonalisoivana suorana summana H = @kGN" Hy. Merkitsemme kunkin ¢ € I vastaa-
vaa hajotelmaa ¢ = ZkeNn Yk, Yr € Hy kullakin £ € N,,. Maarittelemme aliavaruuden
D C H kuten aiemminkin. Olettakaamme, ettd M € 9y, johon lause 4.3 liittid operaat-
torikentan

N, 3k — W(y) = Wy € L(Hg, M).

Huomaamme, ettd kaavassa 41 ei esiinny termejé, joissa ilmenisi operaattorituloja W;W;,
kun v, — v ¢ H*. Voimmekin siis aina mahdollisesti méirittelemalld kenttd k — W,

uudelleen olettaa, ettd avaruudet

My, = {Z Wiy

c(l)=k

Y E @1} (50)

ovat keskeniin ortogonaalit,?? eli voimme olettaa, etti
v —m ¢ HE = WiW, = 0. (51)

Voimme nyt kirjoittaa yksinkertaisesti kuillekin ¢, ¥ € D, B € B(Q)
W B = [ > (WO WiV (0 ), b (5

Maaritelkddmme operaattori Q0 : D — M asettamalla kaikille ¢ € D

We =Y Wips, (53)
keN,
ja merkitkddmme symbolilla H aliavaruuden 20(D) sulkeumaa avaruudessa M. Oletta-
kaamme, ettd operaattori A € L(H) on itseadjungoitu, [|A|| < 1 ja aliavaruudet A(My)
ovat keskend#n ortogonaalisia, eli operaattori A siilyttaéd avaruuksien My, ortogonaalisuu-
den. Olettakaamme liséksi, ettd
WiAW, = O
kaikilla k& € N,,. Voimmekin jilleen maéritelld kaikille k£, [ € N,, seskvilineaarimuodot
Hil HxH—C,
My (0, 0) = (w3 (Ine = A)Withy)

kaikilla ¢, 10 € X, jolloin saamme kovariantit suureet My € MY asettamalla kaikille
0, v €D ja B e B(Q)

(p|M (B / > I (VIg) e, Vig) ) dullg).

Bk 1eN,

22Tsmé on mahdollista, silld dimM = co.
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Huomaamme vilittomasti, ettda M = %M T+ %M ~. Liséksi, jos A # O, on voimassa
M* £ M.

Olettakaamme sitten, etti M € My, ei ole kovarianssirakenteen #iripiste, jolloin on
siis olemassa suureet M* € My, joilla M = %M o+ %M ~. Olkoon jalleen k +— W), suuree-
seen M liittyva operaattorikentté, ja olkoot k +— T/Vki vastaavasti suureisiin M* liittyvit
operaattorikentét, joilla kaikilla on ominaisuus 51, ja W;W) = W,j[*W,j[ = Iy, kaikilla
k € N,,. Olkoon jélleen 20 : D — M kaavan 53 mukainen suureeseen M liittyvé operaat-
tori, jonka kuva-avaruuden sulkeumaa merkitsemme taas symbolilla H. Maaritelkddmme

nyt seskvilineaarimuodot I1* : H x H — C,

I (W, W) = > (Wio| W)
k, €N,
kaikilla ¢, ¥ € D, jotka ovat rajoitettuja, jolloin on olemassa positiiviset nollasta poik-
keavat operaattorit A* € L(H), joilla

1% (d, ¥) = (O|A*T)

kaikilla &, ¥ € H. Koska I/V,;E*I/Vli = O aina, kun v, — vy ¢ H*, tiytyy operaattorien
A* siilyttad avaruuksien My, k € N,,, ortogonaalisuus, eli W;AW; = O aina, kun v, —
v ¢ H*. On siis olemassa operaattori A := AT — A~ joka siilyttii avaruuksien M,

ortogonaalisuuden, jolla
WiAW; =0

kaikilla 7 € N,,, silla W;*Ain = Iy, kaikilla j € N,,. Voimme antaa kovarianssirakenteen

adripisteille seuraavan karakterisoinnin kompaktin Abelin ryhmén tapauksessa:

Lause 4.5 Olkoon G kompakti Abelin ryhmd, Q2 = G/H jollakin H < G jaV : G — U(H)
vahvasti jatkuva esitys. Olkoon M € MY, ja olkoon k — Wy, siihen liittyvi operaattori-
kentta. Suure M on ddrisuure tarkalleen silloin, kun ei ole olemassa nollasta poikkeavaa
avaruuksien My, k € N, (katso kaava 50) ortogonaalisuuden sdilyttdvdd operaattoria
A e L(H), jolle

WiAW; =0 (54)

kaikilla j € N,,.

4.2.2 Joukon O(B(2), H) kovariantit dérisuureet

Téassé osiossa tarkoituksenamme on vertailla edelld saatuja tuloksia osion 2.4 tuloksiin;
karakterisoimme ne kovarianssirakenteen 9§, suureet, jotka ovat suurejoukon O (B(Q), ﬂ-f)
aarisuureita. Olkoon jélleen G huomautuksen 3.1 ehdot tayttava Abelin ryhmé ja H < G
suljettu aliryhmé. Merkitsemme jalleen €2 := G/ H. Olkoon jalleen p tekijaavaruuden €2 G-

invariantti mitta. Koska ryhmé G on metristyvé ja o-kompakti, voimme valita mitallisen
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sektion?® s : Q — G tekijiprojektiolle G 5 g — [g] € Q lihteen [28] (lemma 3) mukaan.
Liséksi johtuen ryhmén G o-kompaktisuudesta, on myos €2 o-kompakti, jolloin invariantti
mitta p on o-aarellinen.

Oletamme, ettd ryhmalla G on unitaariesitys V' Hilbertin avaruudessa H ja ettd H on
tdmén esityksen suhteen jo aiemmin esiteltyd suoraintegraalimuotoa. Olettakaamme, ettéa
MY # 0, ja olkoon M kiinnitetty diretonulotteinen Hilbertin avaruus. Olkoon M € 9N,
johon liitdémme edellisten osioiden mukaisen isometriakentdn v — W(y) : H, — M ja
sen médradmén operaattorin 2 : D — LZ(G JH*, v; M) ja suoraintegraaliavaruuden H.
Méiératkidmme sektion s avulla operaattorit J, : H — L*(Q, p; H) ja Js(z) : H — H
kullakin = € ) asettamalla kaikille o € D ja x € Q2

(@sp)(z) =W(V o s)(x)"p = ds(z)p,
eli J4(x) = W(V o s)(x)* kaikilla x € Q. Voimme kirjoittaa kilyttimilli kaavaa 42 kaikille
0,0 €Dia B e BQ)
[ @80V 0 5)(@)" 6128V 0 5)(@) ) du(o) = [ (3. (o)eld ()0 duta)
= (30 P(B)3) 12 erny (55)
missé P € ¥(B(Q), H) on spektraalimitta, jolle P(B)® = xp® kaikille ® € L*(2, u; H).

Lisdksi huomaamme suoralla laskulla, etta J, on isometria. Hajotelma 55 ei riipu mitallisen

(p|M(B)y)

sektion s valinnasta.

Kolmikko (L2($2, p; H), P, J,) antaa siis suureelle M Naimarkin laajennuksen. T#-
mé Naimarkin laajennus on my6s minimaalinen, silli avaruuden H mééaritelmén no-
jalla joukko {2y |¢ € D} on avaruuden H tihed aliavaruus, jolloin helposti toteam-
me, ettd joukon {P(B)dsp|B € B(), ¢ € H} osajoukon {xp2(V o s)(:)*¢|B €
B(Q), ¢ € D} lineaarinen verho on jo avaruuden L2(2, u; H) tihed aliavaruus. Kos-
ka lisiksi kompleksimitat B(Q2) > B — (p|M(B)y) ovat absoluuttisesti jatkuvia o-
aarellisen mitan p suhteen, on tdméa minimaalinen Naimarkin laajennus lauseen 2.5 mu-
kainen. Lauseen 2.6 mukainen darisuure-ehto kuuluu nyt niin, ettd kovariantti suure M
on koko suurejoukon O(B(Q), ?C) aarisuure tarkalleen silloin, kun kaikki hajoavat ope-
raattorit D € L(L*(, p; H)), (D®)(z) = D(z)®(z) kaikilla ® € L*(Q, u; H) jaz € Q,
joilla JiDds = O, ovat nollaoperaattoreita.

Olkoon D € L(L2(Q, 1 H)) hajoava ja s, s’ : G — () toisistaan eridvia mitallisia

sektioita. Huomaamme kayttaméalla yhtalod 43, etta

/Qws,(as)gou)(x)as/(x)w dn(r) = /Q<as<x>so|ﬁ(h<x>>D<w>ﬁ<h<x>>*38<f>¢> ()
_ / (8.(2) 0| D(2)d.(2)0) du(a),

23Siis s : O — G on Borel-mitallinen kuvaus, jolla s(x) € z kullakin z € Q.
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missi h : Q — H on mitallinen kuvaus, jolle h(z) = s'(z)s(z)™! kaikilla z € Q ja
D(z) = I(h(z))D(x)II(h(z))" kaikilla z € Q. Operaattori D € L(L*(Q, p; H)), jolle
(D®)(x) = D(z)®(z) kaikilla & € L*(Q, y; H) ja = € Q on unitaarickvivalentti operaat-
torin D kanssa. Téasté seuraa, ettd jos J,DJs = O kaikilla hajoavilla D € L(LQ(Q, W H))
jollakin mitallisella sektiolla s, sama pétee kaikilla mitallisilla sektioilla. Muotoilemme

taman tuloksen lauseeksi.

Lause 4.6 Olkoon M € MY kovariantti suure. Olkoon v +— W () suureeseen M liitty-
va lauseen 4.3 mukainen isometriakenttd ja 20 siita saatava operaattori ja H sen kuva-
avaruuden sulkeuma. Suure M on ddarisuure joukossa O(B(Q), fH) tarkalleen silloin, kun
et ole sellaista nollasta poikkeavaa hajoavaa operaattoria D € L(L*(Q2, p; H)), (D®)(z) =
D(z)®(z) kaikilla ® € L*(Q, p; H) ja x € Q, missi D(z) € L(H) kaikilla x € 2, jolle
jollakin mitallisella sektiolla s : G — ) pitisi

0 = /(ﬂﬁ(VOS)( ) | D(2)W(V 0 s)(x) ) dp(x) (56)

- //G/HL/HL HLC & s(2)) (W (v + Qu(y + QID@)W (v + v (y + £)) x
xd¢& d¢ dv([y ()

kaikilla @, v € D. Lisikst M on spektraalimitta tarkalleen silloin, kun ylldesitelty ope-

raattori Js : H — L*(Q, u; H) on unitaarinen.

Aina kun M € MY, on kovariantti suure ja dérisuure koko suurejoukossa O (B(€2), H),
on se toki myoOs kovarianssirakenteen aarisuure. Ndemme tdmén suoraankin ylldolevaa
lausetta kayttamalld: Olettakaamme, ettd M on koko suureperheen O((B(Q), I}C) aé-
risuure, mutta se ei olisi kovarianssirakenteen darisuure. Loydamme talléin lauseen 4.4

perusteella hajoavan nollasta poikkeavan operaattorin A € L(H)

@

A= [ Agab), Ay ety bled/H,
G/H*

jolla patee ehto 48. Voimme maéritelld hajoavan operaattorin D € L(LQ(Q, W H)), jolla

(D®)(z) = A®(z) kaikilla ® € L*(Q, pu; H) ja x € . Suora lasku, jossa sovelletaan

kaavaa 46, osoittaa, ettd ehto 56 toteutuu operaattorilla D # O ja milld tahansa sektiolla

s. Tama tuottaa ristiriidan. Suureen M on siis oltava myds kovarianssirakenteen aarisuure.

4.3 Kovariantit paikka- ja vaihesuureet

Téssé osiossa tarkastelemme paria edelld kehiteltyéd teoriaa soveltavaa esimerkkié, joissa
kummassakin suureiden arvoavaruudet ovat samalla symmetriaryhmié; kovariantit suu-

rejoukot ovat siis muotoa 9MY, missd G on lokaalisti kompakti Abelin ryhmé ja V' on
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sen esitys. Néissd esimerkeissd tarkastellaan muunmuassa kvanttiobjektin lokalisointia
kiintedsséd koordinaatistossa. Ensimmaisesséa esimerkissa avaruus on suljettu tai syklinen,
tarkemmin sanottuna muotoa G = T". Erityistapauksessa n = 1 tutkimme sdhkomag-
neettisen moodin (esimerkiksi lasersiteen) vaihesuureita. Toisessa esimerkissd objektia

lokalisoidaan vapaassa avaruudessa R".

4.3.1 Vaihesuureet ja paikkasuureet syklisessi avaruudessa

Olkoon [ € N. Tutkikaamme syklistd ryhmé&a, joka voidaan samaistaa [-kertaiseen kartee-

siseen tuloon vélia [0, 27), joka on varustettu kommutoivalla ryhmélaskutoimituksella
[0,27) x [0,27) 5 (z,y) — = +y (mod 27).

Jatkossa tarkastelemme ryhméi ekvivalentissa muodossa T!, joka on [-kertainen kartee-

sinen tulo modulin 1 multiplikatiivisesta kompleksilukuryhmésté, toruksesta T. Toisin

sanoen
T = {(wy,..., w) € C'||jwy| = 1 kaikilla k =1,..., [}.
Kahden alkion v, w € T, v = (v1,..., 1), W = (wy, ..., w;), vilinen tulo on siis
vw = (vjwy, ..., ).
Alkion w = (w1, ..., w;) € T! kiléinteisalkio on W = (wr, . .., w;). Varustamme ryhmén T

luonnollisella tulotopologialla, jolloin T on kompakti Abelin ryhmé. Varustamme ryhmén
T' Haarin mitalla gy = p X --- X p, joka on Il-kertainen tulo ryhm#n T normitetusta

Lebesguen /Borelin mitasta p, jolle

du(z) = %d(arg (2)), z € T.

Karakteriryhma T! on diskreetti ja homeomorfinen additiiviselle ryhmiille Z! [5]. Dua-
liteetin ma&raa kaava
(w,m) = wy™ - w™
kaikilla w = (wy,..., w;) € T' jam = (my,..., my) € Z'. Olkoon Z C Z!, #7Z =: d €

N U {0} ja H d-ulotteinen Hilbertin avaruus, jolla on ortonormaalikanta {by, |m € Z}.

Varustamme avaruuden H ryhmin T! esitykselld V;, jolle

Va(v) = > (v, m)|bw) (b (57)

mez
kaikilla v € T'. Kun esitimme avaruuden H muodossa Dz Com, huomaamme, ettd
V operoi siini diagonaalisesti ja sithen liittyvd mitta vy, : 22 — [0,#Z] on lukumii-

rémitta. Edellisten osioiden mukainen mitta 7 : 22 — [0, 00] on absoluuttisesti jatkuva
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lukuméirimitan suhteen ja Z-tukinen. Merkitsemme L*(T!, 11;) =: L*(T'). Avaruudel-
la L?(T") on ortonormaalikanta {en, | m € Z'}, kun asetetaan en(w) = (w, m) kaikilla
m € Z! ja melkein kaikilla w € T'. Mairitelkiimme ryhmin T' esitys V; avaruudessa
L*(T') asettamalla

Vi(v) = e im0 — 37 v, m)em) (em] (58)
meZ!
kaikilla v = (v1,..., v;) € T'. TAmé esitys on erityistapaus kaavan 57 mukaisista esityk-

sisté ja sille pétee (Vi(v)p)(w) = o(vw). Edellisten osioiden mukainen mitta vy; on nyt
ryvhmin Z! Haarin mitta.

Tapaus, jossa Vz = V; ja H = L*(T'), kuvaa syklisessii avaruudessa T", n € N, liik-
kuvan objektin paikkasuureita, silla esitys V; vastaa syklisen avaruuden paikkasiirtoja.
Kovarianssirakenne S.Tt%lz on selvasti epatyhja. Edellisessd osiossa kehitellyn teorian mu-
kaisesti saamme kaikki suureet M € im%lz valitsemalla kullekin m € Z! yksikkovektorin
&m jossakin ddretonulotteisessa Hilbertin avaruudessa M. Tapauksessa V; = V; voimme
vapaasti valita M = H. Tama valinta kiinnittdd lauseen 4.3 mukaisen isometriakentan
Z > m — Wy, jolla Wby, = &m kaikilla m € Z. Kun yksikkévektorien &, m € Z,
virittdmé avaruuden H aliavaruus on n-ulotteinen, n € N U {oco}, sanomme, ettd suure

M on astetta n. Soveltamalla edellisten osioiden tuloksia saamme seuraavan lauseen.

Lause 4.7 Jokaista suuretta M € Sﬁgf kohti on olemassa perhe {&{m|m € Z} jonkin
ddretonulotteisen Hilbertin avaruuden M yksikkévektoreita, joilla pétee kaikilla B € B(T!)
heikosti
M(B) = 3 (6d6) [ (2K~ 1) dua(a) [0 0. (59)
Kk 1cZ B
Toisaalta, kun {{m € M |m € Z} on mielivaltainen perhe yksikkdvektoreita, médrid kaava
59 kovariantin paikkasuureen M € MY, .

Kovarianssirakenteen ETJI%ZZ adrisuure voi olla mitd astetta hyvdinsa, kun #7 = oo.
Kovariantti paitkkasuure M, joka syntyy kaavan 59 mukaisesti jostakin yksikkovektoriper-
heestd {{&m € M| m € Z}, on kovarianssirakenteen 93?¥,Z aarisuure tarkalleen silloin, kun
ei ole sellaista nollasta poikkeavaa rajoitettua operaattoria A wvektoreiden &, m € Z,

wirittamdssa Hilbertin avaruudessa H, jolla patist

<§m|A€m> =0 (60)

kaikilla m € Z. Samainen suure M on koko suureperheen O(B(2), H) ddrisuure tarkal-
leen silloin, kun ei ole sellaista heikosti mitallista kenttid operaattoreita T > z +— D(z) €
L(H), 0 < ess sup,em || D(z)|| < oo, jolla

| k= 1{6ID@8) dus() = 0 (o)
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katkilla k, 1 € Z. Lisdksi kaavan 59 mukainen kovariantti paikkasuure M on spektraali-
mitta tapauksessa V; = V| tarkalleen silloin, kun vektorit T' > z — (z, m)&y,, m € Z7,

muodostavat avaruuden L?(T", u,; H) ortonormaalikannan.

Todistus: Lauseen viitteet ovat padosin aiempien osioiden suoria seurauksia. Tulee muis-
taa, ettd kaikki joukon Z' osajoukot Y, joilla Y N Z = 0, ovat kuhunkin suureeseen
M € imgf liittyvan mitan 7 suhteen nollamitallisia. Ainoat véitteet, jotka tarvinnevat
todistuksen on, ettd kovarianssirakenteen daripiste M € imq‘r/f voi olla mité astetta hy-
vansd, kun #7 = oo, ja joukon i)ﬁq‘r/ll spektraalimittoja koskeva viite. Valitkaamme luku
n € N U {oo}, jolloin merkinti J, tarkoittaa avaruutta C", jos n < oo ja Hy = I[%
Valitkaamme sellaiset nollasta poikkeavat vektorit ¢, € H,, C H, m € Z, jotka muo-
dostavat avaruuden I, tihedn osajoukon; tdméa on mahdollista, sillda J; on separoituva
ja #7Z = oo. Voimme muodostaa yksikkovektorit & := ©m/||¢mll, m € Z. Osajoukon
{¢m|m € Z} tiheydesti johtuen ehto 60 merkitsee sitd, ettd A = O, kun A € L(3H,),
eli kaavan 59 mukainen asteen n suure M on kovarianssirakenteen E)ﬁ%f adaripiste. Olkoon
toisaalta kovariantti paikkasuure M kaavan 59 mukainen tapauksessa Z = Z' ja V; = V.
Huomaamme vélittomaésti, ettd (Jem)(z) = (z, m)&,, kaikilla m € Z" ja z € T™, kun iso-
metria J on osion 4.2.2 mukainen. Néinollen lauseen viimeinen vaite on ekvivalentti sen
kanssa, ettd J on unitaarinen, mikd lauseen 4.6 mukaan on puolestaan ekvivalentti sen

kanssa, ettd M on spektraalimitta. []

Tutkikaamme tilannetta Z = Z' ja V = V,. Huomaamme, ett# valitsemalla vektorit

& =& keZ €] =1, saadaan erityinen paikkasuure M,,,

B = Y [(ak-Dim@ el BeBT) (62)

K 1ezn ¥ B
jonka havaitaan suoralla laskulla olevan spektraalimitta. Itse asiassa M,.(B)p = xpy
kaikilla B € B(T") ja ¢ € H. Edellinen lause takaa sen, ettd tdmé suure on &érisuu-
re kovarianttien paikkasuureiden joukossa, minka takaa tietysti myos se, ettd kyseessa
on spektraalimitta. Olkoon M asteen 1 paikkasuure, johon liittyvat kaavan 59 mukaiset
yksikkovektorit &y, = cméo, missé ¢y, € T kaikilla m € Z". Maéarittelemme unitaariope-

raattorin R := ) .. Cm|em)(em|, jolla pétee
M(B) = R*"M,(B)R

kaikilla B € B(T™). Kaikki asteen 1 lokalisointisuureet ovat siis spektraalimittoja ja uni-
taariekvivalentteja kanonisen paikkasuureen M,, kanssa. Jos taas vektorit &,, m € Z",
muodostavat ortonormaalin systeemin, voimme valita jotkin k, 1 € Z", k # 1, joiden avul-

la muodostamme operaattorin A = |&) (&, jolle ehto 60 pétee. Koska A # O, ei kaavan
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59 mukainen kovariantti paikkasuure M voi olla kovarianssirakenteen darisuure. Suora
lasku osoittaa, ettd M(B) = u,(B)I kaikilla B € B(T").

Olkoon {& € M|k € Z} yksikkévektoriperhe, jolloin voimme muodostaa multi-
indeksoidun positiivisemidefiniitin matriisin ¢ = (cx )k, 1e2z = ((§k|§1>)k ez jolla cpym =1
kaikilla m € Z. Positiivisemidefiniittisyys tarkoittaa téssa sitd, ettéd kaikilla kompleksilu-
kujonoilla (fx)kez, joilla @i # 0 vain dérellisen monella k € Z, pétee

Z ek fifi > 0.

k1€ Z
Léhteessé [1] on osoitettu, etté kaikki téllaiset matriisit syntyvét jostakin yksikkovektori-
perheestd {& € H |k € Z} ylla kuvatulla tavalla. Voimmekin ilmaista edellisen lauseen

niin, etta kaava

M(B)= > ck,l/(z,k— 1) dpin(z) lex) (|, B e B(T) (63)
Kk 1cZ B
maéaarad affiinin bijektion suureiden M € zm;f ja edellakuvatun kaltaisten matriisien ¢ =
(ck,) vélille. Jos kovarianttiin paikkasuureeseen M liittyvd matriisi ¢ on liséksi sellainen,
ettd sen kaikki matriisialkiot ovat toruksella, eli |cx;| = 1 kaikilla k,1 € Z", on M
joukon 93?%,2 Adripiste. Voidaan osoittaa, ettd jos Z # Z!, ei kovarianssirakenne im%f
sisélla ainuttakaan spektraalimittaa.

Olettakaamme lopuksi, ettd [ = 1 ja Z = {0, 1, 2,...}. Systeemimme on nyt sih-
komagneettinen moodi, jonka vaihesuureita tutkimme. Valitkaamme avaruudelle H orto-
normaalikanta {|k) |k = 0, 1, 2,...}. Voimme muodostaa rajoittamattoman lukumé&éra-
operaattorin N = > 22 k|k)(k| ja kentéin laskuoperaattorin a = >, Vklk — 1)(k|,
jolle voidaan médritelld polaarihajotelma a = +/N®, missid ® on osittainen isomet-
ria, jota kutsutaan wvatheoperaattoriksi. Voidaan osoittaa, ettd on olemassa yksikasittei-
nen semispektraalimitta M € O(B(T), ), jolla M[k] = ["e* dM(9) = @ kaikilla
k= 0,1,2,.... Seuraa, etti operaattorimitta M on kovariantti vaihesiirtoesityksen V,
V(v) = e@8@N = 5% WFk)(k|, v € T, suhteen. Kutsumme yleisesti tillaisia kova-
riantteja suureita kovarianteikst vathesuureiksi. Lauseesta 4.7 seuraa, ettd kovarianteilla

vaihesuureilla on yksikésitteinen esitys

MB)= > e [ Flana,  BeBm), (64

k,1=0
missé ¢ = (cg,1)7—o on ylldesitellyssd mielessi positiivisemidefiniitti matriisi, jolla ¢, =
1 kaikilla m =0, 1, 2,.... Tam4 tulos on osoitettu myos lahteessé [30].

Kovarianttien vaihesuureiden joukossa ole ainuttakaan spektraalimittaa, silld olemme
rajanneet karakteriryhmaéstéa Z pois kaikki negatiiviset kokonaisluvut. Kaavan 64 matrii-
seja ¢ kutsutaan vathematriiseiksi, ja jalleen kullekin vaihematriisille ¢ l6ydetaan yksik-
kovektoriperhe {& € H |k = 0, 1, 2,...}, jolla cx; = (&]§) kaikilla k, 1 = 0,1, 2,. ...
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On huomattava, etta tapaus, jossa vektorit &, k=0, 1, 2,..., yhtyvat, eli ¢;; = 1 kaikil-
lak,1=0,1,2, ..., tuottaa oleellisesti erilaisen suureen M.,, kuin vastaava konstruktio
alemmin téssé osiossa; suure M,, on spektraalimitta, kun taas jo kaavassa 26 esitelty ka-
noninen vaihesuure M., ei ole spektraalimitta. Suure M ,, on kylldkin darisuure jopa
koko suureiden joukossa, kuten on jo osoitettu. Voidaan osoittaa, ettd M ., on se yksiké-
sitteinen semispektraalimitta, jolla Mcu[k] = ®* kaikilla k =0, 1, 2,.. ..

4.3.2 Paikkasuureet vapaassa avaruudessa

Tarkastelkaamme additiivista ryhmid R’ [ € N. Merkitsemme kaikilla x, y € R!, x =
(xla"'7 xl))}’: (yly"'a yl)

l
(Xv y) = Z TrYk-
k=1

Ryhmai R on luonnollisella topologiallaan varustettuna lokaalisti kompakti Abelin ryhm

ja se yhtyy omaan karakteriryhméédnsé. Karakterioperointi maaraytyy nyt kaavasta

(g u) := &Y

kaikilla g, u € R!. Valitsemme ryhmén R! Haarin mitaksi mitan Wd”g.
Kun ¢ € (L' N L*)(R!, d"g), voimme kirjoittaa sen Fourier-Plancherel-muunnoksen
muodossa Fp =: ¢ € (L' N L?)(R!, d'g) muodossa
p(u) = / e ®Vp(g)d'g,  ueR
o) Ju ’ ‘

Merkitsemme yleisesti vektorin ¢ € L%(R!, d'g) =: L?*(R!) Fourier-Plancherel-muunnosta

symbolilla ¢. Varustamme avaruuden L?(R') ryhmin R! sdéinnélliselli esitykselld U;, jolla

(Ui(g)p)(x) = p(x —g)

kaikilla g, x € R! ja ¢ € L*(R!). Muistutamme lukijaa siitd, etti kaikilla g, u € R! ja
¢ € L*(RY) pitee
(Ui(g)p) () = e~ EV(u). (65)

Tésté ndemme, etté esitys x — FU,(x)F* =: U,(x) operoi Fourier-muunnetussa avaruu-
dessa H ~ K diagonaalisesti.

Tassa esimerkissa tutkittava systeemi on n:ssi paikkaulottuvuudessa liikkuvaa ob-
jekti, jota kuvaamme Hilbertin avaruudella 5 = L?*(R™). Lokalisointisuureelta vaadim-
me kovarianssia esityksen U, =: U suhteen. Edellisen perusteella tutkimmekin Fourier-
muunnetun esityksen U méériédmai kovarianssirakennetta ﬁﬁgn # (). Olettakaamme, etté
M € mtgn, jolloin merkitsemme symbolilla M operaattorimittaa B +— M (B)gF, jolloin
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taas M € IMY,. Voimme jilleen miiritd suureet M ja M Xiinnittdmélld heikosti mi-
tallisen yksikkovektoriarvoisen kuvauksen & : R" — I, joka kiinnittda taas suureen M
méadrddméan isometriakentdn u +— Wu) : C — H, kun valitaan W(u)(1) = £{(u). Kun
kuvajoukon (R™) virittdma avaruus on d-ulotteinen, d € NU{oo}, sanomme jélleen, etta
naitd vektoreita vastaava suure M on astetta d.

Olkoon ¢ : R™ — K heikosti mitallinen yksikkovektoriarvoinen kuvaus ja joukko
{ex | k € N} C H jokin ortonormaalikanta. Voimme t#lloin méaarata kullekin & € N mital-
lisen funktion a; : R® — C asettamalla ai(u) = (ex|¢(u)) kaikilla u € R". Mééarittelemme

nyt mitallisen funktion a : R” x R® — C,
a(y,z) =Y ar(y)ar(z) = (€(y)E(z), v, zeR" (66)
keN
Merkitsemme symbolilla 2(R") sellaisten mitallisten funktioiden a : R*xR™ — C joukkoa,
joilla
A1l a(z,y) = aly,z) melkein kaikilla y, z € R"
A2 .. [enaly,z)f(y)f(z)d"y d"z > 0 kaikilla f € C.(R")
A3 a9(y) = 1 melkein kaikilla y € R".

Tassd a® : R® — C on ns. diagonaalinen arvo, jolle
ay) = la(y)l,
keN
missa funktiot a; : R — C, k € N, antavat funktiolle a kaavan 66 mukaisen hajotelman,

jonka olemassaolon takaavat esimerkiksi lahteet [27] ja [31]. Jos nimittdin a € 2A(R),

voimme maééritelld avaruuden L?(R™) positiivisen operaattorin A asettamalla kaikille

[, g€ Ce(R)
(flAg) = /n/n aly,z)f(y)f(z)d"y d"z.

Olkoon {ey, | k € N} jélleen avaruuden L?(R™) ortonormaalikanta ja merkitkidmme by, :=

VAey, kullakin k& € N. Suora lasku niiyttds, ettéi funktiolla @ on kaavan 66 mukainen
hajotelma, kun asetamme ay(y) = by,(y) kaikilla k € N ja melkein kaikilla y € R”. Ehdosta
A3 seuraa, ettd funktio a saadaan myos jostakin yksikkovektoriarvoisesta funktiosta & :
R"™ — H kaavan 66 mukaisesti. Soveltamalla lauseita 4.3, 4.4 ja 4.6 seki kaavaa 42 saamme

seuraavan lauseen

Lause 4.8 Jokaista kovarianttia paikkasuuretta M € MY, kohti loytyy aina a € A(R™)

ja hetkosti mitallinen yksikkb’vektoriarvomen funktio & : R™ — H, joilla

M) = o | / [ e aly, 25 dad'y dx
ay,z) = £Y)! y, z€R", (67)
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kaikilla o, v € L*(R™), joilla &, Ve C.(R™) ja B € B(R™). Toisaalta, kun a € A(R"),
mddrittelee kaava 67 kovariantin paikkasuureen M € ME,.. Kaava 67 mddrdid joukkojen
MY, ja A(R™) wilille affiinin bijektion.

Kovarianssirakenteen ddrisuure MY, voi olla miti astetta hyvinsi. Kovariantti paik-
kasuure M, joka saadaan kaavan 67 mukaisesti jostakin heikosti mitallisesta yksikkdovek-
torifunktiosta & : R™ — H, on kovarianssirakenteen MY ddrisuure tarkalleen silloin, kun
ei ole sellaista nollasta poikkeavaa rajoitettua operaattoria A kuva-avaruuden (R™) virit-

timdssda Hilbertin avaruudessa H, jolla patis

(€(u)]Ag(u)) =0 (68)

melkein kaikilla u € R™. Samainen suure M on koko suureperheen O (B(R"), U-C) adrisuure
tarkalleen silloin, kun ei ole olemassa sellaista heikosti mitallista operaattorikenttid R™ >
x — D(x) € L(H), 0 < ess supyepn || D(x)]] < 00, jolla

[ e e DGog(a) dx = 0 (69
melkein kaikilla y, z € R™.

Todistus: Lause on suurelta osin jélleen aiempien tulosten suora seuraus. Muut vaitteet

osoltetaan aivan samoin kuin lauseessa 4.7. [

Suure M € MY, on astetta 1 tarkalleen silloin, kun siihen liittyvi funktio a € 2((R™)
on sellainen, ettd |a(y,z)| = 1 melkein kaikilla y, z € R". Erityinen valinta, jossa a on
vakiofunktio 1, tuottaa kanonisen paikkasuureen M, jolla M,.(B)y = xpyp kaikilla B €
B(R") ja ¢ € L*(R™). Olkoon M € MY, astetta 1 ja a € A(R") siihen liittyvi funktio ja
kenttd u — £(u) = c(u)&(0) sellainen, ettéd a(y,z) = (£(y)|{(z)) kaikilla y, z € R™. Téssa
¢ :R™ — T on mitallinen funktio. Olkoot Q. ja P, kuhunkin koordinaattiin k =1,..., n
liittyvét tihedsti madritellyt paikka- ja liikem&drdoperaattorit, joilla (Qry)(x) = Trp(x)
melkein kaikilla x = (z1,...,2,) € R" ja Pyp = —iOyp. Huomaamme, ettd nyt pétee

a(y,z) = c(y)c(z) kaikilla y, z € R" ja
M(B) = ¢(P)"M,.(B)c(P), B € B(R"),
missé on merkitty P = (Py, ..., P,). Kaikki asteen 1 paikkasuureet ovat siis spektraali-
mittoja ja unitaariekvivalentteja kanonisen paikkasuureen M, kanssa.
4.3.3 Liikemaarasysaysinvariantit paikkasuureet

Edellisen osion mukaiselta lokalisointisuureelta M € 9MY,. on luontevaa vaatia vield liike-

médrdsysdysinvarianssia, eli invarianssia esityksen V : R” — U(JH) suhteen, missé

(V(p)e)(x) = e’ ™Plp(x)
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kaikilla p, x € R" ja ¢ € H. Vaadimme siis, ettd lokalisointisuureelle M péatee kaikilla
p € R" ja B € B(R") invarianssiehto V(p)M(B)V (p)* = M(B). Kaikilla ¢ € H ja
P1, P2 € R” pétee -

(V(p1)) (P2) = ¢(P2 — P1). (70)

Jos siis lokalisointisuure M saadaan jostakin a € A(R™) kaavan 67 mukaisesti, merkitsee

liikkemadrasysaysinvarianssi sité, etta

a(p1 + p,p2 + p) = a(p1, p2) (71)

melkein kaikilla p1, p2, p € R™. Voimme maédritelld funktion n : R” — C asettamalla
n(p) = a(p+p’, p’) melkein kaikilla p, p’ € R™. Merkitsemme symbolilla €(R") sellaisten

mitallisten funktioiden 7 : R™ — C konveksia joukkoa, joilla

E1 n(—p) = n(p) melkein kaikilla p € R™,

E2 f]R" fR” n(p1 — p2)f(p1)f(p2) d"p1 d"p2 > 0 kaikilla f € C.(R") ja

E3 > lax(p)]? = 1 melkein kaikilla p € R”, kun n(p; — p2) = > ken @k (P1)ak(p2)
kaikilla py, p2 € R".

Ehdon E3 funktiot a; : R® — C ovat olemassa, silld funktio R* x R" 3 (y,z) — n(y — 2)
on selvésti joukon A(R") alkio.
Voimme yksinkertaistaa ehtoa E3, silla ehdot E1 ja E2 kertovat, ettd n € (R™) on

ns. positiivisen tyypin funktio, jolle

[ o) s ey =0

kaikilla f € C*(R"). Involuutio C*(R"™) 3 f — f* € C*(R") on téssi osion 3.2 mukainen.
Voidaan osoittaa [5] (corollary 3.21), ettd téllaiset funktiot yhtyvét melkein kaikkialla
johonkin jatkuvaan positiivisen tyypin funktioon, joten voimme olettaa, etta joukon €(R")
alkiot ovat jatkuvia, jolloin ehto E3 merkitsee yksinkertaisesti sité, ettd n(0) = 1 kaikilla
n € E(R™). Voidaan myos osoittaa [5] (theorem 3.20, theorem 3.25), ettd joukon E(R™)
Adripisteet ovat tarkalleen kaikki karakterit R” 3 p — €' @P) q € R™. Saamme seuraavan

tuloksen.

Lause 4.9 Olkoon M € ML, liskemddraisysdysinvariantti suure. On olemassa (jatkuva)

n € ER"), jolla

1
(2m)"

(p|M(B)y) =

/ / / ! XP2PU(py — po)a(p1)(pa) d'pr d'pa d™x  (72)
B n n
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kaikilla o, v € L*(R"), joilla @, ) € C.(R™), ja B € B(R"). Toisaalta, jos n € E(R"),
mddrittelee kaava 72 liikemddrisysdiysinvariantin suureen M € 9MY,.. Kaava 72 mdd-
rid affiinin bijektion liskemddrdsysdysinvarianttien suureiden M € MY, joukon ja jou-
kon &(R"™) wvdlille. Kaavan 72 suure M on paikkasiirtokovarianttien ja litkemddrdasysdy-
sinvarianttien suureiden joukon ddripiste tarkalleen silloin, kun n € Ext(G(R”)), eli
n(p) = ¢"@P) kaikilla p € R™ jollakin q € R™.

Huomattakoon, etté tapaus, jossa n(p) = 1 melkein kaikilla p € R™ tuottaa kanoni-
sen lokalisointisuureen M,,. Yleisen paikkasiirtokovarianttien ja liikemaarasyséaysinvariant-
tien lokalisointisuureiden joukon #iripisteen tapauksessa, jossa siis 7(p) = €' (@P) jollakin
q € R" aina, kun p € R"”, huomaamme, etté kaavasta 72 syntyva suure My on siirretty
kanoninen paikkasuure”, eli Mq(B) = M,.(B — q) kaikilla B € B(R"™). Jos paikkasiirto-
kovariantti ja liikkemé&érdsysdysinvariantti lokalisointisuure M on astetta 1 ja n € ¢(R")
on siihen liittyvd funktio ja kenttd u — £(u) on sellainen, ettd n(p) = (£(p)|£(0)) kai-
killa p1, p2 € R", voimme laskea n(p1 + p2) = (£(P1)[£(0))(£(0)[£(—p2)) = n(P1)n(P2)
kaikilla py, p2 € R™. Kaikki asteen 1 paikkasiirtokovariantit ja liikemaarasyséysinvarian-
tit lokalisointisuureet ovat siis paikkasiirtokovarianttien ja liikema#rédsysaysinvarianttien
suureiden joukon adripisteita.

Olkoon p : B(R") — [0,00) &érellinen (kompleksi)mitta. M&draamme sille funktion
p € L>*(R™) asettamalla

o) = [ e gl

kaikille p € R". Jos p on positiivinen mitta, toteamme suoralla laskulla, ettd p on posi-
tiivisen tyypin funktio. Kéénteinenkin tulos pétee [5] (theorem 4.12): Kun n : R — C
on positiivisen tyypin funktio, on olemassa yksikésitteinen positiivinen joukon R™ Borelin
mitta p, jolle n = p. Tdma4 tulos tunnetaan Bochnerin lauseena. Erityisesti, kun n € (R"),
on olemassa yksikésitteinen todenndkdisyysmitta p : B(R") — [0, 1], jolle n = p. Olkoon
M suure, joka saadaan funktiosta 1 kaavan 72 mukaisesti ja p funktion 7 generoiva to-
denniikéisyysmitta. Voimme nyt laskea kaikilla o, ¢» € L2(R™), joilla ¢, ¢ € C.(R™), ja
kaikilla B € B(R")

_ A

ey = @m [ [ s i) deta) 'y b
= [ [ i aydpla) dx = (el Ma(BYD)

missa konvoluutiosuure p*x M,, on maaritelty kuten esimerkissé 3.1. Toisaalta suora lasku
osoittaa, ettd kun p : B(R") — [0, 1] on todennékoisyysmitta, on konvoluutiosuure p* M.,
paikkasiirtokovariantti ja liikeméaéréasysaysinvariantti.

Olkoon ¢4 : B(R™) — [0, 1] pistemitta kullakin q € R™, jolla §4(B) =1 jos q € B ja
dq(B) = 0 muulloin. Huomaamme, etti 5q(p) — ¢(@P) kajkilla p € R”, joten pistemitat
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ovat yksikésitteisessd vastaavuudessa joukon &(R™) déripisteiden kanssa. Saamme néin

oleellisesti tuloksen 3.1.

Lause 4.10 Olkoon M € ML, litkemdirisysdysinvariantti. On olemassa todennikdisyys-
mitta p : B(R™) — [0,1], jolla M = p* M,,, ja toisaalta konvoluutiosuure p x M,,, missd
p: B(R™) — [0,1] on todenndkoisyysmitta, on paikkasiirtokovariantti ja liskemddrasysdy-
sinvariantti. Pistemitat 64, q € R, joilla 04(B) = 1, jos q € B ja d4(B) = 0 muulloin,
tuottavat kaikki liikemddrdisysdysinvarianttien suureiden M € ML, joukon ddripisteet, ts
ddripisteet ovat muotoa My, joilla My(B) = M,.(B —q) kaikilla B € B(R™). Namd kaikki

ovat spektraalimittoja.

4.4 Kovariantit paikkaerosuureet

Tarkastelemme vield paria esimerkkitapausta, joissa symmetriaryhmén transitiivinen ava-
ruus ei ole ryhma itse; kovariantteja paikkaerosuureita syklisissé ja vapaissa avaruuksissa.
Tassé osiossa lapikaytéavien esimerkkien voidaan ajatella kuvaavan kahden hiukkasen paik-
kaeroa. Tutkimme ensin kompaktin ryhmén G = T?", n € N, tapausta ja sitten tapausta
G = R?*, n € N. Kompaktin ryhmén tapaus vastaa syklisessi avaruusajassa liikkuvien
hiukkasten paikkaeroa. Jalkimmaéinen tapaus vastaa taas kahden vapaan rajattomassa

littedissa n-ulotteisessa avaruudessa liikkuvan hiukkasen paikkaeroa.

4.4.1 Paikkaerosuureet syklisessi avaruudessa

Esimerkkisysteemimme koostuu nyt kahdesta avaruudessa T" olevasta hiukkasesta, joi-
den paikkaerosuureita tutkimme seuraavaksi. Systeemidmme kuvaa nyt Hilbertin avaruus
H = L3(T?", py, ). Merkitsemme avaruuden (ryhmin) T?" vektoreita yleensi muodossa
(w,z), missid w, z € T"; ensimmaéiset koordinaatit ovat hiukkasen 1 koordinaatit ja loput
ovat hiukkasen 2 koordinaatteja. Kun hiukkanen 1 on pisteessd w ja hiukkanen 2 pistees-
sé z, niiden paikkaero on zw. Paikkaerosuureiden arvoavaruus on T", ja kun hiukkasten

koordinaatteja siirretééin vektorilla (v, w) € T?*, muuttuu paikkaero x € T" muodossa
(V,W) - x = XWV. (73)

Huomaamme, etté paikkaeron arvoavaruus on homeomorfinen tekijaryhmille T?"/ H | mis-
sa
H={(w,w) e T*|w e T"}.

Kaavan 73 mukainen ryhmén T?" operointi arvoavaruudessa on ryhmén kanoninen teki-
jaoperointi tekijaryhmissid T?"/H, kun tekijéaprojektio samaistetaan kuvaukseen T*" >
(w,z) — zw; tdmé kuvaus on selvisti vakiokuvaus kussakin aliryvhmén H méaarddméssi

tekijaluokassa.
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Merkitsemme ryhmin Z*" alkioita yleensd muodossa (k,1), missd k, 1 € Z™. Annihi-

laattorialiryhmé H-+ on nyt selvisti muotoa
H* = {(k,—k) € Z*" |k € Z"}.

Siispi H+ ~ 7Z" ja Z*"/H* ~ 7Z". Annihilaattorin H+ Haarin mitaksi valitsemme lu-
kumédrimitan v,. Voimme selvisti valita tekijiryhmin Z**/H* sivuluokista edustajat
(j,0) € Z*, missi j € Z™ méidriytyy yksikisitteisesti sivuluokasta. Témin alkion edusta-
man tekijaluokan alkiot ovat siis muotoa (j — k, k), k € Z".

Olkoon esitys V5, =: V kuten osiossa 4.3.1 tapauksessa Z = Z?". Kuten lihteessa [32]
mutta yleistden nyt tapaukseen n > 1 maérittelemme nyt hiukkasten paikkaerosuureet
M € O(B(92), H) kovarianssiehdolla

V(u)M(B)V(u)* = M(u- B) (74)

aina, kun u € T?" ja B € B(f2). Ryhmén T?" operointi avaruudessa © on nyt kuten
kaavassa 73. Paikkaerosuureet muodostavat siis kovarianssirakenteen 90,.

Hilbertin avaruudella H on jilleen osion 4.3.1 mukainen ortonormaalikanta {en, €
H |m € Z*"}, jolle ey (u) = (u, m) kaikilla m € Z?™ ja u € T?" ja jonka suhteen voimme
diagonalisoida esityksen V. Voimme ajatella, ettd esitys V' on indusoitu aliryhman H
triviaaliesityksestd avaruudessa L*(Z",v,), ja tahin esitykseen liittyviksi tekijaryhmén
TQ\”/H L+ ~ 7™ Borel-mitaksi voimme valita lukuméirimitan v,, jolloin kaavojen 37 ja

38 mukainen Borel-mitta karakteriryhméssd T?" on 7, = 14,. Nyt siis Radon-Nikodym-
dvay, (m)
dim (m)

mukaan MY # 0, eli paikkaerosuureita on olemassa.

derivaatta Z** > m =: p(m) on olemassa ja p = 1, jolloin siis lauseen 4.2

Voimme olettaa, ettéd lauseen 4.3 déretonulotteinen Hilbertin avaruus M on systeemin
oma Hilbertin avaruus 3. Kukin kovariantti paikkaerosuure M € 9 méiiriytyy nyt
lauseen 4.3 mukaan valitsemalla isometriakenttid Z** > m +— Wy, € L(Cep,, H). Toisin
sanoen meidén on vain valittava perhe {&, € H |m € Z*"} yksikkovektoreita, eli jokaisella

m € Z*" pitee ||{m|| = 1, jolloin voimme asettaa kullekin m € Z*"

Wmém = &m-

Merkitsemme usein néitda yksikkovektoreita muodossa &k, k, 1 € Z". Kéiytamme vas-
taavaa merkintdd myos ortonormaalikannan alkioille, eli ey (w,z) = (w,k)(z, 1) kaikilla
k,1e Z" jaw, zecT".

Merkitsemme symbolilla €(Z") sellaisten multi-indeksoitujen kompleksilukuperheiden
c= (Cll;,l)j,k, lez2n joukkoa, joilla matriisit (CL,l)k, lezen Ovat osion 4.3.1 mukaisia positiivi-
semidefiniittejd matriiseja, joilla C];'n,m = 1 kaikilla j, m € Z?". Valitkaamme yksikkovek-

toriperhe {{m € H |m € Z**}. Huomaamme, ettd multi-indeksoitu lukuperhe ¢ = (d} ),

A= (Gowxlgon), Gk 1ez™ (75)
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on joukon &(Z") alkio. Toisaalta kukin joukon €(Z") alkio saadaan jostakin joukolla
7" indeksoidusta avaruuden H yksikkovektoriperheestd ylliolevan kaavan mukaisesti.

Saamme seuraavan tuloksen, joka todistetaan kuten aiemmissakin osioissa.

Lause 4.11 Jokainen kovariantti paikkaerosuure M € MY madriytyy jostakin ¢ € E(Z")
ja toisaalta jostakin yksikkévektoriperheesti {£m € H|m € Z2"} kaavalla

M(B) = Y CL,1/3<ZJ—k>dun(z)|€j—k,k><€j—1,1|a

ik, 1ezn

Ay = (Goalgoy) ik lez” (76)

kaikilla B € B(Q), ja toisaalta, kun ¢ € €(Z") ja &m, m € Z*", ovat mielivaltaisia yk-
sikkovektoreita, kaava 76 madrittelee kovariantin paikkaerosuureen. Kaava 76 madrittelee
joukkojen Mg, ja €(Z™) wilille affiinin bijektion.

Kovariantti paikkaerosuure M, joka saadaan yksikkovektoreista &m, m € Z2", kaavan
76 mukaisesti, on kovarianssirakenteen MY ddrisuure tarkalleen silloin, kun ei ole sellaista
heikosti mitallista operaattorikenttid Z" > j — A; € L(Hj), 0 < ess supjezn || 45| < oo,

missa Hy on vektorien §_xx, k € Z", virittamd suljettu aliavaruus, jolle pitisi

(§—xx

A1) =0 (77)

kaikilla j, k € Z"™. Samainen suure on koko suureluokan O (B(']T"), ﬂ{) adrisuure tarkalleen
silloin, kun ei ole sellaista heikosti mitallista operaattorikenttia T" > z — D(z) € L(H),
0 < ess sup,ern || D(2)]] < 0o, missi H =P

czn Hj;, jolle patisi

[ 51 -1 (G-l D@11} () =0 (73)

kaikilla j, k, 1 € Z". Lisdksi kaavan 76 mukainen suure M on spektraalimitta tarkalleen
silloin, kun vektorit T" x Z" > (z,j) — (z,k){j—xx, k € Z", muodostavat avaruuden

L*(T", p,; H) ortonormaalikannan.

Ylldolevan tuloksen alkupuoli on saatu tapauksessa n = 1 lahteissa [1] ja [32], joskin
jalkimmaéisessé kovarianssirakenne 9, karakterisoitiin suoraan kahdella eri menetelmélli.
Kovarianssiehdon 74 toteuttava kanoninen paikkaerosuure F,, on spektraalimitta, jolla
kaikilla B € B(Q), p e Hjaw,zecT"

(E(B)p)(w,z) = x5(2W)p(wW, 2).

Tamé kanoninen suure saadaan valitsemalla kaavassa 76 c’i(l = 1 kaikilla j, k, 1 € Z™ [32];
kyseesséd on siis kovariantti darisuure. Kuten edellisissé osioissa todetaan nytkin, etté jos

jokainen suureeseen M € MY, liittyvistd avaruuksista H;, j € Z", on yksiulotteinen, on
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suure M spektraalimitta ja unitaariekvivalentti kanonisen paikkaerosuureen F,, kanssa.
Suoralla laskulla kaavasta 76 todetaan, ettii paikkaerosuure M € 9, voidaan méiriti

suoraan sen ensimméisen momentin projektioista [32]
M[llkZ/argzde(zl,...,zn), k=1,....,n.
Q

Toisaalta ylldolevan lauseen mielessi "mahdollisimman sumea” paikkaerosuure E, € 9§,
saadaan jilleen, kun sen synnyttiva yksikkovektoriperhe {£, € H |m € Z*"} on avaruu-
den H ortonormaalikanta, eli esimerkiksi &, = e, kullakin m € Z2". Kaavan 76 mukaan
talloin

Ey(B) = pn(B) 15
kaikilla B € B(Q).

4.4.2 Paikkaerosuureet vapaassa avaruudessa

Systeemimme koostuu nyt kahdesta hiukkasesta vapaassa avaruudessa R", joiden paik-
kaerosuureita tutkimme. Systeemin Hilbertin avaruus on nyt H := L?(R*" d*"g). Mer-
kitsemme yleensi avaruuden R?*" vektoreita muodossa (x,y), missi x, y € R™. Téssi
merkinnédssa ensimmaéiset koordinaatit ovat hiukkasen 1 koordinaatit ja loput ovat hiuk-
kasen 2 koordinaatit. Kun hiukkanen 1 on pisteessa x ja hiukkanen 2 pisteessd y, on niiden
paikkaero y —x. Ryhmé R?" operoi jélleen paikkaeron arvoavaruudessa R™ transitiivisesti
kaavan

(Y7Z>'X:X+Z_Y7 X7Y7Z€Rn

mukaisesti. Arvoavaruus on jilleen homeomorfinen tekijiavaruudelle R?"/H, misséi
H={(w,w) € R*"|w € R"}.
Annihilaattorialiryhma H+ on nyt

H* ={(y,—y) e R™|y e R"}.

n/2 Voimme valita kustakin

Annihilaattorin Haarin mitaksi valitsemme mitan d"y/(27)
tekijaryhmin R?"/H* tekijiluokasta yksikisitteisen edustajan (w,0), missi w € R".
Vaadimme, ettd paikkaerosuureet ovat kovariantteja sadnnollisen esityksen Us, =: U
suhteen. Siirrymme jilleen tarkastelemaan esitysti g — FU(g)F* := U(g) ja kovarians-
sirakennetta img Fourier-Plancherel-muunnetussa avaruudessa H = LA(R*" d*™u), silla

kaavasta 65 huomaamme, ettd U operoi diagonaalisesti avaruudessa H, eli on muotoa

@ .
g — e~ BT 2y,
R2n
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Lauseen 3.3 mukaiset komponenttiavaruudet ovat H, := C kaikilla u € R?*", ja voimme
jélleen valita M = .

Voimme taas valita esitykseen U liittyviksi avaruuden R?"/H+ ~ R™ Borel-mitaksi v
mitan d"x, jolloin mitaksi 7 valitaan (27)~/2d?>"g. Lauseen 4.2 mukaan Qﬁg # (). Olkoon
nyt M € 9MY, ja merkitisn symbolilla M operaattorimittaa B(2) 3 B — FM(B)3.
Voimme nyt méarata operaattorimittoihin M ja M liittyvan edellisten osioiden mukai-
sen operaattorikentin R?" 3 u +— W(u) € L(C,H) kiinnittdmélld heikosti mitallisen

yksikkovektoriarvoisen funktion £ : R?* — JH asettamalla

W(a)(1) = &(u) (79)

kullakin u € R**. Merkintd £(y, z), y, z € R", tulee jélleen ymmértiad niin, ettd vektori
(y,z) on avaruuden R?*" alkio.

Merkitsemme symbolilla 21'(R™) sellaisten Borel-mitallisten funktioiden a : R™ x R™ x
R"™ — C joukkoa, joilla

A1’ a(w,y,z) = a(w,z,y) melkein kaikilla w, y, z € R",
A2’ fR” fR” a(w,y,z)f(y)f(z)d"y d"z > 0 kaikilla f € C.(R") ja
A3’ o9 (w,y) = 1 melkein kaikilla w, y € R™.

Jilleen olemme merkinneet ¥ (w,y) = Y, |ax(w,y)|* kaikilla w, y € R", kun funk-

tiot ay : R® x R™ — C antavat funktiolle o edellisesta osiosta tutun esityksen

a(w,y,z) =Y ax(w,y)u(w,z), w,y zeR", (80)
keN

jonka loyddmme kuten osiossa 4.3.2. Huomaamme nyt, ettd kun M, M ja kenttd u —
W (u) ovat kuten ylld, ja yhtalo 79 pétee jollekin heikosti mitalliselle yksikkovektorifunk-
tiolle £ : R?® — X, niin funktio

R" X R* xR" 5 (w,y,2) = ({(W -y, y)[{(w - 2,2))

on alkio joukossa 21'(R"). Toisaalta jokainen joukon 2'(R"™) funktio saadaan jostakin hei-
kosti mitallisesta yksikkovektoriarvoisesta funktiosta & : R?"* — H ylldolevan kaavan mu-
kaisesti kayttadmalld kaavan 80 mukaista hajotelmaa ja ehtoa A3’. Suoralla sijoituksella

kaavaan 41 tai 42 ja soveltamalla lausetta 4.6 saamme nyt seuraavan lauseen.

Lause 4.12 Jokaista kovarianttia paikkaerosuuretta M € MY vastaa funktio o € A’ (R™)

ja heikosti mitallinen yksikkévektoriarvoinen funktio & : R?*™ — H siten, ettd kaikilla
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p, ¥ € LX(R>™), joilla ¢, ¥ € C.(R*") ja B € B(Q)
) = g [ ] ety g E =y i - 2.
xd"y d"zd"w d"x,
O'/(Wa Yy, Z) = <§(W -y Y)|€(W —Z, Z)>a wW,Yy, 2z € R™. (81)

Toisaalta, jos o € W(R") tai & : R* — H on mielivaltainen heikosti mitallinen yk-
sikkévektoriarvoinen funktio, kaava 81 mddrid kovariantin paikkaerosuureen M € 9MY.
Kaava 81 mddrid kovarianssirakenteen MY ja joukon A (R™) wélille affiinin bijektion.
Olkoon kovariantti paikkaerosuure M kaavan 81 mukainen. Merkitkdimme yksikkovek-
toreiden &(w —y,y), y € R™ wvirittdmad suljettua aliavaruutta symbolilla Hy, kullakin
w € R™. Suure M on kovarianssirakenteen MY ddrisuure tarkalleen silloin, kun ei ole

olemassa sellaista heikosti mitallista operaattorikenttdd R" > w — A(w) € L(Hy),

A(w)|| < oo, jolle pitisi

Ew -y, y)|[AwW)E(w —y,y)) =0 (82)

0 < ess Supycprn

melkein kaikilla w, y € R™. Samainen suure M on koko suureperheen O(B(R”), 9‘() ad-
risuure tarkalleen silloin, kun ei ole sellaista heikosti mitallista operaattorikenttdia R™ >
x — D(x) € L(H), 0 < ess supyepn ||D(X)]| < 00, missd H := fﬂgi H, d"x, jolle

[ e -y ¥ Deog(w - 2.2) dx =0 (85)
melkein kaikilla w, y, z € R".

Jos valitsemme kaavassa 81 funktion ¢ vakioksi, saamme spektraalimitan F,,., kano-
nisen paikkaerosuureen, jolla (E.(B)¢)(x,y) = x5(y — x)¢(x,y) kaikilla B € B(R"),
¢ € L*(R*™) ja x, y € R". Kuten edelld voidaan jélleen osoittaa, etti jos paikkaerosuure
M € MY, on sellainen, etti siihen liittyviit avaruudet H,,, w € R", ovat yksiulottei-
sia, suure M on spektraalimitta ja unitaariekvivalentti kanonisen paikkaerosuureen FE.,,

kanssa.

4.5 Vapaan hiukkasen aikasuureet

Kasittelemme vield esimerkkind vapaan (yhden vapausasteen) spinin 0 Galilei-objektin
aikasuureita. Systeemiimme kuvaa Hilbertin avaruus L?*(R), jonka aikasiirrot generoi Ha-
miltonin operaattori Hy := P?/(2m), missd m > 0 on hiukkasen massa ja P on aiemmin
esitelty liikeméaardoperaattori. Usein sanotaan, ettei talla systeemilla ole aikasuuretta, silla

ei ole olemassa itseadjungoitua operaattoria T, jolla pétisi kanoninen kommutointiehto

[Ho, T|p = (HoT — THy)p = iy, (84)
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kun ¢ € L*(R) kuuluu johonkin tiheddn aliavaruuteen. Tamé merkitsee sitd, ettei ole
olemassa spektraalimittaa P € X(B(R), L?(R)), joka olisi kovariantti aikasiirtoesityksen
R >t — V(t) = e Ho suhteen; jos tillainen olisi olemassa, tiyttiisi itseadjungoitu
operaattori P[1] =: T" kommutointiehdon 84. Osoitamme seuraavaksi, ettd on olemassa
semispektraalimittoja M € O(B(R), L*(R)), joille

V(t)M(B)V(t)* = M(B +1t)

kaikilla ¢ € R ja B € B(R); néistéd yksikdén ei tosin voi olla spektraalimitta. Kutsumme
kovarianssirakenteen 9y alkioita vapaan hiukkasen aikasuureiksi.

Olkoon R™ positiivisten reaalilukujen joukko. Muodostamme unitaarikuvauksen
L*(R) 3 ¢ — ¢ € L*(R; C?),

~ m\/4 .

B0) = (32)  (p(V2me),p(—v2ma)),  pe L(R), =>0.
Toteamme, etté (V(t)¢)(g) = e *3(e). Kun miirddmme additiivisen itseduaalisen ryh-
min R karakterit asettamalla (t,e) = e % kaikilla ¢, ¢ € R, huomaamme, etti systee-
min esitys avaruudessa L?(RT; C?) antaa lauseen 3.3 mukaisen diagonaalisen muodon
esitykselle V' ja mitta vy on reaalilukujoukon R Lebesguen mitta rajoitettuna joukkoon
R*. Lauseesta 4.2 seuraa, etta aikasuureita on olemassa. Karakteriryhmén R rajaaminen
joukkoon RT aiheuttaa sen, ettei yksikdin aikasuure M € 9} ole spektraalimitta. Miki
tahansa aikasuure M € 9 voidaan médritd valitsemalla jokin heikosti mitallinen iso-
metriakenttd RT 3 ¢ — Wi(e ) € L(C?; M), missd M on jokin direténulotteinen Hilbertin

avaruus (vaikkapa M = L*(R)), ja asettamalla

e =5 [ [ / DGV (1) W () ) der desdt (55)

kaikilla o, ¢ € L2(R), joilla ¢, b € C.(R), ja B € B(R). Toisaalta jokainen téllainen
isometriakenttd ¢ — W (e) voidaan médritelld valitsemalla jotkin heikosti mitalliset yk-
sikkovektoriarvoiset funktiot ¢; : RT — M, j = 0, 1, joilla o(p) L (1(p) melkein kaikilla
p >0 ja

W(e) = [Co(v2me)) (0] + |G (V2me))(1],  &>0.

Vektorit |7), 7 = 0, 1, muodostavat téssé avaruuden C? luonnollisen ortonormaalikannan.

Kaavaa 85 kiésittelemaélld saamme seuraavan tuloksen.

Lause 4.13 Olkoon M € 9MY. On olemassa heikosti mitalliset yksikkévektoriarvoiset
funktiot ; : Rt — M, j =0, 1, joilla (o(p) L Ci(p) melkein kaikilla p > 0 ja
{plM (B

= 27rm// / e2m (P3P1) i (G (P1)|Ck(p2)) ¢ ((_1)jp1)7;((_1)kp2) X

7, k=0

X /P12 dp1 dps dt (86)
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kaikilla @, ¢ € L*(R), joilla ¢, ) € C.(R), ja B € B(R). Olkoon aikasuure M kuten
kaavassa 86. Merkitsemme vektorien (;(p), j =0, 1, p > 0, virittdimada Hilbertin avaruutta
symbolilla H. Aikasuure M on joukon MY, ddripiste tarkalleen silloin, kun ei ole olemassa

sellaista nollasta poikkeavaa operaattoria A € L(H), jolle

(¢ ()] AG(p)) =0 (87)
melkein kaikilla p > 0 aina, kun j, k = 0, 1. Aikasuure M on joukon O(B(R), L2(R))

adrisuure tarkalleen silloin, kun ei ole olemassa sellaista heikosti mitallista operaattori-
kenttii R > t — D(t) € L(L*(R; H)), 0 < ess sup,eg || D(t)|| < oo, jolle

/ / / A3 (1) DG 2)) BT TP (1)) B i = 0

7, k=0
(88)
kaikilla @, ¢ € L*(R), joilla ¢, Ve C.(R), aina, kun j, k =0, 1.

Miéritelkdidmme kanoninen aikasuure T € 9 médrittelemilld se kuten kaavassa 86,
jossa asetetaan (;(p) = p;, 7 =0, 1, kaikilla p > 0, kun g, p1 € L*(R) ovat yksikkovek-

toreita ja ¢o L 901 Tama merkitsee sité, etta

(el B0} = 5o [ [ [ A0 G + P (o)) Vi i dpa

(89)
kaikilla o, ¥ € L2(R), joilla ¢, 1 € C.(R), ja kaikilla B € B(R). Voidaan osoittaa,
ettd momenttioperaattori 7[1] =: T" on symmetrinen ja tiheésti méaritelty. Operaattori T’

yvhtyy tihealla aliavaruudella operaattoriin
T" = msignum(P)|P|~V2Q|P| V2,

missé () on ailemmin mééritelty paikkaoperaattori [8|, [33]. Operaattorit T ja T" eivét ole
itseadjungoituja, mutta 7" toteuttaa muodollisesti kommutointiehdon 84.

Huomaamme vilittémisti, ettd 7 on kovarianssirakenteen 9y, &éripiste. Soveltamalla
kaavaa 88 kanoniseen aikasuureeseen 7 ja valitsemalla, ettd ¢, ¢ € L*(R) ovat sellaisia, et-
ta o ja 1& havidvat joko negatiivisten tai positiivisten reaalilukujen joukossa, huomaamme,
ettd 7 on ddrisuure joukossa O(B(R), L*(R)) tarkalleen silloin, kun ehdosta

/ /OO /00 e"t(”_“)dj,k(t)f(el)9(52) de;desdt =0 (90)
rJo Jo

kaikilla f, g € C.(RT) ja j, k = 0, 1 seuraa, ettd funktiot dy; € L>*(R), k, I = 0, 1, yh-
tyvét nollafunktioihin melkein kaikkialla. Téssa matriisit D(t) = (dkﬁl(t))llf’ 1o € Ma(C),
t € R, muodostavat kaavan 88 mukaisen mitallisen operaattorikentén. Ehto 90 kuitenkin
merkitsee sitd, ettd ndma hairiomatriisit ovat melkein kaikkialla nollamatriiseja. Kano-
ninen aikasuure 7 on néinollen joukon O(B(R), L*(R)) &érisuure. Painotettakoon vield,

ettei 7 ole spektraalimitta.



92

5 Kovariantit suureet ja mittaukset

Téassé luvussa kasittelemme pikaisesti joitakin kovariantteja suureita ja instrumentteja
koskevia tuloksia. Erityisesti esittelemme edellisen luvun keskeisten tulosten vastineita
yleisemman tyypin I ryhmén ja toisaalta kompaktin ryhmén tapauksissa. Kovarianssi-
rakennetta ja sen &ddripisteita ei vield osata tyhjentévisti karakterisoida yleisen tyypin I
ryhmén tapauksessa, paitsi, kun transitiivisena avaruutena on ryhmaé itse. Tarkka karak-
terisointi tunnetaan vain Abelin ryhmén (edellinen luku) ja toisaalta kompaktin ryhmén
tapauksessa, johon liittyvia tuloksia esittelemme téssad luvussa. Seuraavana tavoitteena
on laajentaa Abelin ryhmaéé koskevat tulokset koskemaan mielivaltaista tyypin I ryhmaéa.
Emme mene siihen kuitenkaan tdméan tutkielman puitteissa. Lopuksi kisittelemme viela

lyhyesti instrumenttien joukon konveksia rakennetta.

5.1 Kovarianssirakenne ja yleinen tyypin I ryhméa

Olkoon H separoituva kompleksinen Hilbertin avaruus ja G tyypin I lokaalisti kompakti
unimodulaarinen ryhmaé, joka téyttad toisen numeroituvuusaksiooman, toisinsanoen on
yleinen huomautuksen 3.1 mukainen ryhmaé. Valitaan ryhmaélle G Haarin mitta dg. Olkoon
V tdmén ryhmén unitaariesitys avaruudessa H. Samaistamme Hilbertin avaruuden H

jélleen lauseen 3.3 mukaiseen suoraan integraaliin

0= [ stduto) (o1)

missd H, = K, ® L,, missa X, ja L, ovat separoituvia Hilbertin avaruuksia kaikilla
v € G ja K, on esityksen « (redusoitumaton) esitysavaruus. Kaikilla ¢ € G voidaan siis
kirjoittaa

G
jolloin kaikilla v-mitallisilla kentilld v +— ((v) € K, ja v+ &(v) € L., sekd v — p(v) =

C(v) ®&(7)

V(g) = /® Y(9) ® I, dv(v),

(V(9)p) () =1(9)C(1) ®E(R), ged, ~ved.

Jatkossa merkitsemme téllaisia hajoavia kenttid yksinkertaisesti symbolilla ( ® &. Liséksi
kéytdmme hajoavien kenttien v +— ((v) ® £(7y), missd v — ((7) € K, ja vy +— &(y) € L,
ovat v-mitallisia kenttié, lineaarisesta verhosta merkintéda D, ja lisdksi

o' {pestnd| [ letlar) <oof.

Kiytimme taas kovarianttien G-arvoisten suureiden joukosta merkintid 90Y%. Lihteissi
[34] ja [31] on karakterisoitu kaikki kovarianssirakenteen 9, suureet tietynlaisina seskvi-

lineaarimuotokenttiné.
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Sanomme, etté [I1] on mitallinen kenttd seskvilineaarimuotoja avaruudessa D yli jou-
kon G'x G, kun IT on v-mitallinen kentté Gx G 3 (7v,7) — II,2, jossa I, : DxD — C

on seskvilineaarimuoto kaikilla v, 4" € G. Tarkemmin sanottuna
o IL (. 2ex + M) = (7)1, (0, X) + A(Y)IL, 4 (0, 9) ja

o H%’Y'<907 ¢) = H’Y',’Y(wa 90)

kaikilla ¢, x, ¥ € D, kaikilla v-mitallisilla funktioilla s, \ : G- C ja mitan v suhteen
melkein kaikilla v, 7/ € G.
Merkitsemme symbolilla 3 sellaisten yllaesitellyn kaltaisten seskvilineaarimuotokent-

tien [I1] joukkoa, joilla

LIy (G ® &L G @ &) < IGMIE I GOIIE(Y)] kaikilla mitallisilla kentilld
TG EeX jay = &G(Y) €L, @& ED k=1, 2,

2. (e, @) > 0 kaikilla ¢ € D!, missd I1: D! x D! — C on seskvilineaarimuotokentti,
joka méaritellddan kaavalla

() = /G / . (o) d(y) dv(y), @, & € D, (92)

3. kullakin mitallisella kentélld v — £(y) € L., ja melkein kaikilla v € G pitee

3 O (e ® & er @) = (E(IEM)) e,

keN

kun v — {ex(y) € K, |k € N} on mitallinen kenttd ortonormaalikantoja.

Y14 ehdossa 3 kidytetty merkinta H(fyo), v € G, tarkoittaa kentén [II] diagonaaliar-
voa pisteessd (7y,7). Yleisesti, kun (X, ) on Borelin avaruus ja p on o-dérellinen mitta
topologisessa avaruudessa X, ovat kaikki avaruuden L?(X, ) positiivisten jélkiluokkao-

peraattoreiden C-kernelit "Greenin funktiot” X x X > (z,y) — P,, muotoa

Py = fl@fily), = yeX,
keN
joillakin f, € L*(X, ), k € N. Diagonaaliarvo pisteessi (z, ), z € X, mééritelliin nyt
kaavalla P := > ken | fu(@)]?. Jos seskvilineaarimuotokentté [IT] téyttéaé nyt ehdot 1 ja
2, on ldhteessd [31] osoitettu, ettd kun v — {ex(y) € K, |k € N} on kenttd ortonor-
maalikantoja, voidaan C-kernelille (y,v") — 1L, (e, ® €, e, @ §) mééritelld diagonaaliarvo
aina, kun kenttd v — £(y) € L, on v-mitallinen, silld kyseessé on jilkiluokkaoperaattorin
méaradava integraalioperaattorin kernel.

Seuraava lause on todistettu lahteissa [34] ja [31].

24Siis kenttd (v,7') — I,/ (¢, %) on mitallinen kaikilla ¢, 1) € D.
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Lause 5.1 Olkoon V huomautuksen 3.1 mukaisen ryhmdn G esitys. Kaavan 91 mukainen
mitta v on absoluuttisesti jatkuva esitysduaalin G Plancherelin mitan suhteen tarkalleen
silloin, kun MY, # 0. Lisiksi kaava

<ﬂM@WO=LHW@W%WQWM% o €D, BEBG)  (93)

mddrittelee affiinin bijektiivisen vastaavuuden MY, > M « [I1] € B, kun seskvilineaari-

muoto I1 : D' x D' — C mddritellidn kaavalla 92.

Olemme osoittaneet lauseen 5.1 jo edellisessd luvussa Abelin ryhmén tapauksessa vie-
lap4, kun transitiivinen G-avaruus on yleisempi tekijaavaruus Q = G/H, H < G. Lauseen
5.1 voi todistaa oleellisesti edellisen luvun menetelmillé, joskin koska edsitysduaalilla G
ei yleisessa tapauksessa ole ryhmérakennetta, on todistuksessa kiaytettava syvempia tieto-
ja epidkommutatiivisesta harmonisesta analyysisti, kuten avaruuden L!(G,dg) Fourier-
Plancherel-muunnoksen § yleistystd?® epidkommutatiiviseen ryhmiin G. Lauseen 3.10
mukaan taas kukin M € MY, voidaan laajentaa kanoniseksi suureeksi M, avaruudessa
L*(G; M),

M.(B)p =xpp,  BeB(G), ¢ecl(GM),

jollakin &ddretonulotteisella separoituvalla Hilbertin avaruudella M. Kun symbolilla M,
merkitéin suuretta B — FM.,,(B)F*, on lihteessi [29] osoitettu, ettéi suureet M ja M,
toisiinsa kietova isometria W on hajoava; todistus on oleellisesti sama, kuin lauseen 4.3
todistus.

Kéaytdamme muotoa ¢ ® £, ¢ € X, § € L, olevien alkioiden lineaarisesta verhosta
merkintdd D., kullakin v € G. Voimme nyt méiritelld seskvilineaarimuotokenttéén [II]
liittyviin minimaalisen Kolmogorov-hajotelman operaattorikentténi [®]; G 3 v — ®(y) €
L(D.; M), missé M on jokin dédreténulotteinen Hilbertin avaruus. Taltd kentaltd vaadi-

taan
IL, 1 (0, 9) = (@(7) (MNP (V) (V)

kaikilla v, 7/ € G ja ¢, ¥ € D'. Lisiksi olkoon H C M se Hilbertin avaruus, joka saadaan

vektoreiden

®w=A¢WMWMww, €Dt

lineaarisen verhon sulkeumana avaruudessa M. Toisin sanoen kentté [®], ®(y) € L(D,; H)
kaikilla v € G , on sellainen, ettd yllamédritellyn integraalioperaatorin ® : D' — H kuva-

avaruus on totaalinen Hilbertin avaruudessa H. Lisdksi vaadimme, etta

12()¢ @ &l < lIClac, [I€ ],

25 (Sf) (7) = [ f(9)v(9)*dg on nyt Hilbert-Schmidt-operaattori avaruudessa X, kaikilla f € L!(G, dg)
javyeq.
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kaikilla ¢ € K, ja € € L, aina, kun v € G, ja lisiksi kun v — {ex(y) € X, |k € N} on

mitallinen kentta kantoja, niin

Y lle(en() @ Elli = l€IE,

keN

mitan v suhteen melkein kaikilla v € G, kun ¢ € L. Tavallisilla tiheysargumenteilla voi-
daan helposti osoittaa, ettd tédllainen hajotelma on unitaariekvivalenssia vaille yksikésit-
teinen. Kun [®] on kentén [II] minimaalinen Kolmogorov-hajotelma on ylldolevan perus-
teella (polarisaatio) olemassa perhe [®;], k € N, operaattorikenttié v — @y (y) € L(L,; H)
kaikilla £ € N, joilla

L, (ex ® &1, ® &) = (Bu(1)&E DI @) )n

melkein kaikilla 7, v/ € G seki mitallisilla kentilli v — &,(y) € L 4 m = 1,2, kun
v — {ex(7) € K, | k € N} on mitallinen kenttd ortonormaalikantoja.

Lahteessé [29] on etsitty kullekin [II] € 8 minimaalinen Kolmogorov-hajotelma. Emme
mene kyseiseen konstruktioon kuitenkaan tassi. Toteamme vain, etté téllainen hajotelma
saadaan kaikille [II] ja siten kaikille kovarianteille suureille M € 9. Jokaisella M € 9N
on siis olemassa minimaalinen Kolmogorov-hajotelma [®], joka téyttaa ylliolevat ehdot

ja
e = [ [ [ @ mee)vier 6 m a6 a0

kaikilla ¢, 1 € D! ja B € B(G).
Voimme nyt todistaa ekstremaaleja koskevan tuloksen aivan samoin, kuin lauseen 4.4
yhteydessa.

Lause 5.2 Olkoon G huomautuksen 3.1 ehdot tayttivda ryhmd ja V' sen unitaariesitys ava-
ruudessa H, joka on kaavan 91 mukaista suoraintegraalimuotoa. Olkoon lisiksi M € INY,
kovariantti suure, jolla sits on kaavan 94 mukainen minimaalinen Kolmogorov-hajotelma
[®] ja sithen liittyvi perhe (@], k € N, operaattorikenttii. Nyt M ¢ Ext(9INY) tarkalleen

silloin, kun on olemassa nollasta poikkeava operaattori A € L(H), jolla

> " @p(7) Ay(y) =0 (95)

keN

matan v suhteen melkein kaikilla v € G.

5.2 Kompaktin ryhman suhteen kovariantit suureet

Olkoon G kompakti ryhma varustettuna Haarin mitalla dg, ja olkoon V' ryhmén G unitaa-

riesitys Hilbertin avaruudessa H. Esitysduaali G on diskreetti, ja luetteloimme sen alkiot
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luonnollisilla luvuilla. Samaistamme jélleen
H =PI, (96)
keN

missd H, = K ® Ly, k € N, ja K, on esityksen 7, redusoitumaton esitysavaruus ja
dim (L) =: dj, < oo kaikilla k € N. Esitys V saa nyt kullekin g € G muodon

Vig) = @’Yk(g) ® Ig,.

keN

Kun ¢ € H, merkitsemme yleisesti ¢ = >, &, missd ¢ € H; kaikilla k& € N. Esitte-

lemme tiheédn aliavaruuden
DL .— {QOEJ‘C‘ ZHQD]CH <OO}.
keN

Olkoon taas H < G ja merkitdédn jélleen Q) = G/H. Varustamme G-avaruuden {2 normi-
tetulla Haarin mitalla pu, eli u(Q) = 1. Kdytdmme taas kovarianttien suureiden joukosta
merkintid 9ty

Voimme jalleen mééritelld seskvilineaarimuotokentét [II] = [I1x ] jen kuten edellisessé
osiossa, eli Iy ; : HxH — C on seskvilineaarimuoto kaikilla k, [ € N. Merkitsemme jalleen

symbolilla By sellaisten seskvilineaarimuotokenttien [I1] joukkoa, joilla
e II;; on rajoitettu kaikilla k, [ € N,
o 11, (V(h)p, V(h)Y) =Tl (p, ) kaikilla k, l € N, ¢, » € H ja h € H,

® > iien Uki(pr, w1) > 0 aina, kun ¢ € 3 on sellainen, ettd ¢, # 0 vain dérellisen
monella £ € N ja

e kaikilla o, ¥y € 3, [ € N, ja kaikilla k € N

[ V@) Viginds = bt [ (v (0) 0 Vo) ) dila)) = bl
Léahteessé [18] on osoitettu, ettd kaava

(o|M(B)Y) = i > (Vg e, Vg e) dullg), ¢, v €D, BeBQ) (97)

méirittelee affiinin bijektiivisen vastaavuuden 9y > M « [II] € Py
Voimme toisaalta méiritelld joukon £, jonka alkiot ovat kerneloperaattorikenttii
[K] = [Kki]k,ien, joilla

(1) K € L(H) kaikilla &, [ € N,
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(i) V(h)Ky, = K,V (h) kaikilla h € H ja k, | € N,

(iii) > 4 jen{Pr|Kripr) > 0 aina, kun ¢ € H on sellainen, ettd @), # 0 vain dérellisen
monella k£ € N, ja

(IV) trac, [Ku] = 5k,ldeLk kaikilla k, [ € N.

Voimme nyt karakterisoida kovarianssilakenteen 9§ suureet, kuten lihteessi [18].

Lause 5.3 Olkoon K| € R} kerneloperaattorikentti. Tdlloin kaava
B = 3 [ VoradmaV o e duld),  eveD BeB@). (08
k,leN

middrittelee kovariantin suureen M € IMY. Toisaalta, jos M € MY, on olemassa kernelo-
peraattorikentti (K| € Ry, jolla kaava 98 pitee. Niin syntyvi vastaavuus MY < Ry on
affiini bijektio.

Olemme saaneet tdmén tuloksen jo edellisesséd luvussa kompaktin Abelin ryhmén ta-
pauksessa; saimme tuolloin vielapé suoraan operaattorikentéin minimaalisen Kolmogorov-
hajotelman, jonka avulla mééritimme &drisuureet. Léhteessd [18] on etsitty operaattori-
kenttien [K] € K Kolmogorov-hajotelmat, ja esittelemme témin menetelméin seuraavas-
sa.

Kutsumme operaattorikentéin [K] € &) minimaaliseksi Kolmogorov-hajotelmaksi ope-
raattorikenttdd [V] = [VUy]ren, kun ¥y € L(H; M) kaikilla £ € N, missé puolestaan M on

separoituva Hilbertin avaruus, jossa on aliryhmén H esitys U, ja
(a) U,V (h) =U(h)¥y kaikilla k € Nja h € H,

(b) operaattoreiden Wy, k € N, kuva-avaruuksien unionien lineaarinen verho on avaruu-

den M tihed aliavaruus, eli | J,.yran(¥;) on totaalinen avaruudessa M ja
(C) Kle = \I/Z\I’l kaikilla k, [ € N.

Téama hajotelma on oleellisesti yksikésitteinen, eli jos [®], &, € L(H;K) kaikilla k£ € N,
on toinen téllainen hajotelma, on olemassa unitaarioperaattori R € U(XK; M), joka kietoo
aliryhmén H esitykset avaruuksissa M ja K ja R®, = U, kaikilla k£ € N.

Seuraavaksi konstruoimme yhden Kolmogorov-hajotelman realisaation. Olkoot [K] €
RY, o € H jal € N. Médrittelemme kentéin N 3 k — f1(p) kaavalla

fi(p) = Krie, leN. (99)
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Lisiiksi méadrittelemme avaruden HY tillaisten kenttien [f!(¢)], | € N, ¢ € H, lineaarisena
verhona, ja miiriimme kahdelle téllaiselle kentille [f*(p)] ja [f!(1)] seskvilineaarimuo-

don (sisétulon) (-|-)x kaavalla

(N @)k = (ol Kiad).

Laajennamme avaruuden H?% Hilbertin avaruudeksi Hyx = (Hg, (-|-)x) tdmén muodon
suhteen. Voidaan osoittaa, ettd avaruus Hy koostuu edelleen kentista [f] = [fx]ren, fx €
H kaikilla & € N, ja sijoituskuvaukset

Fk[f]:fka /{GN, [f]ej{lﬁ

ovat jatkuvia. Voidaan helposti tarkistaa, ettd operaattorikenttd [[] = [['}]ren tayttéd
Kolmogorov-hajotelman ehdot (a)-(c), kun avaruus Hy varustetaan aliryhmén H esityk-
sella U,

URf) = [V(h) filken,  heH, [f] €Hk.

Erityisesti nyt pétee siis Kj; = ['yI'} ja I'yU(h) = V (k) kaikilla k, l € Nja h € H.
Merkitsemme niiden jélkiluokkaoperaattoreiden 7' € T(JH), joilla TV (g) = V (g)T kai-
killa g € G, joukkoa symbolilla Ty, ja niiden S € T(Hg) joukkoa, joilla SU(h) = U(h)S
kaikilla A € H, puolestaan symbolilla Tp;. Lisdksi kidytdmme merkintdd ¥y operaatto-
reiden I;TTy, k € N, T' € Ty, lineaarisen verhon sulkeumasta. Seuraava aarisuureiden

karakterisointi voidaan nyt todistaa oleellisesti samaan tapaan, kuin lause 4.4.

Lause 5.4 Olkoon M € My, kompaktin ryhmin G esityksen V' suhteen kovariantti suure,
jolloin sithen linttyy ylldikuvatun kaltainen minimaalinen Kolmogorov-hajotelma. M ei ole
joukon My, ddrisuure tarkalleen silloin, kun on olemassa nollasta poikkeava operaattori
A e L(Hk), jolla

AU(h) =U(h)A (100)

kaikilla h € H ja
tr[AT] =0 (101)

katkilla T € %y, .

Kompaktin Abelin ryhmén tapauksessa darisuure-ehto 100 vaikuttaa uudelta verrattuna
lauseen 4.4 mukaisiin ehtoihin. Ehto 100 siséltyy kuitenkin lauseen 4.4 vaatimukseen, etta
héairidoperaattori A on hajoava. Lauseen 4.5 mukaisessa muotoilussa ehto 100 siséltyy puo-
lestaan vaatimukseen, ettéd hairidoperaattori A sailyttaéd kaavan 50 mukaisten avaruuksien

My, k € N, keskinéisen ortogonaalisuuden.
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5.3 Operaatioiden ja instrumenttien konveksi rakenne

Olemme jo ensimmaéisessé osiossa esitelleet Schrodinger-operaatioiden késitteen. Laajen-
namme operaatioiden méaritelmad hieman: Merkitsemme symbolilla F(H, K), missd H
ja K ovat Hilbertin avaruuksia, sellaisten lineaarikuvausten @ : T(H) — T(K) joukkoa,
joilla ®(T") > O kaikilla positiivisilla 7" € T(H) ja

0 < tr[®(T)] < 1

kaikilla 7" € §(H). Joukko F(H, H) on siis avaruuden H Schrédinger-operaatioiden jouk-
ko. Kutsumme myos joukon F(H, K) alkioita Schrodinger-operaatioiksi tai vain operaa-
tioiksi. Kuten Heisenberg-operaatioidenkin tapauksessa sanomme, etta yleinen lineaari-
kuvaus ¥ : L(K) — L(H) on n-positiivinen, n € N, kun kuvaus ¥,, : M,, ® L(K) —
M, @L(H), ¥,, = J,®V on positiivinen, eli kuvaa osittain jarjestetyn joukon M, ® L(XK)
positiivisen alkion joukon M, @ L(H) positiiviseksi alkioksi. Tésséd M,, := M,,(C) on nxn-
kompleksimatriisien C*-algebra ja J, : M,, — M, on identiteettikuvaus. Lineaarikuvaus
U L(K) — L(H) on jélleen tayspositiivinen, kun se on n-positiivinen kaikilla n € N. Li-
neaarikuvaus @ : T(H) — T(K) on tdyspositiivinen, kun sen transpoosi ®*L(K) — L(H),
tr[®(T)A] = tr[TP*(A)] kaikilla T € T(H) ja A € L(K), on tdyspositiivinen. Stinesprin-
gin dilaatiolauseesta seuraa, ettd ® : T(H) — T(XK) on tdyspositiivinen tarkalleen silloin,
kun on olemassa operaattorit A, € L(H,K), k € N, joilla

O(T) =Y ATA;, T eT(H),
keN
missé sarja suppenee jalkinormin suhteen. Sanomme positiivista operaattoria 7' € T(H)
puhtaaksi, kun se on muotoa T' = cP[y] joillakin ¢ > 0 ja ¢ € H. Sanomme lisdksi li-
neaarikuvausta ¢ : T(H) — T(K) puhtaaksi, kun ®(7") on positiivinen ja puhdas aina,
kun 7' € T(H) on positiivinen ja puhdas. Taméa kielenkdytto on jokseenkin harhaanjoh-
tavaa, silla se, ettd operaatio ® on puhdas, ei merkitse sité, ettd se olisi konveksin jou-
kon F(H, K) aarioperaatio. Itse asiassa joukon F(H, K) ddrioperaatioiden tyhjentavia
karakterisointia ei tunneta; esittelemme tosin tuonnempana joitakin esimerkkeja aériope-
raatioista ja joitakin erityisid tapauksia, joissa dérioperaatiot voidaan karakterisoida. Sen

sijaan puhtaat operaatiot tunnetaan, ja ne on karakterisoitu ldhteessé [3] (theorem 3.1).
Lause 5.5 Jokainen puhdas lineaarikuvaus @ : T(H) — T(K) on joko muotoa

®(T) = ETE*, T e T(H),
missd E € L(H,K) on vaihetekijii vaille yksikdsitteinen, muotoa

o(T) = FTF*, T € T(%),
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missi F : H — K on vaihetekijid vaille yksikdsitteinen rajoitettu antilineaarinen ope-

raattor: tar muotoa
O(T) = tr[AT| P[], T € T(H)

missd A € L(FH) on positiivinen ja ¢ € H.

Tutkikaamme seuraavaksi lineaarisia matriisimuunnoksia ® : M,,, — M,,, m, n € N.
Téllainen matriisimuunnos on operaatio, kun se on joko jaljen siilyttava tai jalked kutis-
tava. Merkitsemme symbolilla Ej; sellaista m x m-matriisia, jonka paikassa (k,[) on ykko-
nen ja muualla nollaa; joukko {Fy, |k, l =1,..., m} muodostaa siis avaruuden HS(C™)
ortonormaalikannan. Olettakaamme, ettd lineaarikuvaus ® : M,, — M,, on tayspositii-
vinen, jolloin erityisesti kuvaus ® ® J,, on positiivinen. Muodostakaamme positiivinen
matriisi M := 7" _) Ery ® Epy € My, @ My, = M2, jolloin siis matriisi

Nq> = ((I) ®jm)(M) = Z CI)(Ek’l) ® Ek’l < an

k,l=1

on positiivinen.

Olettakaamme, ettd & : M,, — M, on lineaarinen. Jos taas edelldesitellyn kaltainen
matriisi No € M,,,, on positiivinen, on olemassa (keskenééin ortogonaalit) matriisin Ng
ominaisvektorit x, € C™", r =1,..., d < mn, joilla Ny = ) x,x}. Merkitkd&émme sym-

bolilla P, avaruuden C™" = @7, C”

7, missa C! = C" kaikilla s = 1,..., m, projektiota

avaruudelle C} edellisesséd suorasummaesityksessé, jolloin

PNoPi = ®(Eyy) = Y (Pix,)(Px,)".

r

Madéritelkidmme kompleksiset n X m-matriisit A,.,

Ar = (Plxr

mer), r=1,...,d.

Saamme suoraan edellistd laskelmaa kiyttdmalld, ettd ®(Ey;) = > A, Ep Al kaikilla
k,l=1,..., m. Lineaarisuutta kiyttamalla saamme, ettd ¢ on tdyspositiivinen. Saamme

nain seuraavan tuloksen.
Lause 5.6 Olkoon ® : M,,, — M,, lineaarinen. Seuraavat ehdot ovat yhtdipitdvdt.
e O on tayspositiivinen.

o Kuvaus ® ® J,, on positivinen, eli  on m-positiivinen.
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e Matriisi Ny € M,

O(E1y) - P(Eim)

Z O(Ery) @ By = : : ,
ky1=1 O(Epy) - P(Emm)

on positiwinen (positiivisemidefiniitti).

m,n

Kiinnittakdamme matriisi £ € M,, ja merkitkddmme symbolilla TP " niiden téys-

positiivisten lineaarikuvausten ® : M,, — M,, joukkoa, joilla ®(I,,) = F, missé I, on

m,n

m X m-identiteettimatriisi. Huomaamme valittomasti, ettd joukko TP, on konveksi.

Léahteessa [35] on karakterisoitu joukon TPR7" déripisteet.

Lause 5.7 Kuvaus ® on joukon TPL" ddripiste tarkalleen silloin, kun silli on olemassa

esitys

=Y ATA;, T EM,,
missd A., r=1,..., d < mn, ovat n X m-kompleksimatriiseja, joilla joukko { A, A% |r, s =
1,..., d} on lineaarisesti riippumaton.

Olkoon (£2, A) mitallinen avaruus sekd H ja K Hilbertin avaruuksia. Kutsumme o-
additiivisia kuvauksia A 3 B — Jg € F(H, K), joilla Iy on nollakuvaus ja Jo on jéljen
sailyttavd, instrumenteiksi. o-additiivisuudella tarkoitetaan téssi sité, ettd kun {Bj €

A |k € N} on jono erillisid mitallisia joukkoja, niin

Joeens(T) =D I5,(T), T €T(3),
keN
missa oikean puolen sarja suppenee jalkinormin suhteen. Edellakuvatun kaltaisten instru-
menttien joukkoa merkitsemme symbolilla J(A; H, K). Jos € on topologinen avaruus,
B(2) > B — I € F(H, K) on instrumentti ja f € C.(Q2), maarittelemme kullakin
T € T(H) operaattorin J;(T') € T(XK) asettamalla kaikille A € L(XK)

e[ AT (T / f iy,

missi (% on avaruuden € Borelin mitta, jolla ) (B) = tr[AJp(T)] kaikilla B €
B(Q). Jalkiluokkaoperaattorit J;(T), f € C.(?), T € T(H), madraavit tarkalleen jou-
kon J(B(Q); H, K) alkion B — Jp [3] (theorem 1.2). Kuten olemme luvussa 1 néhneet,
instrumentit ovat yhteydessé suureiden (semispektraalimittojen) realisaatioihin fysikaali-
sissa mittauksissa. Téman takia instrumenttien joukon konveksien déripisteiden karakteri-
sointi on kiinnostavaa fysikaaliselta kannalta. A#ri-instrumenteilla ei ole vield tyhjentévia

karakterisointia; yleisen karakterisoinnin etsiminen jaa tulevien tutkimusten tavoitteeksi.
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Instrumenttien joukon erilaisten konveksien osajoukkojen &dari-instrumenttien selvit-
tdminen on myos kiehtova ongelma. Olkoon esimerkiksi ryhmé G huomautuksen 3.1 mu-
kainen, ja Q2 = G/H jollakin suljetulla aliryhmélla H < G. Olkoon my6s V ryhmén G
(vahvasti jatkuva) unitaariesitys Hilbertin avaruudessa H. Merkitsemme symbolilla J§

niiden instrumenttien B(Q2) 3 B — Ip € F(H, H) joukkoa, joille pitee kovarianssiehto
J,8(T) = V(9)I5(V(9)TV(9)")V(g)

kaikilla ¢ € G, B € B(Q2) ja T € T(H). Olkoon nyt B +— IJp yllikuvatun kaltainen
kovariantti instrumentti, jolloin voimme mééritelld semispektraalimitan M : B(Q) —

L(H) asettamalla kaikille T € T(H) ja B € B(Q)
tr[TM(B)] = tr[Ip(T)].

Selviisti M € IMy). Kutsummekin joukkoa I esityksen V' suhteen kovarianttien instru-
menttien joukoksi. Huomattakoon kuitenkin, etté kovariantin suureen voi myos maaritella
instrumentti, joka ei itse ole kovariantti yllaesitellyssd mielessé. Lahteessé [3| on karakte-

risoitu joukon J¢, alkiot, kun G on kompakti®.

Lause 5.8 Olkoon G metristyvi kompakti ryhmd, jonka vasenta Haarin mittaa merkit-
semme symbolilla dg. Olkoon H < G suljettu aliryhmd ja merkitkidimme Q := G/H.
Merkitsemme alkion g mddrdamad sivuluokkaa gH € Q symbolilla [g]. Olkoon V' ryhmdan
G esitys Hilbertin avaruudessa H. Merkitsemme lisiksi symbolilla Y, sellaisten jiljen

sdilyttdvien operaatioiden ® € F(H, H) joukkoa, joille
®(V(R)TV(h)*) = V(h)®(T)V (h)*

kaikilla h € H ja T € T(H). Kun B — IJg on kovariantti instrumentti, on olemassa

yksikdisitteinen ® € Fy;, jolle
95(7) = [ FUADV {0 V(@) TV )V (s) dy (102)

kaikilla jatkuvilla f : Q — C ja kaikilla T € T(H). Jos taas ® € §Y;, mdidrdii kaava 102
kovariantin instrumentin B w— Jp. Kaava 102 mddrid joukkojen 3% ja §y vilille affiinin

bijektion.

FINIS CORONAT OPUS.

26]tse asiassa téssd lauseessa ei tarvitse olettaa kaikkia huomautuksen 3.1 ehtoja.
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