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Tutkielmassa kasitelladn tapoja tutkia kvanttimekaanisia systeemejé ilman tilan ro-
mahdusta. Tarkoituksena on tutustua heikkoihin kvanttimittauksiin, josta voidaan
johtaa kvanttimekaaniset heikot arvot. Perehdytédén tarkemmin heikkojen arvojen
erikoisiin ominaisuuksiin ja kayd&dan lapi erilaisia tapoja mitata heikkoja arvoja. Lo-
puksi tutustutaan kirjallisuuden pohjalta erilaisiin heikkojen arvojen tulkintoihin.

Kvanttimittaukset kuvataan systeemin ja mittalaitteen vélisenéd vuorovaikutuksena.
Pienentamaélla vuorovaikutuksen voimakkuutta voidaan mitata systeemin suureita
héiritsemaélld systeemin tilaa minimaalisesti. Vuorovaikutuksen heikentéminen joh-
taa kuitenkin siihen, ettd yksittdisen mittauksen epatarkkuus on niin suuri, ettei
mittaus anna yhtdéan informaatiota systeemin tilasta. Suorittamalla monta identtis-
td mittausta voidaan mittausjoukon tarkkuus saadaan mielivaltaisen suureksi.

Heikot arvot ovat heikkojen mittausten lopputuloksia. Naméa ovat erikoisia systeemié
kuvaavia suureita, koska ne voivat saada kompleksiarvoisia lopputuloksia, sekd ne
voivat olla paljon ominaisarvoja suurempia.

Tilan minimaalisen h&irion sekd heikkojen arvojen kompleksisen luonteen ansios-
ta heikoilla mittauksilla on mahdollista mitata systeemin ei-kommutoivia suureita.
Voidaan siis suorittaa useampi heikko mittaus perdkkiin samalle systeemille. Nail-
14 mittauksilla voidaan suorittaa kvanttisysteemin tilaa kuvaavan aaltofunktion to-
mografia tai mitata yksittdisen fotonin ei-kommutoivien polarisaatio-observaabelien
arvoja.

Erikoisen luonteensa ansiosta heikoille arvoille ei ole yksikésitteista tulkintaa. Tut-
kielmassa tutustutaan erilaisiin tulkintoihin. Odotusarvotulkinnan mukaan heikot
arvot kuvaavat tietynlaista idealisoitua odotusarvoa systeemin suureille. Tilastolli-
sessa tulkinnassa ehdotetaan heikkojen arvojen syntyvian mittausdatan ulkoisesta
héiriosta ja tilastollisesta manipuloinnista, jolloin sen kvanttimekaaninen luonne ka-
toaa. Heikkojen arvojen voidaan myds niiden kiyttaytymisen mukaan ajatella ku-
vaavan kahden amplitudin vélistd suhdetta.

Asiasanat: Kvanttimekaniikka, kvanttimekaaninen heikko mittaus, kvanttimekaani-
set heikot arvot, kvanttimekaniikan mittausongelma
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Johdanto

Kvanttimekaniikan mittausongelma on yksi modernin fysiikan térkeimmista kysy-
myksista. Yksinkertaistettuna kvanttisysteemit koostuvat eri tilojen lineaarikombi-
naatioista tai superpositioista. Tilojen aikakehitys on lineaarista ja sitd voidaan mal-
lintaa Schrodingerin yhtélolla. Ennen mittauksen suorittamista kvanttimekaniikka
on siis tdysin deterministista, koska voimme alkutilan perusteella laskea sen aikake-
hityksen Schrodingerin yhtalon avulla. Mittauksessa systeemin tila kuitenkin muut-
tuu pysyvasti ja vastaukseksi voidaan saada vain alkuperéisen tilan ominaisarvoja.
Eli usean tilan lineaarikombinaatiosta saadaan mittaustulokseksi yksi nédiden tilo-
jen ominaisarvoista. Kvanttimittaukset eivét ole lineaarisia, joten ne eivat noudata
Schrodingerin yhtéloé, eivitka ne ole deterministisié, koska ennen mittausta voidaan
laskea vain eri tulosten todennékoisyydet. Mittausongelmalle on esitetty paljon eri
vastauksia, joihin kuuluvat mm. K66penhaminan tulkinta, monimaailmatulkinta ja
moni muu vastaava. Yleisesti niiden tulkintojen ongelma on, etteivit ne anna uusia
ennustuksia kvanttimekaniikasta, joten niitéd ei voida todistaa oikeaksi. [1]

Kvanttimittaukset esitetddn matemaattisesti mitattavan systeemin ja mittalait-
teen vilisena vuorovaikutuksena. Aharonov, Albert ja Vaidman esittelivat artikke-
lissaan [2], kuinka heikentdmélld tatd vuorovaikutusta voidaan mitata kvanttisys-
teemid ilman tilan romahdusta. N&itd mittauksia kutsutaan heikoiksi mittauksik-
si ja niiden mittaustuloksia heikoiksi arvoiksi. Heikot mittaukset tuottavat useissa
tapauksissa erikoisia tuloksia, jotka voivat olla kompleksiarvoisia ja ne voivat olla
paljon systeemin ominaisarvoja suurempia.

Heikot mittaukset ja niistd saatavat heikot arvot mahdollistavat syvallisemmaén
ymmarryksen kvanttimittauksiin. Ne myos mahdollisesti ohjaavat meitd kohti mit-

tausongelman ratkaisua.



1 Teoria

1.1 Heikot mittaukset

Mittaamalla fysikaalista suuretta kuvaavaa observaabelia A, voidaan kvanttimeka-
niikan standardimittausmallin mukaan saada tulokseksi vain diskreettejé ominaisar-
voja a;. Kvanttimittauksia kuvataan mittalaitteen ja mitattavan systeemin vilisena

vuorovaikutuksena. Matemaattisesti sitd kuvataan Hamiltonin operaattorilla
H = —g(t)qA, (1)

jossa g(t) on normalisoitu funktio, q on mittauslaitteen kanoninen muuttuja, jolle on
olemassa konjugaatti litkeméaéra 7, ja A on mitattavaa suuretta kuvaava hermiitti-
nen operaattori. Mittalaitetta kuvaava tila voidaan ideaalisessa tapauksessa esittia
Gaussin jakaumana g-kannassa, jolloin sen konjugaatti 7 on myos Gaussin jakauma.

Talloin Hamiltonin operaattori johtaa muunnokseen

s 2 —(r=a)® | 4,
e—ZfHdte4(ATr)2 § a; |A — a2> — § a;e 4(Am)2 | CL7,>’ (2)

i i
jossa . a;|A = a;) on mitattavan systeemin alkutila. Jos m-jakauman hajonta Ax
on paljon systeemin ominaisarvojen a; erotuksia pienempi, vuorovaikutuksen jal-
keen jaa jaljelle sekoitus Gaussisia jakaumia ominaisarvojen ymparille, jolloin m:n
mittauksesta saadaan observaabelin A arvo. Témé kuvaa vahvasti vuorovaikuttavaa
mittausta, jolloin mittalaitteen ja systeemin vélinen vuorovaikutus muuttaa mitat-
tavan systeemin tilaa pysyvésti. |2]

Jos mittauksen epatarkkuus A7 on paljon suurempi kuin mikéén a;:n arvoista,
todennakoisyysjakauma on taas mittauksen jélkeen ldhelld Gaussista jakaumaa, jon-
ka hajonta on Ax. Téten suoritettu mittaus ei ole tuhonnut systeemin alkuperéisté
tilaa. Tassa tapauksessa Gaussisen jakauman keskikohdassa sijaitsee observaabelin
A odotusarvo, joka voidaan kirjoittaa muotoon (A) = 3. |a;|* a;. Suorittamalla té-

mé mittaus ei saada informaatiota systeemisté, koska mittauksen epatarkkuus on



N

paljon odotusarvoa suurempi Am > (A). Preparoimalla N mé#ra identtisid systee-
mejé ja suorittamalla niille identtiset mittaukset mittausjoukon epatarkkuus piene-
nee kertoimella \/LN Nyt valitsemalla systeemille tietty lopputila (engl. postselec-
tion) voidaan mittauksista saada tuloksia, jotka ovat kompleksiarvoisia ja ne voivat
saada myos arvoja standardimittausmallin sallittujen arvojen [min(a;), max(a;)] ul-
kopuolelta. [2]

Muuttamalla siis mittalaitteen ja mitattavan systeemin vuorovaikutuksen voi-

makkuutta voidaan heikoilla mittauksilla mitata kvanttisysteemin tilan muuttujia

ilman tilan romahdusta. |2]

1.2 Heikko arvo

Valitaan identtisesti preparoitu joukko hiukkasia, jotka ennen mittausta ovat alku-
tilassa [1/;) ja mittauksen jélkeen valitussa lopputilassa |¢f). Tilojen vilissa suorite-
taan kaavan (1) Hamiltonin operaattorin mukainen mittaus. Mittalaitteen alkutila

on talloin

1 —q?
i) = {W} X eXP(@)-
Mittauksen jdlkeen taas mittalaitteen tilaksi saadaan

Ly 0T s (1) e | EEIAL)
(Yyle ;) e (Vrlbi) exp lzq oo |©

Jos hajonta A on tarpeeksi pieni, sille pdtee ehto A < max,,

—q2
4n2

(g [4a)

(o Ao 7my - T

kannassa mittalaitteen tila voidaan approksimoida muotoon

e (oA
A = Ty

Téastd voidaan tulkita, ettd mittalaitteen mittaama A arvo saadaan muotoon

—<1f1£ﬁ%i>, joka on hiukkasjoukon heikko arvo. Heikon arvon maéritelmasta

- (3)

exp

A
Ao = T @)



nahdadn, ettd heikot arvot eivét rajoitu ominaisarvon minimi- ja maksimiarvoi-
hin. Tamé& johtuu siitd, ettd alku- ja lopputilojen ldhestyessé ortogonaalisia tilo-
ja niiden sisédtulo ldhestyy nollaa, joka kasvattaa heikkoa arvoa ldhes rajattomasti.
Myés loppu- ja alkutilojen ollessa sama tila huomataan heikon arvon muuttuvan
vain perinteiseksi observaabelin odotusarvoksi A,, = (¢;|Ald;), kun [¢;) = [¢5) =
(Y¢]th;) = 1. Vaaditaan myds, ettd alku- ja lopputila eivit saa olla ortogonaaliset,
koska muuten kaavan (2) nimittdjé on nolla, kun (¢¢|¢;) = 0. Suorittamalla mittaus
N maéréalle hiukkasia voidaan mittausten epatarkkuus saada muotoon \/LNAW < Aw,
jolloin heikko arvo voidaan siis mitata mielivaltaisen suurella epatarkkuudella. |2]
Aharonov ja Vaidman esittelivit artikkelissaan [3] esimerkin spin- hiukkasen
heikon arvon selvityksestd. Hiukkanen on preparoitu siten, etté sen alkutilassa sen
spin osoittaa ylospéin x-suunnassa |¢) = |1,). Hiukkaselle valitaan lopputilaksi spin
ylos y-suunnassa |¢) = [1,). Alku- ja lopputilojen vélilld Stern-Gerlachin mittauk-
sella selvitetddn hiukkasen spin &-suuntaan, kun é' on 7 ja g puolittaja, jolloin obser-

vaabeli saadaan muotoon ¢, = <Uzj§0y) 0¢ saadaan télloin laskettua heikon arvon

kaavan (4) avulla

0y, — 017
()
Tov2 o (ely)

(6e)w = V2.

Huomataan, etté laskettu heikko arvo on sallittujen ominaisarvojen £ 1 ulkopuolel-
la. Olettamalla mittauksen olevan ideaalinen, jolloin mittalaitetta kuvaava tila on
Gaussinen jakauma, vuorovaikutusta kuvaa kaavan (1) muotoinen Hamiltonin ope-

raattori. Talloin saadaan hiukkasen ja mittalaitteen mittauksen jalkeiseksi tilaksi

(a—1)2 (a+1)?
cos (g) [Te) €™ 5% +isin <g> lle) e prea) (5)
Valitsemalla tarkasteluun vain mittaustulokset, jolla &, = 1, saadaan hiukkasen

lopputilaksi &-kannassa (1,| = cos (£) (T¢| — isin (Z) (J¢|. Projisoimalla kaava (5)



hiukkasen lopputilaan saadaan mittalaitteen lopputila muotoon
5 (T _la=1? . [T\ _(ar)?
#(q) =N | cos <§> e 2ar —sin <§> e At ) (6)

jossa N on normalisointitekija. Bornin sddnnolla saadaan mittauksen todennakoi-

syysjakaumaksi

2
A2 (cos? (T) e —sin (T) e %50
P(q) =N (COS (8)6 24 sm<8>e 24 : (7)

Kuva 1. Spin—% hiukkasen mittausten todennakoisyysjakaumat kuvattuna eri hajon-
nan A arvoilla. Mittaukset voidaan kategorisoida vahvoiksi mittauksiksi, kun ha-
jonta A < 1. Kuvan f)-kohdassa kuvataan 5000 identtisesti preparoidun hiukkasen
mittauksen todennikoisyysjakauma, kun hajonta A = 10. [3]

Mittausta voidaan pitdd vahvana, kun todennékoisyysjakauman hajonta A < 1.
Kuvat 1a ja 1b ovat vahvan mittauksen todennékoisyysjakaumat, josta huomataan
jakauman lokalisoituvan ominaisarvojen + 1 ympaérille. Kuvat 1c-e kuvaavat yksit-
taisen hiukkasen heikkoja mittauksia, jossa mittausten epéatarkkuus kasvaa ja tal-

16in mittauksesta saatu informaatio systeemistd viahenee. Kuvassa 1f on kuvattu



5000 identtisesti preparoidun hiukkasen heikko mittaus, jolloin sen hajonta A = 10

pienenee muotoon \/518% ~ 0,14, jolloin sen tarkkuus on melkein yhtd hyva kuin

kuvassa la suoritetussa vahvassa mittauksessa. Huomataan myos, etta kuvaaja lo-
kalisoituu arvon v/2 ~ 1,41 ympérille, joka aiemman laskun perusteella on hiukkasen
heikko arvo. Néain voidaan siis hiukkasjoukon alkioiden maériaa kasvattamalla saada

heikkojen mittausten tarkkuutta kasvatettua. [3]

1.3 Kompleksiluonne

Heikoilla arvoilla on useita erikoisia ominaisuuksia, joista yksi tdrkeimmista on nii-
den kompleksinen luonne. Kuten kaavasta (4) voidaan paatella heikot arvot voivat
saada kompleksisia arvoja. Tama on kummallista, koska yleisesti fysikaalisten mit-
tausten arvot ovat reaalisia. Joten heraakin kysymys, mitd kompleksiarvoisuus tar-
koittaa heikkojen arvojen tapauksessa. Dressel ja Jordan pyrkivét artikkelissaan [4]
vastaamaan tahan kysymykseen.

Yleistetyn heikon arvon reaaliosaa voidaan tietyssd mielessd ajatella mitattavan
suureen ideaalisena painotettuna keskiarvona. Tamé kuvaus patee vain tapauksissa,
joissa mittauksen systeemiin aiheuttava héirio ldhestyy nollaa. Kasittelemélla sys-
teemin painotettua keskiarvoa heikossa mittauksessa se suppenee kohti heikon ar-
von reaaliosaa mittauksen vuorovaikutuksen ldhestyessd nollaa. Reaaliosa voidaan
kirjoittaa talléin muotoon

Red . — Tr(pf{leuﬁ}) (8)

2Tr(Pyp)
jossa p on systeemin alkutilaa kuvaava tiheysmatriisi ja pf on valittu lopputila,
joka on esitetty kvanttimittauksia kuvaavan positiivioperaattorimitan (POM) yh-
teni alkiona. Kaavassa esiintyy myos antikommutaattori {A,p} = Ap + pA. Téti

tulkintaa tukee se, ettd reaaliosan ollessa joku systeemin ominaisarvoista, se sopii

suureen klassiseen painotettuun keskiarvoon. Myos reaaliosan ollessa ominaisarvojen



ulkopuolella se noudattaa johdonmukaista sisaista logiikkaa samalla antaen jarkevaa
informaatiota mitatusta suureesta. [4]

Dressel ja Jordan toteavat, etté heikon arvon imaginééariosa ei anna informaatiota
mitatusta suureesta, vaan se liittyy mittauksesta aiheutuvaan héirioon. Imaginaé-
riosan avulla selvidd, miten systeemiin kytketty observaabeli A generoi systeemin
unitaarista aikaevoluutiota. Sen avulla voidaan siis tarkastella mittauksen vaikutus-
ta systeemin alkutilaan vuorovaikutuksen lahestyesséa nollaa. Imaginaériosa voidaan

kirjoittaa muotoon

ImAw _ Tr(pf(_}[A’lb]))7 (9)
2Tx(Pyp)

jossa [A,p] = Ap — pA on perinteinen kommutaattori.

Heikkojen arvojen kompleksiluonteen ansiosta voidaan mitata muita kvanttime-
kaniikan kompleksisia suureita. Tama tarkoittaa, ettd heikkojen mittausten avul-
la voidaan mitata suureita, jotka eiviat kommutoi kesken&ddn. N&ita ei voida mita-
ta vahvoilla kvanttimittauksilla Heisenbergin epatarkkuusperiaatteen nojalla. Epéa-
tarkkuusperiaatteen mukaan tiettyja keskenédan korreloivia suureita ei voida tuntea
mielivaltaisella tarkkuudella, joten suorittamalla tarkka mittaus yhdelle suureelle,
toisen suureen epétarkkuus kasvaa suureksi. Heikot mittaukset eiviat anna tarkkoja

arvoja, joten niiden avulla voidaan mitata niitd keskendén korreloivia suureita. [5]

2 Heikkojen arvojen mittauksia

2.1 Spin-1/2 hiukkanen

Heikkoja arvoja on mahdollista mitata usealla eri tavalla. Yksi néistd tavoista on
suorittaa yksi heikko mittaus ja sen jéilkeen vahva mittaus, jonka avulla voidaan
valita haluttu lopputila. Aharonov, Albert ja Vaidman esittelivit artikkelissaan [2]
yhden mahdollisen tavan mitata spin-1/2 hiukkasen spinin z-komponentin heikon

arvorll.
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Kuva 2. Hiukkassuihkun z-suunnan spinin heikkojen arvojen mittaus. Kuvassa on
kaksi perdakkaistd Sternin-Gerlachin mittalaitetta. Ensimmaisen mittalaitteen mag-
neettikentén gradientti on pieni ja sen avulla voidaan suorittaa z-suuntainen heikko
mittaus. Toisessa mittauksessa on suuri magneettikentén gradientti, jonka avulla
suoritetaan lopputilan valinta. Spinin z-komponentin heikko arvo voidaan lukea il-
maisinlevyltd, joka on sijoitettu tarpeeksi kauas mittalaitteista. [2]

Mittaukseen kiytetdan kahta perdkkaistd Stern-Gerlachin mittalaitetta hiukkas-
suihkulle. Spin—% hiukkasia liikkuu kuvassa 1 xz-tasolla y-suuntaan jollain hyvin
maéaritellyllda nopeudella, jolloin niilli on keskimé#rdinen liikeméadra pg y-askelin

suuntaan ja massa m. Hiukkaset on identtisesti preparoitu tilaan

2 2

—z

(i) = Afe&eWemy;eipoy(COS(%) T2) + Siﬂ(%) [4z)), (10)

jolloin niiden spin osoittaa kuvan 2 mukaisesti suuntaan %’ , jossa az on é’ ja x-akselin
valinen kulma. Hiukkassuihku ohjataan nyt ensimmaéisen Stern-Gerlachin laitteen
lépi, jossa hiukkasten spin mitataan heikosti z-akselin suuntaisesti. Ensimméisen
mittalaitteen ja preparoidun hiukkasen vélisen vuorovaikutuksen Hamiltonin ope-

raattori voidaan kirjoittaa talléin muodossa H, = —uazf; 20,9(y — y1), jossa p on

OB,
0z

magneettinen momentti, on magneettikentdn z-suunnan gradientti ja g(y — y;)
on normalisoitu funktio. Valitsemalla alkutila (10) ja lopputilaksi o, = 1 hiukkaset,
voidaan magneettikentédn gradientin aiheuttama z-suuntaisen liikemé&dran muutos

kirjoittaa muotoon dp, = p22= tan(2). Jotta ensimméinen mittaus ei vuorovaiku-



ta litkaa systeemin kanssa, patee magneettikentdn gradientille ja sen aiheuttamalle

momentille ehto p ‘88% max [tan (%) ,1] < Ap, = %. 2]
Heikon mittauksen jalkeen hiukkassuihku ohjataan normaalin Stern-Gerlachin
mittalaitteen lapi, jossa on voimakas magneettikentdn gradientti. Téalle mittalait-

teen ja mitattavan hiukkasen viliselle vuorovaikutukselle voidaan kirjoittaa taas

OB
ox

Hamiltonin operaattori muotoon .HAQ = —u%=2ro,.g9(y — yp). Jotta magneettikentin

gradientti on tarpeeksi suuri jakaakseen hiukkassuihkun o, = 41 mukaisesti kahteen

osaan, pitdéd sen noudattaa ehtoa u |86% > Ap, = ﬁ tai a:n lahestyessd arvoa m

chtoa e~ 2A%" |95= ‘< cot?($). Tamén gradientin aiheuttama momentti ohjaa va-

0B

i + poy. Asettamalla suihkun radalle ilmai-

litun lopputilan o, = 1 suuntaan u
sinlevyn, jolla voidaan mitata saapuvien hiukkasten jakauma z- suunnassa, voidaan
mitata z-komponentille heikko arvo. Halutaan, etté ilmaisinlevy on tarpeeksi kauka-
na mittalaitteista, jotta hiukkasten saaman z-suuntaisen litkeméaérén p, aiheuttama
siirtymé levyllad on suurempi kuin mittauksen epéatarkkuus Az. Asetetaan levy siis
etiisyydelle [ mittalaitteista siten, etté ;—‘; |% tan(%)| > AL 2]

Yksittaisen hiukkasen aaltofunktio z-kannassa ennen ilmaisinlevyn aiheuttamaa

po 0z

2
romahdusta on likimain exp {—A2 (’%)2 <z — B, tan(%)) ] . Spinin z-komponentin

heikoksi arvoksi talloin saadaan

(To lo=| Te) a
Opw = ———— = tan(—=). (11)
<Tx | TE) 2
Jotta mittauksesta saadaan haluttu tarkkuus ﬁ, tarvitaan tata varten N luku-

madara hiukkasia, joka voidaan approksimoida muotoon N = % 2]
2

2.2 Perakkaiset heikot arvot

Artikkelissaan Chen et al. [6] esitteleviit tavan, jolla voidaan mitata yksittéisilla fo-
toneilla epakommutatiivisten Paulin polarisaatio-observaabelien perdakkiiset heikot

arvot.
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1 a ¥ b c o
H1 H2
E
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= = I 1 I 19 Hi 03
a g § § = § 1S 000
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HWP QWP BBO IF C I

Kuva 3. Mittauslaitteisto, jossa yksifotonildhde luo kietoutuneen fotoniparin. Toinen
fotoni ohjataan suoraan vyorytyyppiseen fotoni-ilmaisimeen ja toinen fotoni ohja-
taan heikkojen mittausten moduulien a, b ja ¢ ldpi. Fotoni preparoidaan valittuun
alkutilaan polarisoivalla sédteenjakajalla PBS ja puoliaaltolevylla H1. Heikot mit-
taukset suoritetaan moduuleissa a, b ja c, joissa fotonille suoritetaan mittaukset
aaltolevyjen, siateensiirtdjien ja polarisoivien sidteenjakajien avulla. Heikkojen mit-
tausten jilkeen suoritetaan fotonille projektiivinen mittaus, jonka avulla voidaan
valita haluttu lopputila. [6]

Mittauksella on viisi eri vaihetta, jotka esitelldén kuvassa 3. Fotonildhde luo kaksi
kietoutunutta fotonia. Toiselle fotoneista suoritetaan halutut mittaukset ja toista fo-
tonia kiytetddn liipaisimena, jonka avulla varmistutaan mitatun fotonin saapuneen
fotonildhteestd. Mitattava fotoni preparoidaan haluttuun alkutilaan polarisoivalla
siteenjakajalla ja puoliaaltolevylld. Alkutila HV-kannassa on |¢);) = \/LE (1H) +|V)),
jossa |H) ja |V) edustavat horisontaalista ja vertikaalista polarisaatiotilaa. Perék-
kiiset heikot mittaukset taas suoritetaan kuvassa 3 nidkyvilld heikkojen mittaus-
ten moduuleilla a, b ja ¢. Moduulien jélkeen fotonille suoritetaan projektiomittaus
puoliaaltolevylla ja polarisoivalla sidteenjakajalla, joiden avulla valitaan halutuksi
lopputilaksi [1¢) = cos (8) |[H) +sin (0) |V). [6]

Moduuleissa a, b ja ¢ suoritetaan heikot mittaukset polarisaatio-observaabeleille
gy = |R) (R| = |L) (L| (12)
o, =|H) (H| = [V) (V| (13)

o = lo) (0l = loh) (] (14)
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Moduuleissa heikot mittaukset suoritetaan samankaltaisella prosessilla, joten voi-
daan tarkemmin tarkastella c-moduulin toimintaa, jolla mitataan kaavan (14) obser-
vaabelia 6, kannassa {|¢) , |¢*)}. Kantavektorit voidaan kirjoittaa HV-kannan line-
aarikombinaationa |p) = cos (¢) |H) +sin (p) |V) ja [pt) = sin (¢) |H) —cos (p) |V).
Preparoitu fotoni saapuu moduuliin tilassa a |p) + 3 |p1), jossa puoliaaltolevy H17
muuttaa fotonin tilan HV-kantaan «|H) + §|V). Siteensiirtdja BD jakaa fotonit
polarisaation mukaan yla- ja alapolulle. Talloin fotonien polarisaatioon liittyva in-
formaatio saadaan selville fotonien kulkemista poluista, joten mittaamalla fotonin

kulkema polku, saadaan selville sen polarisaatio. [6]

(Uyaz>w (UyU(P=7T/3>W <Uza(p=rr/3>w (Uyazawzn/B)w
1.5 ~-Re(8, 8.0 1.5[ ~-Re(8, gl 1.5[ ~+-Re(G,8 g | 15| ~+Re(0,0,0 -zl
1} ~#- Im(0, 0w 1| =#- 1m0y 0 p=ruzw 1f ~#- Im(azaqp:n,g)‘,{‘__.___/-"‘ 1} ~#- 1m{T, 0,0 p=ru3hw
0.5 0.5 0.5 0.5
Ofe (] . Ofpzzorbess . 0 : i
-0.5 -0.5 T -0.5[ -0.5 [y
-1 . I T -1 Al gy
-1.5 -1.5 Ml -15 -1.5]7
0 L IZ I & 5n & 0 L IZ & & 5n & 0 L I & o 5n & 0 L &I & & 5n &
12 6 4 3 12 2 12 6 4 3 12 2 12 6 4 3 12 2 12 6 4 3 12 2
6(rad) B(rad) 6(rad) O(rad)
(a)
(Uyaz>w <Uy(7(p=n/3>w <Uza<p=rr/3>w (UyUquJ:rr/?))w
1.5[ ~--Re(G, 8w 1.5] ~+--Re(3) Tguriahw 1.5 ~+-Re(G,Tgeris)u | 15| Re(0,0:0-rihu
1 ~#-Im(0y 0w 1) =+ IM(0y T p=rhw 1p ~%- Im(azaqp:mg),,,‘______/-"‘ 1} ~#- 1m{T, 0,0 p=r3hw
0.5 0.5}..._ 0.5 .. 0.5}
0 Ofr--=waszry . Off-srtes= - 0 - . :
-0.5 -0.5 T S -0.5" -05 =
-1 -t T R -1 =1 T
-1.5 -1.5 ™ -15 -1.5)f
0 &L IZ I & 5n & 0 & I&Z I I 50 & 0 L &I & o 5n & 0 L &I & & 5n &
12 6 4 3 12 2 2 6 4 3 12 2 12 6 4 3 12 2 12 6 4 3 12 2
B(rad) B(rad) B(rad) O(rad)

(b)

Kuva 4. Perdkkéiisten heikkojen arvojen mittaukset ndhdédn a ja b-kohdista, kun
a-kohdassa vuorovaikutusparametri v = 25° ja b-kohdassa v = 30°. Muuttuja 6
riippuu valitusta lopputilasta |1 f) = cos (8) |H) + sin (0) |V). Heikkojen arvojen re-
aaliosat esitetdan kuvaajissa punaisilla ja imaginédariosat sinisilla neliGilla, missa ne-
liot ovat mittausdataa ja katkoviivat kuvastavat teoreettisia ennustuksia. Kuvaajiin
merkatut virherajat on arvioitu Poissonin jakauman avulla. [6]

Kuvassa 4 esiintyvét peridkkiisten heikkojen arvojen mittaukset kahdelle ja kol-
melle epdkommutoivalle observaabelille. Kahden observaabelin perédkkaiset heikot
arvot osuvat hyvin teoreettisiin ennusteisiin, mutta kolmelle observaabelille virhera-

jat kasvavat, eivatké taysin osu teoreettisiin ennustuksiin. Tama johtuu siitéd, etta
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mittausten tilastolliset virheet ja optisten elementtien epétédydellisyyksista johtuva
epatarkkuus kasaantuvat, kun suoritetaan kolme perékkaistd mittausta verrattuna

kahteen mittaukseen. [6]

2.3 Aaltofunktioiden tomografia

Lundeen et al. esittelevit artikkelissaan [5] keinon, jolla voidaan mitata yksittdisen
fotonin spatiaalinen aaltofunktio heikkojen mittausten avulla. Aaltofunktio on ma-
temaattinen abstrakti objekti, jonka avulla voidaan kuvata kvanttisysteemien tilaa
ja laskea mittausten todennédkoisyyksid. Aaltofunktioita voidaan tutkia tomografi-
silla tyokaluilla, mutta ndméa ovat usein aikaa vievid ja laskennallisesti haastavia.
Kayttamaélla heikkoja mittauksia voidaan aaltofunktioita kuvantaa ilman pitkia nu-

meerisia analyyseja. [5]

Weak Strong Readout
Preparation measurement measurement of weak
of ¥(x) of x ofp=0 measurement
A Al
—N N AN ~r N
RB X FT lens P
@ A A 2 Det. 1
< HE B
o[\ Ry
1 y |I
|I 0}"'2 o 0
1 .
1 05 sliver I
2 PBS Det.
M [} sit §8 o
fbre B >
fi " Mask fa fy

Kuva 5. Mittauksessa kiytetty koejarjestely. Kuvan vasemmassa reunassa on foto-
nildhde, joka luo mittauksessa kiytetyt fotonit, jotka on preparoitu alkutilaan ¢ (x).
Kollimoivan linssin jélkeen fotonien polulle pisteeseen x on sijoitettu pieni puoliaal-
tolevy, joka muuttaa sen lapi kulkevan fotonin polarisaatiota. Fotoneille suoritetaan
FT-linssin avulla Fourier-muunnos ja ne kollimoidaan kohti levyé, jossa on pieni ra-
ko z-akselilla. Levyn avulla voidaan valita lopputilaksi fotonit, joiden x-suuntainen
litkemaéaré p, = 0. Fotonit ohjataan aaltolevyjen ja polarisoivan sidteenjakajan lapi
ilmaisimille, joiden signaaleista saadaan mittauksen tulokset. [5]

Mittauksessa tuotetaan yksittaisista fotoneista koostuva fotonisuihku, joka liik-
kuu kuvan 5 mukaisesti z-suuntaan. Fotonien moodi on likimain Gaussinen. Saapues-

saan mittauslaitteistoon fotonit kulkevat polarisaattorin lépi, jonka jélkeen kaikilla
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fotoneilla on identtinen polarisaatio. Suihku kollimoidaan linssin avulla ja ohjataan
nelibmuotoisen aukon lapi, jonka pinta-ala on = -y = 43 mm - 11 mm. Sijoittamalla
haluttuun pisteeseen x puoliaaltolevy, jonka mitat ovat x-y-z = 1 mm-25 mm-1 mm,
suoritetaan fotonien x-suuntaisen paikan heikko mittaus 7, = |z) (x|. Puoliaaltole-
vy muuttaa fotonin polarisaation lineaarista kulmaa siten, ettd voimme sen avulla
erottaa pisteen x kautta kulkeneet fotonit muista fotoneista. Jos saapuvien fotonien
polarisaatiokulmaksi valitaan o = 90°, ja puoliaaltolevy muuttaa kyseisen kulman
a — 0°, voidaan fotonit erottaa tdydellisesti toisistaan. Heikko mittaus saadaan
toteutettua pienentamélla puoliaaltolevyn aiheuttamaa kulman muutosta tarpeeksi
pieneksi, ettei sen ldpi kulkenutta fotonia voi endé erottaa muista. Heikon mittauk-
sen jélkeen fotoneille suoritetaan optinen Fourier-muunnos linssin avulla. Fotonit
ohjataan levylle, jossa on z-akselilla 15 um levyinen rako. Levyn avulla voidaan va-
lita mittauksen lopputilaksi fotonit, joiden x-suuntainen liikeméaéra p, = 0. Fotonit
ohjataan joko puoli- tai neljannesaaltolevyn lapi polarisoivaan siteenjakajaan, jonka
ulostuloporteista fotonit ohjataan vyorytyyppisille ilmaisimille. Aaltofunktion reaali-
ja imaginddriosat ovat verrannollisia ilmaisimien vilisille signaaleille. Puoliaaltole-
vyn lapi kulkevat fotonit kuvaavat reaaliosaa ja neljannesaaltolevyn lapi kulkevat
antavat imagindériosan. Jos polarisaation alkutila on alaspéin osoittava spin-1/2

vektori, heikko arvo saadaan muotoon

;oo 1 slo.ls) —i(s|g,|s
o = siagay (16215) = {sloyls) (15)

jossa |s) on polariaation lopputila. &, ja 6, ovat x- ja y-komponentin Paulin matrii-
sit, joiden odotusarvot mitattiin ohjaamalla fotonit puoliaaltolevyn ja polarisoivan
sateenjakajan 1api. [5]

Kuvaan 6 on piirretty mittausdatasta saadut tulokset. Kuvaajassa a on merkitty
aaltofunktion reaaliarvot sinisilla neli6illa ja imagindariarvot punaisilla neliGilla. Ku-
vaajan b vasemmanpuoleiselle y-akselille on piirretty mitatun aaltofunktion toden-

nékoisyysjakauma sinisilla ympyroéilla. Punaisella on merkitty todennékoisyysjakau-
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Kuva 6. Yksittaisen fotonin aaltofunktion arvojen mittaustulokset. Kuvaajaan a
on merkitty aaltofunktion reaaliarvot Rei(z) sinisilld neli6illa ja imaginddriarvot
Imy)(z) punaisilla neliilla. Kuvaajaan b on vasemmanpuoleisen datan avulla las-
kettu aaltofunktion todennékoisyysjakauma sinisilld ympyroéilla ja oikean puoleiselle
y-akselille aaltofunktion vaihe ¢(z) = arctan(Ret(z)/Imep(x)) lapindkyvilld nelisil-
la. Todennakoisyysjakaumalle on laskettu myos vahvasta mittauksesta saatu x:n
todennéakodisyysjakauma, joka on merkitty kuvaajaan viivalla. Punaiset ympyrat va-
semmanpuoleisella y-akselilla ovat mittauksia, kun raollinen levy poistettiin laitteis-
tosta. |5]

ma, kun lopputilan valitseva raollinen levy poistetaan mittauksesta. Talloin ei suori-
teta lopputilan valintaa ja heikko arvo muuttuu perinteiseksi odotusarvoksi. Kuvaa-
jaan piirretty viiva on tarkoilla mittauksilla saatu todennékoisyysjakauma. Mitatut
arvot vaikuttavat sopivan hyvin toisiinsa. Kuvaajan b oikeanpuoliselle y-akselille on
piirretty lapindkyvilld nelitilla aaltofunktion vaihe ¢(z) = arctan(Rey(x)/Imwy(x)).

[5]

3 Tulkinta

Heikot arvot esiteltiin ensimmaéistd kertaa Aharonovin, Albertin ja Vaidmanin kir-
jeessé [2] vuonna 1988. Tésté lahtien on kéyty kiivasta keskustelua heikkojen arvojen
tulkinnasta. Niiden erikoisen luonteen ansiosta tehtava ei ole helppo. Pitkan keskus-
telun jalkeen ei ole vield padsty tdyteen yhteisymmérrykseen niiden fysikaalisesta

tarkoituksesta. Esittelen tassa luvussa muutaman eri tulkinnan heikoille arvoille.
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3.1 Odotusarvotulkinta

Eniten kannatusta heikkojen arvojen tulkinnasta on saanut niin sanottu odotusar-
votulkinta. Heikot arvot siis ovat tietynlainen yleistetty odotusarvo mitattavalle sys-
teemille, kun mittauksen systeemiin aiheuttama héirié ldhenee nollaa. Tésté seuraa
kompleksiluonteen tulkinta, jota avasin tarkemmin alaluvussa 1.3, jonka mukaan
heikkojen arvojen reaaliosa kuvaa mitattavan systeemin painotettua keskiarvoa, ja
imaginddriosa kertoo mittauksen generoimasta aikakehityksesta. Tata tulkintaa tu-
kee heikkojen arvojen reaaliosan verrannollisuus klassiseen painotettuun keskiarvoon
reaaliosan ollessa ominaisarvojen sisalla. [4]

Odotusarvotulkintaa kannattaa Vaidman, joka artikkelissaan [7] puolustaa tété
kantaa ja kritisoi muita tulkintoja. Artikkelissa Vaidman toteaa uskovansa heikkojen
arvojen olevan yksittédisten kvanttisysteemien ominaisuus. Tamé véite on varsin roh-
kea, koska yleisesti kvanttimekaniikka kuvaa identtisten systeemien joukon kéiytosta
eikd yksittédisten systeemien ominaisuuksia. Kvanttitilat kuvataan toisten tilojen li-
neaarikombinaatioina ja niiden avulla saa laskettua mittaustodennakoisyyksia, mut-
ta ei voida varmaksi sanoa, miten ne kuvaavat yksittdista systeemid. Lisdksi heik-
kojen mittausten epatarkkuuden takia tarvitaan monta identtistd mittausta, jotta
saadaan mitattua heikkoja arvoja. Ei ole siis mahdollista edes mitata yksittéiselle

systeemille heikkoa arvoa.

3.2 Tilastollinen tulkinta

Artikkelissaan [8] Ferrie ja Combes esittelevit oman tulkintansa heikoista arvoista,
jonka mukaan heikot arvot eivét liity kvanttimekaniikkaan, vaan ne ovat puhtaasti
tilastollinen ilmi6. Ferrie ja Combes perustelevat kantaansa kiyttamalld esimerkki-
na klassista systeemia ja osoittamalla, miten tietynlaisella tilastollisella menettelylla
voidaan klassiselle systeemille saada heikoille arvoille analogisia klassisia arvoja. Ar-

tikkelissa kaytetddn analogisena systeemina kolikon heittoa ja osoitetaan, miten hai-
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rion ja tilastollisen manipulaation avulla saadaan yksittédisen kolikon heiton arvoksi
100, kun kruuna ja klaava saavat arvot £ 1. [§]

Ferrie ja Combes ovat saaneet paljon kritiikkia esitteleméstéin tilastollisesta tul-
kinnasta. Sitd on kritisoitu muun muassa siité, etté artikkelissa [8] esitelty klassinen
vastike kvanttimittaukselle ei vastaa kvanttitilannetta. Tama johtuu siité, ettd sii-
hen on lisdtty ylimaardinen mittaus, joka aiheuttaa systeemissa tarvittavan hairion
[7]. Vaidman artikkelissaan [7] epéilee, ettd osuvaa klassista tilastollista analogiaa ei
16ydy. Vaidman huomauttaa myos, etté artikkelissa [8| saatu heikko arvo 100 yhdelle
kolikon heitolle ei johdu alku- ja lopputilojen valinnoista, kuten kvanttimekaanises-
sa vastikkeessa, joka esiteltiin kirjeessé [2]. Kéytetysta klassisesta systeemistd myos
puuttuu tarvittava monimutkaisuus, jolloin mahdollisia alku- ja lopputilojen valin-
toja on vain nelja. Ferrie ja Combes saivat siis klassisessa tilanteessa arvon 100 vain
manipuloimalla mittauksessa tapahtuvan héairion késitetté |7].

Yleisesti voidaan todeta, etté tilastollinen tulkinta ei ole saanut suurta suosiota

muilta alan asiantuntijoilta, vaikka ehdotuksena onkin mielenkiintoinen.

3.3 Amplitudien valinen suhde

Svensson kritisoi artikkelissaan 9] heikkojen arvojen odotusarvotulkintaa ja toteaa
kyseisen tulkinnan esittamén realistisen ja suoraviivaisen tulkinnan (engl. realistic
straightforward interpretation tai RSFI) olevan véarin. Heikoilla arvoilla on paljon
todellisuudesta poikkeavia ominaisuuksia, joten niiden tulkitseminen "tavallisiksi"
fysikaalisiksi suureiksi on kummallista. Svensson toteaa myo6s, ettei mahdollisuus
mitata heikkoja arvoja myoskdadn anna oikeutta tulkita niita tavallisiksi fysikaalisiksi
suureiksi. [9]

Aharonov ja muut odotusarvotulkinnan kannattajat ovat kiyttdneet heikko-
ja arvoja erilaisten kvanttimekaanisten paradoksien ratkomiseen. Tasta usein seu-

raa kummallisia tuloksia, kuten negatiivisia liike-energioita tai todennéakoisyyksia.
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Svensson kokee heikkojen arvojen oikean tulkinnan olevan kahden amplitudin vé-
linen suhde ja viittaa samalla Kastnerin artikkeliin [10], jossa késitellddn samaa
aihetta. [9]

Kastner toteaa artikkelissa, ettd kvanttiparadoksien ratkaisuissa heikot arvot
kiyttaytyvat enemmaéan amplitudien lailla kuin odotusarvojen. Joidenkin paradok-
sien ratkaisua varten tarvitaan heikon arvon itseisarvon nelio, jotta saadaan sopiva
todennékoisyys tai painoarvo. Lisdksi heikkojen arvojen negatiiviset ja kompleksi-
set arvot viittaavat siihen, ettd niita pitéisi kasitellda amplitudeina eikéd odotusarvoi-
na. Amplituditulkinnasta seuraa se, etteiviat heikot arvot anna mitédéan fysikaalista
sisaltod systeemistd. Heikkojen arvojen pitdisi myos noudattaa matemaattista ad-
ditiivisuusehtoa, mutta téasté seuraa omituisia lopputuloksia odotusarvotulkinnassa.
Ajattelemalla heikkojen arvojen olevan amplitudeja ei niiden tarvitse reaaliarvoisia.
10)

Kastnerin ehdotus ratkaisee osan heikkojen arvojen ongelmista, koska tulkitse-
malla heikot arvot amplitudien véliseksi suhteeksi ne eivit samalla tavalla riko kvant-
timekaniikan sdéntoja. Tulkinta on kuitenkin hyvin keskeneréinen, koska Kastner tai
Svensson eivit ole tarkentaneet kantaansa. He eivit artikkeleissaan tarkenna, minka
amplituideista on kyse, ja miten kyseiset amplitudit pitaisi tulkita. Téasta tulkin-
nasta jaé jéljelle siis enemmén kysymyksid kuin mihin se voi vastata. Svensson ja
Kastner kuitenkin esittévéit artikkeleissaan perusteltua kritiikkiad odotusarvotulkin-

nalle.
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4 Yhteenveto

Kvanttimekaaniset mittaukset kuvataan mitattavan systeemin ja mittalaitteen vé-
lisend vuorovaikutuksena. Tarkoissa kvanttimittauksissa tuloksena voi saada vain
systeemin ominaisarvojen mukaisia tuloksia. Tarkat mittaukset romahduttavat sys-
teemin alkutilan mittaustulosta vastaavaan ominaistilaan. Pienentdmalla systeemin
ja mittalaitteen vilistd vuorovaikutusta voidaan mitata systeemin suureita ilman
tilan romahdusta. Heikkojen mittausten tulokset eli heikot arvot ovat erikoisia suu-
reita, koska ne voivat saada ominaisarvoja suurempia arvoja sekid ne ovat yleisesti
kompleksiarvoisia.

Heikkojen mittausten avulla voidaan suorittaa useita mittauksia perdkkéin, kos-
ka heikko vuorovaikutus ei romahduta systeemin tilaa. Heikkojen arvojen kompleksi-
luonteen ansiosta voidaan mitata muita kvanttimekaniikan kompleksisia suureita eli
suureita, jotka eivit kommutoi keskenéén. Tarkoilla kvanttimittauksilla ei pystyta
mittaamaan ei-kommutoivia suureita Heisenbergin epéatarkkuusperiaatteen nojalla,
koska mittaamalla yhden suureen arvon tarkasti toisen suureen epatarkkuus kasvaa.

Erikoisten ominaisuuksiensa takia heikot arvot ovat saaneet osakseen paljon kri-
tiikkia, koska ne rikkovat useaa kvanttimekaniikan sdédntoa. Niiden tulkinta ei my6s-
kdan ole helppoa, eiké tulkinnasta olla péasty yhteisymmérrykseen. Tésta huolimat-
ta heikot mittaukset ja arvot ovat téarked tyokalu kvanttimekaanisten mittausten tut-
kimuksessa ja ne voivat tuoda meitd ldhemmés kvanttimekaniikan mittausongelman

ratkaisua.



19

Viitteet

[1] M. Schlosshauer, Reviews of Modern Physics 76, 1267 (2005).

[2] Y. Aharonov, D. Z. Albert ja L. Vaidman, Physical Review Letters 60, 1351
(1988).

[3] Y. Aharonov ja L. Vaidman, The Two-State Vector Formalism of Qauntum
Mechanics: an Updated Review, 2007, arXiv:quant-ph/0105101.

[4] J. Dressel ja A. N. Jordan, Physical Review A 85, 012107 (2012).
[5] J. S. Lundeen, B. Sutherland, A. Patel, C. Stewart ja C. Bamber, (2011).

[6] J.-S. Chen, M.-J. Hu, X.-M. Hu, B.-H. Liu, Y.-F. Huang, C.-F. Li, C.-G. Guo
ja Y.-S. Zhang, Optics Express 27, 6089 (2019).

[7] L. Vaidman, Philosophical Transactions of the Royal Society A: Mathematical,
Physical and Engineering Sciences 375, 20160395 (2017).

[8] C. Ferrie ja J. Combes, Physical Review Letters 113, 120404 (2014).
[9] B. E. Y. Svensson, Foundations of Physics 43, 1193 (2013).

[10] R. E. Kastner, Weak Values and Consistent Histories in Quantum Theory, 2003,
arXiv:quant-ph/0207182.



	Johdanto
	Teoria
	Heikot mittaukset
	Heikko arvo
	Kompleksiluonne

	Heikkojen arvojen mittauksia
	Spin-1/2 hiukkanen
	Peräkkäiset heikot arvot
	Aaltofunktioiden tomografia

	Tulkinta
	Odotusarvotulkinta
	Tilastollinen tulkinta
	Amplitudien välinen suhde

	Yhteenveto

