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Tassa LuK.-tutkielmassa kasitelldan kombinatoriikan alalle térkeitd Catalanin luku-
ja. Tyossé esitellddn Catalanin luvuille useampi esitystapa ja sovelluksia.

Luvussa 1 kerrotaan lyhyesti Catalanin lukujen historiasta sekd sovelluskohteista.
Luvussa 2 esitelladan Catalanin lukujono seké sen erilaisia esitysmuotoja ja yksi laa-
jempi geometrinen esimerkki.
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1 Johdanto

Monilla lukujonoilla on kombinatorisia kayttotarkoituksia. Téllaisia tunnettuja lu-
kujonoja ovat esimerkiksi Fibonaccin luvut tai lukujono, joka osoittaa permutaatioi-
den maaran, kun joukossa on n alkiota. Yksi tallaisista diskreeteistd lukujonoista on
Catalanin luvut [IJ.

Catalanin lukuja kaytti tiettavisti ensimmaéaisend mongolialainen matemaatikko Ming-
gatu (joskus myos Mingantu, Antu Ming), kirjoittaessaan kirjaa Ge Yuan Mi Lii Jie
Fa (The Quick Method for Obtaining the Precise Ratio of Division of a Circle, jos-
kus Quick Methods for Trigonometry and for Determining the Precise Ratio of the
Circle). Minggatu kirjoitti Catalanin luvuista kirjaansa 1730-luvulla, mutta kirjan
viimeisteli hdnen oppilaansa Chen Jixin monta kymmenté vuotta myShemmin. Itse
kirja ilmestyi [2] vasta 70 vuotta sen valmistumisen jélkeen.

Pitkélle 1900-luvun lopulle asti ldnsimaissa uskottiin Leonhard Eulerin loytdneen
Catalanin luvut 1751. Jianjia Luo esitti kuitenkin artikkelissaan 1988 (Luo, Jianjia,
Antu Ming, the first inventor of Catalan numbers in the world, Neimenggu Daxue
Xuebao 19 (1988) 239-245), ettd Minggatua tulisi pitda lukujen todellisena 16ytaja-
né, silla Minggatu oli kirjoittanut niistd ennen Euleria, vaikka hanen kirjansa ilmes-
tyikin vasta paljon mychemmin. Suuremmalle ldnsimaalaiselle yleisolle asia valkeni
1990-luvulla, kun Luo julkaisi englanninkielisen tekstin aiheesta [3] ja myos britan-
nialainen matemaatikko Peter Larcombe kiinnostui tasta kysymyksesté [2].

Euleria kiinnosti kuinka monella eri tavalla monikulmio voidaan jakaa kolmioiksi.
Tamé Catalanin lukujonon kiyttokohde esitelldédn téssd tutkielmassa esimerkkiné.
Catalanin luvut on nimetty Eugéne Charles Catalanin mukaan, silld tdmé& 10ysi
yhteyden lukujonon ja Hanoin torniongelman valilta [2].

Catalanin luvut ovat hyvin kiyttokelpoisia kombinatoriikan alalla. Lisdksi Catala-
nin luvuilla on nykyisin useita sovelluksia esimerkiksi geometrisessa mallinnuksessa,
kryptografiassa ja geoinformatiikassa [4].

2 Catalanin luvut

Tassa luvussa madritelladn Catalanin luku, Catalanin lukujono ja esitelldén erilaisia
esitystapoja Catalanin luvuille.

2.1 Catalanin lukujono

Catalanin luvut méaritellaédn lukujonon jdsenind, joilla on tietyt jésenen jarjestys-
luvusta riippuvat ominaisuudet.

Maaritelma 1. Catalanin lukujono on joukko lukuja Cy, C1, Cs, ..., C),, missid n on
luonnollinen luku ja C), Catalanin luku, missi

c - 1 <2n>
n+1l\n
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Tapoja esittdd Catalanin luvut on useita erilaisia. Toisinaan on mielekésta esittad
luku kahden kombinaation erotuksena.

Lause 1. Catalanin luku C,, voidaan esittdd muodossa (2:) — (nz_”l).

Todistus. Viite seuraa, silla

(2: ) - (nQ—n 1) - n!(éinz! )l (n— 1)!(;@! (n—1)!

(2n)! (2n)!

nln! (n—1)l(n+1)!

(n+1)(2n)! —n(2n)!
nlnl(n + 1)

(2n)!
ninl(n + 1)

]

Lukujonojen tapauksessa on usein mielekéstd maéaéritella jonon jésen rekursiivisesti
edellisen tai edellisten jasenten avulla. Esimerkiksi aiemmin mainitun Fibonaccin lu-
kujonon jasen F),, n > 3, saadaan sitd edeltdvien kahden lukujonon jasenen summa-
na F,, = F,, 1+ F,_» [1]. Seuraavaksi esitellaén rekursiivinen tapa esittédd Catalanin
luvut.

Lause 2. Catalanin lukujonon jisen C,, voidaan saada rekursiivisesti sitd edeltd-
vasta jasenestd seuraavasti:

4n — 2
Cn: On—a
n—+1 !
kunn > 1, ja
Co=1.

Todistus. Olkoon n luonnollinen luku ja n > 1. Catalanin luku C,, voidaan maéri-
telmén nojalla ilmaista muodossa

o I (2n\ 1 (2n)!
" n+1\n/) n+1nhn




ja samoin Catalanin luku C),_; muodossa

1/2(n—1) 1 (2n—2)
C’H:ﬁ( n—1 >:ﬁ(n—1)!(n—1)!'

Voidaan nyt jakaa luku C), luvulla C,_4, silld kaikki Catalanin lukujonon jasenet
ovat nollaa suurempia. Saadaan
1 (2n)!

O’fl n+1 nln!

1 (2n—2)!
Cri n = D)(n—1)!

~ n(2n)!(n —1)!(n —1)!
 (n+1D)(2n —2)nln!

Kertoman méaéaritelmén perusteella voimme supistaa tdmén yhtalon muotoon

Cy 2n(2n — 1)

Cpor  n(n+ 1)

ja edelleen
Cn 4n-—2
Cn,1 N n+1 .

Kertomalla puolittain luvulla C),_; paddymme rekursiiviseen esitykseen

4n — 2
n+1 n—1-

n

2.2 Esimerkkeja

Catalanin luvut ovat hyvin kidyttokelpoisia kombinatoriikassa ja monet kombinato-
riikan ongelmat, joissa pohditaan ratkaisujen lukuméériaé, noudattavatkin Catalanin
lukujonoa.

Seuraavaksi esitelldidn Catalanin lukujen yhteys erddseen geometriseen ongelmaan.
Sitd varten tulee ensin esitelld konveksisuuden kasite.

Maaritelma 2. Monikulmio on konveks:, jos mitkd tahansa sen sisélla olevat kaksi
pistettad voidaan yhdistéa toisiinsa janalla niin, ettéd jana kulkee kokonaan monikul-
mion sisdpuolella.

Liséksi tarvitsemme tiedon siitd, kuinka monta lavistdjaa monikulmiolla on.

(n=3)

Lause 3. Konveksilla n-kulmaisella monikulmiolla M on 5= eri ldvistdgdd.



Todistus. Monikulmion M kulmat voidaan yhdistéa toisiinsa

(Z) - 2!(nni 2)l n<n2_ -

eri tavalla. Monikulmio M on n-kulmainen, joten silld on myos n sivua. Lavistédjia
on siis

n(n —1) . nin—1)—2n _ n*—n—2n _ n(n—3)
2 2 2 2
kappaletta. Koska monikulmio M on konveksi, sen kaikki lavistajat sijaitsevat ko-
konaisuudessaan sen sisall. O]

Konveksi n-kulmainen monikulmio M voidaan siis jakaa milld tahansa lavistdjallaan
kahdeksi monikulmioksi, joista toisella on £ sivua ja toisella n — k + 2 sivua.

Alla olevissa kuvissa [2.2] ja [2.2) on esitetty, kuinka monella eri tavalla monikulmio
voidaan jakaa kolmioiksi lavistajien avulla, kun lavistdjat eivait saa leikata toisiaan ja
monikulmion sivuja on kahdesta kuuteen. Jana voidaan tassa ajatella monikulmiona,
jolla on kaksi sivua, mutta ei lainkaan pinta-alaa.

4 3 4 3
1 1 1
5W2 5@2 5@2
4 3 4 3 4 3
1 1
4 3 4 3

Kuva 1: Konveksit kaksikulmio (jana) ja kolmio voidaan jakaa kolmioiksi tasan yh-
delld eri tavalla, kun jakamiseen kdytetyt janat eivit leikkaa. Konveksi nelikulmio
voidaan jakaa kolmioiksi kahdella eri tavalla samoilla ehdoilla. Konveksi viisikulmio
taas voidaan jakaa kolmioiksi viidella eri tavalla, kun jakamiseen kiytetyt janat eivat
leikkaa toisiaan.
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Kuva 2: Konveksi kuusikulmio voidaan jakaa kolmioiksi 14 eri tavalla, kun jakami-
seen kiytetyt janat eivit leikkaa toisiaan.

Huomataan, ettéd eri jakamistapojen méaaré ndyttiisi noudattavan Catalanin luku-
jonoa, jossa

on kolmion jakamistapojen summa,

1/4 4l 4
C = — :—:—:2
? 3<2) 3.2121 7 2

on nelion jakamistapojen summa,

1/6 6!
03_Z<3> EETE i

on viisikulmion jakamistapojen summa ja
1/8 8! 8-7-6
Ca 5(4) 54141 4.3.2

>




on kuusikulmion jakamistapojen summa.

Merkitdédn seuraavaksi luvulla h,, sitd, kuinka monella tavalla n + 1 kulmainen mo-
nikulmio voidaan jakaa kolmioiksi lavistédjillaan, kun lavistajat eivat saa leikata toi-
siaan monikulmion sisalla. Maaritelladn lisaksi, ettd hq = 1.

Esimerkki 1. Konveksi (n + 1)-kulmainen monikulmio K voidaan jakaa kolmioiksi
%(25:12) = (), _1 eri tavalla, kun jakamiseen kiytetyt janat eivit leikkaa toisiaan.

. eee e . . —1
Tapojen maara voidaan lausua myos muodossa h,, = Z:l hph—i.

Todistus. Voidaan ajatella jana monikulmiona, jolla on kaksi sivua eiki sisdosaa, ja
maédritelld, ettd se voidaan jakaa kolmioiksi yhdella tavalla (h;). Samoin kolmion
tapauksessa jakamistapoja on selvésti vain yksi (hs), silld kolmiolla ei ole lavistéjia.

2.2

Kun n = 2, niin lauseen jalkimmaéinen yhtalo pitda paikkansa, silla

2—-1

Z hyhy = hihy = 1.
k=1

Olkoon seuraavaksi n > 3, jolloin valitulla monikulmiolla K on n+1 > 4 kulmaa ja
sivua. Valitaan yksi sivuista monikulmion kannaksi. Kun jaetaan monikulmiota K
kolmioiksi, valitaan aina monikulmion K kanta yhdeksi kolmion sivuksi. Nyt loput
jaljelle jaavat konveksit monikulmiot ovat K, jolla on k 4 1 sivua ja Kj, jolla on
siis n — k + 1 sivua. Myohemmaét osajaot tehdaan jakamalla monikulmioita K ja
K5 samoin kuin edelld huomioiden kuitenkin, etteivit valitut lavistdjat saa leikata
toisiaan.

Koska monikulmiolla K7 on k& + 1 sivua, se voidaan jakaa kolmioiksi hj tavalla
ja Ky taas h,_j; tavalla. Siis silld erityiselld valinnalla, ettd monikulmion K kanta
on yksi kolmion sivuista, voidaan jakaa K kolmioiksi hih,_; tavalla niin, etteivat
valitut ldvistajat leikkaa toisiaan monikulmion K sisédpuolella. Siispd monikulmio K
voidaan jakaa kolmioiksi yhteensé

tavalla. Siispé lauseen jalkimmaéinen yhtalo pitda paikkansa.

Tarkastellaan sitten lauseen yhtéloa alkuperaiselld ehdolla hy = 1. Téssa rekursiivi-
sessa yhtélossa h,, arvo riippuu kaikista edellisista h,,_1, ..., ho, hy. Siksi se on vaikea
ratkaista tavalliseen tapaan ja apuna tulee kiyttaad funktiota.

Olkoon siis

f(z) = hx + hox® + ... 4+ hpa" + ...

lukujonon hy, ha, ..., hy, ... generoiva funktio. Kertomalla f(z) itsellidn huomataan,

6



etta

(f(2))? = h3x* + (hihg + hohy)2® 4 (hihs + hohg + hahi)z* + ...
+(h1hn,1 -+ hghn,Q + ...+ hnflhl)l’n + ...
Tiedetddn, ettd hy = hy = 1, joten
(g(x))? = h32® + hga® + hya* + ... + h,a™ + ...

= h2$2 + hgl'g + h4l’4 + ...+ hn:c” + ...

= f(z) = bz = g(z) — .

Tésté seuraa, ettd funktion f(z) toteuttaa yhtilon (f(x))? — f(z) + z = 0. Témén
toisen asteen yhtalé voidaan ratkaista kuten toisen asteen yhtélot yleensa. Eli

1+./(-1)2-4-1-2

1+ 1—4z
—
Voidaan merkita
1++1—4x
file) = =
ja
1—-—+v1—4x
fa(x) = —

Funktion f(z) méadritelméstéd seuraa, ettd f(0) = 0.

Koska




ja

vain fy(x) kelpaa ratkaisuksi ja siis

1—+v1—-4x

f@) = falw) = =

Huomataan, ettd funktio f(x) voidaan nyt esittdd myos muodossa

(1—4z)z.

l\DlH
MIH

flx) =

Seuraavaksi sovelletaan Newtonin binomilausetta [I]. Brualdin mukaan

1 nl 271,—2 n
aeati-1e 3 E0m ()
missé |z| < 1.

Korvataan seuraavaksi z luvulla 4z huomioiden samalla, etté télloin tulee olla |x| <
1. Siis
i

x 22n=1\ n —1

(1—d2)b =1+ fjn(‘L(Q”‘ 2)(—1>n4nxn

B (=) (=1)m2% 20 — 2
_1+Z n x 22n—1 n—1 x

2(2n -2
=1+ Z<—1)2nlﬁ<:_ | )x"

Siis



2n—2)

jolloin funktion f(x) mééritelmén mukaan h,, = %(n_l

Huomataan, ettd h,, = %(2::12) =C,_;.
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