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Optimointi on sovelletun matematiikan osa-alue, jossa pyritdén loytdmadn
paras mahdollinen ratkaisu ongelmaan useimmiten etsimélla funktion mini-
mid tai maksimia. Myo6s loydettyjen arvojen ominaisuuksien kuten herkkyy-
den tutkiminen on osa optimointia. Optimoinnista on konkreettista hyotya
monenlaisissa tilanteissa, koska silla voidaan esimerkiksi tuoda kustannus-
sdastoja.

Tutkielmassa kisitelladn alueittain optimointia lukiolaisen 1dhtokohdista
kisin padpainon ollessa monipuolisuudessa ja sovellettavuudessa. Késitelté-
viéd alueita ovat optimointiohjelmistojen kdytto, optimoinnnin perusteet, li-
neaariset ja epilineaariset optimointitehtévit seké matemaattiset optimoin-
timenetelméat. Kasittelyd havainnollistetaan esimerkein. Tutkielma perustuu
kirjallisuuteen ja padasiallisina ldhteind ovat toimineet Timo Leipdldn mo-
nisteet Matemaattinen Optimointi I ja II.
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Luku 1

Johdanto

Tutkielmassa késitellaan optimoinnin perusteita ja optimointiin liittyvia oh-
jelmistoja. Késiteltavit asiat perustuvat suurelta osin kirjallisuuteen, mutta
ohjelmistojen osalta mukana on my6s omia huomioita. Asiat on koostettu it-
sendisesti ja niiden ulkoasu on pyritty saamaan helpostiomaksuttavaan muo-
toon. Kaikki esimerkit on kehitetty itse, vaikka niihin on saatukin runsaasti
ideoita kirjallisuudesta. Pédasiallisina ldhteind ovat toimineet Leipdldn mo-
nisteet Matemaattinen Optimointi I ja II [6] [7].

1.1 Esipuhe

Tutkielman alkuperdinen idea oli toimia optimoinnin kurssina lukiolaisille,
mutta siitd tulikin jotain muuta. Jos olen onnistunut tavoitteessani, tut-
kielma kelpaa matemaattisen optimoinnin peruskirjaksi tai késikirjaksi 14~
hes jokaiselle optimoinnista tai matematiikasta kiinnostuneelle, jonka omat
opinnot eivit kisittele asiaa liian syvéllisesti. Joitakin mieleen tulevia am-
mattiryhmié ovat liikemiehet, projektien suunnittelijat, koneiden kéyttajat
ja insindorit. Tutkielman tarkoitus on olla matalan vaikeustason laaja kat-
saus optimointiin, eli oikeastaan pintaraapaisu.

Vaikka vaikeustason on tarkoitus olla matala, matematiikassa rakenne-
taan aina jo olemassa olevan tiedon varaan!. Koska johonkin on vedettiivi
ldhtotason raja, se on vedetty noin lukion lyhyen matematiikan opintojen
hyvaksyttyyn suorittamiseen. Tamé nédkyy lahinna kasiteltdessd derivaatan
késitettd ja mahdollisesti joissakin matemaattisissa termeissi. Suuri osa tut-
kielmasta pitéisi kuitenkin olla ymmaérrettivissa myos ilman lukion mate-
matiikan taitoja. Tutkielmassa on kuitenkin otettu kiyttoon matriisit, joita
ei juurikaan kisitelld lukiossa. Niiden osuus on pieni, joten niiden ymmaér-
tamistd ei vaadita kokonaiskuvan saamiseksi. Toisaalta jos lukija ei tunne
matriiseja entuudestaan, olkoon tdmé haaste hénelle; haasteet auttavat ih-

! Paitsi ehk aksiomatiikassa, jossa pyritdin tutkimaan matematiikkaa mahdollisimman
pienilld olettamuksilla.



mistd oppimaan ja kasvamaan eikd kummastakaan niisté ole haittaa. Jotta
tutkielman asioihin perehtyminen olisi tehokasta, on suositeltavaa kokeilla
esimerkkien ratkaisemista itse, varsinkin mikéli lukija haluaa kéiyttaa ratkai-
sussa eri ohjelmaa kuin tutkielman ratkaisussa on kiytetty.

Johdannossa kisitelladn 1ahinné optimointiin soveltuvia ohjelmistoja, joi-
den tuntemisesta on hyttyd muissa luvuissa. Luvussa kaksi kisitelldadn op-
timonnin yleisid periaatteita, kuten tehtévien esitystapaa ja termistod. Lu-
vuissa kolme ja nelja késitellaan erilaisia optimointitehtévié ja niiden ratkai-
semista eri ohjelmistoilla. Luvussa viisi kisitelldan eri tilanteisiin sopivia op-
timointimenetelmié. Luvussa kuusi késitellidn lyhyesti joitakin optimointiin
liittyvid asioita, jotka eivit sopineet muihin lukuihin, mutta joiden poisjit-
tdminen olisi ollut epdkunnioittavaa sekd optimointia ettéd lukijaa kohtaan.
Lisdlukemista aiheesta l0ytyy esimerkiksi alla olevista osoitteista. Kyseessa
on Marko Mékeldn kirjoittama matemaattisen optimoinnin luentomoniste.

http://www.math.utu.fi/opiskelu/opetusohjelma/kurssit
/aineopinnot/smat5108/MonisteMatOptl.pdf
http://www.math.utu.fi/opiskelu/opetusohjelma/kurssit
/aineopinnot/smat5109/opt2.pdf .

Vield ennen siirtymistd itse asiaan on aiheellista kiittdd erditd tdmén
tutkielman valmistumista edesauttaneita henkilditd. Anne Leskelélle kiitos
kielen tarkistuksesta ja lukijan nédkokulman tuomisesta. Kiitos Marko Méke-
lélle ja Matti Vuoriselle karsivillisyydesta ja ohjauksesta. Kyosti ja Katariina
Tarvaiselle kiitos tuesta ja avusta.

1.2 Ohjelmistoista

Optimointi on hyvin pitkille tietokoneilla suoritettavaa toimintaa, ja siksi
sithen kykenevistd ohjelmistoista kannattaa olla tietoinen. Matemaattisilla
ohjelmistoilla on ikévé taipumus olla hinnakkaita, eikd yksittaistd henkiloa
luultavasti ole helppo motivoida ohjelmiston hankkimiseen. Toisaalta rahalle
saa usein vastinetta, ja ohjelmistoista ainakin Matlab, Mathematica ja Maple
pystyvéit myos optimointiin. Erityisesti optimointiin on myos kehitetty useita
kaupallisia ohjelmistoja, kuten LINDO, Lamps, LOQO ja HOPDM. [9] Jos
opiskelee tai aikoo opiskella matematiikkaa ja optimointia, térmé&a toden-
nékoisesti johonkin néistd tai vastaavaan ohjelmistoon. Jatkossa esitelldén
joitakin optimointiin soveltuvia ohjelmia tai ohjelmistoja ja niiden esitte-
lyssd voidaan mainita erditd optimointiin liittyvid termejé. Kyseiset termit
on késitelty niille varatuissa osioissa eikéd niiden merkitystd téssd vaiheessa
avata.

On kuitenkin olemassa ainakin kaksi ilmaista matematiikkaohjelmaa. Oh-
jelmistot ovat nimeltdéin SAGE ja SciLab ja niité voisi verrata OpenOfficeen:
ilmaiseksi saatavilla oleva tyokalupaketti, joka riitta& erinomaisesti satunnai-
selle kayttajalle. Lukijan ei odoteta investoivan optimointiohjelmistoon téssé



vaiheessa, joten suosittelen SAGEa osoitteesta
http://www.sagemath.org ,
tal muita myShemmin mainittavia ohjelmistoja. SAGEn kéytostd on myo-
hemmin vield lyhyt ohje ja Scilabin kiyttoon 16ytyy ohjeita muun muassa
osoitteesta
https://sites.google.com/site/laskenta/scilab .
Toisaalta myds Microsoft Officen Excel -ohjelmalla voi ratkaista optimointi-
tehtdvid tiettyyn rajaan asti. Tatd menetelmdd on selvitetty Taanilan mo-
nisteessa, joka on saatavissa osoitteesta
http://myy.haaga-helia.fi/"taaak/m/optim.pdf.[12]

Myt6s Tarvainen on kirjoittanut aiheesta ja viittaa monisteessaan Pulkkisen
ja Holopaisen kirjaan Talous- ja rahoitusmatematiikka, WSOY, 1999. [13]

Varsinaiseen optimointiin kykenevien ohjelmien lisdksi on syytd mainita
GeoGebra, joka 16ytyy esimerkiksi osoitteesta

http://www.geogebra.org/cms/.

Kyseessd on matemaattinen piirto-ohjelma, jota on hyvin kevyt kiyttaa.
Ohjelma on selkeyteenséd ja yksinkertaisuuteensa ndhden yllattdvan moni-
puolinen ja mahdollistaa havainnollistavien kuvien piirtdmisen yksittaisista
suorista aina planeettojen liikkeitd kuvaaviin vérikkaisiin ja tarkkoihin ani-
maatioihin.? Optimoinnin suhteen GeoGebra on kiitevi graafisen ratkaisun
apuvélineend: rajoittavat epdyhtdlot saadaan selkedsti nékyviin ja kohde-
funktion arvon kehitystd voidaan seurata asettamalla se muuttuvaksi pa-
rametriksi. Kyseessd on siis ohjelma, joka sopii opettajalle havainnollistus-
vélineeksi ja oppilaalle ratkaisujen kokeilualustaksi. GeoGebraa on kéytetty
my0s joidenkin tdssd tyOssd esiintyvien kuvien piirtdmiseen.

1.2.1 Exelin ja OpenOfficen kiytto optimoinnissa

Microsof Exelin kiytostd optimoinnissa on hyvd ohje ylla mainitussa Taa-
nilan monisteessa, joten toisen ohjeen kiyminen téssé ei liene tarpeen. On
syytd huomata, ettd Excelin kiyttdmé ratkaisin (engl. solver) on Excelin ul-
kopuolelta tuleva apuohjelma, eiviatkéd ne ole kiytossd esimerkiksi Microsoft
Excel Starter -versiossa. Kyseinen ratkaisin on melko monipuolinen asiantun-
tijaohjelma, joka kiyttaa eri optimointimenetelmis tehtévasta riippuen. Kui-
tenkin saadun ratkaisun jarkevyys kannattaa aina tarkistaa, koska ainakin
vanhemmissa Exelin versioissa kiytetty GRG2-ohjelma saattoi epélineaari-
sessa optimoinninssa jadd# jumiin paikalliseen diriarvokohtaan.® [13] Erds
Exelilla optimoinnin erityispiirre on vastauksen liséksi tulevat raportit, jois-
ta erityisesti herkkyyteen liittyvéd raporttia kannattaa tosielamén tilanteissa
hyodyntés. [12]

Hieman yllattavasti myos ilmainen OpenOffice Calc pystyy optimointiin
samaan tapaan kuin Excelkin. OpenOfficen mukana tuleva versio ratkaisi-

®http://www.geogebra.org/en /upload /files/english /mojca/SolarSystem.html
3Kiytettyihin termeihin palataan myShemmin tutkielmassa.



mesta on kuitenkin rajoittunut vain lineaarisiin yhtaloihin, vaikka pystyykin
késittelem&an kokonaislukumuuttujia. Ratkaisin toimii melko samalla tavalla
kuin Excelissé, eli luodaan taulukko, jossa on kaavat tarvittaville rajoitteil-
le, jatetddn padtosmuuttujien solut tyhjiksi, valitaan "Tyokalut - Ratkaisin”,
médritetadn optimoitava solu, optimoinnin tyyppi (voidaan myos asettaa ta-
voitearvo), muuttujien solut, reunaehdot ja lisdasetukset. Tarvittavien toi-
menpiteiden lista on pitkdhko, mutta ratkaisinta on selked kiyttdad ja jos
sen jokaisen rivin lukee, my6s kaikki tarvittavat tiedot tulee melko varmasti
syotettyd. On myos olemassa ilmainen beta-versio epélineaaristen ongelmien
ratkaisimesta osoitteessa
http://extensions.services.openoffice.org/en/project/NLPSolver .
Kyseinen ratkaisin kiyttaa evoluutioalgoritmeja, kuten geneettisii algoritme-
ja. Se vaatii asennettaessa, ettd Java-ajoympéristo on kiytossi, mutta ei erik-
seen kerro taté. Siispd mikéli asennuksessa on ongelmia, kannattaa tarkistaa
Java-ajoympdristo valikosta Tyodkalut — Asetukset — OpenOffice.org — Ja-
va. Toimivuus on testattu versiolla OpenOffice.org 3.4.1 ja Java-ymparistolla
Sun Microsystems Inc. 1.6.0 _37.

1.2.2 GeoGebran kiytté optimoinnissa

Paras tapa oppia kiyttdmaan GeoGebraa lienee leikkié silld: piirtdd suoria
ja muita funktioita kdsin ja yhtdloin, ratkaista yhtélopareja ja funktioiden
nollakohtia graafisesti, piirtdd funktio derivaattoineen samaan kuvaan ja niin
edelleen. Tamaé voi auttaa myos mahdollisten matematiikantehtavien ratkai-
semisessa ja ymmartdmisessd. GeoGebra on hyvin vakaa eikd mene helposti
rikki. Téstd huolimatta alla on lyhyt ohjeistus GeoGebran kiyttoon. Suu-
ri osa ohjelman kayttamisestd jatetddn kuitenkin lukijan oman tutkimuksen
varaan. Tdmdén ei pitéisi olla vaikeaa, koska GeoGebra on saatavilla myos
suomeksi ja internetissd on laaja ohjeistus osoitteessa
http://wiki.geogebra.org/en/Manual’3AMain_Page?note=fi ,

johon piddsee myos GeoGebran ’Opastus’-valikon kautta.

Perusndkymé GeoGebrassa koostuu piirtoalueesta, algebraikkunasta,
syottokentastd ja yldreunan tyOkaluista. Yksinkertaisin ndistd lienee syot-
tokenttd, johon voi sydttdd muiden muassa yhden muuttujan funktioita ja
kartioleikkauksia. Erilaisten kuvioiden m&&ard on suuri, joten niitd ei kdy-
da tédssd. Syotetyt kuviot nikyvit piirtoalueella ja algebrakentéssi. Algebra-
kentdssa nakyvia lausekkeita voi muuttaa tuplaklikkaamalla niita ja niilla on
my06s suuri maéréd esittdmistd koskevia ominaisuuksia, joihin pafsee kisik-
si hiiren oikealla ndppdimella. Tyokalurivi siséltad valikoita erilaisista melko
usein tarvittavista ominaisuuksista ja kuvioista. Yleisimpié niistd lienevat
‘siirrd’- ja ’siirrd piirtoaluetta’-tyokalut.

Koska GeoGebra on kaksiulotteinen piirto-ohjelma, se soveltuu optimoin-
titehtévien ratkaisemiseen korkeintaan kahden (riippumattoman) muuttujan
tehtévissd. Luonnollisesti saadut ratkaisut on saatu graafisella ratkaisemisel-



la tai mahdollisesti raa’an voiman menetelmén erikoistapauksena. On myos
yleisté, ettéd ratkaisuna saadaan vain likiarvo. Kaikkein parhaiten GeoGebra
soveltuu yksiulotteiseen optimointiin, koska silloin voidaan yhdelld komen-
nolla etsid funktion suurin tai pienin arvo. Lineaarinen optimointi onnistuu
my0s melko hyvin, koska silloin kérkipisteet ovat selkeitd ja ne voidaan laskea
tarkasti. Epdlineaarinenkin optimointi onnistuu, mutta tarkkuudesta voi tul-
la ongelma. GeoGebran optimointikdyttod on kisitelty enemmén esimerkissa
15 sivulla 53.

1.2.3 SAGEnD kiytto optimoinnissa

Uusien ohjelmistojen kdyttoonotto on aina hieman haasteellista ja ohjelmiin
totuttelu vie aikaa. Niinpd on hyvi tietdd, ettd windows-ympéristossa SA-
GEn asentaminen vie kokemattomalta hetken jos toisenkin. Ohjelmisto ni-
mittdin toimii virtuaalikoneena. Saatavilla on luultavasti useita kdypié vaih-
toehtoja, mutta tétd tyotd tehdessd on kiytetty Oracle VM VirtualBox -
ohjelmaa, jonka voi ladata ilmaiseksi osoitteesta
https://www.virtualbox.org/wiki/Downloads .

SAGEn ja VirtualBoxin sivuilta ja ohjekirjoista l0ytyvét tarvittavat tie-
dot asennukseen. Ne kannattaa lukea tarkkaan. Suosittelen myds kdyttamaan
SAGEa internetselaimen vélitykselld, koska dakkoset ovat erikoismerkkej ja
voivat muuten aiheuttaa ongelmia ohjelmalle. Varsinaisesta SAGEn kiytosta
on myos suomenkielinen opas osoitteessa

http://users.utu.fi/lhjruo/sage/ .
Kyseessd on Lauri Ruotsalaisen pro gradu -tutkielma ja siihen liittyva pikao-
pas, joten informaation puutteesta tuskin tulee ongelmaa. Jos kuitenkin tar-
vitaan lisdtietoa, internetistd 16ytyy sitd runsaasti. SAGE my6s muistuttaa
melko paljon Mathematicaa, joten jos kyseinen ohjelmisto on tuttu, SAGEn
kiyton opettelu on melko nopeaa. Tasséd tutkielmassa osa kuvista on tehty
SAGEn avulla.

Koska SAGE on laaja ohjelmisto ja nyt keskitymme optimointiin, keski-
tytddn seuraavassa ldhinnd ohjelmiston optimointiin liittyvistd toiminnois-
ta. Aloitetaan kuitenkin muutamalla ohjelmiston kdyton kannalta térkeilld
huomioilla.

e SAGEn kiynnistdmiseksi Windows-ympéristossd kiynnistd ensin Vir-
tualBox tai vastaava, lataa ohjelmaan SAGE ja kiynnista se.

e SAGEa kannattaa kiyttda internet- selaimen kautta, koska muuten voi
esiintyd ongelmia &ikkosten ja muiden erikoismerkkien kanssa. Taméa
onnistuu kiynnistdméalld, SAGE, kdynnistdmalld selain ja menemélld
osoitteeseen

http://localhost:8000/home/admin/ .



e SAGEn dokumentit ovat "worksheet”™nimisié ja ne koostuvat soluista.
Solut ovat yhden tai useamman rivin kattavia komentosarjoja, jotka
voidaan suorittaa kerralla. Solu voi sisdltdd kaikkea yksinkertaisista
"1+2’-laskuista differentiaalilaskentaan ja monimutkaisiin kuvionpiir-
tdmiskéskyihin. Solun kiskyt voidaan suorittaa ndppéinyhdistelmélls
'SHIFT+ENTER’.

e Desimaalipilkun tilalla kiytetddn pistettd. Kertomerkit on kirjoitettava
nakyviin ja siind kiytetadn asteriskia, eli tdhted *.

e Eris kitevimmistd komennoista SAGEssa on ’?7’; eli kysymysmerkki.
Jos et ole varma jostakin komennosta, kirjoita komento ja sen perdin
kysymysmerkki; esimerkiksi ”plot?”. Té&ll4 tavalla saat tarkan kuvauk-
sen koko komennosta kaikkine muuttujineen. Suuri osa tiedosta on to-
denndkdisesti turhaa, mutta myds tirkedd tietoa on. Ohje sisdltds myds
esimerkkeji komennon kaytostd. Huono puoli ohjeessa on, ettd hyddyl-
lisen ja hyodyttomén tiedon erottaminen voi vaatia harjaantumista tai
jonkinlaista kasitystd ohjelmoinnista.

Koska SAGE on matemaattinen ohjelmisto, siind on optimoinnille ka-
tevid tyokaluja, kuten derivaatan laskeva komento. Hieman soveltaen tatd
voidaan kiyttdd maksimin tai minimin 16ytamisesséd esimerkiksi pykalassa
2.2.5 kuvatun yksiulotteisen funktion tapauksessa.

SAGE siséltdd myos erityisesti optimointiin tarkoitettuja tyokaluja, ku-
ten konveksin optimoinnin (termid selittdd ehkéd parhaiten kuva 5.8). Ikdva
kylld SAGEn konveksi optimointi ymmaértda tehtévin vain matriisimuodos-
sa, kuten esimerkissd 12 sivulta 41 lihtien. Kyseisessd esimerkissé optimointi
on kiyty lapi vaihe vaiheelta, joten sen seuraaminen on luultavasti paras oh-
je aloittelevalle kiyttdjille. On myos suositeltavaa, ettd aloitteleva kayttaja
"leikkii” ohjelmalla, eli kokeilee itsedén kiinnostavia asioita samalla kun lukee
ohjeita. Tamé luultavasti nopeuttaa oppimista huomattavasti.

1.2.4 AMPL

On saatavilla myos ilmaisia versioita nimenomaan optimointiin tarkoitetuista
ohjelmistoista ja yksi niistd on AMPL, jonka opiskelijaversio on ladattavissa
tai kiytettavissa internetin vilitykselld ilmaiseksi. Tarvittavaa tietoa loytyy
osoitteesta

http://www.ampl.com/DOWNLOADS/index.html |
missé on myos linkit ohjelmiston ohjekirjan ensimmaéiseen lukuun seké oh-
jelmiston ladattavaan ja nettiversioon. Ladatun version kidyttidminen ohje-
kirjan kuvaamalla tavalla on melko kdmpel6é, joten on suositeltavaa kiayttia
ohjelmaa osoitteessa

http://ampl.com/cgi-bin/ampl/amplcgi .

Tama vaatii ohjelman lisenssisopimuksen hyviksymisen.



Internetissd kiytettavissé versiossa ei ole tallennustoimintoa, joten kiyt-
tdjé joutuu itse tallentamaan tyonsd oman harkintansa mukaan. Tama ei
kuitenkaan ole iso ongelma, silld optimointitehtavit ovat muodossa, jota yk-
sinkertaisimmatkin tekstinkasittelyohjelmat ymmaértdvit. On suositeltavaa
kiyttad melko yksinkertaista tekstinkdsittelyohjelmaa AMPL:n kanssa, kos-
ka kehittyneempien ohjelmien muotoilut voivat hiiritd optimointiohjelmaa.
Esimerkki AMPL:en kiytosta siséltyy esimerkkiin 13 alkaen sivulta 44. Esi-
merkissé kiydaédn lapi tarkeimmait komennot ja toimintaperiaatteet. Kaiken
kaikkiaan AMPL:ssé on melko korkean tason tekstipohjainen kayttoliittymé,
joten sen kdyton oppii melko nopeasti. Lisédd helppoutta tuo se, ettd tehta-
van muoto noudattaa melko tarkasti yleisen optimointitehtévin muotoa, jota
kiytetddn myos téssd teoksessa.

1.2.5 Muista optimointiohjelmistoista

Y14 mainittujen optimointiin pystyvien ohjelmistojen listaus on vain pieni
pintaraapaisu aiheeseen ja ainakin osittain vastaavia ohjelmistoja on suu-
ri madrd. Niiden kaikkien késitteleminen edes pintapuolisesti vaatisi oman
kirjansa ja niinpd niitd ei nyt tarkastellakaan. Kuvaavaa kuitenkin on, et-
ta Pursiheimo [9] mainitsee 20 optimointiohjelmistoa, joista yhdelle viisi eri
versiota ja wikipedia® mainitsee yli 60 optimointiohjelmistoa. Osoitteessa
http://plato.asu.edu/sub/pns.html
on myos englanninkielinen sivusto, jossa on tarjolla puumainen opas parhaan
optimointiohjelmiston valintaan sekd muuta tietoa optimoinnista. Osoittees-
ta
http://www.neos-server.org/neos/

taas 10ytyy muun muassa useita eri ratkaisimia monenlaisille optimointiteh-
taville. Sivusto on englanniksi ja ratkaisinten oikea kdyttd vaatii hieman pe-
rehtymista ratkaisimen syotteisiin ja toimintaan. Tastd syystad ratkaisinten
yhteyteen on liitetty niiden kiyttoohjeet. Jotkin sivuston toiminnot vaativat
kiyttajatunnuksen ja ratkaisinten kiytto vaatii kdyttoehtojen hyviksymisen.

Ohjelmistoa valitessa kannattaa huomioida sen kéyttosopimus, ja siksi on
suositeltavaa aluksi kidyttdd GPL eli GNU General Public License lisenssilld
varustettuja ohjelmia, koska niiden levittdminen on melko vapaata. Muilla
lisensseilld varustettuja ohjelmia kiytettéessd on suositeltavaa lukea lisens-
si, vaikka se usein on tyolastd ja hyvéiksytdan lukematta. Optimointia opis-
keltaessa tai tehtéessd yrityksen laskuun on todennékoistd, ettd tormataén
ainakin yhteen seuraavista ohjelmistoista. Ne esitelladn lyhyesti niiden ylei-
syyden vuoksi, vaikka ne onkin aiemmin jo mainittu.

Mathematica on hyvin laaja ja tehokas matematiikkaohjelmisto, joka si-
saltdd myos optimointirutiineja. Sité ei kuitenkaan ole tarkoitettu laa-
jamittaiseen optimointiiin.

“http://en.wikipedia.org/wiki/List _of optimization software
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Matlab on matematiikkaohjelmisto, joka on tarkoitettu ensisijaisesti vekto-
rien ja matriisien kisittelyyn. Se pystyy kuitenkin myos optimointiin ja
sisaltdd valmiita optimointimalleja. Laaja suomenkielinen kiyttoopas
16ytyy osoitteesta
http://math.aalto.fi/"apiola/matlab/opas/lyhyt/perusteet.html

LINDO on lineaariseen optimointiin kehitetty ohjelmisto. Sitd on saata-
villa useina versioina, jotka voivat késitelld jopa 100 000 muuttujan
optimointitehtévia.
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Luku 2

Yleista optimoinnista

Optimointi on matematiikan osa-alue jossa pyritdan selvittdmadn, miké oli-
si paras mahdollinen padtos jossakin tilanteessa. Joskus tosin on jarkevad
vain yrittda l1oytasa "riittdvin hyva” ratkaisu, jos parhaan ratkaisun etsimi-
nen on erityisen vaikeaa. Optimointia voidaan periaatteessa soveltaa mihin
tahansa tilanteeseen, jossa on tehtdva padtds. On sitten aivan eri asia, onko
soveltaminen jarkevad, koska ongelma on analysoitava, jotta siihen voidaan
soveltaa optimoinnin menetelmid. Esimerkiksi jarkevin sijoituskohteen 16y-
taminen lottovoitolle voi hyvinkin olla optimoinnin soveltamisen arvoista.
Toisaalta ostettavan tikkarin maun valintaan optimointia tuskin kannattaa
soveltaa.

Téassad luvussa tutustutaan optimoinnin perusteisiin ja yleisiin lainalai-
suuksiin. Jos tdméa tutkielma on pintaraapaisu optimointiin, tdmé luku on
pintaraapaisu pintaraapaisuun ja sisdltdad aivan helpoimpia perusteita opti-
moinnista. Tama ei tietenkddn tarkoita sitd, ettd perusteet eivét olisi tarkeita
tai ettd niiden jilkeen esiteltdvé asia olisi erityisen vaikeaa.

2.1 Operaatioanalyysista

Optimoinnissa on kdytdnnossd aina kyse siitd, ettd halutaan valita paras
ratkaisu kyseessd olevaan padtoksenteko-ongelmaan. Jotta optimointia voi-
taisiin soveltaa todelliseen ongelmaan tai toimintaan, on se ensin muutettava
enemmén tai vihemmé&n matemaattiseen muotoon. Téatd kutsutaan mallin-
tamiseksi, ja erds mallinnustytkalu on operaatioanalyysi.

Operaatioanalyysi on oikeastaan jatkuva prosessi ja ikuinen silmukka,
koska muuttuvassa maailmassa mikian ratkaisu ei ole ikuisesti paras mah-
dollinen. Analyysii ei tietenkédn tarvitse jatkaa ikuisesti, jos tyydytdén rat-
kaisuun, joka on jollakin hetkelld paras tai riittdvin hyvd. Seuraava kuva
havainnollistaa operaatioanalyysin toimintaa.

Operaatioanalyysissd lahdetddn liikkeelle ongelmasta ja pyritddn raken-
tamaan siitd matemaattinen malli. Naitd malleja kisitellddn perusteellisem-

12



Mallinnus
Ongelma :>
Analyysi
Tarkkailu

Ehdotus
Toimeenpano <?

Kuva 2.1: Operaatioanalyysin kulku Leipdld4 mukaillen [6].

Johtopaa-
tokset

min seuraavassa luvussa. Kun malli on valmis, seuraa sen analysointi. Téassa
vaiheessa pyritddn selvittdméadn, mitd johtopdatoksid mallista voidaan teh-
d&, kuten mahdolliset optimaaliset ratkaisut. Nyt on kuitenkin kiytetty vain
todellisuuden mallia, joten johtopddtokset voivat olla hyvinkin kaukana to-
dellisuudesta ja siten huonoja tai kdyttokelvottomia. Jos johtopaatdkset kui-
tenkin nayttavat jarkeviltd, voidaan niistd laatia ehdotus paatoksentekijille,
joka saattaa ottaa ehdotuksen kiyttdoon. Toimeenpanon jélkeen jarjestelmaéd
tarkkaillaan ja arvioidaan ratkaisun toimivuutta. Mikili siithen ei olla tyyty-
vaisid, voidaan aloittaa operaatioanalyysissa uusi kierros ja parantaa mallia.

2.2 Optimointimallit

Téassa osiossa kisitellidn edelld mainittuja malleja ja niiden tyyppeja. Kési-
tellddn myos kertauksenomaisesti hieman graafista ratkaisua ja karkipisteita.

2.2.1 Tehtavin méarittely

Operaatioanalyysin mallinnusvaiheessa rakennetaan matemaattista mallia
paatoksenteko-ongelmasta. Téata mallia rakennettaessa on otettava huomioon
muiden muassa seuraavat asiat:

1. Paatoksentekijan tekemét padtokset ja niitéd rajoittavat ehdot.
2. Kriteerit, joilla voidaan arvioida tehtyjen péatosten paremmuutta.
3. Mallin tyyppi ja kohdefunktio.

4. Muuttujien, parametrien ja vakioiden méadrittely.
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Péaatoksentekijan padtoksia ja niiden rajoitteita voidaan késitelld esimer-
kin avulla. Tarkastellaan kioskia, jonka pitdji on paatoksentekija. Hanen on
tilattava myytdvat tavarat ja hinnoiteltava ne sopivasti. Téssa tilattavan ta-
varan maara tai myyntihinta ovat hinen paatoksidin. Edelld mainitun tava-
ratilauksen ehtoja voivat olla esimerkiksi tavaran saatavuuden rajoittunei-
suus tai kioskin varastotilan koko. Hinnoittelua taas rajoittaa muun muassa
asiakkaiden ostovoima.

Jos péaatoksid ei voida verrata toisiinsa, ei voida tietdd miten hyvid ne
ovat. Edellisen kappaleen kioskiesimerkissé tavaran tilauksista tehtyja péa-
toksid voidaan verrata esimerkiksi varaston riittavyytta tarkkailemalla: liian
iso varasto aiheuttaa kuluja, mutta jos tavara on loppu, ei saada tuloja ja
asiakkaat ovat tyytyméattomia. Tavaroiden hinnoittelussa kriteerinéd voidaan
kiyttdd myynnistd saatua tuottoa tiettynd aikana.

Mallin tyypilld tarkoitetaan tdssa kohtaa sitd, yritetdanko loytad maksimi
vai minimi. Esimerkiksi tuottoja yleensd maksimoidaan ja kuluja minimoi-
daan. Maksimoitavat ja minimoitavat arvot seuraavat mallissa jonkinlaista
kaavaa, ja tatd kutsutaan kohdefunktioksi. Maksimointi ja minimointi liit-
tyvit nimenomaan kohdefunktion arvoon. Jos mallista halutaan minimoida
tai maksimoida arvoa, joka ei ole kohdefunktion arvo, jossakin vaiheessa on
tapahtunut virhe, ja véhintddnkin kohdefunktio on mietittava uudelleen.

Mallissa erilaiset asiat saavat lukuarvoja, ja ndma asiat voidaan luokitella
muuttujiin, parametreihin ja vakioihin. Muuttujien arvoista pyritdan 16yta-
main kohdefunktion kannalta optimaaliset, parametreille voidaan antaa eri-
laisia vakioarvoja, jotta saadaan tietoa mallin toimivuudessa erilaisissa olois-
sa, ja vakioilla on aina sama vakioarvo. Erityisesti muuttujia, jotka kuvaa-
vat paidtoksentekoa kutsutaan padtosmuuttujiksi, eikéd malleissa tavallisesti
esiinnykddn muita muuttujia, vaan ne ovat parametreja. Tahan sdédntoon on
kuitenkin useita poikkeuksia, kuten esimerkissa 11 sivulla 39 ja stokastinen
optimointi, joka mainitaan simulointi-osiossa sivulla 25.

Esimerkki 1. Maanviljelijid haluaa aidata mahdollisimman suuren alueen.
Alueen on oltava suorakulmion muotoinen ja sen aitaamiseen on kiytetta-
vissd 300 metrid aitaa. Muodostetaan nyt optimointitehtévé tilanteesta.

Merkitddn aitauksen pinta-alaa A:lla ja se tulee maksimoida. Kun ai-
tauksen leveys on x ja pituus y metrié, selvisti A = x - y. Kéytettavissi on
300 m aitaa, joten 2x + 2y < 300. Tam& saadaan muotoon z < 150 — y On
my0s selvad, ettd z > 0 ja y > 0, jotta aitauksella yleensd olisi pinta-ala.
Niin saadaan optimointitehtava

max A=x-y
st. <150 —y
z >0
y >0

Esimerkin tehtédvin ensimmadinen rivi kertoo tehtédvin tyypin ja kohde-
funktion. Lyhenteen "s.t.” (subject to) jdlkeen on kerrottu tehtdvin rajoit-
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teet, joiden puitteissa ratkaisun tulee olla. Koska tehtévéssd on kaksi muut-
tujaa, kyseessd on kaksiulotteinen optimointitehtdvé ja siis kaksiulotteinen
kohdefunktio. Tam4 ei kuitenkaan ole mikdan ongelma, sillé téllaisia tehtévid
on voitu ratkaista jo pitkdn matematiikan geometrian kurssilla. [4]

2.2.2 Realistiset mallit

Edellisessa esimerkissé oli kaksi muuttujaa ja kolme rajoitusta. Todellisuu-
dessa ollaan harvoin néin onnekkaita, vaan muuttujia ja rajoituksia on huo-
mattavasti enemmén. Alla on esimerkki, joka on laajahko mutta selvésti
késitettévissa.

Esimerkki 2. Oljynjalostamossa valmistetaan raakadljysti bensiinii, lento-
bensiinid ja voiteludljyi. Raakadljya saadaan Lahi-idésté ja Eteld-Amerikasta.
Jokaisesta tynnyristd Lahi-iddn mustaa kultaa saadaan 0,4 tynnyrid bensii-
nié, 0, 28 tynnyrid lentobensiinié ja 0, 2 tynnyria voiteluoljyd. Eteldamerikka-
laiselle raakadljylle vastaavat luvut ovat 0,2 tynnyrid bensiinid, 0,4 tynnyrid
lentobensiinid ja 0,3 tynnyrid voiteludljya. L&hi-idéstd on saatavilla 9000
tynnyrid 6ljyd péivéssd 25$ tynnyrihintaan ja Eteld-Amerikasta taas 8000
tynnyria 20$ kappalehintaan. Jalostamon téytyy tuottaa paivassd 2100 tyn-
nyria bensiinié, 2400 tynnyrié lentobensiinia ja 500 tynnyrid voiteludljya. Mi-
ten tdmé voidaan tehdd mahdollisimman pienilld raaka-ainekustannuksilla?

Valitaan aluksi padtosmuuttujiksi Lahi-idéstd ja Eteld-Amerikasta han-
kittavan ja jalostettavan 6ljyn maérd tuhansina tynnyrina:

1. z;:Lahi-idéstd tuodun 6ljyn mé&ird tuhansina tynnyreini.
2. x9:Eteld-Amerikasta tuodun 6ljyn méird tuhansina tynnyrein.

Alaindeksi vain erottaa muuttujat toisistaan, ja se luetaan numerona muut-
tujan perdédn (esimerkiksi "x yksi"). On térkedd, ettd padtosmuuttujista esi-
tetddn selkedsti merkitys ja laatu. Muut tarvittavat suureet ovat parametre-
ja, jotka talla kertaa ovat vakioita. Padtosmuuttujia voitaisiin my6s merkité
eri kirjaimilla, kuten = ja y tai ldhes milld tahansa muulla tavalla, kunhan
merkinnit ovat selkeiti.!

Seuraavaksi mietitdan rajoituksia, ja miettiminen on hyvé aloittaa ilmei-
simmistd. Jalostamo ei voi tuoda negatiivista maardéd oljya, joten saadaan
ehdot

I > 0, ) > 0.

Tallaisia rajoituksia kutsutaan ei-negatiivisuusrajoituksiksi, ja ne ovat hyvin
tavallisia, mutta joskus padtosmuuttujat voivat saada vain kokonaislukuar-
voja tai vain arvoja 1 ja 0. Téllaisia tapauksia kisitellidn epélineaarisen
optimoinnin luvussa.

! Pastosmuuttujien merkintiin kivisivit jopa kirjainyhdistelmit tai erikoismerkit ku-
ten @ ja Y. Niitd ei kuitenkaan yleensd kiyteta.
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Muita rajoituksia tuovat tuotantovaatimukset ja saatavuuden rajallisuus.
Tuotantovaatimuksista aiheutuvat seuraavat kolme rajoitusta:

bensiini: 0,4z + 0,2z > 2,1
lentobensiini: 0,28z 4+ 0,4x2 > 2,4
voiteludljy: 0,2z; +0,3z2 > 0,5.

Raaka-aineiden saatavuus tuottaa vield kaksi rajoitetta:

Lahi-itd: 1 <9
Etela—Amerikka: xo <8.

Vain kohdefunktio ja tehtédvin tyyppi ovat endéd méaritteleméatta. Kos-
ka pyritddn pieniin raaka-ainekustannuksiin, minimoidaan funktiota 25x; +
20x4, joka kertoo raaka-ainekustannukset tuhansina dollareina. Ongelmasta
on siis muodostettu optimointitehtava

min 25x1 + 2029

st. 0,4z1 + 0,229 > 2,1
0,28x1 + 0,429 > 2,4
0,221 + 0,322 > 0,5
I < 9
X9 S 8
120,720 >0

Edellisesta esimerkistd saa hieman viitteitd todellisten ongelmien moni-
mutkaisuudesta, mutta kehitetddnpa sita vield lahemmaés todellisuutta lisda-
malld monimutkaisuutta. Tarkastellaan 6ljy-yhtioté, jolla on useita jalosta-
moja, joista yhden toimintaa on optimoitu ylli. Oljys saadaan toimitettua
jalostamoihin useista eri ldhteistd ympéri maailmaa. Jokaisen ldhteen 6ljys-
td voidaan valmistaa eri méarat eri tuotteita ja myoskin eri ldhteiltd eri ja-
lostamoille erisuuruiset rahtikustannukset. Jo 5 jalostamolla ja 25 ldhteelld
pelkkid kuljetuskustannuksia on 125 erilaista. Myoskdan kaikki jalostamot
eivit ole samanlaisia, vaan joissakin niistd jonkin tuotteen valmistus on te-
hokkaampaa kuin toisissa eiké kaikkia tuotteita pystytd edes valmistamaan
jokaisessa jalostamossa. Myoskdan 6ljyn markkinahinta tai saatavuus eivéit
ole vakioita, vaan muuttuvat ajan kuluessa, joten optimointiin kannattaa
liittdd herkkyysanalyysi, josta kerrotaan hieman sivuilla 28 ja 92. Erittéin
suurissa realistisissa malleissa voi olla miljoonia muuttujia ja satojatuhansia
rajoituksia.

2.2.3 Graafinen ratkaisu ja kirkipisteet

Erds havainnollisimmista ratkaisumenetelmistd on graafinen ratkaisu, koska
silloin abstraktista asiasta saadaan konkreettinen kuva. Se saa myos jotkin
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tehtdvit muuttumaan triviaaleiksi, vaikka ratkaisijan matemaattiset taidot
olisivat vaatimattomat. Esimerkiksi tehtivin min 22 ratkaisu graafisesti on
piirtda funktion kuvaaja ja katsoa, milloin se on alimmillaan. Kaksiulotteises-
sa tapauksessa tarkasteltavan funktion kuvaaja voidaan esittda kolmiulottei-
sena pintana. Téllainen pinta voidaan mallintaa tietokoneella tai se voidaan
esittdd kartan korkeuskdyrien tapaan, jolloin kaikilla korkeuskdyran pisteilld
funktio saa saman arvon.

Jos graafista ratkaisua laaditaan késin, ensimmaéiseksi kannattaa laskea
rajoittavien suorien (tai kiyrien) leikkauspisteet, jotta akseleiden asteikot
voidaan valita jarkevésti. Sen jilkeen kannattaa piirtdd koordinaatisto ja ra-
joittavat suorat (tai kiyrit) ja selvittdad, kummalla puolella kutakin kiyrad
on sallittu alue, eli kummalla puolella kiyrdd sen kuvaama rajoite on voi-
massa. [J]

Esimerkki 3. Ratkaistaan esimerkin 2 optimointitehtidvi graafisesti piir-
tamélla xjxo-koordinaatistoon rajoituksia kuvaavat suorat. N&in on tehty
kuvassa 2.2.

0 2 6 8
Kuva 2.2: Oljynjalostamoesimerkin rajoitukset ja sallittu alue.

Nyt kuvassa valkoisena nakyvélla alueella kaikki rajoitukset ovat voi-
massa, eli sen alueen pisteet ovat sallittuja pisteiti?. Piirretdin seuraavaksi
kuvaan kustannuksia kuvaavia tasa-arvokayrid, kuten kuvassa 2.3 on tehty.

2 Joskus sallitusta pisteesti kilytetdin myos nimitystd kdypd piste.
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Tallaisen kiyran pisteitd tarkasteltaessa kustannukset ovat siis samat kaikis-
sa pisteissa.

B

Kuva 2.3: Oljynjalostamoesimerkin rajoitukset ja sallittu alue. Tasa-
arvokayrat piirretty osaan ensimmaéistd neljinnesta

On selvid, ettd mitd enemmaén 6ljya ostetaan, sitd suuremmat ovat kus-
tannukset. Niinpé tasa-arvokiyréit osoittavat sitd pienempid kustannuksia,
mitd ldhempind ne ovat origoa. Niinpd minimi ja samalla optimi saavute-

taan viisikulmion kérkipisteessa (3%, 3%—2). Kustannukset nailld arvoilla ovat
6 15 1
25-3—420-3— =158— =1
5 313+ 0 326 5813 58,077

ja yksikkond on tuhatta dollaria péivéssa.

Edellisesséa esimerkissé saadaan selkedsti rajattu alue, jolta parasta arvoa
voidaan hakea. On kuitenkin mahdollista, joskin poikkeuksellista, etté rajoit-
teet ovat niin tiukat, ettei mik&an piste toteuta niitd. T&lloin optimointiteh-
tavalld ei ole ratkaisua. Esimerkissd my0s havaitaan, ettd optimaalinen arvo
saavutettiin sallittujen arvojen joukkoa rajaavalla monikulmiolla ja tarkem-
min sanottuna yhdesséd sen kirjistd. Tastd padstddn seuraaviin késitteisiin,
jotka péatevit lineaariseen optimointiin.

Reunapiste on sallittu piste, jossa ainakin yksi epéyhtalorajoitus toteutuu
yhtdsuuruutena.
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Sisdpiste on sallittu piste, jossa kaikki epéyhtéilorajoitteet toteutuvat epéayh-
taloind, eivit yhtaloina.

Kiérkipiste on sallittu piste, jos sitd ei voi esittdd kahden sallitun pisteen
aitona konveksina yhdelméané. Tama tarkoittaa sité, ettd jos kirkipiste
otetaan mink4 tahansa janan keskipisteeksi, janan toisessa padssa oleva
piste ei ole sallittu piste. Tatd on havainnollistettu kuvassa 2.4. Joskus
karkipisteitd kutsutaan myos kulmapisteiksi.

Karkipiste

Kuva 2.4: Havainnollistus kérkipisteen méiritelméasti. Erdan kirkipisteen
kautta on piirretty muutamia janoja, joiden toisessa paéssa on sallittu piste.

Karkipisteet ovat téarkeitd, koska "jos lineaarisella optimointitehtévalla
on yksikésitteinen ratkaisu, saavutetaan se kérkipisteessi."|6] Téstd seuraa
my0s, ettd lineaarinen optimointitehtévé voidaan ratkaista tutkimalla funk-
tion arvot kaikissa kérkipisteissé, ja valitsemalla niistd paras, ja tatd on saa-
tettu joillakin matematiikan kursseilla kidyttadkin.

Suurissa ja moniulotteisissa ongelmissa graafinen ratkaisu on melko kiyt-
tokelvoton piirtdmisongelmien vuoksi. On kuitenkin syytd huomata, etté esi-
merkiksi kirkipisteen méaarittelyssi ei olla riippuvaisia graafisesta esitykses-
td, vaan niitd voidaan laskea ilman kuvaa. Jatdmme kuitenkin ndma tarkas-
telut myohemmaksi.

2.2.4 Ratkaisujen lukumaéairista

Tahan mennessé on kisitelty vain esimerkkejé, joiden ratkaisuna on ollut yk-
sikisitteinen optimi yksikésitteisilli muuttujien arvoilla. Néin ei kuitenkaan
aina ole, kuten seuraavista esimerkeissa ndhd&an. Tehtévat on ratkaistu graa-
fisesti ja niithin on merkitty optimipisteiden sijainnit.
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Esimerkki 4.

max 2ri + o

st. 2x1+x9<4
r1+22 <3
120,220 >0

Nyt kaikki reunapisteet suoralla zo = —2x; + 4 ovat optimaalisia, kuten
kuvasta 2.5 sivulla 20 ndhd&in. Tama kdy ilmi myos kuvasta tutkimalla
katkoviivalla piirrettyja tasa-arvokéyrid. Téssdkin tapauksessa optimi l6ytyy
karkipisteestd, mutta se 16ytyy myods joistakin muista pisteista.

4

Kuva 2.5: Kuva esimerkin 4 tilanteesta.

Esimerkki 5.

max 5rj + 2x9

st. x+ax22>2
3x1 +4x9 <3
z1 > 0,29 >0

Alueet, joilla toinen epéyhtilorajoite ja molemmat ei-negatiivisuusrajoitteet
ovat voimassa on merkitty sinertdvilla kuvaan 2.6 sivulla 21. Kuitenkaan ei
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ole lainkaan alueita, joilla kaikki rajoitteet olisivat voimassa. Téssd tapauk-
sessa ei siis ole yhtddn sallittua pistettd, joten optimiratkaisuakaan ei ole.

3

2.5

Kuva 2.6: Kuva esimerkin 5 tilanteesta.

Esimerkki 6.

max i + 3x9

st. x1—x90>2
$2§8
120,220 >0

Kuvaan 2.7 sivulla 22 on jilleen kerran piirretty tasa-arvokiyrit katko-
viivalla ja sallittu alue vihredlld. Sallittu alue kuitenkin jatkuu vield kuvan
oikean laidan ulkopuolelle ja aina ddrettomyyteen saakka. Optimiratkaisua
ei siis pystytd madrittdmadn, koska muuttujien arvot sallivat kohdefunktion
arvojen loputtoman kasvun. Téllainen tilanne on erittdin harvinainen to-
dellisessa maailmassa, joten jos malli antaa téllaisen tuloksen, mallissa on
todennikdisesti jotakin vikaa.
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0 2 4 5 8 10 12
Kuva 2.7: Kuva esimerkin 6 tilanteesta.

2.2.5 Tehtavien luokittelusta

Asioiden luokittelu selkeyttdd usein niistd puhumista, joten my6s optimoin-
titehtévid on luokiteltu eri luokkiin. Selkeyden lisdksi luokittelu on téarkedé,
koska tehtévid ratkaistaan erilaisilla algoritmeilla ja tietokoneohjelmilla, jot-
ka on voitu kehittdd ratkaisemaan vain tietyntyyppisid ongelmia. Esimerkiksi
karkipisteiden vertailu soveltuu vain lineaariseen optimointiin.

Tehtivien ulottuvuudet

Ehka selkein luokitteluperuste on tehtévissa kiytettévien ulottuvuuksien maa-
ra. Yksiulotteisissa tehtévissd optimoitava funktio on muotoa f(x) = ... ja
tallaisia funktioita on késitelty jo yldkoulusta ldahtien ja ne voidaan esittd
x, y-koordinaatistossa. Niiden optimointi on usein helppoa, koska optimi 16y-
tyy joko sallitun vilin padtepisteistd, tai funktion derivaatan nollakohdista.
Jos kyseessé on derivoituva lineaarinen funktio, optimi l6ytyy aina sallitun
valin jommastakummasta paétepisteestd. On tilanteita, joissa optimia ei 10y-
dy, kuten rajoittamattoman lineaarisen funktion tapauksessa. Jopa jotkin
laskimet pystyvat yksiulotteiseen optimointiin kertomalla funktion suurim-
man tai pienimmén arvon halutulla vélilla. N&in voi tehd& esimerkiksi TI-
Nspire -laskimilla kdyttden toimintoja fMin ja fMax, jotka tosin etsivit vain
lokaalin &&riarvon. 15| Yksiulotteisia tehtdvid késitellddn enemmén kappa-
leessa 5.2 sivulla 84, mutta sellainen on jo muun muassa esimerkissé 7 sivulla
26.
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Kaksiulotteinen optimointi koskee funktioita, joiden muoto on f(x,y) =
... ja ne voidaan esittdd x,y, z-koordinaatistossa. Télloin koordinaatisto on
kolmiulotteinen ja z-koordinaatilla ilmaistaan funktion saamia arvoja. Teh-
tavd voidaan esittdd graafisesti myos x, y-koordinaatistossa piirtdmalla funk-
tion saamat arvot koordinaatistoon tasa-arvokiyrind korkeuskéyrien tapaan.
Talloin tehtdvin voi hahmottaa karttana, josta pitda 16ytad korkein nyp-
pyla tai syvin kuoppa. Téllaisia optimointitehtévié on ratkaistu ainakin joil-
lain pitkdn matematiikan kursseilla. Kaksiulotteisiin tehtdviin on jo tormétty
muun muassa sivun 15 esimerkissa 2.

Moniulotteisessa tehtdvassa on kaksi tai useampia ulottuvuuksia, jolloin
optimoitavat funktiot voidaan kirjoittaa muotoon f(z1,x2,...,2,) = ...,
missd n on ulottuvuuksien méard. Kolmiulotteisen tehtdvin voi hahmottaa
animaationa maaston muotojen muuttumisesta, jolloin pitéisi 16ytaé korkein
tai matalin kohta maastossa tietylld aikavililld. Se on kuin sarja kaksiulot-
teisia tehtdvid. Neliulotteisen tehtdvin voi yrittdd hahmottaa sarjana kol-
miulotteisia tehtévid: useana samaan aikaan pyoOrivind animaationa. Nain
monen ulottuvuuden tehtdvid on hankala havainnollistaa, vield useaminis-
ta ulottuvuuksista puhumattakaan. Onneksi niiden hahmottamista ei vaadi-
ta niiden ratkaisemiseksi, vaan kolmannen ulottuvuuden jilkeen ratkaisujen
matematiikkaan ei tule mitdan jarisyttivin uutta, vaan samankaltaiset las-
kut toimivat. On syytd huomata, ettei ulottuvuuksien maarélld ole ylarajaa.
Kolmiulotteiseen tehtédvian tormétadn ensimmaista kertaa esimerkissa 10 si-
vulla 37. Taméan jalkeen vastaan tulevat melko pian neljé- ja kuusiulotteinen
tehtava.

Ulottuvuuksien késittdmisen kannalta siis yksiulotteiset tapaukset ovat
helppoja ja tuttuja, kaksiulotteiset ovat hieman oudompia ja kolmiulotteiset
ovat melko vaikeita. Matemaattisesti suurin hyppy tapahtuu siirryttéessa yk-
siulotteisesta kaksiulotteiseen, mutta késityskyvyn kannalta suurin siirtymé
lienee tultaessa kolmi- tai neliulotteisiin tehtéviin. Matemaattinen siirtyma
yksiulotteisesta moniulotteiseen on haastava, koska esimerkiksi derivaattaa
ei voida laskea, vaan sen tilalle tulee gradientti, jota késitellddnkin mydhem-
min sivulla 79. On kuitenkin térkedd huomata, ettd optimoitava funktio f
saa aina reaalilukuarvon, jotta funktion arvojen paremmuutta voidaan ver-
rata.® Matemaattisesti voidaan siis sanoa, ettd f on kuvaus R™ + R, jossa
n kertoo tehtdvan ulottuvuuksien méaran.

Tehtédvien tyypit

Optimointitehtavien luokittelussa tarkeimmat luokat ovat lineaarinen ja sitd
vastaa epdlineaarinen optimointi. Lineaarinen optimointi on epélineaarista
yksinkertaisempaa ja sille ovat aina voimassa seuraavat viisi ehtoa.

1. Verrannollisuus: "kunkin pddtosmuuttujan vaikutus kohdefunktioon ja

3Poikkeuksena tihin on monitavoiteoptimointi, jota kisitelliin osiossa 4.2 sivulla 56.
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rajoituksiin on suoraan verrannollinen padtésmuuttujan arvoon".

2. Additiivisuus: "kunkin padtéosmuuttujan vaikutus kohdefunktioon ja
rajoituksiin on riippumaton muiden padatéosmuuttujien arvoista'.

3. Jaollisuus: "kukin padtosmuuttuja on jatkuva eli se voi saada mielival-
taisia reaalilukuarvoja".

4. Deterministisyys: "tehtdvin parametrit ovat vakioita eiki* satunnais-
muuttujia.

5. Optimointitavoitteita on vain yksi. 6]

Jos yksikin yll& mainituista ehdoista jai tayttymatta, kyseessd on jokin
epélineaarisen optimoinnin alaluokka. Jos toinen tai kumpikaan kahdesta en-
simméisestd ehdosta ei pade, tehtdvissa on jokin epélineaarinen funktio. Jos
kolmas ehto rikotaan, kyseessd on diskreetti optimointi, joka siséltdd myos
bindariset tapaukset, joissa jokin tai jotkin padatosmuuttujat voivat saada
vain arvoja 1 tai 0. Jos neljis ehto ei ole voimassa, puhutaan stokastises-
ta optimoinnista ja siihen liittyvat tilastotiede ja todennékoisyyslaskenta.
Jos optimointitavoitteita on useita, on kyse monitavoiteoptimoinnista. Naita
tyyppeja késitellddn niille varatussa luvussa tarkemmin.

Lisdksi optimointitehtavit voidaan jakaa rajoitteellisiin ja rajoitteetto-
main optimointitehtdviin sen mukaan, onko niissd yhtdlo-, tai epayhtilora-
joitteita. Jos rajoitteita ei ole, kyseessd on rajoitteeton tehtdva. Jos taas
tehtavisséd on edes yksi rajoitus, se on rajoitteellinen tehtdva. Kaikki tdhén
mennessi esiintyneet tehtévit ovat olleet rajoitteellisia, mutta esimerkissa 7
késitelladn rajoitteetonta tehtidvda. Naiden lisdksi on olemassa my0s muita
luokitteluperusteita, ja jokainen voi kehittad niita lisdd, mutta niitd ei tassa
késitella erikseen.

“Kirjoitusvirhe lihdeteoksessa; pitiisi olla ’eivitks’.

24



2.3 Simulointi

Sana semulointi tarkoittaa todellisuuden jiljittelyd. Késite sindnsd on hyvin
laaja ja sisaltdd menetelmid mielikuvituksesta ja lasten leikeistd aina ilmas-
ton muutoksen ennustamiseen supertietokoneilla. Optimoinnissa simulointi
tarkoittaa lahinnd todellisuutta jéljittelevin mallin kdyttod jonkin systeemin
tutkimisessa, ja apuna kiytetiin usein tietokonetta. Oljynjalostamoesimerk-
kiin simulointia voisi soveltaa antamalla raakadljyjen hintojen ja saatavuu-
den vaihdella jollakin valilla tiettyjen sdantdjen puitteissa. Téll6in voitaisiin
tarkastella jalostamon toimintaa aiemmin selvitetylld optimaalisella tavalla.
Tamaé voi paljastaa ongelmia optimiratkaisun soveltamisessa, kuten suurten
hinnanmuutosten vaikutuksen kustannuksiin.

2.3.1 Deterministiset ja stokastiset mallit simuloinnissa

Deterministinen tarkoittaa asiaa, joka noudattaa aina syy-seuraus -suhteita.
Esimerkiksi kun kivi pudotetaan, se putoaa alaspéin tietylla kiihtyvyydellé.
Kiven pudottaminen on syy ja itse putoaminen sen seuraus. Oljynjalosta-
moesimerkki on deterministinen, koska siind ei ole mukana satunnaisuutta:
tuotantoprosessissa ei ole héirioitd, hinnat ja saatavuus eivdt muutu ja niin
edelleen.’

Stokastiset asiat siséltdvat satunnaisuutta ja ovat siten aivan erilaisia
kuin deterministiset asiat. Wikipedia ilmaisee asian seuraavasti: "Stokastisil-
la prosesseilla tarkoitetaan ajassa sattumanvaraisesti etenevid todellisuuden
prosesseja kuvaavia matemaattisia prosesseja."[36] Téten stokastiset mallit
sisaltavit jonkin tai joitakin satunnaismuuttujia, joiden arvo muuttuu si-
muloinnin aikana. Oljynjalostamoesimerkissi n#itd muuttujia voisivat olla
raakaoljyjen saatavuus, joka taas heijastuisi hintaan. Téllaiset mallit mah-
dollistavat optimiratkaisun tutkimuksen esimerkiksi tilanteessa, jossa raaka-
aineen saatavuus romahtaa.

Stokastisissa malleissa satunnaismuuttujat voivat noudattaa haluttua ja-
kaumaa, kuten normaalijakaumaa. Tamé on jarkevéd, koska pienet heilahte-
lut tuotannossa ovat arkipdivid, mutta tuotannon tuplaaminen tai sen tdy-
dellinen pysdahtyminen ovat hyvin harvinaisia. Kussakin tilanteessa muuttu-
jille valittavaa jakaumaa kannattaa harkita huolella.

Kun malli on valmis, voidaan haluttua ratkaisua testata silld melko no-
peasti vuosien tai jopa satojen vuosien toiminnan edestd. Ikéva kylld usein
voidaan testata vain yhtd ratkaisua kerrallaan, ja toisen ratkaisun testaami-
nen vaatii uuden liudan simulaatioita. Joka tapauksessa testaamalla voidaan
valttyd ikaviltd yllatyksiltd mallin toimivuudessa ja néin voidaan sidstéd
runsaasti aikaa ja rahaa.

SFilosofiassa kilydain jonkin verran keskustelua siitd, onko koko maailmankaikkeus
deterministinen, jolloin esimerkiksi satunnaisuus ja vapaa tahto olisivat vain ndennéisia.
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Mallin valintaa on syytd harkita tarkkaan, koska stokastisten mallien
analysointi on yleisesti paljon hankalampaa kuin determinististen mallien.
Niinpd usein kiytetdan determinististd mallia, jossa satunnaismuuttujat on
korvattu parametreilla. Parametritkin saattavat simulaation aikana muut-
tua, jos niiden arvo noudattaa jonkin funktion arvoa, mutta arvot eivit kui-
tenkaan ole satunnaisia. Téllaisillakin malleilla on saatu hyvia tuloksia.

2.3.2 Lokaalit ja globaalit optimit

Yleensa optimointitehtdvid ratkaistaan tietokoneella, mikd asettaa ratkaise-
miselle joitakin rajoituksia, joita asiaan perehtymiton ei vélttdméatta tule
ajatelleeksi. Tietokoneohjelmat joutuvat toimimaan ennalta ma#ratylla ta-
valla, joka on itse ohjelmakoodissa. Tama voi joskus sisdltdd satunnaisuutta,
ja on olemassa jopa oppivia ohjelmia, mutta siind missé ihminen voi kat-
soa paraabelin kuvaajaa ja todeta heti, missé sen huippu on, ohjelma joutuu
usein kdiyméain systemaattisesti 1api paraabelin pisteitd ja tunnistamaan niis-
ta huipun. Muitakin ratkaisumalleja on, mutta edellé oleva esimerkki havain-
nollistaa ohjelmien tai algoritmien toimintaa: ne eivit nde kokonaiskuvaa.

Koska tietokoneohjelmat usein tarkastelevat vain pientd osaa pisteisté,
jotka voisivat olla optimaalisia, niiden on térkedd tunnistaa oikein kunkin
pisteen optimaalisuus. Téatd valottaa seuraava esimerkki.

Esimerkki 7. Kisitellifin funktiota f(z) = 2% — 223 — 102? — z, jonka
kuvaaja on alla kuvassa 2.8.
200
150 1

100

50

\]

—50 4

Kuva 2.8: Funktion f(z) = 2% — 223 — 1022 — 2 kuvaaja.
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Jos nyt etsitddn minimié, kuvasta ndhdédn helposti funktion saavan pie-
nimmén arvonsa kun x ~ 3,13. Tama onkin minimi, ja sitd voidaan kutsua
globaaliksi tai globaaliseksi minimiksi, koska funktio ei saa missddin muussa
pisteessa pienempad arvoa.

Joskus minimin etsimiseen voidaan kiyttda yksinkertaista tietokoneoh-
jelmaa, joka aloittaa jostakin funktion pisteestd ja etenee funktion kuvaajal-
la aina alaspéin, kuin vieriva kivi rinteelld. Kun ohjelma havaitsee pisteen,
josta se el padse endd alemmas, se voi ilmoittaa tdmén pisteen olevan mini-
mi. Tatd menetelmaé kutsutaan nopeimman laskeutumisen mentelmdksi ja
sithen perehdytdin osiossa 5.1.4 hieman syvillisemmin. Nyt riittda todeta,
ettd jos kyseinen ohjelma aloittaa minimin etsimisen esimerkiksi kohdasta
r = —2, se paatyy kohtaan = ~ —1,57 ja ilmoittaa tdmé&n olevan minimi.
Tallaista pistettd kutsutaan lokaaliksi tai lokaaliseksi minimiksi, koska se on
jossakin pienessa ymparistossd paras tai ei ainakaan huonompi kuin mikadn
ympariston muista pisteista.

Askeisessi esimerkissi midriteltiin siis lokaalinen ja globaalinen mini-
mi. Samanlaiset ehdot voidaan méarittda myos maksimeille ja esimerkin ta-
pauksessa kohdassa x =~ 0,05 onkin lokaalinen maksimi. Kaikkia maksimei-
ta ja minimeitd kutsutaan dariarvoiksi. Lisdksi maéarittelyistd seuraa, ettd
globaalinen &ariarvo on samalla lokaalinen &driarvo, jossa tutkittava ympéa-
rist6 voidaan valita miten suureksi tahansa. Nédin ollen globaalisen minimin
(tai maksimin) voi maaritelld myos pienimmaksi (tai suurimmaksi) lokaali-
seksi ddriarvoksi, kun tutkittava alue on suljettu ja rajoitettu. Tutkittavan
funktiosta riippuen edellinen voi pitdd paikkansa my0s rajoittamattomassa
ympéaristossé, kuten esimerkin 7 globaalisen minimin tapauksessa.

Yleisesti voidaan sanoa, ettéd globaalin dariarvon 16ytéminen on hanka-
lampaa kuin lokaalin d&riarvon, koska lokaalin dériarvon loytamiseksi tarvi-
taan vain jokin lokaali d&riarvo, joita voi olla useita. Globaaliksi &4riarvoksi
taas kelpaa vain yksi lokaaleista ddriarvoista: pienin minimi tai suurin mak-
simi. Jos lokaaleja dariarvoja on useita tai tehtédva on muuten hankala, tAméa
voi olla suuri haaste optimointimenetelmille.

Optimaalista ratkaisua ei valttamé&tta ole olemassa, jos tutkittava vali tai
alue on avoin. Y114 olevan esimerkin 7 tapauksessa funktiolle ei 1oydeté glo-
baalista maksimia, koska funktio kasvaa rajatta positiiviseen ja negatiiviseen
z-akselin suuntaan. Késittelyssd on nyt siind mielessd erikoinen tapaus, ettd
funktiolla on lokaalinen maksimi, mutta ei globaalista. Tasta seuraa edellisen
kappaleen maininta, ettd globaalinen maksimi on suurin lokaalisista maksi-
meista, kun tutkittava alue on rajoitettu. Maininta suljetusta alueesta johtuu
siité, ettd jos esimerkissd etsittdisiin maksimia avoimelta vililtd z € (2,5),
valin padtepisteet eiviat kuulu tutkittavaan véliin. On selvéd, ettd maksimi
saavutettaisiin kohdassa x = 5, mutta tadmé piste ei endd kuulu avoimelle
valille.

Hieman erikoisempi dériarvojen maérittelyistd seuraava asia on, ettd jos
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funktion &&riarvo sijaitsee kohdassa, jossa kuvaaja on jollakin alueella vaa-
kasuora viiva, taltd viivalta voidaan valita mikéi tahansa kohta ja kutsua
sitd kyseiseksi dariarvoksi. Téllainen &driarvo voi joissakin tapauksissa olla
jopa globaalinen. Joskus sama piste voi jopa olla sekéd lokaali minimi etté
globaali maksimi. Optimoinnin kannalta on hyvd huomata, ettd jotta jokin
adriarvopiste olisi optimaalinen ratkaisu, sen téytyy olla sallittu piste. Eli jos
loydetddn ddriarvo, joka ei toteuta tehtédvissd annettuja rajoitteita, kyseinen
piste ei ole optimaalinen.

Lokaaliset minimit ja maksimit ovat optimoinnissa ongelmallisia, koska
tietokoneohjelmat pystyvat harvoin erottamaan niitd globaalisista minimeis-
td ja maksimeista, jotka siis olisivat tehtévan optimaalisia ratkaisuja. Téasta
syysté onkin kehitetty useita menetelmié lokaalisten optimien vélttadmiseksi,
kuten useita ohjelman suorituksia ldhtien eri pisteistd tai satunnaisia hyp-
pyjé pois hyvistd suunnasta, jotta loytyisi vield parempi.

Lienee vield syytd mainita, ettd jotkut lukijat saattavat muistaa edelli-
sen esimerkin kaltaisten tehtévien ratkaisemista lukion pitkistd matematii-
kasta. Kyseisilla kursseilla taméankaltaisia tehtdvid on voitu ratkaista laske-
malla funktion derivaatan nollakohdat, laskea funktion arvo niissd ja vali-
ta arvoista paras. Rajoitetun vélin tapauksessa myds funktion arvot vélin
padtepisteisséd on otettu tarkasteluun mukaan. Tamé tapa toimii mukavasti,
kun funktio on helposti derivoitavissa ja derivaatalla on rajoitetusti nolla-
kohtia. Ikdva kylld useamman muuttujan funktioiden tapauksessa menetel-
mén teho heikkenee verrattuna vaadittuun tyomadrddn samoin kuin hyvin
monimutkaisten funktioiden tapauksessa. Yhden muuttujan polynomifunk-
tion tapauksessa menetelmé on kuitenkin melko tehokas ja usein riittavéan
yksinkertainen késin laskettavaksi.

2.3.3 Herkkyysanalyysista

Erds tirked nékokulma optimointiin on saadun ratkaisun kiyttokelpoisuus
vaihtelevissa oloissa. Realististen mallien yhteydessd mainittiin todellisessa
maailmassa ilmenevi monimutkaisuus ja satunnaisuus, jotka kuvaavat hyvin
vaihtelevia olosuhteita. Esimerkiksi kaupan toimintaa optimoitaessa on otet-
tava huomioon kysynnén vaihtelut, joita voidaan ennakoida arvioimalla kes-
kikulutusta. Ongelmia syntyy, kun arvio menee suuntaan tai toiseen pieleen.
Jos kysyntéd on ennakoitua suurempaa, tavara voi loppua ja korkeampi hin-
ta voisi tuoda enemmain tuloja. Jos kysyntdd taas ei ole arvioidulla tavalla,
varastointikustannukset voivat nousta, tuotteet saattavat pilaantua ja alhai-
sempi hinta voisi tulla kysymykseen. Téllaisiin tilanteisiin herkkyysanalyysi
pyrkii omalta osaltaan vastaamaan.

Herkkyysanalyysissd pyritdan selvittamaédn, miten hyvé 16ydetty optimi-
ratkaisu on, jos tehtdvan rajoitteet tai osa funktiosta muuttuvat. Téllaisia
muutoksia voivat olla esimerkiksi edelld mainitun kaupan kysynnén muutok-
set tai tavaran saatavuuden muutokset. Optimointitehtévissa téllaisia asioi-
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ta kuvataan usein yksittéisilla merkeilld ja ne on oletettu tunnetuiksi. Nama
tunnetut asiat ovat edelld mainittuja parametreja ja niiden arvojen vaihte-
lun vaikutuksen tutkimista kutsutaan herkkyysanalyysiksi. Aina kun opti-
mointimalli kehitetddn jollekin operaatiolle, prosessille tai muulle systeemil-
le, herkkyysanalyysi tulisi liitt&d4 siihen. Seuraavan esimerkin tarkoitus on
havainnollistaa herkkyysanalyysin tarkeytta.

Esimerkki 8. Tyontekija kulkee tydmatkansa omalla autollaan ja hinelld on
valittavanaan kaksi reittid. Toinen reiteistd on valtaviyld, jonka ajamiseen
kuluu @ minuuttia ja toinen kulkee pienempid teitd, jolloin reittiin kuluu
aikaa b minuuttia. Téssé tapauksessa b > a ja tavoitteena on minimoida
matka-aika. Valtavdylda on selvisti nopeampi, mutta sielld on usein ruuhkia
ja tietoitd, jotka hidastavat matkantekoa ¢ minuuttia. Muuttujan x; arvo 1
tarkoittaa, ettd valitaan valtatie ja zo:n arvo 1, ettd mennéédn sivuteitd. Nyt
voidaan muotoilla minimointiteht&va

min  (a + c)x1 + b
st. b>a

a>0

b>0

c>0

x1, x2 € {0,1}

Tehtavassd a, b ja ¢ ovat parametreja ja niitd muuttelemalla saadaan
erilaisia tehtdvid. Mielenkiinnon vuoksi oletetaan ettd a = 20 min ja b = 25
min. Nyt on jo intuitiivisesti selvié, ettd valtaviyldd kannattaa kiyttdd vain,
jos ruuhkat ja tietyot hidastavat matkaa alle 5 minuuttia. Jos taas muutetaan
arvoa b = 22 min, valtaviyld on nopeampi vain kun ¢ < 2. Jélkimméinen
tapaus on siis herkempi.

2.3.4 Algoritmeista

Aiemmin on jo viitattu tietokoneiden ja ohjelmien kiytt60on optimoinnissa ja
nyt kisittelemme hieman ohjelmoinnin perusteita. Ndiden perusteiden ym-
martdmisestd on hyotyéd, kun tutustumme erilaisiin optimointimenetelmiin.
Aivan ensimméisend tutustutaan algoritmin késitteeseen. Algoritmi tar-
koittaa oikeastaan mitd tahansa ohjetta jonkin toiminnon suorittamiseen. Se
voidaan ymmairtdd myds suoritettavan toiminnan kuvauksena. Esimerkiksi
keittokirjassa oleva resepti on algoritmi jonkin ruuan valmistamiseksi. Sa-
moin ajo-ohjeet ovat algoritmi, joita noudattamalla padsee paikasta toiseen.
Optimointialgoritmit ovat siis toimintaohjeita, jotta loydetdan optimi.
Keittokirja, ajo-ohjeet ja optimointialgoritmit eroavat selvasti toisistaan,
koska ne on usein kirjoitettu kukin omalla tyylillian. Reseptit alkavat raaka-
aineiden listauksella ja jatkuvat toiminnan kuvauksella, ajo-ohjeet siséltavat
etaisyyksid, suuntia ja teiden nimid kun taas optimointialgoritmit siséltavit
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matemaattista tekstid tai ohjelmakoodia. Onkin selvéd, ettd kukin algoritmi
on suoritettava siind ympéaristossi, johon se on suunniteltu ja jossa kaikki
suorituksessa tarvittavat resurssit ovat saatavilla. Ruokaa ei yleensd kanna-
ta alkaa valmistaa vessassa, jos on tarkoitus kiyttda hellaa tai monen sadan
kilometrin ajo-ohjeita ei kannata seurata leluautolla. Samoin ei optimoin-
tialgoritmikaan toimi, jos jokin sen vaatimista tiedoista eli syOtteisté ei ole
saatavilla tai se on vaaralla tavalla kerrottu. Téllaisia syotteille asetettuja
ehtoja kutsutaan algoritmin alkuehdoiksi.

Tietokoneohjelmilla on oma kielensé, joka on usein hyvin pikkutarkkaa
ilmaisua. Yksittdisen merkin puuttuminen voi muuttaa algoritmin suorituk-
sen tdysin tai hyvéllad onnella estdd koko algoritmin muodostamisen. Muo-
dostamisen estyminen on hyvi, koska silloin ohjelmoija tietdd jonkin ole-
van vialla jo ennen kuin algoritmi otetaan kiyttoon. Historiasta tunnetaan
esimerkiksi satelliitin kantoraketin rdjahdys, jonka syyné oli ohjelmointivir-
he. [22| T4llaisen ohjelmointikielen lukeminen on kuitenkin melko haastavaa
kaikille muille kuin ohjelmoijille ja tietokoneille. Lisdksi kielid on kiytossa
useita ja ne kaikki eroavat merkinnéiltdsn ja toimintaperiaatteiltaan toisis-
taan. Niinpa téssi kirjassa ei kiytetdkiddn mitdan ohjelmointikieltd kuvaa-
maan algoritmien suoritusta, vaan usein tyydytdin kiyttdméaan luonnollista
kieltd, kuten sivulla 74 kuvassa 5.1.2. Joissakin tapauksissa voidaan kiyt-
tda niin kutsuttua pseudokoodia, joka on ohjelmointikielten ja luonnollisen
kielen vélimuoto. Tédhin perehdymme, kun se on ajankohtaista.
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Luku 3

Lineaarisesta optimoinnista

Téassé luvussa kisitellddn erilaisia lineaarisia optimointitehtévid ja niiden
ratkaisemista. Lineaariselle optimointitehtévéllehén olivat voimassa ehdot,
jotka esiintyivit jo sivulla 23.

3.1 Lineaariset optimointitehtavat

Kasitelldan ensiksi tehtivien yleisté esitysmuotoa ja sen jalkeen erilaisia opti-
mointitehtévid. Eri ongelmia késittelevissé alaluvuissa kerrotaan ensin tehta-
vatyypin padpiirteistéd, jonka jilkeen seuraa esimerkki kyseisestd tehtavésta.

3.1.1 Tehtavien muodon muokkaus seki yleisen tehtivin esi-
tysmuoto

Tehtévéan esitysmuodolla ei vilttaméattd tunnu olevan suurta merkitysta. Yk-
sinkertaisissa tehtévissa tama voi jopa pitda paikkansa, mutta suurten tehta-
vien hallinnassa yleisesté esitysmuodosta on hydtyd. Myds syotettiessd tehté-
vad ratkaisualgoritmille tehtdvin muoto on térked: algoritmi ei valttamatta
hyvaksy monenmuotoisia tehtdvid ja monimutkaisen tehtdvidn syottamises-
sé voi helposti tulla inhimillinen néppailyvirhe. Seuraavassa esimerkissi on
esitetty sama optimointitehtdvd kahdessa eri muodossa, jotka toivottavasti
havainnollistavat muodon selkeyttd. Tehtdvd on myos ratkaistu graafisesti,
ja ratkaisu on sama molemmissa muodoissa. Huomaa rajoitteiden tyypit eri
tehtavin muodoissa.
Esimerkki 9.
max 2,bxr1 — T9
s.t. x1+4+ 0,200 >4

0,521 + 0,8z = 2,4

0,4$1 - 0,3$2 < 1,5

I < 10

X9 § 5

1 > 0,29 >0
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—min —2,5T1 + T2
st. —x1—0,2z0 < -4

0,521 + 0,825 < 2,4
0,5z, — 0,825 < 2,4
0,41‘1 - 0,3$2 < 1,5
T § 10
) < 5)
12> 0,70 >0

Kaikki rajoitteet on saatu samantyyppisiksi epdyhtdloiksi ja tehtdvin
tyyppi vaihdettu minimoinniksi.

6| : ; ’ ,
;
:
:

Kuva 3.1: Kuva esimerkin 9 tilanteesta.

Kuvassa 3.1 voimassaolevat epayhtilorajoitteet on merkitty punaisilla
suorilla ja niiden voimassaoloalue vihredlld. Yhtéalorajoite on merkitty sini-
selld suoralla, joten optimi loytyy téltd suoralta vihredn alueen sisaltd tai
rajalta. Koska kyseesséd on lineaarinen tehtdvéd, tiedetddn optimin l6ytyvan
kérkipisteestd ja voidaan jattdd vihredn alueen sisus tutkimatta. Optimi saa-

vutetaan pisteessi (12, 21).

Yleinen tehtiava

Tami osio késittelee matemaattisia merkintojd, kuten lyhennysmerkintdjé,
joten sen seuraaminen ei ole asian ymmartamisen kannalta aivan valttama-

32



tonté. Osio on kuitenkin hyddyllinen merkintjen taustojen ymméartamiseksi.
Seuraavaksi késitellddn yleisen tehtdvan merkintdé ja ldhdetéan liikkeelle laa-
jimmasta merkintadtavasta. Tehtévissd on n muuttujan kohdefunktio, s ”suu-
rempi tai yhtdsuuri kuin” epayhtéalorajoitusta, ¢ yhtalorajoitusta, u ’pienem-
pi tai yhtésuuri kuin” epayhtilorajoitusta sekd n ei-negatiivisuusrajoitusta.
Tehtavé nayttaa siis melkoisen hirviomaiselté. Prosessia selventéva esimerkki
on sivulla 37.

max aixi1 -+ asT2 + ...+ anTy
s.t. biix1 + barxs + ...+ b1z, > b1

(yhteensé s kappaletta)
b1sx1 + basxa + ... + bustn > hs1
1121 + o129 + ... + 1Ty = hio

(yhteensa t kappaletta)
C1iT1 + oo + ...+ Cppn, = Iy
diizy +doaiza + ...+ dpizy, < Ry

(yhteensé u kappaletta)
d1y®1 + doyo + ...+ dpuTn < hys
€1 ZO,-TQ 207"'7‘Tn ZO

Huomaa ettd vain x:t ovat muuttujia ja muut ovat vakioita. Vakiot voi-
vat myos olla positiivisia, negatiivisia tai nollia. Alaindeksejd on kiytetty
erottamaan eri vakiot ja muuttujat toisistaan. Summamerkinnélld saadaan
tiiviimpi esitys samalle asialle, vaikka se viekin enemmén palstatilaa.

n
max Z a;x;
i=1
n
s.t. Z bilxi > h11
i=1

(yhteensé s kappaletta)

n
Z bisxi > hsl
i=1

n
Z cin; = hiz
i=1
(vhteensé t kappaletta)

n
E citTi = hyo
=1
n
E diiz; < hi3
i=1
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(yhteensd u kappaletta)

n
i=1

T 207'7:2 207"'7‘Tn ZO
Indeksoimalla rivit padstdan jo selvisti lyhyempéaédn esitykseen.

n
max E a;x;
i=1

n
s.t. ZbijZEiZhﬂ,j:l,...,S

i=1

n

Zcika:i =hgo,k=1,...,t
i=1

n

> dazi <hsl=1,...u
i=1

ZEiZO,’i:l,...,TL

Muuttamalla kaikki tehtdvin yhtdlo- ja epéyhtélorajoitukset ”pienempi
tai yhtasuuri kuin” -muotoon saadaan tehtévin esitys vield yksinkertaisem-
maksi. Téllaista muotoa kutsutaan kanoniseks: muodoksi. Nyt jokainen yh-
talorajoite muuttuu kahdeksi epayhtalorajoitteeksi, joten rajoitteita on yh-
teensd s + 2t + u = m kappaletta.

n
max E a;T;
i=1

n
st Y bgmi<hj,j=1,...,m (3.1)
=1
ZEiZO,’i:l,...,TL
(3.2)

Néiden lisdksi on vield olemassa matriisimuoto tehtdvastd. Matriisien
opetteleminen tdssé vaiheessa on kuitenkin liian tyoldstd, joten seuraava
muoto on tarkoitettu vain niille, jotka ovat tutustuneet matriiseihin jo en-
tuudestaan tai aikovat ottaa niistd pikaisesti selvéd. Matriisien perusteet on
esitelty havainnollisesti muiden muassa kirjan [1] liitteessd A3. Matriisit on
merkitty lihavoiduilla kirjaimilla. Seuraavassa vektorien a, x ja 0 dimensio
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on n ja vektorin h dimensio on m, eli kolme ensimmaéistd sisdltévét n ja nel-
jas sisdltdd m komponenttia. Matriisi B on kokoa m x n. Matriisimuotoa
havainnollistetaan esimerkissa 11 sivulla 39.

max aTx

Bx <h (3.3)
x>0

Tehtdvin muodon muokkaus

Nyt kun yleisen tehtévin merkinnét on késitelty, voidaan siirtyéd sen muodon
muokkaukseen. Asiat on kisiteltdva téssé jarjestyksessd, jotta olisi selvad, et-
t4 muunnokset ovat patevid kaikille tehtaville. Seuraavaksi késitelladn keino-
ja muokata tehtévé erilaiseen muotoon. On suositeltavaa tarkastella keinojen
lukemisen aikana jotakin optimointitehtavéd, kuten esimerkkeja 9 ja 10.

1. Maksimointi voidaan muuttaa minimoinniksi ja péinvastoin vaihtamal-
la kohdefunktion merkit seuraavasti

n n
max E a;r; = —min E (—a;)x;.
i=1 =1

Esimerkiksi funktion f(x) = 2 —22+2 minimi on sama kuin funktion
g(z) = —2%+ 2z — 2 maksimin kifinteisluku, ja ne saavutetaan samassa
kohdassa. T4ta on havainnollistettu kuvassa 3.2

2. Epéyhtalon merkki voidaan kiddntaa kertomalla se (—1):114, joten kaikki
epéayhtélot voidaan muokata olemaan samaa tyyppiéd kaavalla

=1 =1

3. Muotoa Y 1" | bjjz; = hj,j = 1,...,m olevat yhtdlot voidaan muut-
taa yhtapitaviksi epayhtaloiksi kahdella tavalla. Ensimmaéinen tapa on
muuttaa jokainen yhtélo kahdeksi seuraavanlaiseksi epayhtaloksi

n
wa$z < hj,j = 1,...,171,
i=1
n
Z(—bw)l‘z < —hj,j = 1, cee, M.
i=1
Toisessa tavassa otetaan kiyttoon yksi lisdrajoitus, jonka avulla yhtalot
voidaan muuttaa muotoon

zn:bixi <h,
i—1
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Kuva 3.2: Havainnollistus sdannosta 1.

n
E rix; <8,
i=1
missd r; = —E;n:l ijod =1,...,njas = —E;n:l h;. Tama jalkim-

maéinen tapa on matemaattisesti elegantimpi, mutta ensimmaéisen tavan
kiyttdminen on yksinkertaisempaa.

. Nollan tai sitd pienempid arvoja saavat muuttujat < 0 voidaan muut-
taa ei-negatiivisiksi uusilla muuttujilla y = —z.

. Jos muuttujan merkki ei ole rajoitettu, voidaan se muuttaa ei-nega-
tiiviseksi merkitsemillda x = 2/ — 2”, 2/ > 0, ” > 0. Vaikka uusien
muuttujien arvot eivit ole yksikésitteisid, voidaan maaraté toinen niis-
t4 aina nollaksi, eli 2/ = max{0,z}, " = max{0, —z}.

. Jos halutaan kiyttéda yhtalorajoitteita, epdyhtalo voidaan muuttaa yh-
taloksi ottamalla kidyttoon uusi apumuuttuja seuraavasti

n n
Y biwi <he > bzi+s=h s>0
i=1 i=1

ibixizh@ibixi_t:ha t>0.
=1 =1

Uudet muuttujat ovat ei-negatiivisia ja niitd kutsutaan ali- (s, engl.
slack) ja yligaamamuuttujiksi (t, engl. surplus).
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Lineaarisessa optimoinnissa kéiytetddn kahta yleistd perusmuotoilua on-
gelmille, eli kanonista ja standardimuotoa. Kanoninen muoto on yleensa luon-
nollisempi, mutta standardimuoto on usein kdtevampi teoreettisissa tarkas-
teluissa. Alla on esitetty ndmé muodot. YII4 esitettyjen keinojen avulla li-
neaarinen optimointitehtdvd saadaan aina kanoniseen muotoon ja standar-
dimuotoon.

1. Kanoninen muoto on sivulla 34 kohdissa 3.1 ja 3.3.

2. Standardimuodossa rajoitteet ovat epéyhtéldiden sijaan yhtéloita. (Téa-
t4 muotoa saatetaan joskus kutsua myos argumenttimuodoksi, jolloin
standardimuodon ja kanonisen muodon voi sekoittaa toisiinsa. [31])

max Y.y 4T
n .
s.t. Zi:l bzg$z = hj,] = 1, sy
r; >0,i=1,...,n

Matriisimuodossa esitys on seuraava:

Alla on kaksi esimerkkid tehtévin muodon muuttamisesta. Ensimmé&inen
on samankaltainen kuin esimerkki 9, mutta nyt muutos kiydaan tarkemmin
lapi ja pyritddn kanoniseen muotoon. Toisessa esimerkissd pyritdan standar-
dimuotoon ja my0s matriisimuoto on esitetty, joten esimerkkid voidaan pitda
lisdlukemisena.

Esimerkki 10. Alkuperiinen tehtdvi on seuraava:

min x1 + 29

st. x1—2x9 > -3
0,5z1 + 2z9 > —3,5
—x1+x9 > —4
—T1 — X9 > —2
201 + 10 > —3
) < 0

Pyritddn kanoniseen muotoon, joten muutetaan ensin tehtdvin tyyppi
sekd kaikki epdyhtdlorajoitteet oikeaan muotoon sivun 35 kohtien 1 ja 2
mukaisesti.
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—max —x] — 29

s.t. —r1+ 229 <3
—0,521 — 229 < 3,5
r1 — T2 S 4
T+ x9 <2
—2$1 — T2 S 3
) < 0

Seuraavaksi kisitellddn ei-negatiivisuusrajoitteita ja huomataan niiden
puuttuvan. Otetaan siis kdytt66n uusia muuttujia kohtien 4 ja 5 mukaisesti,
jotta saadaan kiyttoon ei-negatiivisia muuttujia.

—max —I]— 2T9

s.t. —r1+ 229 <3
—0,5x1 — 222 < 3,5
Tr1 — T2 < 4
T+ 29 <2
—2$1 ! 1)) § 3
x3 = —x9(= 23 > 0)
x1 =a) —2f
z) = max{0,z1} >0
x] = max{0,xz1} >0
i) S 0

Téassa vilivaiheessa kaikki rajoitteet on saatu samantyyppisiksi epayh-
taloiksi ja on luotu perusta muuttujien muuttamiselle. Nyt endd korvataan
vanhat muuttujat uusilla.

—max —x) + zf + 23

s.t. —zh +xf — 223 <3
—0,52) + 0,527 + 223 < 3,5
oy —af + x5 <4
o) —af —x3 <2
=22 4+ 22 + 23 <3
T3 > 0
x1 =) —2f
) = max{0,z1} >0
z] = max{0,—z1} >0
Tr3 = —X9
X9 § 0

Jotta tehtédvéstad tulisi mukavamman nikoinen, jatetddn muutoksen jal-

keen negatiivinen muuttuja xo2 pois, koska se on tarpeeton. Lisdksi ... =
max... > (7 ovat epilineaarisia rajoitteita ja siten hyvin harmillisia. Usein
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kyseiset rajoitteet kuitenkin toteutuvat automaattisesti ja sithen luottaen ne
voidaan jattda pois. Tuloksia tulkittaessa on tietenkin aina syyta tarkistaa
tuloksen jarkevyys, jolloin selvidd onko poisjitettyja rajoitteita noudatettu:
jos on, 1 = 2} tai xy = —af. Tehtdvid ratkaistaessa voidaan myos jattaa
pois rajoite x1 = 2} — 2!, koska x; el endd esiinny missdén muualla.

—max —a) + 2] + 2z3
s.t. —a) +af — 223 <3
—0,5x] + 0,527 + 2z3 < 3,5
oy —af + x5 <4
) —af —w3 <2
=22 4+ 22 + 23 <3
) >0
z{ >0
:EgZO

Nyt kaikki padtosmuuttujat saavat vain ei-negatiivisia arvoja, vaikka
muuttujia onkin nyt enemmaén. Késin laskevalle ihmiselle tdméa ei ole suo-
tuisaa kehitystd, mutta rajoittuneelle tietokoneohjelmalle on. Optimi saavu-
tetaan pisteessd 2} = 0, 2f = 5/7, 3 = 11/7, eli alkuperéisiin muuttujiin
palautettuna x; = —5/7, o = —11/7. Tata on selvennetty kuvassa 3.3.

Esimerkki 11. Alkuperiinen tehtdvi on seuraava:

max 3x1 + 2x9

st. w1 +312<9
2r1 + a9 <8 .
T 2 0
) > 0

Pyritddn standardimuotoon muotoon, joten muutetaan epéyhtélorajoit-
teet yhtélorajoitteiksi sivun 36 kohdan 6 mukaisesti.

max 3x1 + 2x9

st. x1+3x9+s51=9
201+ 19+ 59 =8
x120
1‘220
8120
8220

Niin on pédasty standardimuotoon, joten voidaan jatkaa siirtymistd mat-
riisimuotoon, jonka komponentit ovat seuraavat.
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-4 -3 -2 -1 0 1 2

Kuva 3.3: Kuva esimerkin 10 tilanteesta.

3
a=| 2 al=(3 20 0)
0
0
I 0
o X9 o 0
x= S1 0= 0
S9 0

9 1310
h_<8> B_<21 01)

Niistéd saadaan sivulla 37 kohdassa 2 esitetty matriisimuoto
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T

max (320 0)[ 7
1
59
x1
1310 z | (9
2 1 0 1 S1 -\ 8 ’
52
T 0
) > 0
S1 - 0
S92 0

joka on yhtapitava alla olevan yksinkertaistetun muodon kanssa.

max (3 2)(2)

T
1310 z | (9
(2101) 51 _<8>
52
1 0
) > 0
S1 - 0
S92 0

Optimin 16ytaminen jatetdan harjoitustehtéviksi.

3.1.2 Allokaatiotehtavat

Allokaatio tarkoittaa jakamista eri kohteisiin ja allokaatiotehtdvissd pyri-
tadnkin jakamaan rajalliset resurssit parhaalla mahdollisella tavalla. Koska
resurssit ovat rajalliset, voidaan my0s ajatella eri kdyttokohteiden kilpaile-
van keskendin resurssien osuuksista. Erilaiset budjetit ovat usein téllaisia
ongelmia.

Esimerkki 12. Kaupungilla on kiytossd 18200 metrié rantaviivaa, jota voi-
daan kdyttda uimarantana, rakennusmaana, venesatamana ja raskaana sata-
mana. Tarvitaan véhintddn 300 m uimarantaa, 1000 m rakennusmaata, 500
m venesatamaa ja 2000 m raskasta satamaa. Lisdksi rantaa voidaan kayttaa
korkeintaan 2000 m uimarantaan, 14000 m rantatontteihin, 18200 m vene-
satamaan ja 14000 m raskaaseen satamaan. Kukin kiyttotarkoitus tuottaa
kaupungille rahaa kutakin kdytettyd metrid kohti, ja tuotot ovat toisiinsa
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suhteutettuina 0,5/m uimarannalta, 10/m rantatonteilta, 5/m venesatamal-
ta ja 9/m raskaalta satamalta. Muodostetaan optimointitehtévé, jossa pyri-
tdidn maksimoimaan tuotot. Seuraavassa x1 kertoo uimarantaan kiytettyjen
metrien maarin ja xra, x3 seki x4 ovat vastaavat arvot rantatonteille, venesa-
tamalle ja raskaalle satamalle. Koska on kiytdssa 4 padtosmuuttujaa, kuvan
piirtdminen tilanteesta on liian vaikeaa, eikd graafista ratkaisua esiteté.

max 0,b5x1 + 10x9 + 5x3 + 924
st. x4+ 2o+ 23+ 24 < 18200

x1 < 2000

x9 < 14000

xs < 18200

x4 < 14000

x1 > 300

xo > 1000

x3 > 500

x4 > 2000

Asiasta kiinnostuneille alla on sama matriisimuodossa. Neljd viimeista
rajoitusta on kidnnetty ympéri, jotta kaikki rajoitteet saataisiin samaan
matriisiin. (SAGElla voi tehokkaasti ratkaista alla olevassa muodossa olevia
tehtivii. )

max (0,5 10 5 9)

18200
2000
14000
18200
14000
—300
—1000
—500
—2000

e R R e
cCoOoO R~ OO
IN

SO OO, O OO

)

=)
|

—_

Optimiratkaisuna pisteesséd (x1,x2,x3,24) = (300, 14000, 500, 3400) saa-
vutetaan arvo 173250. Loput esimerkistd keskittyy tehtdvan ratkaisemiseen
SAGE:lla, joten jos kdytdt jotakin muuta ohjelmaa tai ohjelmistoa, voit hy-
patéd tadmén kohdan yli. Tehtdvan ratkaiseminen onnistuu kirjoittamalla alla
olevat komennot ja suorittamalla solu.
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import numpy

from cvxopt.base import spmatrix
from cvxopt.base import matrix as m
from cvxopt import umfpack
RealNumber=~float

Integer=int

from cvxopt import solvers

¢ = m([-0.5, -10., -5., -9.])

G =m([[1., 1.,0,0.,0,-1.,0.,0.,0.], [1, 0., 1., 0, 0., 0., -1., 0., 0. |,
[1.,0.,0.,1.,0.0.,0.,-1.,0.],[1., 0., 0., 0., 1., 0., 0., 0., -1. |])

h — m([18200., 2000., 14000., 18200., 14000., -300., -1000., -500., -2000.])
sol = solvers.lp(c,G;h)

Seitsemén ensimmadistd komentoa hakevat tarvittavia tietoja ja luovat
médrittelyjd. Kolme seuraavaa rivid (jotka alkavat ’c=’, 'G=’ja '’h=") sisil-
tavat kuvaukset tehtidvan matriiseista ja viimeinen rivi kdyttda itse "ratkai-
sinta”, joka etsii optimaalisen ratkaisun. Solun suorituksen jilkeen ilmestyy
seuraava teksti:

pcost dcost gap pres dres k/t
—1.6248¢ + 05 —4.1027e +05 3e+05 2¢—01 6e—01 1le+00
—1.6443e¢ + 05 —2.0928¢ + 05 4e+04 4e—02 1le—01 1le+03
—1.6910e + 05 —1.7745¢ +05 8e+03 8e—03 2¢—02 4e+02
—1.7315e 405 —1.7372e +05 5e+02 6e—04 le—03 3e+01
—1.7325e + 05 —1.7326e +05 6e+00 Te—06 2e¢—05 4e—01
—1.7325e + 05 —1.7325¢ 4+ 05 6e —02 Te—08 2e¢—07 4e—03
—1.7325e 4+ 05 —1.7325¢ +05 6e —04 Te—10 2¢—09 4e—05
Optimalsolution found.

O UL W N+~ O

Nyt itse optimi saadaan ndkyviin komennolla print sol[’x’] ja suorit-
tamalla sen sisdltéva solu. Talloin ndytolle tulostuu optimin paikka

[3.00€ + 02
[1.40e + 04
[5.00€ + 02
[

]
|
|
3.40e + 03]

Téastéd saadaan optimin arvo laskemalla SAGE:1la

0.5 % 3.00e + 02 + 10 % 1.40e + 04 + 5 % 5.00e 4 02 4+ 9 * 3.40e + 03 = 173250.0.
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3.1.3 Sekoitukset

Sekoitustehtdvadn olemmekin jo torménneet esimerkissd 2 sivulla 15 . Téllai-
sissa tehtdvissd sekoitetaan kahta tai useampaa eri resurssia, jotta padstdisiin
parhaaseen lopputulokseen.

Esimerkki 13. Yritys haluaa valmistaa vihintdan 2000 kg messinkié, jossa
on véhintdan 60% kuparia, 38% sinkkia ja korkeintaan 1% lyijya. Kaytetta-
vissa ovat taulukon 3.1 mukaiset raaka-aineet. Milld raaka-aineiden yhdistel-
malld niiden hankintakustannukset ovat mahdollisimman pienet?

Materiaali | Kuparia (%) Sinkkid (%) Lyijyd (%) Saatavuus (kg) Hinta (€/kg)
Messinki 1 85 15 0 1000 4
Messinki 2 o8 39 3 1100 3,2
Pronssi 85 0 0 300 3,6
Kupari 100 0 0 2000 6
Sinkki 0 100 0 2000 1,5
Lyijy 0 0 100 2000 1,8

Taulukko 3.1: Esimerkissa 13 kiytossé olevat raaka-aineet.

Muodostetaan tapauksesta optimointitehtdva. Merkitddn hankittavien
materiaalien maaria seuraavasti: messinki 1:t4 x1 kg, messinki 2:ta x, prons-
sia x3 kg, kuparia x4 kg, sinkkid z5 kg ja lyijya z¢ kg.

min 4x1 + 3,2x9 + 3,6x3 4+ 6x4 + 1,525 + 1, 8x¢
st. x1+xo+ 23+ 24+ 25 + 26 = 2000

0,85x1 + 0,58x9 + 0,85x3 + x4 > 0,6 - 2000

0,1521 + 0,392 4+ x5 > 0,38 - 2000

0,03z + ¢ < 0,01 - 2000

x1 < 1000

ro < 1100

x3 < 300

z4 < 2000

x5 < 2000

zg < 2000

T1,X9,x3, T4, L5, Lg > 0

Ensimmainen rajoite tulee lopputuotteen méiristi, kolme seuraavaa eri
metallien osuuksista ja loput materiaalien maaristd. Sama on alla matriisi-
muodossa.
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H)
X3
max (4 3,2 3,6 6 1,5 1,8) s
x5
x6
1 -1 1 -1 -1 -1 —2000
1 1 1 1 1 1 2000
~0,85 —058 -0,85 -1 0 0 ~1200
~0,15 —0,39 0 0 -1 0 —760
0,03 0 0 0o 0 1 20
1 0 0 0 0 0 N 1000
0 1 0 0 0 0 ! 1100
0 0 1 0 0 0 T2 300
0 0 0 1 0 0 o< 2000
0 0 0 0 1 0 4 2000
0 0 0 0o 0 1 5 2000
1 0 0 0 0 0 6 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 -1 0

Optimaalinen ratkaisu on kdyttda messinki 1:t4 1000 kg, messinki 2:ta n.
300,8 kg, pronssia n. 206,5 kg ja sinkkid n. 4927 kg. Talloin kokonaiskus-
tannus on noin 6445 €. Taméa on toistaiseksi ainoa tehtdvéd, jossa voidaan
havaita eroja eri optimointialgoritmien tehokkuudessa. Edelld mainittu arvo
on saatu AMPL:1I& osoitteessa

http://ampl.com/cgi-bin/ampl/amplcgi

kiyttdmallsd "minos’-ratkaisumallia. Kayttamélla SAGEa optimiksi saatiin
noin 6497 €. Erikoista menetelmien kiyttamisesséd on, ettd jos tehtdvin yh-
talorajoitteen muuttaa ’suurempi tai yhtédsuuri kuin’ -rajoitteeksi (jolloin
sallitaan tuotettavaksi yli 2000 kg messinkid), optimit olivat AMPL:4 n.
6423 €ja SAGElla n. 6443 €. Niihin eroihin palataan lyhyesti luvussa 6.
Téassé tapauksessa erot eivit ole kovin merkittavid, koska suurinkin niista on
74€, eli noin prosentin luokkaa koko kustannuksesta. Jos kuitenkin yksik-
koné olisi eurojen sijaan vaikkapa ”sataa tuhatta euroa”, ndinkin pienet erot
kannattaisi huomioida.

Tehtdva saadaan ratkaistua AMPL:1la syottdmallad alla olevat komennot.
Huomaa, ettd jokaisen rivin on paatyttiva puolipisteeseen.

45



var X1;

var X2;

var X3;

var X4;

var Xb;

var X6;

minimize Cost: 4*X1+3.2*X2+3.6*X3+46%X4+1.5*X5+1.8*X6;
subject to Amount: X1+X2+X3+X4+X5+X6=2000;

subject to Copper: 0.85*X1+0.58*X2+40.85*X3+1*X4>=1200;
subject to Zinch: 0.15*X1+40.39*X2+1*X5>=760;

subject to Lead: 0.03*X2+1*X6<=20;

subject to A _limit: 0 <= X1 <= 1000;

subject to B _limit: 0 <= X2 <= 1100;

subject to C_limit: 0 <= X3 <= 300;

subject to D_ limit: 0 <= X4 <= 2000;

subject to E_limit: 0 <= X5 <= 2000;

subject to F_limit: 0 <= X6 <= 2000;

solve;

display X1, X2, X3, X4, X5, X6;

display 4*X1+3.2*X2+3.6*X3+6*X4+1.5*X5+1.8%X6;

Kuusi ensimméistd rivid esittelevit muuttujat, joiden jalkeiselld rivilla
kerrotaan optimoinnin tyyppi (minimize tai maximize), funktion nimi (t&ssé
tapauksessa "Cost”) ja funktio itsessdin. Kymmenelld tdmén jilkeen olevalla
rivilld asetetaan jonkin rajoitteen "subject to” -komennolla. Komennon jil-
keen seuraa rajoitteen nimi, kaksoispiste ja itse rajoite. Kaikki nimet ovat
vapaavalintaisia, mutta niiden kannattaa olla kuvaavia, jotta muistetaan, mi-
hin asiaan ne liittyvit. Kolmanneksiviimeiselld rivilla on vield komento kéyt-
taa ratkaisinta. Témaéan jalkeisten rivien komennot tuovat ndkyviin muuttu-
jien arvot optimissa ja kohdefunktion arvon siind. Kun ylla olevat komennot
kopioi AMPL:n Internet-sovelluksen alempaan kenttddn ja klikkaa ”Send”,
tulostuu ikkunaan seuraava teksti.
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MINOS 5.51: optimal solution found.
4 iterations, objective 6445.04065

X1 = 1000
X2 = 300.813
X3 = 206.504
X4=0

X5 — 492.683
X6 =0

4*X1 + 3.2*X2 + 3.6*X3 + 6*X4 + 1.5*X5 + 1.8*X6 = 6445.04

Téastd ndhddsdn jo aiemmin mainittu optimaalinen ratkaisu, josta ilme-
nevit metallien kiyttosuhteet ja niiden hinta. Lisdksi ndhd&dan ratkaisimen
nimi ja kuinka monta iteraatiota tai “kierrosta” se suoritti. Namé ovat térkei-
ta tietoja, kun vertaillaan eri ratkaisimia keskenddn. On my6s mahdollista,
ettd jotkin ratkaisimet eivit anna tiettyyn tehtdvdén tulosta lainkaan, ku-
ten AMPL:n 7tn” -ratkaisin, tai antavat virheellisen optimin, kuten AMPL:n
"path” -ratkaisin ja SAGE.

3.1.4 Toiminnan suunnittelu

Usein eldmaéssa tormaé tilanteisiin, joissa pitéisi tehdd monia asioita ja niiden
tekemiseen on useita mahdollisia paikkoja. Esimerkiksi remontteja hoitavalla
yritykselld voi olla useita kohteita tyon alla ja jotkin kohteet saattavat vaatia
erilaisia toimenpiteitd tai yrityksellda voi olla useita erilaisia tuotantolaitok-
sia, jotka voivat pystyd osittain erilaisten asioiden tuottamiseen. Toiminnan
suunnittelun ytimend on padttda, mitd, missé ja milloin tehd&an.

Esimerkki 14. Lannoitetehtaassa valmistetaan kahdella tuotantolinjalla kol-
mea tuotetta. Tuotteiden minimikysynnéat sekd eri tuotantolinjojen kapasi-
teetit ja kustannukset on esitetty taulukossa 3.2. Miten paljon kutakin tuo-
tetta kannattaa valmistaa kullakin linjalla, jotta kustannukset olisivat mah-
dollisimman pienet? Kysynnén ja kapasiteetin yksikkéné on tonni ja kustan-
nuksen yksikkond kymmentatuhatta euroa tonnia kohden.

Tuote 1 Tuote 2 Tuote 3 Yhteensa

Kysynta (1000 kg) 2 5 3
Linjan 1 kapasiteetti
Linjan 2 kapasiteetti

S O

Linjan 1 kustannus
Linjan 2 kustannus

N DN =
N WOt N

3
1
4 -
1

Taulukko 3.2: Esimerkissd 14 olevan lannoitetehtaan tiedot.
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Merkitaan muuttujalla x;; linjalla tuotettavien tuotteiden méaérid, missa
alaindeksi ¢ tarkoittaa linjaa ja j tuotetta. Niin saadaan optimointitehtéva

min  x11 + 3z12 + 4213 + 2291 + 2292 + To3
st. x11+ 21 > 2

T12 +T22 > 5

13+ w23 > 3

r11 + 212+ 213 <5

To1 + X2 + x23 <6

x11 <1

r12 <2

13 <3

x91 < 2

T2 <5

x93 <1

Z11, %12, ¥13, 21, T2, Tog > 0

Optimaalinen arvo on 23, joka saavutetaan taulukon 3.3 tilanteessa. On
syytd huomata, ettéd tehtavissa olisi sallittu myos muut kuin kokonaislukuar-
vot, koska yksikkond oli 1000 kg.

Tuote 1 Tuote 2 Tuote 3 Yhteensa
Kysynta (1000 kg) 2 5 3 -
Linjan 1 1 1 2 4
Linjan 2 1 4 1 6

Taulukko 3.3: Esimerkin 14 optimi.

3.1.5 Muista lineaarisista ongelmista

Edelld on tutkittu melko pitkéstikin erilaisia lineaarisia ongelmia. Néiden
lisdksi on vield muitakin, mutta niiden hienouksiin ei ole tarkoituksenmu-
kaista perehtyéd tdssd tutkielmassa. Seuraavaksi tutustutaan vield lyhyesti
kolmeen ongelmatyyppiin, joista saa lisdtietoa ainakin Leipdldn monisteesta
[6] sivuilta 36-43.

Dynaamiset ongelmat

Dynaamisuus on erds tapa jakaa lineaariset ongelmat kahteen luokkaan:
staattisiin ja dynaamisiin (engl.dynamic, time phased). Luokkien ero on sii-
né, ettd dynaamiset ongelmat ovat ajasta riippuvia ja niissé ongelmaa tar-
kastellaan eri aikoina. Téllaisia ongelmia ovat esimerkiksi kiintedkorkoisiin
lainoihin ja niiden takaisinmaksuun liittyvit ongelmat.
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Dynaamisiin ongelmiin liittyy termi suunnitteluperiodi (engl. time ho-
rizon), jonka aikana ongelmaa tarkastellaan. Hyvén suunnitteluperiodin va-
linta on tarkedéd dynaamisissa malleissa, koska se vaikuttaa tuloksiin suures-
ti. Esimerkiksi jos yritys haluaa maksimoida viikon péadsté kassassa olevan
rahasumman ja suunnitteluperiodi on tuo viikko, voi vaikuttaa jarkevalta ot-
taa valtava laina. Télloin kassaan saadaan paljon rahaa, mutta yritys jatkaa
toimintaansa myos viikon jélkeen, jolloin laina alkaa kasvaa korkoa, eikd sen
ottaminen endd ollutkaan hyvéa idea.

Edelld kuvattuun ongelmaan on useita ratkaisuja, ja ehka selkein niis-
td on kayttdd ddretontd suunnitteluperiodia eli adretontd suunnittelukautta
(engl. infinite time horizon). Téssé menetelméssd mallista tehdddn syklinen
niin, ettéd edellisen suunnitteluperiodin lopputila otetaan seuraavan kauden
ldhtokohdaksi. Néin mallilla voidaan kierrosten kokonaisméirdd sdatamalla
tutkia padtosten vaikutusta hyvinkin pitkalld ajanjaksolla.

Ty6vuorosuunnittelu

Ty6vuorosuunnittelu (engl. shift scheduling, staff planning) on erdinlainen
valimuoto staattisen ja dynaamisen mallin vililla: toisaalta ne voivat toi-
mia aikariippuvasti mutta ne on myos helppo mieltdd staattisiksi peitto-
ongelmiksi, jossa rajoitetuilla resursseilla yritetdan kattaa tai peittdéd vaadit-
tu tai mahdollisimman suuri alue. Tavoitteena on suorittaa ennalta tiedet-
ty méaard tyotd tyontekijoiden jarkevalld sijoittelulla tyovuoroihin. Vaaditut
tyon suoritukset ovat peittorajoituksia (engl. cover constraint), jotka tay-
tyy tayttad tai "peittdd” tyontekijoiden tyopanoksella kussakin tyovuorossa.
Kussakin vuorossa taytyy siis olla riittdvin monta tyontekijai kun yksittai-
sen tyontekijin tyopanos tiedetddn. Pienet tyovuorosuunnittelun ongelmat
ovat usein myo0s diskreettejd. Esimerkiksi kolmen tyontekijén jakamisessa
kolmeen tyovuoroon optimi voisi olla 2,56 tyontekijad ensimmaéisessa ja 0,44
kolmannessa vuorossa, mikd ei kuulosta kovin helpolta toteuttaa jarkevéasti
kiytannossa.

Tyovuorosuunnitteluun liittyvissé ongelmissa on usein viisasta kiyttda
paatdsmuuttujina tietyntyyppisten tyontekijoiden maidras kussakin vuoros-
sa tai kunakin tuntina. Voi olla selkeyttavad laatia taulukko kaikista mahdol-
lisista tyovuoroista. Tehtdvan ehdot voivat tuoda tehtéviin mukaan muita
muuttujia, kuten rastissi olevan tyon médran. Jos tydaika on liukuva ja jos
on monia erilaisia tyontekijoité, tehtévistd tulee helposti hyvin suuria.

Linearisoituvat epilineaariset tehtivit; Minimax

Epilineaariset tehtavit ovat aina hankalampia kuin lineaariset: ne noudat-
tavat harvempia rajoituksia ja ovat tietokoneilla ratkaistaessa suurempia ja
vievdt enemmaén aikaa. Niinpd kannattaa pyrkid pitdméaédn ratkaistava ongel-
ma lineaarisena niin pitkd&n kuin mahdollista.
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Vaikka ongelma olisikin epélineaarinen, se voi silti joissakin tapauksis-
sa olla linearisoituva. Téllaisia ovat esimerkiksi erilaiset minimaz- ja mazi-
min-ongelmat, joissa minimoidaan maksimia tai toisin pain. Naitd kutsutaan
my6s pullonkaula (engl. bottleneck) ongelmiksi.

Minimin maksimointi voi kuulostaa ristiriitaiselta, joten annetaan siité
esimerkki: Milli paraabeleista f(z) = 2? + az on suurin minimi, kun a =
—1, 0 tai 27 Naiissd tilanteissa funktion kuvaaja on esitetty kuvassa 3.4.
Selvdsti minimi on huipussa, joten saadaan arvot —0,25, 0 ja —1. Siispéd
suurin minimi saadaan kun ¢ = 0 ja minimin arvo on talléin myos 0. Téllaiset
ongelmat linearisoituvat, kun tehtdvin jalkimmaéinen osa muutetaan uudeksi
rajoitteeksi esimerkiksi funktion f suhteen, ja tehtévd muotoillaan tdmén
funktion maksimoinniksi tai minimoinniksi. Esimerkiksi tapauksessa

maxizlr’rzl}?’ll(ai - 1)

voidaan Kkirjoittaa

max f
st.  f<ajz;, i=1,2,...,1L

Toinen linearisoituva epélineaarinen tehtdvityyppi ovat minimipoikkea-
mamallit, joissa minimoidaan niiden nimen mukaan kahden lausekkeen poik-
keamaa toisistaan. Kaytinnossa tamé tarkoittaa lausekkeiden erotuksen it-
seisarvon minimointia, eli min |p(x) —g(z)|. Téllainen tehtévi saadaan yleen-
sd linearisoitua jakamalla erotus positiiviseen ja negatiiviseen osaan muo-

dossa p(z) — q¢(xr) = st —s7, kun sT > 0, s~ > 0 ja sTs~ = 0, jolloin
Ip(z) — q(x)] = sT + s7, joka on lineaarinen. Menetelm# toimii, kunhan
sTs™ = 0 toteutuu, mutta niin kiy usein automaattisesti. |6]
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Kuva 3.4: Funktion f(z) = 22 4 ax kuvaajat, kun a = —1, 0 ja 2.
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Luku 4

Epalineaarisesta optimoinnista

Kuten aiemmin on todettu, kaikki tehtévét, jotka eivit ole lineaarisia, ovat
epélineaarisia. Yleisesti ottaen epélineaariset tehtdvit ovat matemaattisesti
hankalampia kuin lineaariset. Uusia hankaluuksia ovat esimerkiksi:

Optimointitehtavalla ei valttdmatta ole yksikdsitteistd optimia vaan
esimerkiksi useita globaaleja minimeja.

Optimoitavalla funktiolla voi olla useita lokaaleja minimeja.

Muuttujien vaihteluvilit eli skaalat voivat olla erilaisia. Esimerkiksi
funktiossa f(z,y) = 2% + 2y = voi kuulua vilille [1,100] ja y vilille
[0;0,001] tai toisin pain.

Optimoitava funktio voi olla hankalaa tai raskasta laskea. Sen arvo voi
esimerkiksi olla peréisin suuren luokan simulaatiosta tai differentiaa-
liyhtdloiden ryhmasta.

Funktion derivaattoja ei voida laskea analyyttisesti tai se on hyvin
hidasta ja vaikeaa. On my6s mahdollista ettd funktio on "musta laa-
tikko”, jonka rakennetta ei tunneta. Tallaisissa tapauksissa derivaat-
taan tai gradienttiin perustuvien menetelmien (kuten NLM:n) kiytto
on mahdotonta tai hyvin vaikeaa.

Stokastisen optimoinnin tapauksessa optimointitehtava sisdltdd satun-
naismuuttujan, jonka arvojen jakauma saatetaan tietdd. Talloin op-
timin l6ytyminen jollakin satunnaismuuttujan arvolla on toteutuskel-
poinen vain jossakin tdmén arvon lahettyvilld eli jossakin sen ympéris-
tossd. Kayttokelpoisen ratkaisun loytdminen voi vaatia tilastotieteen
menetelmia.

Hyvian alkuarvauksen 16ytdminen on vaikeaa. Témé aiheuttaa haastei-
ta, koska monet optimointialgoritmit aloittavat jostakin pisteestd ja
etenevit siitd kohti optimia. 1]
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Matemaattisista haasteista huolimatta epélineaaristen tehtdvien ymmér-
taminen ei useinkaan ole erityisen hankalaa.

4.1 Epalineaarisen funktion sisaltavat tehtavat

Jos optimoitava funktio on epélineaarinen, toinen tai kumpikaan ehdoista

e Verrannollisuus: kunkin pddtosmuuttujan vaikutus kohdefunktioon ja
rajoituksiin on suoraan verrannollinen padtdosmuuttujan arvoon.

e Additiivisuus: kunkin paatosmuuttujan vaikutus kohdefunktioon ja ra-
joituksiin on riippumaton muiden paatdsmuuttujien arvoista.

ei ole voimassa. Esimerkiksi funktio f(z) = 22 riitt4# rikkomaan verrannol-
lisuusehdon ja funktio g(z,y) = x - y rikkoo additiivisuusehdon. Matemaat-
tisesti téllaisten funktioiden optimointi on hankalampaa kuin lineaaristen,
koska optimi voi olla my6s muualla kuin kirkipisteissd. Esimerkiksi mini-
moitaessa funktiota f(z) = 22 vililld (—2,1), kirkipisteet vastaavat vilin
padtepisteitd, mutta minimi saavutetaan kun z = 0.

Esimerkki 15. Metallipajassa halutaan valmistaa metallilevysta 1,3 litran
vetoisia pyoreitd sidilykepurkkeja kiyttden mahdollisimman vdhdn metallia.
Purkeissa téytyy olla pohja ja kansi. Metallin leikkaamisesta ei synny huk-
kapaloja. Mitkd ovat parhaan mahdollisen séilykepurkin mitat millimetrin
tarkkuudella?

Tehtéavastd saadaan optimointitehtédvé, jossa r kuvaa pohjan sddetta ja y
lierion korkeutta senttimetreissé

min 2772 +2-7ry =270 (r + y)
s.t.  2mr?y = 1300
r,y >0

Ratkaistaan tehtdvd GeoGebralla. Koska GeoGebra ymmartaa syotetyt
funktiot vain muodossa f(x) = ..., muutetaan tehtévissi oleva yhtalorajoite
tdhan muotoon.

212y = 1300
1300
Y= o2

Samaan muotoon muutetaan myds minimoitava funktio, mutta annetaan
minimille ennen sitd parametrin a arvo, jolloin saadaan

2.l 42 mry =a

2'7rry:a—2-7r7‘2
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a—2-7mr?

v= 2.-7r

Nyt syotetddn tehtdvd GeoGebraan luomalla ensin "liuku” nimeltd a ja
syottamalld sen jilkeen ylld saadut yhtdlot ohjelman syottokenttdén. Téssd
ratkaisussa liu’un arvot kuuluvat vélille [0,500] ja ne ovat 0,05 véilein. Liséksi
liu'un ominaisuuksista on asetettu sen véri punaiseksi, paksuus 4:ksi, pituus
500 pikseliksi ja se on siirretty piirtoalueen alalaitaan. Syotettdessa yhtaloita
vaihdetaan muuttujan r nimi ja kirjoitetaan sen sijaan x, koska GeoGebra ei
hyviksy r:a4. Téssa ratkaisussa syotettiin ensin rajoite (f(z) vihredlld) ja sen
jalkeen kohdefunktio (g(x) siniselld). Tuloksena saatiin kuvan 4.1 kaltainen
tilanne.

14
12

10 1

\]

Kuva 4.1: Esimerkin 15 alkutilanne.

Seuraava vaihe ratkaisussa on siirtdd liukua niin, ettd f(z) ja g(x) kos-
kettavat toisiaan koordinaatiston ensimmaéisessd neljidnneksessd, missd x ja
y ovat positiivisia. Kuvassa 4.2 on kuva tilanteesta, jossa aletaan olla ldhelld
oikeaa arvoa.

Muuttamalla liu'un vélid ja askelpituutta véliksi [413,417] askelpituudel-
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Kuva 4.2: Esimerkin 15 etsintdvaihe.

la 0.01 ja tarkentamalla kohtaan, jossa kédyrdt nédyttévit yhtyvén, huoma-
taan ettd minimi on noin 415,4 cm?. Kiyttamailld kahden objektin leikkaus-
pisteen merkitsemista, saadaan likimain pisteet (4,70759; 9,3361), (4,68118;
9,44175), kun minimi olisi 415,39 cm?. Voidaan havaita, etti xm arvo on
valilla [4,68; 4,71], joten r = = ~ 4,7cm. Samoin voidaan padtelld, ettd
y ~ 9,4cm, vaikka tdma arvo hipookin riittdvin tarkkuuden rajaa.
Esimerkki oli melko tyolds, koska kdyrat 1ahestyivit toisiaan hitaasti, eiké
yksittaisen leikkauspisteen 16ytdminen ollut helppoa. Suoritus on kuitenkin
hyvé ohjelmalta, joka ei ole edes suunniteltu optimointia varten. Mielen-
kiinnon vuoksi todettakoon, ettd OpenOfficen NLP-ratkaisin® 16ysi saman
optimin 10,07 sekunnissa 198 laskentakierroksen jéalkeen, mutta vasta kun
yhtélorajoite oli muutettu epayhtiloksi 272y > 1300, eli sitd oli relaksoitu.
Relaksoimiseen palataan osiossa 6.1 sivulla 92. Ilman tatd muutosta lasken-
ta padsi 4000 kierroksen jalkeen vasta minimin arvoon, joka oli yli 600. Ero
johtunee siitd, ettéd kiytetty algoritmi on evoluutiota jéljitteleva ja toimii pa-
remmin, kun saa "lilkkumatilaa”. Yhtélorajoite kahlitsee arvojen muutokset

'Kiytossi oli Solver for Nonlinear Programming 0.9; Sun Microsystems; DEPS Evolu-
tionary algorithm.
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vksittaiselle suoralle, kun taas epdyhtdlé antaa satunnaisille muutoksille ja
parantaville suunnille enemmaén vaikutusta. Osiossa 5.3.2 todetaankin, ettei-
vat geneettiset algoritmit toimi erityisen hyvin rajoitetuissa tilanteissa.

4.2 Monitavoiteoptimointi

Monitavoiteoptimoinnissa on useita optimointitavoitteita. Tahin asti kési-
teltyihin ongelmiin ndhden monitavoiteongelmat ovat joka suhteessa hanka-
lampia, koska niihin harvemmin on yhta oikeaa ratkaisua. Usein optimoin-
nin kohteena olevat asiat ovat jopa eri suureita tai niille on hankalaa edes
madrittad suuretta.

Tutustutaan ensin tehokkaan pisteen kisitteeseen. Tehokas eli Pareto op-
timaalinen piste on sellainen sallittu piste, joka on kaikkien kriteerien suhteen
ainakin yhtd hyvé kuin mikd tahansa muu piste. Voidaan my06s sanoa, etta
tallainen piste on dominoimaton, eli mikdan piste ei dominoi sitd. Tehokas
piste ei ole yksikésitteinen optimi, jos on olemassa pisteitd, jotka tuottavat
jonkin Kkriteerin suhteen paremman arvon, vaikka muiden kriteerien arvot
olisivat heikompia. Téllainen tapaus on esimerkissd 16. Tehokkaita pisteité
kiytetddn osana muita monitavoiteoptimoinnin ratkaisutyyleja.

Monitavoiteoptimoinnista on syyta tietda kolme perustavaa ratkaisutyy-
lid.

Leksikografisessa optimoinnissa eri tavoitteita painotetaan niin, etta jot-
kin niistd ovat toisia térkedmpiéd. Tehtdva ratkaistaan ensin térkeim-
mén tavoitteen suhteen ja kiinnitetddn tavoitteeseen liittyvien muuttu-
jien arvot. Sen jalkeen tehtdvd ratkaistaan toiseksi tarkeimmén tavoit-
teen mukaan kiinnitetyilld arvoilla ja kiinnitetdan tdhankin tavoittee-
seen liittyvat arvot. Niin jatketaan kunnes kaikki tavoitteet on kéyty
léapi tai kaikkien muuttujien arvot on kiinnitetty.

Tavoiteoptimointi on suosituimpia monitavoiteoptimointitehtévien ratkai-
sumenetelmid. Siiné jokaiselle tavoitteelle maéritetdan raja, johon pyri-
tddn, mutta joka voidaan tarvittaessa ylittdd. Saatujen ratkaisujen pa-
remmuutta arvioidaan silld, miten kaukana tavoitteet ovat niille asete-
tuista rajoista. Tavoitteille voi tdssé menetelméssé myos antaa erilaiset
painotukset niin, ettd jonkin tavoitteen toteutuminen on térkedmpad
kuin toisten.

Painokerroinmenetelmi on myos erittdin suosittu toimintatapa monita-
voiteoptimoinnissa. Siind pyritddn muotoilemaan kaikki tavoitteet ja
muuttujat siten, etti sopivasti painottaen niitd voidaan verrata keske-
nddn. Niin saadaan yksitavoitteinen optimointitehtdva. Menetelmin
ongelmana on sopivien painotuskertoimien l6ytdminen ja se, ettd ta-
voitteiden arvojen vertaaminen keskenddn voi olla hyvin hankalaa tai
mielipidekysymys.
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Esimerkki 16. Marsiin suunnitellaan avaruuslentoa ja sen aikana térkeys-
jarjestys on 1) eloonjddminen ja terveys, 2) psyykkinen terveys, 3) varus-
teiden kunto ja 4) mukavuus. Alukseen voidaan ottaa kahdeksaa erilaista
hyodyketté, joilla on vaikutuksensa edelld mainittuihin asioihin taulukon 4.1
mukaisesti. Hyodykkeiden yhteispaino saa olla korkeintaan 2000 kg. Mita
kannattaa ottaa mukaan ja miten paljon?

Vaikutus/kg

Hyodyke Maéaard Enimméismadrd |1 2 3 4
1 x1 400 4 3 0 1

2 x2 150 5 2 0 0

3 x3 100 01 1 3

4 x4 500 0 0 4 1

5 x5 400 3 1 1 2

6 Z6 300 0 5 4 4

7 x7 250 0 0 1 3

8 xg 100 0 0 0 4

Taulukko 4.1: Esimerkin 16 avaruuslennolle otettavien hyddykkeiden tietoja.

Kun ratkaistaan tdmai tehtdva leksikografisesti, saadaan neljd optimoin-
titehtdvéd, jotka ratkaistaan perdkkiin. Niistd ensimmaéinen on

max 4x1 + dxg + 3x5
st. x1+xa+z3s+a4+ 25+ 26+ 27+ 28 <2000
I S 400
z9 < 150
z3 <100
x4 <500
Is < 400
zg < 300
x7 <250
zg < 100
I1,X2,L3,T4,T5,T6,L7,T8 > 0

Ratkaisuksi saadaan arvot z1 = 400,zo = 150, z5 = 400. Kiinnitetain
nyt ndmé arvot ja siirrytddn seuraavaan optimointitehtdvadn. Kohdefunk-
tiosta voidaan jattad vakiot pois, koska ne eivit vaikuta maksimin sijaintiin.
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max 3+ 5xg
s.t. 400 + 150 4+ z3 + x4 + 400 + x¢ + 7 + g < 2000
x3 <100
xq4 <500
xg < 300
x7 < 250
xg < 100
T3,T4,L6,L7,T8 > 0

Optimi on kohdassa z3 = 100, x4 = 300 ja téssé vaiheessa hyodykkeitd on
valittu mukaan 1350kg. Voidaan kiinnitt&da saadut arvot ja siirtyd seuraavaan
vaiheeseen.

max 4x4 + x7
st 1350 + x4 + x7 + 28 < 2000
x4 < 500
x7 < 250
xg < 100
T4, 7,28 > 0

Maksimi on kohdassa z4 = 500,27 = 150, jolloin koko kapasiteetti on
kiytetty. Hyodykettd 8 ei siis tule mukaan, eikd neljatta optimointitehtéavaa
tarvitse ratkaista. T&lloin kriteerien arvot ovat 3550, 3500, 3850 ja 3650, kun
suurimmat mahdolliset arvot ovat 3550, 3500, 3950 ja 4350. Optimipiste siis
on x1 = 400,z = 150,23 = 100,24 = 500,25 = 400,x¢ = 300,27 =
150,z = 0 ja kyseessd on tehokas piste, mutta ei yksikésitteinen optimi,
koska esimerkiksi x; = 400,z5 = 50,3 = 100,24 = 500,25 = 400,x¢ =
300, 27 = 200,zg = 50 tuottaa paremman mukavuuskriteerin arvon, mutta
silloin tdrkedmpien kriteerien arvot eivit endd ole yhtd hyvia.

4.3 Diskreetit optimointitehtavat

Diskreetti tarkoittaa epdjatkuvaa ja niinpd diskreeteissé optimointitehtévis-
sd kaikki pddtosmuuttujat saavat arvoja epdjatkuvasta joukosta. Esimerkik-
si reaalilukujen joukko on jatkuva, mutta kokonaislukujen tai murtolukujen
joukot eivit ole. Niin siis mikd tahansa kappaletavaraa késittelevd optimoin-
titehtdvé, joka ei salli yksittdisten kappaleiden pilkkomista, on diskreetti.
Hyvana esimerkkind voisi toimia tehtdvd, jossa kisitellddn ihmisten mé&a-
rad ja lineaarisesti ratkaistuna saadaan tulokseksi 9,65. Téllainen tulos ei
ole jirkevi, koska 0,65 ihmistd on usein mahdoton mitata?. Niinpi tehti-
va kannattaa ratkaista kokonaislukuoptimoinnilla, joka on osa diskreettid

2John James Rambolta se saattaa onnistua, mutta ei puhuta siit.
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optimointia. Useimmat diskreetit optimointitehtévit sisdltavitkin joko ko-
konaislukumuuttujia tai bin&irisid muuttujia. Jos osa paatdsmuuttujista on
diskrettejd ja osa jatkuvia, puhutaan sekalukuoptimoinnista tai lyhyemmin
sekaoptimoinnista.

Bindiriset tai diskreetit tehtdvit saattavat aluksi kuulostaa helpoilta,
koska niissd muuttujien ja mahdollisesti funktion arvojen joukot ovat ra-
jatumpia. Tama pitdd kuitenkin paikkansa ldhinné vain raa’an voiman tai
taydellisen luetteloinnin menetelmid kiytettiessa, jotka ovat yksinkertaisia
ja usein tehottomia menetelmid. Ongelman aiheuttaa se, ettei kohdefunktio
ole jatkuva valttdméttd yhdessdkdan pisteessd, joten useiden menetelmien
kiyttamia derivaattoja ei voida laskea. Lisdksi funktion kiyttaytymistd voi
olla hankala ennakoida. Esimerkiksi funktio |sin(z)| saa taulukkossa 4.2 esi-
tetyt arvot, kun x = 1,2,...,10.

x sin(x) x sin(x)

1] 0,84147... 6 | 0,27941. ..
21 0,90929. .. 7 | 0,65698. ..
3| 0,14112... 8 10,98935...
4 10,75680... || 9 | 0,41211...
51 0,95892... | 10 | 0,54402. ..

Taulukko 4.2: Eriitd funktion |sin(z)| arvoja.

On siis hankalaa arvata, saadaanko seuraavassa pisteessé parempi vai
huonompi arvo. Tietenkin funktion kulun tuntemista voi kiyttaa apuna tis-
sé, ja sddnnollisen trigonometrisen funktion tapauksessa se on helppoa. Epa-
sdannollisten funktioiden tapauksessa diskreetti optimointi voi kuitenkin olla
hyvin hankalaa.

4.3.1 Selkireppu- ja budjetointiongelmat

Selkdreppuongelmat (engl. knapsack) ovat saaneet nimensé tehtévisté, jossa
retkeilijan tai kullankaivajan taytyy valita kaikkein arvokkaimmat tavarat
mukaan otettaviksi. T&ll6in joko repun tilavuus tai paino tulee rajoitteeksi.
Yleisemmin pitéd siis valita paras mahdollinen joukko kohteita, ominaisuuk-
sia, projekteja tai investointeja ylittdmétta resurssirajoitusta ja kelpuutta-
matta osittaisia ratkaisuja. Nykyoptimoinnissa selkdreppuongelmilla tarkoi-
tetaan lineaarista kokonaislukuoptimointitehtdvéid, jossa on vain yksi rajoi-
tus.

Esimerkki 17. Tehtaan kokoonpanolinjan nopeutta halutaan tehostaa ja
on esitetty seitseméad erilaista muutosta, joiden vaikutukset on esitetty tau-
lukossa 4.3.

29



Muutos j 1 2 3 4 ) 6 7
Kustannus (1000 eur.) 44 94 12,0 542 19,2 8,7 352
Nopeuden lisdys (1000 kpl/h) | 3 7 11 78 43 15 30

Taulukko 4.3: Esimerkissa 17 olevan tehtaan mahdolliset muutokset.

1. Mikd on maksimaalinen nopeuden parannus, kun kaytossd on 55000
euroa?

2. Miten saadaan mahdollisimman halvalla vahintdan 50000 tuotteen li-
sdys tunnissa?

Valitaan ensin paatosmuuttujiksi

- 1, jos muutos j toteutetaan
771 0, muuten.

1. Nyt saadaan optimointitehtava

max 3x1 + Txo + 1lxs + 78x4 + 4325 + 15x¢ + 3027
s.t.  4,4x1 4+ 9,4xo + 1223 + 54, 214 + 19, 225 + 8, Txg + 35,2207 < 55
xl,...,x7:0\/1

2. Nyt tehtéva on tavallaan kidnteinen edelliseen ndhden ja saadaan

min 4,4x1 + 9,4x9 + 12x3 + 54, 224 + 19, 225 + 8, Txg + 35, 227
s.it. 3x1 4+ Txo + 1lxg + 78x4 + 43x5 + 15x26 + 3027 > 50
z1,...,x27=0V1

Esimerkiksi OpenOffice on kykeneva ratkaisemaan tallaiset tehtéavét, mut-
ta niiden ratkaiseminen on helppoa myos kisin. Seuraavaksi ratkaistaan ede-
lisistd tehtéavistd ensimmaéinen kynalld ja paperilla.

Lasketaan jokaiselle muutokselle hyctysuhde h; = 2—;, missé ¢; on nopeu-
den lisdys ja a; hinta. Néin saadaan taulukon 4.4 arvot.

Muutos j 1 2 3 4 5 6 7
Hyodtysuhde | 0,6... 0,7... 09... 14... 22... 1,7... 08...

Taulukko 4.4: Esimerkissd 17 olevien mahdollisten muutosten hyotysuhteet.

Nyt valitaan niin monta muutosta kuin mahdollista, aloittaen siitd, jonka
hy6tysuhde on paras ja saadaan muutokset 5, 6, 3, 2 ja 1, jolloin kokonais-
kustannus on 53 700 euroa ja nopeuden lisdys on 79 000 kappaletta tunnissa.
Tallaista menettelyd voidaan kutsua "ahneeksi”, koska se ottaa mukaan aina
sen vaihtoehdon, joka néyttdéd parhaalta ajattelematta kokonaisuutta.

60



Tama menetelmd voi kohdata ongelmia, jos "muutosten” joukossa on jo-
kin hyvin lahelld sallittua hintaa oleva tyo, jonka hyotysuhde on melko hyva,
mutta ei paras. Téllainen tilanne saataisiin, jos esimerkiksi muutos nro. 4
toisi nopeuden lisdystd 90 000 kappaletta eikd 78 000. Olkoon tdma osoitus
paatoksentekijan ja tulosten jarkevén tulkinnan tarkeydesta.

Jalkimmaisen tehtdvan ratkaisuksi saadaan muutokset 5 ja 6, jolloin no-
peus lisdantyy 58 000 kappaleella tunnissa ja kustannus on 27 900 euroa.

Pidoman budjetoinnissa on kyse moniulotteisesta selkdreppuongelmasta.
Tamai on tilanne, jos on useita rajoituksia tai useita suunnittelukausia, kuten
vaikkapa esineen paino ja tilavuus reppua pakattaessa. Niiden liséksi voi
olla vield joitakin toisensa poissulkevuusehtoja, tai jokin projekti tai tavara
on otettava mukaan ennen jotakin toista, eli niilld on edeltdjdirelaatio. Jos
projektit [ ja k ovat toisensa poissulkevat, voidaan tdmé esittda rajoituksella
i +x; < 1. Jos taas projektin n edellytyksend on projekti m, saadaan tasta
rajoitus x, < xpy,.

Kokkareiset ongelmat

Kokkareisissa (engl. lumpy) ongelmissa on mukana rajoituksia, jotka ovat
joko-tai -tyyppisia tai kohdefunktioon liittyy kiinteé aloituskustannus. Esi-
merkiksi uuden tuotantolinjan ylésajoon kuluu aikaa ja rahaa jo ennen kuin
se tuottaa yhtddn mitdén. Kokkareiset ongelmat muistuttavat siis hieman
budjetointiongelmia.

Kokkareen muodostaa esimerkiksi muuttuja, josta on valittava kaikki tai
el mitddn, eli

_ { uj, jos x; valitaan
T4 =
0, muuten.

Téllaisessa tapauksessa voidaan ottaa kidyttoon binddrinen muuttuja y; =
0V 1 ja kirjoittaa x; = u;y;.

Toisenlaisen kokkareen muodostaa muuttuja, jolla on kiinted aloituskus-
tannus, eli muuttujasta x; aiheutuu kustannus

N ) oaj+ iz, josx; >0
flaj) = { 0, jos z; = 0.

Téssd aj on kiinted aloituskustannus ja c; jokin vakio. Téllainen kokkare
voidaan mallintaa ottamalla kiytt6on uudet padtosmuuttujat

)1, kunz; >0
I 0, iL‘jZO.

Naiden avulla voidaan kohdefunktiota muokata niin, ettd f(x;) = ajy; +
cjrj. Taytyy myos kytked muuttujat x; ja y; toisiinsa lisidmaélla tehtiviin
rajoituksia x; < u;y;, missd u; on niin suuri parametri, ettei x; voi ylittadd
sitd. Néin x; ei voi olla positiivinen kun y; = 0.
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4.3.2 Verkko-ongelmat

Kaikista optimointiongelmista verkko-ongelmat saattavat olla helpoimpia
ymmartdd intuitiivisesti. Havainnollistetaan tétd hieman: Lukijaa pyyde-
tddn ajattelemaan jotakin usein kuljettua matkaa, kuten koulu- tai tyomat-
kaa. Miké on paras reitti kyseiselle matkalle? T&mé& on erddnlainen verkko-
ongelma, jossa tiet, kadut tai huoneet muodostavat verkon, jonka risteyksien
valilld kuljetaan. Jokaisen risteysparin véliselle reitille pystytadn méaaritta-
madn matka ja siihen kulunut aika. Paras reitti on usein lyhin tai nopein
reitti, jolloin ongelmaa sanotaan lyhtmmdn tien ongelmaksi. Koska kyseessa
on helposti ymmarrettava ongelma, kisitellidn sitd esimerkin avulla.

Esimerkki 18. Alla olevassa kuvassa on esitetty joidenkin Suomen kaupun-
kien summittaiset sijainnit ja etdisyydet toisistaan nopeinta reittia pitkin.
Kuvaan on my6s merkitty kaupunkien véliseen matkaan kuluva aika nopein-
ta reittid pitkin. [19] Lahettiyritys toimii Helsingistd ja toimittaa ldhetyksid
sieltd Turkuun, Poriin, Tampereelle, Jyviskylddn ja Vaasaan.

Vaasa

Jyvaskyla

Pori 270 km

Turku 170 km Helsinki

Kuva 4.3: Joitakin Suomen kaupunkeja ja niiden vélisid etéisyyksid. [19]

Miké on lyhin reitti lahetykselle Vaasaan? Entd Poriin?

Koska kyseessd on pienehko kartta todellisesta maailmasta, on houkutte-
levaa kisitelld ensimmaisté kohtaa kuten mitéd tahansa karttaa, ja tamé oli-
sikin toimiva ldhtokohta. Matemaattisen optimoinnin kannalta on kuitenkin
mielekkdampad tutkia sitd hieman eri tavalla. Tarkastellaan seuraavaksi hie-
man verkkojen teoriaa ja palataan sen jilkeen ongelman pariin esimerkissa
19.

Verkko-ongelmien kisittely ei ole vain optimoinnin alla, vaan verkko-
ja késitelldadn myos tietojenkésittelytieteessd ja on olemassa graafiteoriaksi
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kutsuttu matematiikan ala, joka keskittyy pelkdstdan verkkojen eli graafien
tutkimukseen [3]. Koska verkot ovat néin suosittuja, myos termisto saattaa
hieman vaihdella ldhteesta riippuen. Perustermit ovat kuitenkin usein samat.
Ne kéydaan lapi seuraavaksi.

Verkko eli graafi (engl. graph) koostuu solmuista ja niitd yhdistévistd kaa-
rista. Kuva 4.3 on esimerkki graafista.

Solmu (engl. node, vertex, point) on graafin piste. Kuvassa 4.3 kaupungit
ovat graafin solmuja.

Kaari (engl. edge, line, link) on reitti tai linkki kahden solmun vélilla. Ku-
vassa 4.3 tiet ovat graafin kaaria. On mahdollista, ettd kaari tekee sil-
mukan niin, ettd alku- ja lahtésolmu ovat sama solmu, mutta sellaisiin
tapauksiin tuskin optimoinnissa tormé&taan.

Kaaren paino (engl. weight) on luku, joka kuvaa kustannusta tai tilan
muutosta kuljettaessa kaarta pitkin solmusta toiseen. Jos kaarten pai-
noja ei ole merkitty, jokaisen kaaren paino on yksi. Kuvassa 4.3 jokai-
sella kaarella eli tielld on paino, joka on merkitty kilometreina.

Solmun naapureita (engl. neighbour) ovat ne solmut, joihin péésee kul-
kematta toisten solmujen kautta. Kuvassa 4.3 Turun naapureita ovat
Helsinki, Tampere ja Pori.

Suunnattuja kaaria voi kulkea vain yhteen suuntaan, ja niitd kutsutaan
usein nuoliksi, koska ne piirretdan nuolina. Jos graafissa on suunnat-
tuja kaaria, se on suunnattu graafi (engl. directed graph). Kuvassa 4.3
ei ole suunnattuja kaaria, mutta niitd voisi olla, jos kartassa olisi yksi-
suuntaisia teita.

Polku (engl. path) on reitti tai kaarten jono polun ensimmaéisesté solmusta
viimeiseen. Kuvassa 4.3 eréds polku on Pori-Vaasa-Jyviaskyld-Helsinki.

Sykli (engl. cycle) on polku, jonka alku- ja loppusolmu ovat sama solmu.
Kuvassa 4.3 erés sykli on polku Turku-Pori-Vaasa-Tampere-Turku.

Puu (engl. tree) on verkko, jossa ei ole sykleja. Yleisesti ottaen syklittomét
verkot ovat helpompia késitelld kuin syklilliset.

Koska termit yksinddn eivdt ratkaise mitddn, tarkastellaan seuraavaksi
algoritmia lyhimmén tien etsimiseen. Kyseessé on Djikstran algoritmi [7], ja
se toimii, kun verkossa ei ole lainkaan negatiivisia painoja. Algoritmi kertoo
etaisyydet yhdestd solmusta kaikkiin muihin. Vaihtoehtoisia algoritmeja oli-
sivat Bellman-Ford, Floyd-Warshall, Prim tai Kruskal. Algoritmit on usein
nimetty niiden keksijin mukaan.
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(Alustus) Alkusolmuna on s, Kreikkalainen kirjain 'nyy’ v kuvaa etéi-
syytta ja ¢ graafin solmujen indeksinumeroa. Asetetaan

V[i]<—{ 0, josi=s

oo, muulloin.

Merkitaén kaikkien solmujen etéisyydet viliaikaisiksi ja kiinnitetdin
seuraavaksi solmun p < s etéisyys.

. (Prosessointi) Merkitaan solmu p kiinnitetyksi ja jokaiselle siitd kiinnit-

taméttomain solmuun 4 1ahtevélle nuolelle (p, i) paivitetddn etdisyydet
v[i] < min{v[i], v[p] + cpi},

missd c¢p; tarkoittaa solmusta p solmuun ¢ menevén nuolen painoa. Jos
v[i] muuttuu, asetetaan i:lle edeltdji d[i] « p.

(Lopetus) Jos viliaikaisia solmuja ei endd ole, lopetetaan. Arvot v[i]
ilmoittavat lyhimmét etédisyydet solmuun <.

(Seuraava kiinnitetty solmu) Kiinnitetdén seuraavaksi se solmu p, jonka
valiaikainen etdisyys on pienin, toisin sanoen

vlp] = min{v[i] | 7 véliaikainen}.

Tamén jalkeen palataan vaiheeseen 1.

Esimerkki 19. Palataan esimerkin 18 kisittelyyn. Sovelletaan Djikstran
algoritmia selvitettdessd lyhimmét reitit Helsingistd kaikkiin muihin kau-
punkeihin. Kannattaa kuitenkin laskea etdisyydet vain kaupunkeihin, joihin
on toimituksia. Indeksoidaan kaupungit seuraavasti: 1=Helsinki, 2=Turku,
3=Pori, 4=Tampere, 5=Jyviskyld ja 6=Vaasa. Algoritmin toiminta on esi-
tetty taulukoissa 4.5 ja 4.6.

solmu Kokonaismatkat

p vl v2] v[3] vl4] vl5] vl6]
- 0 00 00 00 '9) 9]
1 0 170 oo 178 270 o0
2 0 170 310 178 270 oo
4 0 170 290 178 270 419
5 0 170 290 178 270 419
3 0 170 290 178 270 419
6 0 170 290 178 270 419

Taulukko 4.5: Esimerkissé 19 kéytetyn algoritmin 16ytdmét kokonaisetaisyy-

det.
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solmu Solmujen edeltdjit
dll] d[2] d[3] d[4] d
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Taulukko 4.6: Esimerkissd 19 kiytetyn algoritmin 16ytdméat edeltédjat.

Taulukot saattavat néyttdd hieman sekavilta, joten valotetaan niiden si-
sdltod hieman. Kokonaisetédisyytta etsiva taulukko 4.5 esittdd tilanteen sol-
mu solmulta korvaten aiemman etdisyyden uudella, jos on loydetty lyhyempi
reitti. Edeltdjien taulukko 4.6 puolestaan kertoo, minké solmujen kautta ly-
hin 16ydetty reitti kuhunkin solmuun kulkee. Kunkin sarakkeen arvo kertoo,
missé solmussa on kiytéva ennen sarakkeen kuvaamaa solmua, jotta reitti
olisi lyhin mahdollinen. Siispd lyhin reitti on oikeastaan ilmoitettu taulukos-
sa takaperin.

Siispd lyhimmét reitit, joita kysyttiin ovat Helsinki—Tampere— Vaasa
419 km ja Helsinki—Tampere—Pori 290 km.

Joskus graafeissa esiintyy ominaisuuksia, jotka joko hankaloittavat tai
helpottavat niiden késittelyé. Jos graafissa on suunnattuja kaaria tai nuolia,
eli kyseessd on suunnattu graafi, voi syntyéd tilanteita, joissa jostakin solmus-
ta ei padstd endd pois tai solmuun saapuu useita nuolia, mutta siitd ldhtee
vain yksi. Téllaiset tilanteet voivat tehd& joistakin algoritmeista kayttokel-
vottomia.

Jos graafissa esiintyy negatiivisia painoja, optimoinnissa voi ilmeté yl-
lattavia ongelmia. Tarkastellaan alla olevaa graafia ja pyritddn loytdméaan
lyhin tie solmusta A solmuun E. Melko nopeasti huomataan, ettéd lyhin reitti
positiivisilla painoilla on A-B-E, jonka pituus painojen mukaan laskettuna
on 2. On kuitenkin olemassa d#reton maard parempia reittejd, kuten A-B-
C-E, jonka pituus on -7, sekd A-B-E-C-B-E painolla -15. Koska graafissa on
olemassa negatiivinen sykli, sitd kannattaa kulkea hamaan ikuisuuteen as-
ti. Tallaiset tapaukset ovat todellisuudessa niin harvinaisia, ettd malli on
lahes varmasti vaérin rakennettu. Siispd minimoitavissa verkko-ongelmissa
kannattaa vélttad negatiivisia painoja tai ainakin negatiivisia sykleja.

Kauppamatkustajaongelma

Kauppamatkustajaongelma (engl. traveling salesman problem) on luultavas-
ti kuuluisin verkko-ongelma. Siind kauppamatkustaja haluaa kidyda kaikissa
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Kuva 4.4: Graafi, jossa yhdelld kaarella on negatiivinen paino.

jonkin alueen kaupungeissa tasan kerran ja palata ldhtopaikkaansa mahdol-
lisimman lyhyttd tietd pitkin. Kaikista kaupungeista on yhteys kaikkiin mui-
hin ja ndmé etdisyydet tiedetddn. Téllaisesta tiedosta on hyotyéd esimerkik-
si logistiikassa. Taman ongelman muunnelma on esimerkiksi kysymys: Missé
jarjestyksessé piirilevyyn kannattaa porata tietty méaéra reikia tiettyihin koh-
tiin, jotta poraa tarvitsisi lilkuttaa mahdollisimman vah&n? T&m& saattaa
kuulostaa mitattomalta, mutta elektroniikan liukuhihnaty6ssd poraaminen
saattaa joskus olla hitain vaihe ja néin hidastaa tuotantoa.

Ongelma on hyvin vaikea ratkaistavaksi tietokoneella ja se onkin niin
kutsuttu NP -téydellinen ongelma. Vaikeus piilee siind, ettd jos kaupunkeja
on n kappaletta, jokaisesta niistd voidaan paistd n—1 kaupunkiin, ja erilaisia
reittejd on (n — 1)! kappaletta. Siispé viidelle kaupungille reitteji on 4! =
24, kymmenelle 362880 ja 15:lle jo yli 87 miljardia. Ei siis liene yllétys,
ettd on kehitetty useita menetelmié, jotka etsivit parasta reittid kiymétta
kaikkia vaihtoehtoja ldpi. Vaikeuksista huolimatta tyon alla on ratkaisu jopa
koko maailman kauppamatkustajaongelmaan. Lisdtietoja aiheesta saa muun
muassa alla olevista osoitteista.

e Kauppamatkustajaongelma suomeksi (suppea):
http://fi.wikipedia.org/wiki/Kauppamatkustajan_ongelma

e Kauppamatkustajaongelma englanniksi (laaja):
http://en.wikipedia.org/wiki/Travelling_salesman_problem

e Koko maailman kauppamatkustajaongelma:
http://www.tsp.gatech.edu/world/
Pisimmain tien ongelmat

Kuulostaa arveluttavalta etsid verkosta pisinté tietd, jos verkko kuvaa kart-
taa. Niin se onkin. Verkko voi kuitenkin kuvata paljon muutakin kuin kart-
taa: se voi kuvata ldhes mitd tahansa tilannetta, jossa siirrytdén vaiheesta
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toiseen, kuten reseptid, suurta rakennusprojektia tai matematiikan opiskelua.
Talloin on usein kannattavaa merkitd projektin vaiheet solmuiksi ja niiden
valilld siirtyminen nuoliksi niin, ettd nuolet kulkevat projektin alkuvaiheis-
ta loppua kohti. Nuolien painolla voidaan kuvata tarvittua aikaa. Seuraava
esimerkki havainnollistaa taté.

Y1la kuvatussa tilanteessa koko projektin kesto saadaan etsimilld pisin
polku projektin alusta loppuun. Tata polkua kutsutaan kristtiseksi polukst,
koska jos polun vaiheissa tapahtuu viivastys, koko projekti viivastyy. Kriit-
tiselle polulle kuulumattomat vaiheet voivat jonkin verran myohéstyé, eli
niilla on pelivaraa.

Esimerkki 20. Jauhelihapizzan valmistuksessa vaaditaan taulukossa 4.7
esitetyt vaiheet.

Numero Tyo Kesto (min) Edeltdja

1 Pohjan valmistus 35 -

2 Sipulin ja yrttien hienontaminen ) -

3 Tomaattikastikkeen valmistus 10 2

4 Jauhelihan valmistus 15 2

) Uunin [Ammittdminen 20 -

6 Taytteiden levittdminen 3 1,3,4
7 Paistaminen 13 5, 6

Taulukko 4.7: Jauhelihapizzan valmistusvaiheet esimerkissé 20.

Taulukosta 4.7 voidaan muodostaan verkko, jossa on alku- ja loppusol-
mun lisdksi 7 vaiheita kuvaavaa solmua. Jos solmulla ei ole edeltdjéa, ve-
detdédn siihen nuoli alkusolmusta painolla 0. Jos taas solmu ei ole minkdan
solmun edeltdjé (eli silla ei ole seuraajaa), vedetdén siitd nuoli loppusolmuun
painolla 0. Niin saadaan alla oleva verkko.

Kuinka kauan pizzan valmistus vahintddn kestdd, kun samaan aikaan
kdynnissd olevien vaiheiden méaéré ei rajoita sitd? Tamé selvidd etsimalld
verkosta pisin tie alkusolmusta loppusolmuun. Tdhé&n voisi kiyttéda Leipalédn
esittelemdd algoritmia monisteen |7| sivulta 114 tai kaikki polut voisi luette-
loida ja valita niisté pisimmén. Talld kertaa ongelmamme on kuitenkin niin
pieni, ettd pisin tie on helppoa nahdé ja paatelld. Selvisti tarvitsee tarkas-
tella vain solmua 7 edeltdvdd osaa ja nuoli vaiheiden 1 ja 6 valilla pistda
silmé&n muita paljon suurempana: se on jopa suurempi kuin kolmen muun
perdkkiisen nuolen painot. Niinpa ei ole yllatys, ettd pisin tie on 1-6-7, jonka
pituus on 51. Tdmé& on myos kriittinen polku.

Missé vaiheessa on viimeinen hetki alkaa lammittda uunia, ilman etta se
hidastaa pizzan valmistumista? Pizzan valmistamiseen kuluu vahintdan 51
minuuttia. Uunin pitdd olla valmis ennen vaihetta 7, josta valmistumiseen
kuluu vield 13 minuuttia, joten uunin lammitykseen on aikaa 51 — 13 = 38
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Alku Loppu

Kuva 4.5: Esimerkin 20 tilennetta kuvaava graafi.

minuuttia. Uunin ldmmitykseen tarvitaan kuitenkin vain 20 min, joten sen
aloittamista voidaan viivyttdd 38 — 20 = 18 minuuttia pizzan valmistami-
sen aloittamisesta. Tarkistuslaskulla 18 4 20 4+ 13 = 51 voidaan todeta, etta
uunin l&mmitys todella on aloitettava viimeistddn 18 minuuttia pizzan val-
mistuksen alettua. Siispad voidaan sanoa, ettd uunin ldmmitykselld on 18 min
pelivaraa.

Téasséd vaiheessa ei keskitytéd tdméan enempéd pisimmén tien loytamiseen
tai pelivaraan. Mainittakoon kuitenkin, ettd pelivaraa on useita tyyppejé,
pisimmén tien loytdmiseen tarvittava algoritmi ei valttdméttd ole monimut-
kainen ja ettd pisimpédén tiehen voivat liittyd myo0s eri tyovaiheiden vaatimat
resurssit. Lisétietoa saa muun muassa Leipéldn monisteesta [7] sivuilta 113-
118.

Virtausongelmat

Tarkkaan ottaen verkko-ongelmat ovat erikoistapauksia virtausongelmista.
Tahanastisissa tapauksissa on vain oletettu, ettd kun loydetdén paras tie,
sitd voidaan kiyttdd miten paljon tahansa. Témaé ei kuitenkaan aina vastaa
todellisuutta: tielld ei voi kulkea rajattomasti autoja ilman etté se ruuhkau-
tuu. Virtausongelmissa nuolilla on painon sijaan kustannus ja kapasiteett,
jotka kuvaavat reitin kulkemisen hintaa tavarayksikkod kohden ja tavaran
tai vastaavan suurinta sallittua méiraa. Lisdksi virtausongelmissa esiintyy
uudentyyppisia solmuja: [dhteitd, jotka tuottavat "tyhjéstd” verkossa virtaa-
vaa tavaraa, ja mieluja, jotka havittdvit sitd tavaraa “tyhjiin”. Néin verkko
esittdd tavaran kulkua, eikd sen valmistusta tai kulutusta.

Yleisin virtausongelma lienee sanahirvio minimikustannusvirtausongel-
ma, jossa pyritddn kuljettamaan ldhteiden tuotanto nieluihin niin, ettd ka-
pasiteetteja ei ylitetd ja kustannukset ovat mahdollisimman alhaiset. Téllai-
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nen ongelma voisi olla tehdas, joka toimittaa tuotteita useisiin kauppoihin.
Kaupat ovat eri etéisyyksilld, joten kuljetukset niihin ovat eri hintaisia, ja
my06s kysynnét vaihtelevat kauppojen kesken. Jos tdméa kuulostaa liian yk-
sinkertaiselta, lisdtaan yksi tai kaksi tehdasta ja muutama jakelukeskus, niin
virtausongelman selvittdminen alkaa vaatia asiaan perehtymista.

Maksimivirtausongelmassa pyritdan selvittdmiaéan, kuinka suuri jatkuva
virtaus on mahdollinen verkossa. Tamé edellyttas, ettd jokaisesta solmusta
ldhtee yhtd suuri virtaus kuin siihen tulee ja etté nuolille on méaratty maksi-
mikapasiteetit. Téllainen tieto on hyodyllistd, kun suunnitellaan esimerkiksi
evakuointisuunnitelmia: Kuinka kauan kestdd siirtaé tietty ihmismassa ulos
rakennuksesta tai kuinka monta ihmistd rakennukseen voidaan ottaa, jotta
heiddt voidaan saada ulos tietyssd ajassa.

On olemassa myos muita virtausongelmia. Lyhimmaé&n tien ongelma voi-
daan ratkaista virtausongelmana, jos ldhde tuottaa yhden tuotteen ja nielu
tarvitsee sen. Lyhimmaén tien 16ytamiseen on kuitenkin erityisesti siihen kehi-
tettyja tehokkaita menetelmid. On my6s ajasta rigppuvia virtavksia, joita voi-
daan tutkia muodostamalla joka tilanteesta oma solmunsa. Téllaiset ongel-
mat tulevat helposti hyvin suuriksi. Viimeisend mainittakoon usean tuotteen
wirtausongelmat, jolloin verkossa liikkuu useita tuotteita, jotka ovat mahdol-
lisesti eri ldhteistd. Esimerkkiné téllaisesta ongelmasta voisi kiyttdd usean
alueen jérjestelméd, jossa joiltakin alueilta menndén toisille t6ihin ja halu-
taan selvittdd tydmatkojen pituutta ja sitd mahdollisesti lyhentévié keinoja.
Virtausongelmia on késitelty enemmén muun muassa Leipdldn monisteessa
[7] sivuilla 136-153
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Luku 5

Optimointimenetelmista

On olemassa suuri méiré erilaisia optimointimenetelmia. Tamén on saatta-
nut huomata jo johdannossa olleesta ohjelmistoihin keskittyvista osiosta 1.2.
Lieneekin aiheellista pohtia, miksi on nédin monia menetelmid? Yksinkertai-
nen vastaus on: Koska ei ole keksitty taydellistd menetelméd. Kaikki mene-
telmét vaativat tehtavaltd jotakin, vdhintddn esitysmuodon suhteen. Jotkin
menetelmat vaativat toisia enemman, mutta ovatkin juuri tietyn tyyppisten
tehtivien ratkaisemisessa ylivoimaisia. Marko Mikeld! on sanonut: ”Jokai-
selle optimointimenetelmaélle voidaan konstruoida esimerkkitehtévi, jonka se
ratkaisee paremmin kuin mikd&n muu menetelmé.” Toisaalta Pursiheimo to-
teaa, ettd jokaiselle optimointialgoritmille voidaan kehittdéd tehtdva, jota se
el ratkaise ainakaan tehokkaasti [9].

On siis tiarkedd valita tehtdvan ratkaisemiseen oikeanlainen menetelma,
algoritmi ja ohjelmisto. Taméa valinta voi olla vaikea, mikili eri menetel-
mien tai ohjelmien ominaisuudet eivit ole selkeésti tiedossa. Siksi valinnan
tekemiseen on kehitetty apuvélineitd, kuten ohjelmien ja menetelmien omi-
naisuuksien taulukoita, joita l6ytyy muiden muassa sivulta 5 ja kirjasta [1].
Néiden lisdksi on olemassa myo6s niin kutsuttuja asiantuntijaohjelmistoja,
jotka pystyvit tunnistamaan optimointitehtdvan ja ehdottamaan tai valit-
semaan parhaan ratkaisumenetelman. Erds tillainen on sisillytetty Excelin
optimointialgoritmeihin. Osiossa 6.2.1 on my6s kerrottu lyhyesti algoritmien
paremmuuteen vaikuttavia asioita.

Téassa luvussa kiydaan padpiirteittain 1api joitakin yleisimpid ja kiinnos-
tavimpia optimointimenetelmii. Tavoitteena on antaa tiivis kokonaiskuva
kustakin menetelmistd, sen tehokkuudesta ja soveltuvuudesta. Yksinkertai-
simpia menetelmid késitellddin hieman syvéllisemmin.

LOptimoinnin professori Turun yliopistosta.
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5.1 Lahes intuitiivisista optimointimenetelmista

Monet optimointimenetelmé&t tarvitsevat tuekseen runsasta matemaattista
ymmaérrystd, ja tdméd tekee niistd tehokkaita. On kuitenkin olemassa me-
netelmid, jotka vaativat vain vihdn matemaattista perehtymistd ja mieli-
kuvitusta. Tésséd osiossa kisitellidn menetelmid, jotka ovat ehkdpa kaikkein
yksinkertaisimpia ja vaativat vdhiten esitietoja.

5.1.1 Raa’an voiman menetelma3 ja tdydellinen luettelointi

Kaikkein yksinkertaisin tapa loytaéd paras ratkaisu ongelmaan on tutkia kaik-
ki mahdolliset ratkaisut ja sen jilkeen vain valita niistd paras. Tatd kutsu-
taan tdydelliseksi luetteloinniksi. Tamén menetelmén suuri ongelma on siin,
ettd usein optimoitavalla funktiolla on ddrettomésti arvoja, eikd niité siis voi
kaikkia luetteloida. Téydellisestd luetteloinnista tulee huomattavasti kéyt-
tokelpoisempi, jos otetaan kiyttoon jokin tapa rajata luetteloitavien pistei-
den joukkoa. Esimerkiksi osiossa 2.2.3 mainittujen kirkipisteiden salliminen
luetteloitaviksi ja muiden jattdminen pois pienentdd &drettoméin joukon hel-
possa tapauksessa alle kymmeneen pisteeseen ja hankalassakin tapauksessa
vain tuhansiin pisteisiin. Jos funktion derivaatta tai gradientti (selitetdén si-
vulla 79) voidaan laskea, voidaan luetella niiden nollakohdat tai tehdd jopa
merkkikaavio ja luetella vain jarkevéat pisteet, jolloin tehtévén koko pienenee
selvésti. On kuitenkin mahdollista, ettd tehtdvin pienentdminen on hankalaa
tai ettd derivaatalla on d&dretdon méaard nollakohtia, kuten trigonometristen
funktioiden tapauksessa. Yksinkertainen ei usein ole tehokas.

Hyvin l&helld tdydellistd luettelointia on raa’an voiman menetelmd (engl.
brute force), jossa tutkitaan suuri médrd ongelmaan liittyvid arvoja ja vali-
taan niistd jonkin kriteerin mukaan paras. Talla tavalla ei saada valttaméatta
selville optimia, mutta sille voidaan saada hyvé likiarvo. Tama kuitenkin vaa-
tii, ettd tiedetddn optimin sijoittuvan jollekin vilille tai alueelle, ja se vaatii
kohdefunktiolta hieman sd&nndéllisyyttd. Jos ndmaé ehdot tayttyvat, voidaan
raa’an voiman menetelméa kiyttdd apuna haarukoitaessa funktion arvoja,
kuten seuraavaksi ndhdaan.

Esimerkiksi jos onnistutaan paikantamaan optimi vélille [0,1000], voi-
daan laskea funktion arvot 0,1,2,3,...,999,1000, jolloin optimin sijainti
saadaan vilille, jonka pituus on yksi. Nyt télle vélille voidaan laskea arvo-
ja niin, ettd kahden arvon etidisyys on vaikkapa 0,000001 ja ndistd arvoista
voidaan valita paras. Sitd voi jo vaittdd hyvéksi likiarvoksi, mutta jos tark-
kuus ei riitd, voidaan prosessia toistaa kunnes kiytettdvin laskumenetelmén
erottelukyky tulee ongelmaksi. Téllainen menetelma ei tietenkddn sovi kovin
hyvin muille kuin tietokoneille, mutta koska tietokoneet ovat nykyéan melko
tehokkaita, menetelmd on tiettyyn rajaan asti kiyttokelpoinen. Jos funktion
arvot ovat helppoja laskea, miljoonan arvon laskemiseen ja lapikiymiseen
voi kulua kotikdytossd olevalta tietokoneelta alle kaksi sekuntia. Tami ai-
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ka tietenkin riippuu kiytettévistd koneesta, ohjelmistosta ja laskettavasta
funktiosta. Jos funktio on tietokoneelle hankala, aika voi olla huomattavasti
pidempi. Koska yll& on kisitelty raa’an voiman menetelméd yksiulotteisessa
tapauksessa, késitelladn sitd seuraavaksi moniulotteisesti.

Esimerkki 21. Tilassa on kolme yhtd voimakasta &inildhdettd, joiden xy-
koordinaatit ovat (0,0), (300,300) ja (400,200), yksikkond cm. Mikrofoni ha-
lutaan asettaa niin, ettd sen dénildhteistd mitattujen etdisyyksien nelididen
summa on pienin mahdollinen. Eli mihin pisteeseen se tulisi sijoittaa, kun pa-
remmuuden mittana kdytetddn etdisyyden neliotd? Etdisyys selvidd Pytha-
goraan lauseella ja merkitsemélld mikrofonin sijaintia parilla (z,y), saadaan
seuraava rajoittamaton optimointitehtévé:

min  /Z2 + 52 + /(300 — 2)2 + (300 — 5)% + /(400 — )2 + (200 —y)2
= 22 4+ y% + (300 — )2 + (300 — )2 + (400 — x)% + (200 — y)2.

Valitaan nyt kokeiltavat pisteet niin, ettd xm arvot ovat valilla [0, 400]
ja kokeillaan niistd arvoja 50, 100, 150, 200, 250, 300 ja 350. Samalla tavoin
y:n arvoiksi valiltd [0,300] valitaan 50, 100, 150, 200 ja 250. Niistd saadaan
muodostettua taulukko 5.1 funktion arvoille.

y:n X:n arvot
arvot 50 100 150 200 250 300 350
20 275000 227500 195000 177500 175000 187500 215000
100 | 247500 200000 167500 150000 147500 160000 187500
150 | 235000 187500 155000 137500 135000 147500 175000
200 | 237500 190000 157500 140000 137500 150000 17750
250 | 255000 207500 175000 157500 155000 167500 195000

Taulukko 5.1: Esimerkissa 21 kiytetyn funktion arvoja.

Taulukon 5.1 arvot on laskettu OpenOfficella ja saman voi tehda tietenkin
my0s Excelilla. Funktio esimerkiksi vasemman yldkulman arvon laskemiseen
on =B$2~2+$A3~2+(300-B$2) ~2+(300-$A3) ~2+(400-B$2) ~2+(200-$A3) 2.
Taulukkolaskentaohjelmien kaavojen kopioinnin avulla suuri méaard soluja
voidaan kisitelld nopeasti. Myoskin pienimmén arvon loytaminen helpottuu
=min(solu;solu)-funktiolla ja kyseisen arvon voi hakea kaikkien arvojen
joukosta Etsi—toiminnolla. Taulukon arvoista pienin on 135000, joka saadaan
kun z = 250 ja y = 150. Jos tutkitaan vili € (200, 300) ja y € (100, 200)
10 ¢m jaolla, saadaan tarkempi tulos 133400 arvoilla (x,y) = (230,170).
Tutkimalla ndiden ympéristé 1 cm jaolla, saadaan tulos 133334 arvoilla
(z,y) = (233,167). Niin on saatu hyva tulos yksinkertaisella menetelmal-
14, joka on tarpeeksi tehokas kotikdyttdon.

Jos ei haluta kiyttad aikaa haun tarkentamiseen, voidaan suoraan luoda
1 cm jako alkaen kohdasta (x,y) = (51,51) kohtaan (z,y) = (349, 249), jol-
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loin saadaan 59501 arvoa. OpenOfficella ja melko tavallisella tietokoneella?
kaikkien solujen arvojen laskeminen ja esittdminen kesti muutamia sekunte-
ja. Tama on osoitus siitd, ettd menetelmé on yllattavan kayttokelpoinen eiki
vaadi erityisosaamista tai -ohjelmistoja.

300 '
250}
200}
150

100;

50

100 200 300 400

Kuva 5.1: Kuva esimerkin 21 tilanteesta.

On myo6s syytd huomata, ettd taydellisen luetteloinnin ja raa’an voiman
menetelmit 16ytavit globaalin minimin eivatka jaé jumiin lokaaliin minimiin,
mik4 on ongelmana useissa muissa menetelmissa.

5.1.2 Nelder—Mead

Seuraavaksi kisitellisin Nelder-Meadin optimointimenetelm#® kaksiulottei-
sessa tapauksessa. Télloin optimoitavan funktion arvoja voidaan kuvata ta-
sona kolmiulotteisessa avaruudessa, kuten esimerkiksi paraboloidin pintana
tai arkisempana esimerkkind maan pinnanmuotoina luonnossa. Néin ollen
funktion kulkua voidaan verrata kartan korkeuskéyriin ja optimointia sy-
vimman kuopan tai korkeimman méen etsimiseen. Minimoitaessa eli kuop-
paa etsittdessd on melko intuitiivista asettaa pallo tai vastaava pinnalle ja

%i3 3.07 GHz prosessori, 4 Gt DDR3 muistia, Windows 7 ja useita taustalla olevia
prosesseja

3Tunnetaan myos Nelder-Meadin simpleksimenetelmiins seki Nelderin ja Meadin po-
lytooppihakuna.

73



katsoa, mihin suuntaan se alkaa vierié. Pallo vierii kunnes se on pohjalla, joka
vastaa likimain (lokaalia) minimid. Témé&n menetelmén kannalta on térked,
ettd pallon koko ja pinnanmuodot ovat jérkevissé rajoissa: Poydalld olevan
lusikan alimman kohdan etsiminen jalkapallolla ei ole jérkevaa. |§]

Miten téta sitten voi soveltaa matematiikassa? Nelder—-Meadin optimoin-
timenetelmén yksinkertaisin versio korvaa edelld mainitun pallon kolmiolla,
joka kédntyilee (engl. flip) sivujensa varassa vierien kohti pohjaa. Tamé on-
nistuu laskemalla funktion arvo kolmion kérjissd ja vertaamalla arvoja toi-
siinsa. Yksinkertaisimmillaan kolmio on aina saman kokoinen, mutta mene-
telmin tehokkaammissa muodoissa kolmion muoto ja koko muuttuvat sen
mukaan, millaista aluetta tutkitaan. Paneudummekin seuraavaksi itse me-
netelmén vaiheisiin ja laskuihin, joista runko on esitetty alla.

1. Valitaan aloituskolmio ABC' ja lasketaan minimoitavan funktion f(z,y)
arvot sen kérkipisteissa.

2. Tutkitaan mink4 kérkipisteen arvo on huonoin.
3. Korvataan huonoin piste paremmalla.

4. Toistetaan edellisid vaiheita kunnes ollaan tyytyvéisid tulokseen.

Ensimmaisessé vaiheessa saatu kolmio voi olla ulkopuolelta annettu, itse
paatelty tai vain satunnaiset kolme pistettd. Optimoitava funktio f(z,y)
taytyy olla tiedossa, jotta optimoinnissa olisi mitdan mielté. Jos alkuperéinen
tehtdvd, on maksimointitehtévd, se voidaan muuttaa minimointitehtaviksi
osiossa 3.1.1 esitetylld tavalla sivulta 31 alkaen. Niin ensimmadisen vaiheen
mahdollisesti tyoldin vaihe on laskea funktion f(z,y) arvot pisteissi A =
(r1,v1), B = (22,y2) ja C = (x3,y3), missé alaindeksi osoittaa vain eri z ja
y koordinaattien mahdollisesti eroavan toisistaan. Funktion muoto voi tehd4
arvon laskemisesta tyolastd, vaikka tdmé onkin melko harvinainen ongelma.
Kuitenkin esimerkiksi hyvin suuria arvoja saavan funktion tapauksessa voi
esiintyd ongelmia laskimen tai tietokoneen muistin ja tarkkuuden kanssa.
Samoja ongelmia voi esiintyé, jos funktion arvot ovat hyvin l&dhell4 toisiaan.

Toisessa vaiheessa oleva kirkipisteiden vertailu on yksinkertaista: Mité
suurempi arvo, sitd huonompi piste. Merkint6jen helpottamiseksi sanotaan,
ettd A on paras, C' on huonoin ja B siltd vélilta.

Kolmas vaihe on selvisti monimutkaisin edelld mainituista, koska sithen
sisaltyy paidtoksenteko parhaasta uudesta pisteestd huonoimman tilalle. Té-
méan avuksi lasketaan janan AB keskipiste

M:A+B: <x1+x2 y1+y2>.

2 2 72

PEILAUS PISTEESEEN P (kuva 5.2): Koska funktion arvot pienenevét
siirryytiessd huonoimmasta pisteestd C' parhaaseen pisteeseen A ja myds
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siirryttiessd pisteesti B pisteeseen A, vield paremmat arvot saattavat olla
pisteestd C ndhden sivun AB toisella puolella. Néin ollen on jirkevad kokeilla
kolmion peilausta sivun AB suhteen. Niin saadaan kolmio ABP, missi P
on uusi testattava piste. Matemaattisesti P saadaan piirtdmélld jana C' M,
missd M on edelld mainittu AB:n keskipiste ja d on janan pituus. Jatketaan
nyt janaa alkaen pisteestd M poispéin pisteestd C ja paddytddn pisteeseen
P. Jos pisteet esitetddn vektoreina, pisteen P kaava on

P=M+(M-C)=2M-C.

C A

Kuva 5.2: Nelder-Meadin peilaus pisteeseen P.

LAAJENNUS PISTEESEEN L (kuva 5.3): Jos funktion arvo pisteessd P
oli parempi kuin pisteessé C, ollaan liikuttu oikeaan suuntaan. On siis jirke-
vaa kokeilla liikkua vield pidemmalle siithen suuntaan. Niinpd pidenndmme
janaa M P pisteeseen L, jolloin muodostuu laajennettu kolmio ABL. Piste
L oytyy siirtymalld pisteestd P etéisyys d poispdin pisteestd M. Jos funk-
tion arvo pisteessd L on pienempi kuin pisteessé P, ollaan 16ydetty parempi
piste. Vektorikaava pisteelle L on

L=P+(P—M)=2P— M.

SUPISTAMINEN PISTEESEEN S (kuva 5.4): Jos funktion arvot pis-
teissd P ja C' olivat samat, pitdd kokeilla jotakin muuta pistettd. Pisteen
M pitéisi olla parempi, mutta se ei kelpaa, koska tarvitsemme kolmion. Ko-
keillaan siis pisteitd laheltd pistettd M. Valitaan pisteet Sy ja Sy siten, etté
ne ovat janojen CM ja M P keskipisteet. Lasketaan funktion arvot néissi
pisteissé ja kutsutaan pienemmén arvon pistettd nimelld S ja saadaan uusi
kolmio ABS.

KUTISTAMINEN KOHTI PISTETTA A (kuva 5.5): Jos funktion arvo
pisteesséd S ei ole pienempi kuin pisteessé C', kolmiota taytyy kutistaa koh-
ti pistettd A. Taméi tapahtuu korvaamalla piste B pisteella M ja piste C
pisteelld D, jossa D on janan AC keskipiste.
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C A

Kuva 5.3: Nelder-Meadin laajennus pisteeseen L.

B P
M
M E——
s,
C A C
Kuva 5.4: Nelder-Meadin supistus pisteeseen S, kun arvo pisteessid S7 on
pienempi kuin pisteessd So.

A

C D A

Kuva 5.5: Nelder-Meadin kutistus kohti pistettd A.
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Néin ollaan saatu kisiteltyd kaikki tapaukset ja voidaan siirtyd neljan-
teen vaiheeseen, jossa ldhinnd tarkistetaan, ollaanko tyytyvéisid tulokseen
vai aloitetaanko uusi kierros vaiheesta 2. On useita tapauksia joissa voidaan
todeta uudet kierrokset turhiksi, kuten esimerkiksi jos kaikissa kéirkipisteissa
saadaan sama funktion arvo tai jos ndmé arvot ovat riittavén ldhelld toisiaan.

Esimerkki 22. Lasketaan Nelder-Meadin algoritmilla kahdeksan kierrosta,
kun lahdetdan pisteistd (1,1), (2,0) ja (1,5;0) ja minimoitava kohdefunktio
on f(z,y) = (v — 2)* + (¢ — 2y)%. Saadaan taulukot 5.2 ja 5.3. Arvot on
laskettu OpenOfficella ja ne ovat likiarvoja, jotta taulukon koko saataisiin
pidettyé aisoissa.

7 Piste 1 Piste 2 Piste 3 M

1 2 2 0 4 |15 0 231|125 05

1 2 |163 025 129|115 0 231|131 0,63
1 1 2 11,63 025 129|141 031 073|152 028
1,26 064 030|163 025 1,29 |141 031 073|133 048
126 0,64 0,30 1,04 0,70 0,99 | 1,41 031 0,73 | 1,33 048
1,26 064 030 |1,19 059 044|141 031 073|122 0,62
1,26 0,64 0,30 [ 1,19 059 044 | 1,31 046 037|129 0,56

X Y arvo X Y arvo X Y arvo X Y
1
1

~N O Ot i W N =

Taulukko 5.2: Esimerkissa 22 saadut pisteet, jotka muodostavat joka vaihees-
sa tutkittavan kolmion.

i P CM CpP Toiminto
X Y X Y X Y
0,5 1 1,63 0,25 1,25 0 Supistaminen CM
0
,2

1,13 125 | 141 031 1,31 Supistaminen CM
2,03 -0,44 126 0,64 1,52 0,28 | Supistaminen CM
1,04 0,7 Peilaus
1,63 0,25 | 1,19 0,59 1,52 0,28 | Supistaminen CM
1,04 0,92 [ 1,31 046 1,11 0,75 | Supistaminen CM
1,39 0,51 | 1,24 0,57 1,29 0,55 Peilaus

~N O O i W N

Taulukko 5.3: Esimerkissé 22 lasketut muut kuin kolmioon kuuluvat pisteet
ja toiminto siirryttiessd seuraavaan vaiheeseen.

Seitseménnen kierroksen jilkeen saadut pisteet ja funktion arvot niissa
on esitetty taulukossa 5.4. Menetelméan vaiheet nakyvét kuvassa 5.6.

Kaytetylld funktiolla on globaali minimi kohdassa (2,1), jossa arvo on 0.
Funktio siséltdd vinon laakson, jossa eteneminen on hankalaa monille algo-
ritmeille ja my6s Nelder-Meadin menetelmélle. Téméan esimerkin tavoitteena
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Piste 1 Piste 2 Piste 3
X Y arvo X Y arvo X Y arvo
1,258 0,641 0,304 ‘ 1,386 0,515 0,269 ‘ 1,314 0,464 0,371

Taulukko 5.4: Esimerkissa 22 lasketut tutkittavan kolmion pisteet seitsemin-
nen kierroksen jilkeen.

0.8 1

04

0.2 1

ke

0 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Kuva 5.6: Kuva esimerkin 22 kulusta. Eri vaiheiden kolmiot ovat erivarisii.

oli kuitenkin menetelmin toiminnan havainnollistaminen eikd minimin l6y-
tdminen. Esimerkiksi osoitteesta
https://svn.broadinstitute.org/CellProfiler/trunk/oldCPA
/jCPAnalyst/Statistics/NelderMead. java
16ytyvin algoritmin muunnelmalla minimi 32 kierroksen jilkeen oli luokkaa
0,00000016.

Olemme kasitelleet Nelder-Meadin metodia vain kaksiulotteisessa tapauk-
sessa, mutta sen kiytto ei ole rajoittunut niihin. Itse asiassa se sopii moniu-
lotteisiin tapauksiin, kunhan optimoitava funktio téyttdd tietyt ehdot [33].
Télloin kiytetddn kolmion sijasta simpleksia [35], mutta menetelmén periaat-
teet eivit eroa kaksiulotteisesta tapauksesta. [tse asiassa kolmio on simpleksi

“Muunnelma tarkoittaa tissi, ettd koodiin oli syStetty kisiteltavi funktio ja alkupis-
teet.
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kaksiulotteiselle tapaukselle. Tasta syysté kisiteltyd menetelmdd kutsutaan
my06s Nelder—-Meadin simpleksimenetelmaksi.

5.1.3 Viivahausta

Viiwahaoku tarkoittaa sitd, ettd yritetddn 16ytad minimi yksiulotteiselle funk-
tiolle, kuten paraabelille. Tdh&n on olemassa useita erilaisia menetelmié, joi-
den teho ja vaatimukset eroavat suuresti toisistaan. Se on usein osana muita
optimointialgoritmeja ja niin my0s nopeimman laskeutumisen menetelméa.

Vanha tuttu derivaatan nollakohtien tarkastelu on yksi vaihtoehto, mutta
se vaatii kohdefunktion derivoituvuutta, eiké derivaatan laskeminenkaan saa
olla kovin vaikeaa. Jos tunnetaan funktion kasvun ja vihenemisen sd&nnolli-
syyttd ja tiedetddn minimin sijaitsevan jollakin vélilld, voidaan tutkia valin
pisteité ja saada véli kutistumaan. Nain voidaan selvittdd minimin summit-
tainen sijainti.

Viivahakuun palataan tarkemmin osiossa 5.2. Toistaiseksi riittda kun ym-
marrdmme viivahaun idean ja mahdollisuuden.

Gradientista

Gradientti on derivaatan moniulotteinen vastine, ja sen laskeminen on hy-
vin samankaltaista derivaatan laskemiseen ndhden. Tama johtuu siitd, ettd
gradientti koostuu funktion osittaisderivaatoista. Koska derivointi ei valtta-
mattd ole tuoreimmassa muistissa, kiytetdan hetki asian selventdmiseen.

Yksiulotteisessa, eli muotoa f(z) = y olevassa, tapauksessa derivaatta
kuvaa funktion arvon muutoksen nopeutta ja on myds funktio. Emme tés-
sd kéyta aikaa varsinaiseen derivointiin, koska esimerkiksi Maol-taulukoista
l6ytyy useita derivoimiskaavoja, ja matemaattiset ohjelmistot seké jotkin las-
kimet pystyvit derivointiin. Sen sijaan kdsittelemme osittaisderivaatan ké-
sitettd, joka voi olla hieman vihemmain tunnettu. Osittaisderivaatta kuvaa
derivoitavan funktion muutosnopeutta sen muuttujan suhteen, jonka suhteen
osittaisderivaatta on laskettu. Osittaisderivaattoja laskettaessa vain derivoi-
taessa mainittu muuttuja katsotaan muuttujaksi ja kaikki muut muuttujat
vakioiksi. Luonnollisesti tdmé vaatii vihintdan kahden muuttujan funktiota,
koska muuten osittaisderivaatta ei eroa normaalista derivaatasta. On myos
selvid, ettd funktion on oltava jatkuva ja derivoituva kunkin muuttujan suh-
teen, jotta muuttujan osittaisderivaatta voitaisiin laskea. Osittaisderivaatat
voidaan laskea kaikille muuttujille erikseen, kuten seuraavassa esimerkissé on
tehty. Sen arvo voidaan myos médrittadd kussakin pisteessd erikseen samoin
kuin derivaatan. Funktion f(x,y) osittaisderivaatalle muuttujan = suhteen
pisteessi (z1,y1) voidaan kiyttdd seuraavia merkint6ji, joista viimeinen on
yleisimmin kéytetty

Dy f(x1,y1) = %f(l’l,yl) = %f(xlayl)'
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Esimerkki 23. Lasketaan osittaisderivaatat funktiolle f(z,y) = 22 + xy +
2

3y“.
Osittaisderivaatta z:n suhteen on %f(:n,y) = W = 2r +y. Tama

seuraa siitd, ettd derivoitaessa x:n suhteen D,x? = 2z, Dyxzy = 1.y ja
D,3y? = 0 koska se on vakio.

Osittaisderivaatta y:n suhteen on a%f(:n, y) = x + 6y. Tama seuraa siité,
ettd derivoitaessa ym suhteen Dya? = 0 (vakio), Dyxy = z - 1 ja Dy3y? =
3 2y.

Merkkié, joka nayttdd kuutosen ja d-kirjaimen risteytykselté, kutsutaan
nimelld doo ja se on yleinen merkinta osittaisderivaatalle. Nyt kun osittaisde-
rivaattojen laskeminen ei enédi ole tayttd hepreaa, voidaan siirtyd gradient-
tiin. Siirtymé ei ole suuri, koska gradientti koostuu funktion kaikista osit-
taisderivaatoista. Kaytetdan funktion gradientille pisteessi x1,y; merkintaéd

Vf(xy,y) = <%f(xlyyl)a %f@fl,yl)) -

kérjelladn seisovaa kolmiota kaavan alussa kutsutaan nableksi ja se on ylei-
nen gradientin merkki. Huomaa, ettd suluissa oleva osa on vektori. Yleen-
sé vektorit nimetdin painetussa tekstisséd lihavoinnilla ja késin kirjoitetussa
tekstissd vektorin ylapuolelle vedettynd viivana. Tédssd teoksessa kiytetadn
kuitenkin késin kirjoitetun tekstin merkintdd. On myd6s syytd huomata, etté
vektoreissa termien jirjestykselld on vilid, eli

0 0 0 0
(gt g form ) # (g fonm. g i)

Esimerkki 24. Esimerkissé 23 laskettiin osittaisderivaatat funktiolle f(z,y)
= 22 + 2y +3y? ja saatiin tulokseksi %f(:n,y) =2x+vyja %f(:n,y) = z+6y.
Yhdistamalld ndmé saadaan funktion gradientti V f(z,y) = (22 +y, z + 6y).
Nyt voimme esimerkin vuoksi laskea funktion gradientin pisteessd (1,2) ja
saamme V f(1,2) = (2-1+2,1+6-2) = (4,13). Téam4 on siis vektori 41+ 13,
missé i ja j ovat 2- ja y-akseleiden suuntaiset yksikkovektorit.

Gradientista ja differentioituvuudesta on luonnollisesti paljon enemméan-
kin tietoa saatavilla esimerkiksi Ylisen teoksessa [14], mutta télld kertaa
emme paljon enempéd tarvitse. Vain sen maininnan, ettd tietyssid pisteessé
funktio kasvaa jyrkimmin gradientin suuntaan ja vihenee jyrkimmin nega-
tiivisen gradientin suuntaan.

5.1.4 Nopeimman laskeutumisen menetelmi eli NLM

Nopeimman laskeutumisen menetelmd (engl. steepest descent), eli lyhyesti
NLM, noudattaa hyvin samantyylisid periaatteita kuin Nelder-Meadin me-
netelma kappaleessa 5.1.2. Nyt kaksiulotteisessa tapauksessa pallon tai kol-
mion vierittdmisen sijaan pyrimme kuitenkin vain 16ytdméaan parhaan etene-
missuunnan. Voisi ajatella, ettd pinnalle asetetaan vesivaaka, jolla voidaan
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selvittdd jyrkimman nousun tai laskun suunta. Kuten ylld on mainittu, ma-
temaattisesti jyrkimmdén nousun suunta on sama kuin funktion gradientti-
vektorin suunta. Koska gradientti voi olla moniulotteinen vektori, voi sen
hahmottaminen olla hyvin hankalaa. Téasta johtuen késittelemme téssé vain
kaksiulotteista tapausta, joka on yksinkertaisin gradienttivektorin tapaus.
Matemaattisesti moniulotteiset tapaukset eivit useinkaan ole huomattavasti
hankalampia.

NLM on yksi perustavimmista optimointimenetelmistad. Se on ollut ole-
massa pitkddn ja on nykyaddn vanhentunut, kun tehokkaampia menetelmia
on kehitetty. Menetelmé on kuitenkin helppo ymmaértéi, ja usein muiden me-
netelmien tehokkuutta verrataan siihen. Seuraavaksi on esitetty menetelmén
vaiheet, joita késitelladn tarkemmin sen jilkeen.

1. Lopetusta varten valitaan sopivan pieni luku € > 0. Tamé kuvaa etéi-
syytta, jonka pddhin minimistd halutaan péasta.

2. Valitaan aloituspiste x1 = xj. Asetetaan kierros— eli iteraatiolaskuriin
arvo k = 1.

3. Tarkistetaan ehto ||V f(z)|| < e. Jos tamé pitaéd paikkansa, on paas-
ty lahelle minimié, voidaan lopettaa ja palauttaa kiyttédjille arvo Ag.
Muutoin otetaan suunta

V()
IV f (@)l

Nyt dj on yksikkovektori (eli vektori, jonka pituus on yksi) suuntaan,
johon funktio vihenee nopeiten pisteessi xy,

dy, =

4. Mééritelladan funktio O(\) = f(xg + Ady). Suoritetaan viivahaku tdméan
funktion minimin 16ytamiseksi kun A > 0. Merkitdan viivahaun tulosta
Ai:lla.

5. Siirryt&ddn pisteeseen xpy1 = zp + A\rdg ja asetetaan arvo k < k +
1. Siirrytddn uudelleen vaiheeseen 3 ja suoritetaan kolmea viimeistéd
vaihetta kunnes vaiheen 3 ehdon tarkistus pitdd paikkansa.

Vaiheista 1 ja 2 tuskin tarvitsee sanoa muuta kuin, ettd kreikkalaista
kirjainta epsilon 7e” kiytetdan matematiikassa usein merkkind pienelle po-
sitiiviselle luvulle. Sen arvo on usein jopa hyvin ldhelld nollaa. NLM:n ta-
pauksessa mitd pienempi € on, sitd ldhemmdiksi minimid halutaan ja sitd
kauemmin menetelmén algoritmia kiytetdan. Muuttuja k on indeksi, joka
kertoo menossa olevan suorituskierroksen numeron.

Vaiheessa 3 testataan onko ldhtopiste tarpeeksi ldhelld minimis. Néain al-
goritmia ei ole pakko suorittaa yhtddn kierrosta, jos aloituspiste on valittu
hyvin. Tamé testataan kullakin kierroksella sen kierroksen aloituspisteelld.
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Testauksen mekanismina on tarkkaan ottaen gradienttivektorin pituus, eli
jos funktion muutosnopeus mihinkdan suuntaan ei ole yli tai yhtasuuri kuin
epsilon, voidaan todeta minimin olevan riittdvan ldhelld. T&at4 arvoa kut-
sutaan myos vektorin normiksi, ja sen matemaattinen merkintd on yllakin
nikyvé ||vektori||. Kaksiulotteisessa tapauksessa vektorin normin voi yleensé
laskea Pythagoraan lauseella ja moniulotteisissa tapauksissa saman lauseen
laajennuksella. On syytd huomata, ettd jos kasiteltdvd piste xj on lokaali
minimi, niin V f(z) = 0 ja samoin ||V f(x)| = 0.

Jos aloituspiste ei ole kyllin ldhelld minimié, valitaan siis suunta, josta
minimié ldhdetddn etsiméddn. Koska funktio kasvaa nopeiten gradienttinsa
suuntaan, se selvistikin vihenee nopeiten negatiivisen gradientin suuntaan.

Vaiheessa 3 madritellddn funktio, joka on yksiulotteinen poikkileikkaus
alkuperéisestd funktiosta. Poikkileikkaus tehd&an ldhtien kierroksen alku-
perdisestd pisteestd ja negatiivisen gradientin suuntaisesti. Tdméan uuden
funktion minimikohta negatiivisen gradientin suunnassa kertoo, miten pit-
kélle siihen suuntaan voidaan kulkea ilman ettd alkuperéisen funktion arvot
alkavat kasvaa. Viivahaun palauttama arvo )\, kertoo viivahaun tuloksen,
eli minimikohdan sijainnin. Viivahaun menetelmia sindnsa ei ole méaritetty,
vaan se voidaan toteuttaa parhaaksi katsotulla tavalla.

Vaiheessa 4 otetaan viivahaun tulos uudeksi alkupisteeksi seuraavalle
kierrokselle ja siirrytddn siihen. Indeksi k piivitetddn ja siirrytddn uudel-
leen vaiheeseen kolme. Niin syntynytta silmukkaa toistetaan kunnes vaiheen
3 lopetusehto tulee voimaan ja ollaan ldhelld minimia.

Lukijat ovat saattaneet algoritmin kdsittelyn aikana tai jo aiemmin huo-
mata, ettd NLM ei toimi kaikille funktioille, ja itse asiassa se vaatii kohde-
funktiolta melko paljon. Ensinnékin se vaatii funktion differentioituvuuden,
jotta osittaisderivaatat voidaan laskea. Toiseksi se vaatii globaalisen opti-
min l6ytymiselle, ettd tutkittavan funktion arvojoukko on konveksi, eli ettd
joukon kahden pisteen vélinen jana kuuluu myo6s joukkoon. Tat4 on havain-
nollistettu kuvassa 5.8. Jos tdmé ehto ei ole voimassa, voidaan viivahaus-
sa vahingossa ylittd4 sallittujen pisteiden alueen raja 6] [30]. Kolmanneksi
globaalisen minimin 16ytdmiseksi vaaditaan tutkittavan funktion olevan uni-
modaalinen minimin suhteen. Jos unimodaalisuus on uusi termi, seuraava
madritelmé selvittdad asiaa.

Maidritelmi 1. Reaalilukuarvoja saava funktio on unimodaalinen vélill&
[a,b], jos jollekin pisteelle ¢ € (a,b) pétee, ettd f(z) on aidosti vihenevi
valilla [a,c) ja aidosti kasvava valilld (c,b]. Tai vastaavasti aidosti kasvava
valilld [a, ¢) ja aidosti vihenevd vililld (c, b]. 2]

Toinen tapa sanoa sama asia on, ettd ”f(x) on unimodaalinen, jos jo-
kaiselle parille z1, x2, jossa xo tuottaa kohdefunktiolle paremman arvon, on
Az = x9 — 1 parantava suunta pisteestd xp.” [6] Téssd x:t ovat siis funk-
tion méarittelyjoukon pisteitd, usein lukuja tai (x,y)-pareja eli tason pistei-
ta. Hieman eksoottisemmissa funktioissa ne voivat kuitenkin olla esimerkiksi
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usean luvun muodostamia vektoreita tai matriiseja. Tassé teoksessa néihin
tapauksin ei kuitenkaan kosketa.

Unimodaalisuutta havainnollistaa kuva 5.7, mutta myos moniulotteiset
funktiot voivat olla unimodaalisia. Sivulla 26 olevan esimerkin 7 funktio ei
siis ole unimodaalinen minimin suhteen, mutta sivun 15 esimerkin 2 funktio
on.

\]

Kuva 5.7: Esimerkki minimoinnin suhteen unimodaalisesta funktiosta.

Konvekseja Ei konvekseja

Kuva 5.8: Konvekseja ja ei konvekseja joukkoja. Algebrallisesti konveksiuden
ehto joukolle S CR™ on Az + (1 — Ny € S Va,y € S VA € [0,1].

Kaikkien ndiden vaatimusten jidlkeen on masentavaa, mutta totta, etté
NLM on melko hidas menetelma. Taméa johtuu siitd, ettd gradientin luon-
teen mukaan algoritmin perédkkiiset kulkusuunnat ovat kohtisuorassa toi-
siaan vastaan, jos on kiytetty tarkkaa viivahakua. N&in ollen esimerkiksi
banaanin tai spiraalin muotoiset "laaksot”, joista minimid etsitddn, ovat al-
goritmille myrkkyé: niiden tutkiminen vaatii suuren méaéran kohtisuoria suo-
rituskierroksia ja kuluttaa néin ollen runsaasti aikaa. Onkin kehitetty useita
gradienttiin perustuvia menetelmii, joissa pyritdidn pois perdkkiisten suun-
tien kohtisuoruudesta ja ndin saadaan nopeutettua kaarevien laaksojen tut-
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kimista. NLM on kuitenkin menetelmien klassikko, ja muiden menetelmien
tehoa verrataan usein siihen.

5.2 Yksiulotteisesta optimoinnista

Yksiulotteisen funktion optimoinnin idea on melko yksinkertainen, mutta
menetelmit sen toteuttamiseen voivat olla hyvinkin hienostuneita. Taman
tutkielman luonteen mukaisesti kilymme kuitenkin Iapi ldhinné yksinkertai-
simmat menetelmét. Lisda tietoa aiheesta saa esimerkiksi Pursiheimon mo-
nisteesta [9].

Miksi sitten yksiulotteisen funktion minimointiin eli viivahakuun on ke-
hitetty useita menetelmii, kun sen idea on harvinaisen helppo ymmartaa?
Koska viivahakua tarvitaan monissa tilanteissa ja monenlaisissa tehtévissé.
Moniulotteisten tehtdvien minimoinnissa monet menetelméat etenevit askel
askeleelta ottaen minimoitavasta funktiosta yksiulotteisen ”poikkileikkauk-
sen” lupaavaan suuntaan ja suorittavat sen jélkeen viivahaun tdh&n suun-
taan. Koska moniulotteiset funktiot voivat olla hyvinkin eksoottisia, 16ytyy
niiden pinnoilta lukemattomia erilaisia poikkileikkauksia, joille voi olla tar-
peen suorittaa viivahaku. Koska ei ole olemassa yhtd parasta tapaa minimin
loytamiseen, on kehitetty useita, joiden joukosta toivottavasti l6ytyy kuhun-
kin tilanteeseen kohtuullisen hyva menetelma.

5.2.1 Viivahaku derivaattojen avulla

Funktion minimin etsimisesté derivaatan avulla tulee luultavasti ainakin pit-
kén matematiikan lukeneille mieleen derivaatan nollakohtien tarkastelu seka
muistojen ettd idean tasolla. Se menetelmé onkin kdyttokelpoinen, miké-
li derivaatan nollakohta saadaan ratkaistua. Niin ei kuitenkaan aina ole ja
seuraavaksi esiteltdvi bisektiomenetelmd kiyttadkin derivaatan arvoja vain
muutamassa pisteessd. Tehokkaampia ja monimutkaisempia menetelmid ovat
esimerkiksi Newtonin menetelmé, Regula falsi ja Kuutiopolynomi.

Bisektiomenetelmd muistuttaa hyvin paljon kohdassa 5.2.2 esiteltévia
puolitusmenetelméd. Bisektiomenetelmé siis tarvitsee derivoituvan kohde-
funktion ja etsintdvilin alku- ja loppupisteen. Menetelmén idea on tutkia
annetun vélin [a, b] keskipisteessd ¢ kohdefunktion derivaattaa. Jos tutkitus-
sa pisteessd funktio on kasvava eli derivaatta on positiivinen, etsitddn mi-
nimié valin alkupddstéd [a,c|. Jos derivaatta taas on negatiivinen, etsitdin
minimi# valin loppupéésté [c, b]. Tété jatketaan kunnes minimin sijainti on
saatu selville riittévélla tarkkuudella. Jos kily niin, ettd f’(¢) = 0, voidaan
todeta minimin l6ytyneen ja lopettaa.

Olisi my0s suotavaa, ettd minimoitava funktio olisi etsintévélilld minimin
suhteen unimodaalinen, koska menetelméssé itsessddn ei ole estettd 10ytaa
lokaali minimi, vaikka tutkitulla valilla olisi myds globaali minimi. Tallai-
sissa tapauksissa on onnenkauppaa, sattuuko menetelma 16ytadméaan lokaalin

84



vai globaalin minimin. On jopa mahdollista, ettd menetelma 16ytaé lokaalin
maksimin minimin sijaan, jos maksimi sattuu olemaan jonkin vélin keskipis-
teessé, jolloin derivaatta olisi nolla.

Esimerkki 25. Etsitdin minimi funktiolle f(x) = 0,62% 4+ 0,52° — 2% —
23 + 22 4 1,5z vililtd [—1,5;1,5] kiiyttien puolitusmenetelmii derivaatan
avulla. Minimin sijainti halutaan rajata vélille, jonka pituus on pienempi
kuin € = 0, 025.

Ensimmiiseni kannattaa laskea derivaatta ja huomataan sen olevan f’(x)
= 3,62°+2, 52 — 423 — 322+ 2241, 5. Taulukossa 5.5 on esitetty puolitusme-
netelmén toiminta. Sarakkeissa ’A’ ja 'B’ on vilin paétepisteet, sarakkeessa
'C’ keskipiste ja sarakkeessa ’¢’ on vilin pituus, joka pyritdin saamaan al-
le epsilonin. Muissa sarakkeissa on funktion arvoja vélin pisteisséd ihan vain
mielenkiinnon vuoksi kahden desimaalin tarkkuudella. Arvot ovat likiarvoja
ja ne on lagkettu OpenOfficella.

A B C F(C) [2<0,025 ] f(A) f(B) F(C)
15 1,5 0 1,5 3 135 6,69 0
15 0 0,75 | -0,06328 1,5 135 0  -047
0,75 0 0,375 | 0,56180 0,75 |-047 0  -0,39

0,75 0,375 -0,5625 | 0,18525 | 0,375 |-047 -0,39 -0,46
0,75 -0,5625 -0,6563 | 0,05150 | 0,1875 | -047 -0,46 -047
0,75 -0,6563 -0,7031 | -0,00659 | 0,0938 | -0,47 -0,47 -047
_0,7031  -0,6563 -0,6797 | 0,02203 | 0,0469 | -0,47 -0,47 -047
0,7031 -0,6797 -0,6914 | 0,00765 | 0,0234 | -047 -0,47 -047

Taulukko 5.5: Esimerkissd 25 toteutetun viivahaun kulku.

Nyt vélin pituus on 0,0234375, eli minimikohdan sijainti on saatu riitta-
valld tarkkuudella ja se on valilla [—0, 703125; —0, 6796875]. Tétd havainnol-
listetaan kuvassa 5.9.

Jos puolitusmenetelmaé ei kiytettéisi, voitaisiin derivaatan nollakohta
selvittdd joskin hankalasti. Nollakohta on x = —0,6976... .
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Kuva 5.9: Kuva esimerkin 25 tilanteesta. Funktio f(x) nikyy mustalla, f'(x)
keltaisella ja puolitusmenetelmin kuuden ensimmaisen vaiheen vélit nakyvét
vihredlla.

5.2.2 Viivahaku ilman derivaattoja

Joskus kéy niin, ettei minimoitava funktio ole derivoituva kaikissa (tai mis-
saan) pisteissd, jolloin ylla mainitut menetelmét eivit toimi. Télloin téytyy
kayttdd niin kutsuttuja suoria menetelmid, jotka eivit ole riippuvaisia deri-
vaatoista. Téllaisia menetelmid ovat esimerkiksi puolitusmenetelmd, kultai-
sen leikkauksen menetelmé ja Fibonacci -menetelm.

Puolitusmenetelmissa tutkitaan kahta pistettd hyvin ldhelta tutkittavan
valin keskipistetta ja lasketaan tutkittavan funktion arvo niissé. Nédiden
tietojen avulla padtelladn optimin sijainti ja puolitetaan tutkittava vili
joka kierroksella.?

Kultaisen leikkauksen menetelméissi tutkitaan kahta vélin pistetta, jot-
ka jakavat vélin kultaisen leikkauksen suhteessa, eli %\/5 =~ 0,618.
Menetelmé on tehokkaampi kuin puolitusmenetelmi, koska se vaatii
vihemman funktion arvon laskemisia. Téhan paastaédn siirtdmalla edel-
lisen kierroksen jakopiste seuraavalle kierrokselle. Menetelm&s on kay-
tetty Esimerkissé 26.

SPuolitusmenetelmii ja muitakin tissi kuvattuja menetelmis voidaan soveltaa myos
optimoinnin ulkopuolella esimerkiksi funktion nollakohdan hakuun, kuten Ruotsalainen
[11] esitt&a.
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Fibonacci -menetelmi voidaan osoittaa olevan paras suora menetelmé,
ja se perustuu Fibonaccin lukuihin. My6s téssd menetelméssé edel-
lisen kierroksen jakopiste siirtyy seuraavalle kierrokselle. Lisdksi véali
pienenee Fibonaccin lukujen mukaisesti. Tarkempi perehtyminen me-
netelmdén jatetdadn lukijan oman tutkimuksen varaan. Menetelmé on
esitelty Pursiheimon monisteessa [9].

Kultaisen leikkauksen menetelmé etenee seuraavasti:

Askel 1 Huomioidaan aloitusvili |a1,b;] ja lopetusvilin pituus L ja asete-
taan ensimméiset jakopisteet

M=a1+ (1 —a)bi —a1), 1 = a1 +a(by —ar),

missi, o = _1%‘/5 Lasketaan my6s funktion arvot f(A1) ja f(u1) seki
asetetaan k = 1.

Askel 2 Jos by —ap, < L, lopetetaan koska on saatu riittava tarkkuus. Tal-
16in minimi sijaitsee valilla [ag, bg|. Muutoin

o Jos f(Ag) > f(uk), siirrytédén askeleeseen 3.
e Jos f(Ax) < f(px), siirrytaan askeleeseen 4.

Askel 3 Asetetaan agt+1 = Ak, bp+1 = bi, Apr1 = pk ja

M1 = a1 + (b1 — agpp)-
Lasketaan arvo f(ups1) ja siirrytddn askeleeseen 5.

Askel 4 Asetetaan axi1 = ag, bpr1 = fi, Hk+1 = Ak ja

Akt = a1 + (1= @) (b1 — @)
Lasketaan arvo f(Ag11) ja siirrytddn askeleeseen 5.
Askel 5 Asetetaan k < k4 1 ja siirrytdén askeleeseen 2.

Esimerkki 26. Suoritetaan viivahaku kultaisen leikkauksen menetelmélla
esimerkkifunktiolle g(z) = 0,1|102? — x| + |0, 5z|, joka sisaltii lattiafunk-
tion (engl. floor function) ja itseisarvofunktion. Lattiafunktio saa sen koko-
naislukuarvon, joka on pienempi tai yhtdsuuri kuin funktion argumenttina
saama luku. Niinpé esimerkiksi [1,2| =1 ja [15] = 15. Jos vield on toiveita
funktion derivoituvuudesta, ne haihtuvat katsomalla funktion kuvaajaa ku-
vassa 95.10. Koska funktio ei ole edes jatkuva, se ei ole myo6skédén derivoituva.
Pyritdén rajaamaan funktion minimin sijainti vilille, jonka pituus on alle 0,1
aloittaen vililta (-1;1,5).
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Kuva 5.10: Kuva esimerkin 26 tilanteesta. Funktio g(x) nikyy sinisella.

Esimerkin tapauksessa siisa; = —1,b1 = 1,5, b1—a; = 2,5, Ay = —0,045
ja u1 = 0,545. Arvot esitetddn kolmen desimaalin tarkkuudella, jos niitd on
pyoristetty. Nyt

f(A1) =0,022 ja f(u1) =0,472.

Siispd f(A1) < f(p1) ja edetéén askeleeseen 4. Téll6in
as=a1 =—1 bs = p; =0,545,
2 = A1 = —0,045
Xo= —1+40,382-1,545 = —0,410
Nyt f(A2) = 0,405 > f(u2) = 0,023, joten
a3 = g = —0,410 by = by = 0, 545,
Az = g = —0,045
pus = —0,410 + 0,618 - 0,955 = 0, 180

Niin voidaan jatkaa kunnes seitseménnen kierroksen jéalkeen vélin pi-
tuus on 0,086..., eli on saavutettu riittdva tarkkuus ja tiedetddn minimin
sijaitsevan valilla (—0,045;0,041). Huomataan, ettd funktion arvoja tosiaan
tarvitsee laskea vain yksi jokaisella kierroksella, ja jos se on hankalaa laskea,
on hyvé, ettei sitd joudu tekeméain usein.

88



5.3 Muista menetelmista

Optimointimenetelmié on suuri joukko, kuten on jo voitu arvata. Koska té-
mén teoksen tavoitteena on antaa perustiedot optimoinnista, kovin monien
menetelmien kisittely ei ole tarkoituksenmukaista. Lisdé tietoa aiheesta 16y-
tyy muun muassa Pursiheimon teoksesta Optimointialgoritmit [9], jossa ké-
sitelldén viitisenkymmentd erilaista optimointimenetelmaéd. Myos Leipalédn
monisteet 6] ja [7]| kisittelevit useita erilaisia optimointimenetelmia.

Alla kisitellddn lyhyesti vield muutama menetelmé, joista tietdmisen voi-
daan ajatella olevan optimoinnin yleissivistysta.

5.3.1 Parantava haku sallittuun suuntaan

Monet optimointimenetelmét toimivat periaatteella, ettd suoritetaan paran-
tava haku sallittuun suuntaan. Ideana on ldhted sallitusta pisteestd ja edeté
pisteeseen, jossa saadaan parempi arvo kuin ldhtopisteessi ja ettd piste on
sallittu eli kaikki rajoitukset ovat siind voimassa. Tata voidaan toistaa kun-
nes ollaan saavutettu (lokaali) optimi. Oikeastaan kaikki aiemmin esitetyt
menetelmat noudattavat tétd periaatetta, ja sitd noudattavat myos kaksi
seuraavaksi esiteltdvid menetelméa.

Simplex menetelma

Simplex menetelmin® kehitti vuonna 1947 George Dantzig, ja siihen on sen
jalkeen laadittu useita parannuksia, joilla sen toimintaa on tehostettu ja
ongelmakohtia véltetty. Menetelméan idea on ldhted liikkeelle jostakin karki-
pisteestd, tutkia viereiset kirjet ja siirtyd niistd parhaaseen. Néin jatketaan
kunnes on saavutettu optimi. Menetelmé toimii, koska lineaarisen optimoin-
titehtavan ratkaisu saavutetaan aina kirkipisteessd, eli muita pisteitd ei edes
tarvitse harkita. Téasséd kiytetddn tehokkaasti hyvéksi lineaarisuutta, joten
epélineaaristen tehtdvien ratkaisemiseen menetelmé ei sovellu.

Menetelmin mahdollisia ongelmia ovat sen vaatima kantaratkaisu ja de-
generoituneet kirjet, joissa kohdefunktion arvo pysyy samana. Joillekin line-
aarisen optimoinnin tehtéville on vaikeaa 16ytad kdrkipistettd tai ainakaan
karkipistettd, joka olisi ldhelld optimia. Koska simplex menetelmé liikkuu
kirkipisteestd toiseen, tarvitaan ldhtopiste. Yleensé téllainen kuitenkin 16y-
detddn ennemmin tai mydhemmin.

Degeneroituneet kirjet ovat siis kirkipisteitd, joissa funktion arvo ei muu-
tu. Jos téllaisia kérki&d on paljon vierekkiin, simplex menetelmé voi kidyda
niitd [api pitkddn ennen kuin 16ytdd paremman arvon. On jopa mahdollista,
ettd degeneroituneet kirjet edustavat optimia, ja menetelmé jai kiertdmaéan
niitd ikuisessa silmukassa. Tdmé on kuitenkin onneksi harvinaista ja siihen

6Simplex menetelmii ei tule sekoittaa Nelder-Meadin simpleksimenetelmisin. Niiden
nimet ovat samankaltaiset, mutta se onkin ehkd menetelmien suurin yhteys.
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on loydetty ratkaisuja. Simplex menetelmédd on kiyty perusteellisesti l&pi
Leipdldn monisteessa [6].

Haku sisépisteissa

Simplex menetelmé voi joutua degeneroituneiden kirkien vuoksi tutkimaan
suuren madrdn pisteitd ennen optimin l0ytymistd, mikd hidastaa laskuja.
Erids ratkaisu tdhén on haku sisdpisteissd, johon perustuvia menetelmii alet-
tiin kehittdd 80-luvun taitteessa. Menetelmien ideana on parantava haku sal-
littuun suuntaan, mutta ei kirkipisteeseen, jotta voidaan ohittaa degeneroi-
tuneita karkia. Téllainen menetelmé on vaikeampi kuin viereiseen kérkipis-
teeseen siirtyminen, mutta se voi silti olla nopeampi. Lisdongelman menetel-
malle tuo se, ettd nopeimman kasvun tai vihenemisen suunta, eli positiivisen
tai negatiivisen gradientin suunta, ei useinkaan ole sallittu. Jos menetelmien
paremmuutta verrataan suuren tehtdvin ratkaisemiseen kuuluvalla ajalla,
haku sisépisteisséd on tehokkaampi kuin simplex menetelmé tahtdvin olles-
sa kyllin iso, mutta kiytdnnossd simplex menetelm& on usein nopea, koska
tehtavat ovat helpohkoja.

5.3.2 Globaalista optimoinnista

Suurelle osalle optimointimenetelmistd lokaaliin minimiin juuttuminen on
suuri ongelma. Lahestulkoon kaikki menetelmét 16ytavit oman tehtdvityyp-
pinsd optimin, mutta vain harva menetelmé pystyy tarkistamaan, onko ky-
seessd lokaali vai globaali optimi. Tam& on erityisen kiusallinen ongelma,
jos lokaalit optimit ymparoivat huomattavasti parempaa globaalia optimia.
Siispa globaali optimointi on hankalaa ja tdmi ongelma on ollut haaste opti-
moinnin kehittédjille. Luonnollisesti haasteeseen on vastattu. Alla on esitetty
muutamia naistd vastauksista, joissa sallitaan kohdefunktion arvoa huonon-
tavat pisteet tietyin ehdoin.

Tabuhausta

Tabuhaun ideana on kieltdsd palaamasta heti takaisin péin pitdmaélla tutki-
tuista pisteistd "tabulistaa”. Néin aikaisemmin tutkittuun pisteeseen ei saa
palata niin kauan kuin se on on listalla, vaikka se olisi paras vaihtoehto.
Néin tabuhakuun sovellettava menetelmd ei joudu helposti silmukkaan, ja
se voidaan pakottaa ulos lokaalista optimista. Tietenkin tulee pitdd kirjaa
kullakin hetkelld parhaasta saavutetusta arvosta, jotta sithen voidaan palata
optimoinnin péattyessi. Menetelmalle tulee myos asettaa jokin maksimimé&a-
rd tutkittaville pisteille, jotta se ei jatka optimin etsimistd ikuisesti.
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Simuloidusta jadhdytyksesta

Simuloiduksi jadhdytykseksi kutsuttu menetelma jéljittelee kuuman metal-
lin ja&htymisen fysiikkaa. My0s téssd menetelméssd sallitaan huonontavat
siirrot riippuen siirron huonontavuudesta ja optimointiin kuluneesta ajasta.
Optimoinnin alussa huonontava siirto sallitaan suhteellisen todenndkoises-
ti, mutta loppuvaiheessa huonontavia siirtoja ei sallita juuri lainkaan. Myos
kuumassa metallissa rakenneosaset liikkuvat aluksi voimakkaasti, mutta me-
tallin jadhtyessa liike hidastuu. Menetelméssa tulee asettaa jokin raja sille,
miten pitkddn optimointia jatketaan ja tulee my6s méadritelld, mill&d perus-
teella kokeiltavat pisteet etsitddn. On myds pidettava kirjaa parhaasta 16y-
tyneestd ratkaisusta.

Geneettisistd algoritmeista

Geneettiset algoritmit ja yleisemmin evoluutioalgoritmit pyrkivit 16ytamaan
ongelmaan optimaalisen ratkaisun jaljittelemalla luonnonvalintaa ja luonnos-
sa esiintyvid evoluutioprosesseja’. Algoritmeissa luodaan pisteiden populaa-
tio, jota muokataan sukupolvesta toiseen niin, ettd parhaat ratkaisut séi-
lyvat sellaisinaan, ratkaisujen risteymisté syntyy uusia ratkaisuja ja pieni
osa ratkaisuista saa satunnaisen mutaation. Populaation koko siilyy yleensé
algoritmin jokaisella suorituskierroksella samana, mutta uuden populaation
parhaat yksilot ovat vahintddn yhtd hyvid kuin edellisesséd populaatiossa ja
néin ldhestytdin optimia. Toisaalta populaatiossa halutaan aina pitdd ylla
riittavad divrsiteettid, eli vaihtelevuutta ja monimuotoisuutta, koska kah-
den huonon ratkaisun risteytymaé voi olla hyva ratkaisu. Jos diversiteetti on
pientd, algoritmi juuttuu helposti lokaaliin d&riarvoon ja globaali optimi j&i
loytyméatta.

Geneettisten algoritmien hyvid puolia on niiden alhainen vaatimustaso:
ne eivit vaadi kohdefunktion tai rajoitteiden jatkuvuutta. Siispd niitd voi-
daan kiyttad, kun perinteiset menetelmét ovat suurissa vaikeuksissa. Lisak-
si geneettiset algoritmit soveltuvat hyvin rinnakkaislaskentaan, mika on iso
hyoty aikakaudella, jolloin tietokoneissa on ldhes poikkeuksetta moniydin-
prosessoreita. Geneettisten algoritmien huonoja puolia on se, ettd perintei-
set menetelmat ovat usein geneettisia algoritmeja tehokkaampia, jos kohde-
funktio ja rajoitukset eivit ole erityisen hankalia. Rajoitteet voivat myos olla
ongelmallisia geneettisille algoritmeille, kuten huomasimme esimerkin 15 lo-
pussa. Taméa ongelma voidaan kiertdd osittain kiyttamalld sakkofunktioita,
joista kerrotaan lyhyesti osiossa 6.2.3. Matemaattisesti geneettiset algorit-
mit ovat drsyttavid, koska niiden tehoa ei ole voitu matemaattisesti todistaa,
mutta ne toimivat silti®.

"Mikroevoluution jaljittely riittéi, joten lukijoiden ei tarvitse hyviksyi evoluutioteori-
aa tai makroevoluutiota hyviksyékseen geneettiset algoritmit.
8Professori Marko Méakeldd mukaillen.
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Luku 6

Muuta optimoinnista

Tahan lukuun on koottu asioita, jotka ovat mielenkiintoisia ja ne on hyva
tietdd, mutta ne eivét liity kiintedsti mihinkdan yksittéiseen optimointime-
netelmédn tai tehtdvadn. Asiat kisitellddn melko lyhyesti.

6.1 Syvillisemmin herkkyysanalyysista

Herkkyysanalyysilla pyritaan selvittdméaan loydetyn optimin vakautta muut-
tuvassa tilanteessa. Jos esimerkiksi jotakin rajoitusta muutetaan vihemméan
tiukaksi eli sitd relaksoidaan, optimin arvo joko paranee tai pysyy sama-
na. Toisaalta jos jotakin rajoitetta tiukennetaan, optimi joko pysyy samana
tai huononee. Tillaisia tilanteita voivat olla esimerkiksi tehtaan tarvitse-
man raaka-aineen lisdéntynyt tarjonta tai tilausten yllattdvd vaheneminen.
Relaksoimisesta voi olla hyotyd myos tiettyjen optimointimenetelmien kéy-
tossd, koska kaikki menetelmét eivit tule hyvin toimeen rajoitusten kanssa.
Tasté kuitenkin enemmaén sakkofunktioiden yhteydessa.

Usein on jarkevad selvittda optimin muutosnopeus rajoituksen muutok-
seen verrattuna. Niin voidaan tehdad muodostamalla optimointitehtavan du-
aalitehtdvd ja tutkimalla sitd. Duaalitehtdvéssd on aivan eri muuttujat kuin
alkuperéisessa tehtdvissa eli primddritehtdvdssd ja ne kuvaavatkin resurs-
siyksikon lisdiyksen vaikutusta kohdefunktion arvoon. Téstd syysté niitd kut-
sutaan joskus varjohinnoiksi tai marginaalihinnoiksi. Positiivinen yllatys néi-
hin liittyen on se, ettd ainakin jotkin versiot Excelin optimointityokalusta las-
kevat muuttujille myos varjohintatulkinnan. Duaalitehtévistd ja niiden muo-
dostamisesta kerrotaan enemmén muun muassa Leipildn monisteessa [6].

6.2 Numeerisista menetelmista

Joskus ollaan niin onnellisessa asemassa, ettd funktion optimin l6ytdminen
matemaattisen tarkasti esimerkiksi derivaatan nollakohdan avulla on help-
poa. Usein néin ei kuitenkaan ole, vaan joudutaan etsiméén optimia numeeri-
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silla menetelmillé, joita kiytdnnossa kaikki aiemmin esitetyt menetelmétkin
ovat. Numeeriset menetelmét ratkaisevat optimin sijainnin usein kuitenkin
vain likimdardisesti ja menetelmien teho vaihtelee suuresti tehtévin tyypin
mukaan. On siis térkedd, ettd paatoksentekija valitsee oikean menetelmén
oikeaan tehtéviaan ja mydOs tarkastelee saamiaan tuloksia.

Seuraavaksi perehdytddn hieman menetelmien arviointiperusteisiin. Ta-
voitteena on antaa lukijalle hieman keinoja arvioida ja testata erilaisten op-
timointimenetelmien paremmuutta, ja jotkin perusteet sopivat myos muihin
ohjelmiin.

6.2.1 Algoritmien vertailuperusteista

Alla on esitetty vertailuperusteita eri algoritmeille. Niistd kaikki paitsi vii-
meinen sopivat myo6s muiden kuin optimointimenetelmien ja -algoritmien
arviointiin. [9]

Yleisyys kuvaa sitd, miten monenlaisiin tilanteisiin ja tehtaviin algoritmi
soveltuu. Toisaalta yleisyys kuvaa kddnteisesti sitd, miten paljon vaa-
timuksia algoritmi asettaa tehtévilleen. Jos se asettaa runsaasti vaati-
muksia ja soveltuu vain yhdentyyppisiin tehtéviin, se on kiytinnossi
hy6dyton muissa tapauksissa. Poikkeuksena edelliseen on tilanne, jossa
kyseinen algoritmi on jonkin toisen ohjelman aliohjelma.

Luotettavuus kuvaa sitd, saavuttaako algoritmi riittdvin tarkan tuloksen
jarkevissa ajassa. Tietenkin luotettavuuden tutkimus on rajoitettava
algoritmille sopivien tehtédvien ratkaisemiseen, koska kaikille algorit-
meille voidaan keksié tehtévi, jota ne eivit pysty ratkaisemaan tarkas-
ti ja/tai tehokkaasti.

Herkkyys syotteiden suhteen: jotkin algoritmit ovat tarkkoja siitd, mil-
laisia syOtteitd ne saavat ja pienikin muutos parametreissa tai datassa
voi muuttaa algoritmin toimintaa. Tamé ei yleensd ole toivottavaa.
Mydskaan parametrien skaalauksella ei pitéisi olla vélia, eli jos kaikki
syOtteend saatavat muuttujat kerrotaan vaikka kymmenelld, algorit-
min toiminnan ei pitdisi muuttua oleellisesti. Tall6in voidaan sanoa,
ettd algoritmi on skaalainvariantti. Voitaisiin oikeastaan kdyttad oh-
jelmointiin liittyvid termejd ja sanoa, ettd algoritmin tulee toteuttaa
omat alku- ja loppuehtonsa.

Kiaytetty aika kuulostaa luultavasti itsestdédn selviltd arviointiperusteelta,
ja sité se osittain onkin. Kdytetty aika voidaan kuitenkin jakaa alaké-
sitteisiin. Valmisteluaika kuvaa sitd, kuinka kauan algoritmin aliohjel-
mien valmisteluun ja mahdollisiin etukéteen tehtaviin laskuihin kuluu
aikaa. Algoritmi voi esimerkiksi tarvita kohdefunktion gradientin syot-
teend tai aliohjelmalta ja sen laskemiseen kuluva aika voidaan ottaa
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mukaan valmisteluaikaan. Laskuajalla tarkoitetaan aikaa, jonka algo-
ritmi itse kdyttad. Naitd aikoja voi olla joskus vaikea vertailla, mutta
usein niitd verrataan syotteen tai tehtdvan laajuuteen.

Muistin kiytt6 on aiemmin ollut tirked kriteeri algoritmien paremmuu-
dessa, mutta nykyisin se on vihemmaéanmerkittdva. Joka tapauksessa
muistia tuhlaava algoritmi on tehoton ainakin tdmén kriteerin mu-
kaan. Hyvin suurissa ja vaikeissa tehtdvissd muistin kdytto voi yha
muodostua ongelmaksi.

Konvergenssi tai konvergenssiaste kertoo siitd, miten nopeasti optimoin-
tialgoritmi lahestyy optimia. Luonnollisesti mitd nopeammin, sitd pa-
rempi. T&lla on valid erityisesti silloin, jos laskenta joudutaan keskeyt-
taméadn tai yhteen laskentakierrokseen menee paljon aikaa.

6.2.2 Testifunktioista

Edella kisiteltiin melko teoreettisia tapoja tutkia optimointimenetelmien pa-
remmuutta. On kuitenkin my6s paljon kiytdnnonlédheisempi tapa, jolla voi-
daan vertailla eri menetelmié ja se on kokeilu. Alla on esitetty kolme mahdol-
lista kaksiulotteista funktiota, joilla voidaan testata optimointimenetelmis ja
erityisesti niiden konvergenssid. Muitakin mahdollisia funktioita on.

e Funktio f(z1,22) = (z1 —2)* + (21 — 222)? sisiltiid vinon laakson, joka
on hankala monille menetelmille. Globaali minimi on kohdassa (2,1)

9]

e Rosenbrockin (banaani)funktiota g(x1,z2) = (1 —x1)% 4+ 100(zo — 22)?
on usein kiytetty optimointitesteissi. Se sisdltdd kaarevan laakson, jos-
sa globaalin minimin I6ytdminen on useilla menetelmilld hankalaa. Glo-
baali minimi on kohdassa (1,1) [34]

e Himmelblaum funktiolla h(z1,72) = (22 4+ 22 — 11)? + (21 + 23 — 7)?
on yksi lokaali maksimi ja nelja identtistd lokaalia minimid. Maksimi
on likimain kohdassa (-0,270845;-0,923039) ja minimit likimain koh-
dissa (3;2), (-2,805118;3,131312), (-3,779310;-3,283186) ja (3,584428;-
1,848126). Tarkat arvot voidaan laskea analyyttisesti, mutta ne ovat
hankalan muotoisia. |28]

6.2.3 Sakkofunktioista

Jotkin menetelmét soveltuvat vain rajoittamattomien optimointitehtévien
ratkaisemiseen, joten ei ole yllatys, ettd rajoitetuista optimointitehtévisté
pyritdan joskus tekemédén rajoittamattomia. Tédhén voidaan minimoinnin ta-
pauksessa kiyttad sakkofunktioita, joiden arvot sallitulla alueella ovat 1dhelld
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nollaa ja kasvavat voimakkaasti sallitun alueen ulkopuolella. Lisdamalld tal-
laisen funktion arvo kohdefunktioon saadaan minimin etsinnésta tehtya jar-
kevdd vain, kun pysytdéan sallitulla alueella, eli menetelmét eivit usein edes
yritd padstd alueelta pois. On olemassa myos estefunktioita, joiden arvot
ovat pienid sallitun alueen sisilld, mutta ldhestyvat daretontd kun ldhesty-
tdan sallitun alueen reunaa. Siispa sakkofunktiota kéytettéessd voidaan ehks
mennd ulos sallitulta alueelta, jos sakkofunktio ei saa riittdvin suuria arvo-
ja. Estefunktiota kiytettiessd taas voi olla hankalaa pédstd alueen rajalle
asti, jos estefunktio ldhestyy &aretonta liian aikaisin tai liian loivasti. Oikein
kiytettyind molemmat menetelmét ovat kuitenkin toimivia.

6.3 Loppusanat

Kuten lukija on varmasti huomannut, optimointi on hyvin laaja matematii-
kan osa—alue. Tutkielman esipuheessa mainittiin kyseessd olevan vain pinta-
raapaisu ja ilmaus on osuva, koska asioita olisi voinut kisitelld paljon syvél-
lisemminkin. Tatd varten on kuitenkin tarjolla optimoinnin kursseja yliopis-
toissa ja runsaasti muuta materiaalia optimoinnista.

Optimointi on my0s yhteydessd moniin muihin osa—alueisiin ja aloihin.
Esimerkiksi funktioiden kulun tutkimus optimoinnissa on hyvin ldheisesti
yvhteydessd matemaattiseen analyysiin, optimointialgoritmien vertailussa ja
laatimisessa algoritminen matematiikka ja tietojenkésittelytiede ovat tér-
kedssd asemassa ja verkko—optimointi liittyy graafiteoriaan. Vastaavia esi-
merkkejé voisi keksid lukuisia.

Téassa vaiheessa lukijan lienee syytd miettid seuraavaa askelta. Onko kiin-
nostusta johonkin optimoinnin tai matematiikan osa—alueeseen tarpeeksi,
jotta sen opiskeleminen on mielekdstd? Onko suurten kokonaisuuksien opis-
kelun sijaan mielekkddmpéd hakea tietoa joistakin yksittaisistd kiinnostuk-
senkohteista? Vai ovatko lukijan tiedot ja taidot optimoinnissa jo riittavalla
tasolla eikid lisdopintoihin ole tarvetta tai kiinnostusta? Néihin kysymyksiin
voivat antaa uuden ndkokulman seuraavat lainaukset.

"Live as if you were to die tomorrow. Learn as if you were to live fore-
ver."Mahatma Gandhi

"T do not feel obliged to believe that the same God who has endowed us
with sense, reason, and intellect has intended us to forgo their use."Galileo
Galilei
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