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Téssd tyossd tutkitaan menetelmdd, jolla pyritddn ennustamaan rajoitetulla
aikavalillad kerdtystd mobiilipelien pelaajadatasta ostotapahtuman tekevien pe-
laajien maard. Kirjallisuuskatsauksessa esitellidn elinaika-analyysin kasitteitd ja
yleisimpiéd malleja sekd johdettavan mallin optimiratkaisun selvittidmiseen kiytet-
tava, Expectation Maximization -algoritmi. Ostotapahtuman tekevien pelaajien
madrdn ennustamisessa kiytetddn elinaika-analyysin mixture cure -mallia. Teo-
riaosuuden lopuksi johdetaan mallille funktiot, jotka tarvitaan EM-algoritmin
kiyttadmiseen. Menetelmé implementoidaan R-ohjelmointikielelld.

Mallia kiytetdan Hipster Sheep -nimisestd pelistd [1] kerdttyyn dataan ja se toimii
padasiassa odotusten mukaisesti. Joillain harvoilla otoksilla havaittiin ongelma
mixture cure -mallin ja eksponenttijakauman toisistaan erottamisessa. Ongelman
aiheuttavasta datasta ei pystytd erottamaan, tekevitko kaikki pelaajat ostotapah-
tuman (eksponenttijakauma hitaalla ostotahdilla) vai onko datassa pelaajia, jotka
eiviit sitd tee, vaikka niitd seurattaisiin ddrettomén pitkdén (mixture cure -malli
kohtuullisella ostotahdilla).

Lisdksi tutkitaan generoidulla datalla otoskoon ja ostotapahtuman tekevien pe-
laajien méardn vaikutusta mallin toimivuuteen. Huomataan, ettd malli toimii
sitd paremmin, mitd enemméin pelaajia on, mitd useampi pelaaja tekee osto-
tapahtuman ja mitd isompi osa ostotapahtuman tekevistd pelaajista tekee sen
tarkasteluhetkeen mennessa. Liian pienelld otoksella ja liian pienelld ostotapahtu-
man tekevien pelaajien sekd tarkasteluhetkeen mennessi tehtyjen ostotapahtumien
méaardlld mallin antama ratkaisu vaihtelee melko paljon otoksesta riippuen. Yh-
teenvedossa esitetiéin kehitysidea, jolla saadaan poistettua edelld mainitut ongelmat.

Avainsanat: mixture cure model, EM-algoritmi, pelidata.
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1 Johdanto

Tamén tyon tavoite on tutkia elinaika-analyysissa kdytetyn mixture cure -
mallin toimivuutta pelialalta kerdttyyn dataan. Elinaika-analyysi on tilasto-
tieteen menetelm4, jolla pyritdin ennustamaan lopputulos rajoitetulla aika-
vélilld kerdtystd datasta. Alttiit yksilot tekevét tarkastelun kohteena olevan
tapahtuman &arelliselld seuranta-ajalla ja immuunit yksilot eivit sitd tee,
vaikka niitd seurattaisiin ddrettoman pitkddn. Pelidata, johon téatd sovelle-
taan, on netistd puhelimeen ilmaiseksi ladattavasta pelista keréittyja tietoja.
Osa pelien ominaisuuksista on saatavilla vain jos niistd maksaa.

Tarkoituksena on ennustaa ostotapahtuman tekevien pelaajien méaaré,
kun kdytossd on rajoitetulla aikavililla kerattyd dataa. Uusien pelaajien saa-
minen edellyttda pelin mainostamista, joten mainostuskulujen minimoimi-
seksi halutaan mahdollisimman lyhyelld seuranta-ajalla pystya ennustamaan
pelin tuottavuus pitkilld aikavililla. Kaytettdvissd mallissa on kaksi selitté-
vid muuttujaa: ostavien pelaajien méara ja ostotahti.

Pelialan data on muodoltaan samantapaista kuin muutenkin elinaika-
analyysin sovelluskohteissa kidytetty data. Data koostuu pelaajista, joista osa
on tehnyt ostotapahtuman ja osa ei. Pelaajat, jotka eivét ole ostotapahtumaa
tehneet, ovat sensuroituja. Sensuroiduista pelaajista ei kuitenkaan eroteta os-
totapahtuman myohemmin tekevid pelaajia ostotapahtuman tekemiselle im-
muuneista pelaajista. Pelaajien jako immuuneihin ja alttiisiin yksiléihin on
siis latentti muuttuja. Osa alttiista pelaajista tekee useita ostotapahtumia,
mutta tdssd tutkielmassa keskitytddn ensimmaéisen ostotapahtuman tekevien
pelaajien maaradn eikd kaiken kaikkiaan tehtdvien ostotapahtumien maa-
raan.

Ennen varsinaisen késiteltdvin mallin johtamista kdydédan lapi sen muo-
toilemiseen tarvittavaa elinaika-analyysin ja Expectation Maximization -algo-
ritmin teoriaa. Elinaika-analyysista esitelldéin siihen liittyvié kiisitteitd ja tar-
keimpid malleja. Taméan jéalkeen kdydadn ldpi vaillinaisen datan tilanteeseen
soveltuvan optimointialgoritmin toiminta. Data on vaillinaista, kun siind on
latentteja muuttujia, joiden arvoja ei tiedetd. Latentteja muuttujia sisialtavin
mallin optimaalisen parametrivektorin selvittdmiseen kiytettiva optimointi-
menetelmé on nimeltdin EM-algoritmi.

Kirjallisuuskatsauksen jilkeen johdetaan téssé tutkielmassa kiytettaville
mallille EM-algoritmin kidyttdmiseen tarvittavat funktiot. Tamén lisdksi saa-
tu algoritmi toteutetaan R-ohjelmointikielelld (R), jolla havainnollistetaan
algoritmin konvergenssia. Mallin toimivuutta testataan oikeasta pelistd ke-
riatylla datalla sekd mallin oletuksien mukaisesti generoidulla datalla. Todel-
lisena datana kiytetdén Hipster sheep -nimisestd pelistd [1] kerdttyd dataa.
Lopuksi vield tutkitaan generoidulla datalla datan ominaisuuksien vaikutus-



ta siithen, miten suurimman uskottavuuden estimaatti konvergoi todelliseen
arvoonsa.



2 Elinaika-analyysi

Aloitetaan tdmén tutkielman teoriaosuus perehtymélld elinaika-analyysiin.
Kéydaan ensin lapi tarkeimpis peruskésitteitd ja ominaisuuksia. Jatketaan
sitten kiytetyimpien parametristen ja epdparametristen mallien esittelemi-
seen ja keskitytddn lopuksi vield elinaika-analyysin osa-alueen cure-mallien
ja erityisesti mixture cure -mallin perusteisiin.

Elinaika-analyysi on tilastotieteen ala, jossa tarkastellaan yksiloitd, jot-
ka suorittavat tarkastelun kohteena olevan tapahtuman jollakin ajanhetkel-
14. Téllaisesta tapahtumasta kiiytetdan nimitysta vikaantuminen. Aikaa, joka
kuluu ennen kuin tapahtuma tehdain, kutsutaan vikaantumisajaksi. Elinaika-
analyysissad jokainen yksilé voi tehda tarkastelun kohteena olevan tapahtu-
man enintdén kerran. [2]

Tarkastelun kohteena olevan tapahtuman tyyppi riippuu alasta, johon
elinaika-analyysia sovelletaan. Tésta syystd tapahtuma voi kuvata hyvinkin
erilaisia asioita. Data voi olla keratty ladketieteellisesta tutkimuksesta, jolloin
tapahtuma voi olla potilaan kuolema, tai jos kerdtty data on teollisuudesta,
niin tapahtuma voi olla esimerkiksi jonkin laitteen tietyn osan hajoaminen.
2]

Elinaika-analyysin menetelméat riippuvat wvéltidjakaumasta, joka voidaan
médritelld valttofunktion ja riskifunktion avulla. Olkoon satunnaismuuttuja
T vikaantumisaika. Merkitdédn, ettd sen tiheysfunktio on f(¢) ja kertymé-
funktio on F'(t). Talloin voidaan méaaritella vdlttdfunktio

St)y=1-F(@{)=P(T'>t), 0<t<oo, (1)

joka méadrittdd todennakoisyyden, ettd vikaantuminen tapahtuu vasta ajan-
hetken ¢ jialkeen [3]. Todennikéisyysfunktiona véalttofunktio luonnollisestikin
saa arvoja vililta |0,1]. Valttofunktion arvo ajanhetkelld t = 0 on 1, silla
kertyméfunktion arvo F'(0) = 0, ja vilttéfunktio on vihenevi tai vakio ajan
funktiona. Vilttofunktio maéritellaan usein riskifunktion avulla. Riskifunktio

h(t) % (2)
_ Pt<T<t+At|T>1t)
= A At

kuvaa todennikoisyytté, ettd vikaantuminen tapahtuu seuraavan ajanjakson
At aikana, kun yksilo on selvinnyt ajanhetkeen ¢ asti. |4]
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Integroimalla riskifunktio muodossa (2) saadaan kumulatiivinen riskifunktio

H(t):/o P du= | 1_(—]%du:—/log[1—F(u)}

= —log[l— F ()] = —log S (),

(3)

joka on riskifunktion kertyméfunktio ja tdten kuvaa riskifunktion alle jaavia
pinta-alaa ajanhetkeen ¢ asti tarkasteltuna. Kaavan (3) integraalia lasket-
taessa tulee muistaa, ettd tiheysfunktio f (¢) on kertyméfunktion F (¢) deri-
vaatta. Kaavasta (3) ratkaisemalla S (t) saadaan, ettd vélttéfunktio voidaan
kirjoittaa muodossa

S(t)=e" Jo hwdu — o =H(@) (4)

Yhtélo (4) osoittaa riskifunktion yhteyden vélttofunktioon. Yhtdlo (2) on
mahdollista kirjoittaa myos muodossa, jossa kiytetian vilttofunktiota S (t)
riskifunktion h (t) méérittelemiseen. T&ll6in riskifunktio lasketaan yhtélon

b =-S5 5)
avulla. [4]

Vikaantumisajan tarkkaan maéérittdmiseen tarvitaan kolme ehtoa: ajan
nollakohdan tulee olla yksikésitteinen, ajankulun mitta-asteikko pitdé olla
sovittuna ja vikaantumisen médritelméin tulee olla tdysin selvd. Ajan nol-
lakohta pitdd olla tarkkaan mééaritelty jokaiselle yksilolle. Yleensé se ei ole
kalenterin mukaisessa ajassa sama jokaiselle yksilolle. Esimerkiksi ladketie-
teellisessd tutkimuksessa jokaisella potilaalla on oma nollakohtansa, joka ku-
vaa esimerkiksi ajanhetked, jolloin potilaalla todetaan tarkasteltavana oleva
sairaus. Téllaisessa tapauksessa vikaantumisaika tarkoittaa aikaa sairauden
toteamisesta potilaan kuolemaan kyseisesti sairaudesta johtuen. [2]

Téastd huomataan myos vikaantumisen tarkkaan méarittelemisen térkeys.
Edellisessd esimerkissa olisi voitu todeta, ettd vikaantumisaika on aika sai-
rauden toteamisesta potilaan kuolemaan. T4ll6in vikaantumista ei olisi tark-
kaan madaritelty, silld potilas voi diagnoosin saamisen jilkeen kuolla muusta-
kin syysté kuin tutkittavana olevasta sairaudesta johtuen. [2]

Ajan etenemisen mitta-asteikkona kiytetddn usein reaaliaikaa, mutta on
olemassa muitakin asteikkoja ajan etenemisen mittaamiseen. Esimerkiksi
teollisuudessa aikaa mitataan usein kumulatiivisena kidyttona. Mitta-asteikon
tulee kuitenkin olla sellainen, ettd vikaantumisaika saa vain positiivisia ar-
voja. Sen pitdd olla jokaiselle yksilolle sama myo6s siitd syysté, ettd kahden
samanlaisen yksilon pitaisi olla samanlaisessa tilassa, kun kumpaakin on seu-
rattu yhtd kauan. |2]



Vikaantumisajan tarkan méaarittelemisen lisdksi toinen olennainen piirre
elinaika-analyysissd on sensurointi. Sensuroinnilla tarkoitetaan sitd, ettd ajan
nollakohtaa ¢t = 0 tai tapahtumahetkeé 7" ei pystytéd tarkkaan méadrittiméan;
aloitustapahtuma tai vikaantuminen on siis tapahtunut havainnointiajan ul-
kopuolella. Sensurointi voi olla joko informatiivista tai epdinformatiivista.
Sensurointi on informatiivista, kun seurannasta poistuminen johtuu vikaan-
tumiseen liittyvistd syistd, ja epidinformatiivista, kun se johtuu muusta kuin
vikaantumiseen liittyvista syysta. [4]

Yleisin sensurointitapa on oikealta sensurointi, joka tarkoittaa, ettd ta-
pahtumahetked T™ ei tiedetd tarkkaan, mutta sen tiedetddn olevan myohem-
min kuin ajanhetki C'. Ajanhetki C' kuvaa hetked, jona sensurointi tapahtuu,
eli hetked, jolloin yksilon seuraaminen lopetetaan. T&lloin havaittu aika on
T = min (7%, C) ja muuttuja 6 = [ (T < C) on sensurointi-indeksi, joka ku-
vaa, onko sensurointi tapahtunut vai ei. Muuttujan § méaaritelméssa kiytetyn
indikaattorifunktion 1(A) arvo on 1, kun A on tosi, ja 0, kun se on epétosi.
Vastaavasti on mahdollista, ettd ajan nollakohtaa t = 0 ei tiedetd tarkasti.
Télloin kyseessd on vasemmalta sensurointi. 4]

Sensurointi voidaan myos jakaa kolmeen tyyppiin: tyypin I, tyypin IT ja
satunnainen sensurointi. Tyypin I sensuroinnissa sensurointiaika C' on péa-
tetty etukiteen ja se on sama jokaiselle yksilélle. Tyypin II sensuroinnissa
sensurointiajankohtaa ei paitetd vaan yksil6itd seurataan siihen asti, etta
etukdteen padtetty prosentti on vikaantunut. Satunnaisessa sensuroinnissa
jokaiselle yksilolle ¢ on oma sensurointiaikansa c;. Sensurointiajat ovat toisis-
taan riippumattomia ja samoin jakautuneita. Satunnaisen sensuroinnin ta-
pauksessa havaitaan siis vikaantumisaikojen ¢} sijaan parit (¢;,d;), joissa

t; = min(t],¢) ja (6)

[3]

Havainnollistetaan sensuroinnin vaikutusta kuvalla 1, josta ndhdaén, etta
osaa yksilGista ei ole seurattu koko havainnointiaikaa, silla ne ovat vikaantu-
neet jo aiemmin. Vikaantuneille yksiloille havaittu aika on tietysti lyhempi
kuin sensurointiin asti seuratuille yksiloille

Elinaika-analyysissi havainnot noudattavat usein jotakin todennékoisyys-
jakaumaa, jonka muotoa kuvaillaan parametreilla 8. Kiytetyimmat jakaumat
esitelladn osiossa 2.1. Uskottavuusfunktio L (@) kuvaa jakauman parametrien
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Kuva 1: Esimerkki sensuroidusta 50 yksilon datasta.

0 todennékoisyytta ja elinaika-analyysissa se on muotoa

=/ (t:6,2)™ S (t::6,2:)" ",

=1

missé aika ¢; on kaavan (6) mukainen havaittu aika, sensurointi-indeksi d; on
yhtélon (7) madradmé arvo ja muuttuja ; on muut havaitut arvot. Paramet-
rien arvoja, jotka maksimoivat uskottavuusfunktion, kutsutaan suurimman
uskottavuuden estimaatiksi. Suurimman uskottavuuden estimoinnissa maa-
ritettdvit parametrien arvot suppenevat todellisiin arvoihin [5]. Suurimman
uskottavuuden estimaattia @ laskettaessa usein maksimoidaan logaritmista



uskottavuusfunktiota

1(6) =1log L () = log {HL (9)}

= Z {d;log f (t:;0,2:) + (1 — 6;) log S (t:;0, ;) }
i=1
uskottavuusfunktion (8) sijasta. [6]

2.1 Parametriset mallit

Vikaantumisajan 7' jakauma noudattaa usein jonkinlaista mallia. Tunnis-
tettavien jakaumien pohjalta on kehitetty useita parametrisia malleja, joilla
kuvataan eloonjadmisprosessia. Esitelldin seuraavaksi kirjan [6] mukaisesti
yleisimmin kiytetyt parametriset mallit, jotka ovat eksponentti-, Weibull-,
gamma-, log-normaali-, log-logistinen ja Gompertz-jakauma.

2.1.1 Eksponenttijakauma

Aloitetaan esittelemélld eksponenttijakauma, silld se on parametrisista mal-
leista yksinkertaisin. Eksponenttijakauman méarittdmiseen riittda yksi para-
metri, jota merkitddn kirjaimella A. Siitd kiytetdan nimitystad skaalauspara-
metri ja se on vakiovikaantumisnopeus. Eksponenttijakauman vilttéfunktio

S(t;\) =e M, (10)

Vilttofunktion muodosta (10) ja riskifunktion kaavasta (5) saadaan johdet-
tua, ettd riskifunktio

h(t;\) = A (11)

Kumulatiivinen riskifunktio H (¢; A) on télloin kaavan (3) perusteella muotoa
H () = M.

Eksponenttijakauman tiheysfunktio f (¢) voidaan mééritelld myos yhtéloiden
(10) ja (11) avulla:

FEN) =h(:N)S (BN = e ™. (12)
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Jakauman kertyméfunktio F (t) puolestaan saadaan laskettua yhtdlosta (1),
jolloin saadaan, etté

Ft;AN)=1-S({t;\)=1—e"

Kuvassa 2 havainnollistetaan parametrin A vaikutusta valttéfunktion (10)
muotoon. Huomataan, ettd valttéfunktio on sitd loivempi, mitd pienempi
muuttujan A arvo on. Riskifunktion (11) muotoon parametrin A arvon muut-
taminen ei tietenkddn vaikuta riskifunktion ollessa vakio.

< _] < ]
— — lambda = 0.5 ™ — lambda = 0.5
— lambda =1 — lambda = 1
o _| — lambda = 2 Q4 — lambda = 2
o
< _|
2 © =3 N
= S =
2 S v |
ES £ -
= | 2]
< o o
S 4
] o _|
o
<= | <= |
o o
T T T T T T T T T T T T
(o] 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5
Aika Aika

Kuva 2: Skaalausparametrin A vaikutus eksponenttijakauman valtto- ja ris-
kifunktioihin.

Eksponenttijakauman vélttofunktion logaritmi on lineaarinen ajan suh-
teen
log S (t; \) = —At.
Tatd ominaisuutta voidaan hyodyntdd kokeellisen datan kanssa, kun halu-
taan graafisesti selvittdé, noudattaako se eksponenttijakaumaa.
Eksponenttijakauman toinen tarked ominaisuus on muistittomuus. Jakau-
man muistittomuus tarkoittaa sita, etta

P(T>At)=P(T>t+At|T >1t),

eli todennékoisyys selvitd vield aika At ei muutu vaikka yksilon tiedettii-
siin jo selvinneen aika t. Jokaisesta tarkasteluhetkestd katsottuna on siis sa-
ma todennékoisyys selvitd aika At. Elinaika-analyysissd eksponenttijakau-
man kiyttd tarkoittaa, ettd yksilon jiljelld olevan elinajan odotusarvo on
sama minkd tahansa ikdisend. Elinaika-analyysin prosesseissa riskifunktio ei
yleensé ole vakio, joten eksponenttijakauman kiytto elinaika-analyysissi on
rajoitettua. Sitd kuitenkin kiytetddn tilanteissa, joissa tarkastellaan vikaan-
tumisia lyhyelld aikavalilla.



2.1.2 Weibull-jakauma

Esitellaan seuraavaksi Weibull-jakauma, joka on eksponenttijakauman ta-
paan yksinkertainen, mutta mukautuva. Weibull-jakauma mééritelldén kah-
della parametrilla, joten se soveltuu useampaan tilanteeseen kuin eksponent-
tijakauma. Skaalausparametrin A lisiksi Weibull-jakaumaa méaarittda muo-
toparametri a.

Vikaantumisajan T noudattaessa Weibull-jakaumaa (merkitédén
T ~ Weib (), «)) vélttofunktio on muotoa

S (t; N, ) = exp [— (Mt)7]. (13)

Vastaavasti kuin eksponenttijakauman tapauksessa, riskifunktio h (t) saa-
daan johdettua valttofunktion muodosta (13) ja riskifunktion méaritelmésta
(5):

ht: A o) = da (A)* . (14)
Kumulatiivinen riskifunktio H (¢; A, ) saadaan laskettua kaavalla (3). Weibull-

jakauman tapauksessa
H (t; M, ) = (A)“. (15)

Kuten eksponenttijakaumankin tapauksessa, myos Weibull-jakaumaa kiytet-
tdessd pystytiddn testaamaan, noudattaako data oletettua jakaumaa. Weibull-
jakauman tapauksessa se tapahtuu ottamalla logaritmi kumulatiivisesta riski-
funktiosta (15). Kumulatiivisen riskifunktion logaritmin log H (¢; A, ) arvot
ajan t logaritmin funktiona muodostavat suoran, silla

log H (t; A\, ) = log A + alog t.

Jakauman tiheysfunktio saadaan jélleen vilttofunktion (13) ja riskifunktion
(14) tulona

FBAa) =h(t)S (1) = Aa (M)* exp [— (A)°]
ja kertyméfunktio saadaan vilttofunktion (13) avulla
F(t; M\ a)=1—exp[— (A)?].

Kuvassa 3 havainnollistetaan muotoparametrin « vaikutusta viltto- ja
riskifunktioiden muotoon. Huomataan, ettd eksponenttijakauma on Weibull-
jakauman erikoistapaus, kun a = 1. Parametrin « arvoilla o > 1 riskifunk-
tio on epéalineaarisesti kasvava ajan ¢ funktiona ja arvoilla o < 1 huoma-
taan riskifunktion olevan epilineaarisesti viheneva ajan ¢ funktiona. Weibull-
jakauman tapauksessa siis riskifunktio on joko monotonisesti kasvava tai vi-
heneva. Tama onkin erds Weibull-jakauman tarkeistd ominaisuuksista.
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Kuva 3: Muotoparametrin « vaikutus Weibull-jakauman viltto- ja riskifunk-
tioihin.

2.1.3 Gammajakauma

Esitelldsn kolmantena parametrisena mallina gammajakauma. Sitd voidaan
kiyttdd mallinnettaessa sellaista eloonjadamisprosessia, joka ei noudata mi-
tddn symmetristd jakaumaa. Gammajakauma mééritellian kahden paramet-
rin avulla samoin kuin Weibull-jakauma. Merkinnalla I' () tarkoitetaan gam-
mafunktiota ja se méadritellisin kaavan (16) mukaisena integraalina

I (a) = /0 e (16)

Gamma-jakauman tiheysfunktio on muotoa
A e
NG
Jélleen huomataan, ettd jos o = 1, niin gammajakauma redusoituu ekspo-
nenttijakaumaksi, joten eksponenttijakauma on myds gammajakauman eri-
koistapaus. Tadmé ndhdain myos kuvasta 4, jossa havainnollistetaan gamma-
jakauman valtto- ja riskifunktioita erilaisilla muotoparametrin « arvolla.
Keskitytdan seuraavaksi erikoistapaukseen, jossa A = 1. Till6in tiheys-
funktio (17) saadaan kirjoitettua yksiparametrisen gammajakauman tiheys-
funktiona

FIET ~T (N a)] = t>0. (17)

ta—le—t

[T ~T (a) = Th)

Yksiparametrisen gammajakauman kertymafunktiota

t > 0.

a—le—u

FIT ~T () :/0 uFWdu

10
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Kuva 4: Muotoparametrin « vaikutus gammajakauman valtto- ja riskifunk-
tioihin.

kutsutaan myo6s epatiydelliseksi gammafunktioksi. Gamma-jakauman tapauk-
sessa valttoéfunktio ja riskifunktio mééritellddn epatidydellisen gammafunk-
tion avulla:

ST ~T(a)] = 1—F[ET ~T(a)]

A e
L) {1-F[tT~T(a)]}

hit; T ~T ()] =

2.1.4 Log-normaalijakauma

Myss log-normaalijakauma on yksi suosituista elinaika-analyysissa kiytetyis-

td parametrisista malleista. Log-normaalijakauman kiyttokelpoisuus perus-

tuu siihen, etté sen logaritmi on normaalijakautunut parametrein u ja o2. Eli

jos elinaika-analyysissd vikaantumisaika 7" noudattaa log-normaalijakaumaa

(merkitéin T ~ LN (u,0?)), niin vikaantumisajan 7' logaritmi log T’ noudat-

taa normaalijakaumaa, eli voidaan merkiti logT ~ N (i, 0?).
Log-normaalijakauman tiheysfunktio on muotoa

FIET ~ LN (4,0)] = wj% exp {—W}

ja sen kertyméfunktio voidaan lausua normaalijakauman kertyméfunktion &
avulla:

F[t;TNLN(M,a)]ch)(W—_”):cb(loit), t> 0. (18)

o o
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Jéilleen saadaan esitettyd vélttofunktio kertyméfunktion (18) avulla:

ST ~ LN (1, 0)] = 1-c1>(1°—gt).

g

Myos riskifunktio ja kumulatiivinen riskifunktio voidaan kirjoittaa normaa-
lijakauman tiheys- ja kertyméfunktioiden ¢ ja ® avulla:

h(t;T ~ LN (p,0)] = %
T Y (]

Kuvassa 5 nidytetdin esimerkit log-normaalijakauman valtto- ja riskifunktioi-
den muodoista parametrien arvoilla 4 =0 ja o = 1.
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Kuva 5: Havainnollistetaan log-normaalijakauman viltto- ja riskifunktioiden
muotoja parametrien arvoilla =0 ja o = 1.

2.1.5 Log-logistinen jakauma

Seuraavana on vuorossa log-logistinen jakauma, joka on muodoltaan mel-
ko samanlainen kuin log-normaalijakauma. Log-logistisen jakauman ero log-
normaalijakaumaan on kuitenkin merkittava. Log-normaalijakauma sopii vain
tilanteisiin, joissa ei ole tapahtunut sensurointia. Toinen log-logistisen jakau-
man tiarked ominaisuus on se, ettd sen kertymai-, valtto- ja riskifunktiot pys-
tytddn esittdmaéadn suljetussa muodossa.

Log-logistista jakaumaa kuvataan kahdella parametrilla, A ja . Vikaantu-
misajan T' noudattaessa log-logistista jakaumaa merkitdan 7' ~ LLogist (A, a).
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Allaolevassa listauksessa esitelldén log-logistisen jakauman tiheys-, kertyma-,
valtto- ja riskifunktiot, ja kuvassa 6 on esimerkit tdmén jakauman viltto- ja
riskifunktioista.

(a/X) (/2"

flt;T ~ LLogist (\, )] = T t>0
1
F[t;T ~ LLogist (\,a)] = —————
1+ (t/A)
1
S [t, T ~ LLOgZSt ()\, O./)] m
A) (/2!
h(t;T ~ LLogist (\, )] (Oél/ﬁ Et?A;“
3 — alpha=0.5 S — alpha =0.5
— alpha=1 — alpha=1
o _| — alpha=2 o _| — alpha =2
- c‘) 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 - (; 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0
Aika Aika

Kuva 6: Esimerkki log-logistisen jakauman viltto- ja riskifunktioista.

2.1.6 Gompertz-jakauma

Viimeisend parametrisena mallina tassi tutkielmassa esitelliin Gompertz-
jakauma. Gompertzin laki on ehki yleisimmin kiytetty ihmisen kuolevuutta
ja eloonjdamistd kuvaileva malli. Gompertz-jakaumassa riskifunktio on muo-
toa

h (t; ho, ’l“) = hoe”, ho, r > 0. (19)
Parametria hg kutsutaan usein idstd riippumattomaksi riskikertoimeksi ja
parametri r puolestaan on ifista riippuva riskikerroin. Yhtalon (4) mukaisesti
integroimalla riskifunktio (19) saadaan valttéfunktioksi

S (£ ho,7) = exp [— /Dth(u; ho,r)du} — exp {% (1—6”)}. (20)
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Gompertzin lain mukaisen jakauman tiheysfunktio saadaan funktioiden (19)
ja (20) tulona

h
f (t;ho, 1) = hoe" exp [—0 (1- e”)]
r
ja kertyméfunktio saadaan jilleen ratkaistua kaavasta (1), jolloin
ho rt
F(t;ho,r)=1—exp|— (1—¢€")].
r

Havainnollistetaan vield tatdkin jakaumaa kuvaajilla. Kuvassa 7 esitetdan
Gompertz-jakauman valtto- ja riskifunktiot erilaisilla parametrin arvoilla.
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Kuva 7: Esimerkit Gompertz-jakauman viltto- ja riskifunktioista.
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2.2 Epiparametriset mallit

Kayd&aan seuraavaksi lyhyesti ldpi teoriaa epdparametrisista malleista. Epéa-
parametrisissa malleissa ei nimensd mukaisesti ole jakaumaa kuvaavia pa-
rametreja, vaan estimointi perustuu suoraan havaitusta datasta laskettaviin
arvoihin.

Parametrisia malleja kiytettdessa tdytyy pystyd maadrittdméaan vikaan-
tumisajan T jakauman muotoa kuvaava funktio. Epdparametristen mallien
kiaytto on joustavampaa, silld niitd kiytettdessd ei ole téllaisia rajoituksia.
Epédparametrista mallia voidaan kiyttdd myos sovituksen hyvyyden graafi-
sessa tarkastelussa. [2]

Yleisimmin kaytetty epdparametrinen malli on Kaplan—Meier-malli, jo-
ta usein kutsutaan myé6s rajatuloestimaatiksi. Téssé osiossa esiteltdva teoria
pohjautuu artikkeliin [7], mutta yhdenmukaisuuden vuoksi kiytetéén osion
2.1 merkintdtapoja. Tarkeimpid ndistd ovat vélttéfunktio S (t), joka méadri-
telldéin kuten yhtaldssi (1), vélttfunktion rajatuloestimaatti S (¢) ja funktio
n (t), joka kuvaa ajanhetked ¢ pidempéén selvidvien ja havaittavien yksiloi-
den maarda. Funktion n (f) arvoa laskettaessa ei oteta huomioon hetkelld ¢
tapahtuvia vikaantumisia.

Rajatuloestimaatin laskeminen perustuu seuraaviin vaiheisiin:

1. Jaetaan aika sopivasti valittuihin aikavéleihin (0, uq), (w1, ug) , ..., (up_1, u;)
. o s Sj .
2. Lasketaan jokaiselle aikavilille (u;_1, ;) osamadrd s; = T joka ker-
-1

too hetked w; pidempéddn selvidvien yksiloiden osuuden hetked wu;_,
pidempaan selvidvistd yksiloista

3. Lasketaan aikavilin rajapistetti ¢t pidemmélle selvidvien yksiléiden valt-
tofunktion arvo tulona
S (t) == H Sj.

u; <t

Vaiheessa 1 aikavalit (u;_q,u;) valitaan siten, ettd vaiheen 2 osamédrit saa-
daan laskettua kaavalla

. n'
gj — nj—a; E—— (21)
UZ; U

Kaavassa (21) muuttuja n; on heti hetken u;_; jélkeen havaittujen yksiloiden
méadrd, muuttuja d; on aikavalilld (u;_;,u;) vikaantuvien yksiloiden méara
ja muuttuja n’; on havaittujen yksildiden méaérd aikavililli tapahtuvien vi-
kaantumisten jilkeen. Vaiheessa 3 ei ole vilid sensurointien jakautumisesta
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aikavalilld (u; 1, u;) kunhan kaavassa (21) esitetyt n; ja n’; on laskettu oikein.
Vaiheessa 3 oletetaan myos, ettd sensurointi tapahtuu joko ennen aikavilin
ensimmaistd vikaantumista tai vasta viimeisen vikaantumisen jilkeen ennen
aikavilin padttymista.

Méara n; on laskettu oikein, kun siihen ei ole laskettu mukaan yksil6i-
td, jotka vikaantuvat ajanhetkelld w;. Siispé jokaisella ajanhetkelld u; pétee
epayhtilot n; < n(u;) < njii. Tamé tarkoittaa, ettd ajanhetked u; pidem-
péén selvidivien ja havaittavien yksiléiden méara n (u;) on vdhintdan yhtasuu-
ri kuin aikavalilld (u;_;,u;) tapahtuvien vikaantumisten jélkeen havaittava
yksildiden méaérd n’ ja enintddn yhtdsuuri kuin heti ajanhetken u;, jilkeen
havaittujen yksildiden mééra n;,. Télloin rajatuloestimaatti on muotoa

missi uy, = t ja n); on midritelty samoin kuin kaavassa (21). Kaplan-Meierin
rajatuloestimaattia laskettaessa data on oikealta sensuroitua ja vasemmalta
katkaistua, eli yksiloisté, jotka vikaantuvat ennen havaintoajan alkamista, ei
tiedetd mitddn.

Kaplan—-Meier—estimaatti

1.0

..............................................

0.6

Valttétodennakdisyys
0.4

0.2

0.0

0.0 0.5 1.0 15 2.0

Aika

Kuva 8: Esimerkki Kaplan—Meier-estimaatista kuvan 1 datalle.
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2.3 Mixture cure -malli

Esitellddn vield tdméin luvun lopuksi cure-malli, minkéd jilkeen pystytddn
méaritteleméddn sovellusosiossa kiytettdva mixture cure -malli. Cure-malli
on elinaika-analyysimalli, jota kdytetddn tilanteissa, joissa osa datan yksi-
16istd on immuuneja tarkastelun kohteena olevan tapahtuman realisoitumi-
selle. Téllaiset yksilot eivit siis vikaannu, vaikka niitd seurattaisiin daretto-
mén pitkd aika. Matemaattisesti esitettynd tilanne, jossa cure-mallia voidaan
kiyttad, on sellainen, ettd valttofunktion (1) raja-arvo on nollasta eroava eli
tli>11010 S(t) #0.

Datan sopivuutta cure-mallin sovelluskohteeksi voidaan arvioida tarkaste-
lemalla esimerkiksi osiossa 2.2 esitetyn Kaplan—Meierin rajatuloestimaatin
S (t) raja-arvoa. Kuvan 8 perusteella kuvan 1 data vaikuttaa olevan esimerk-
ki téllaisesta datasta. [§]

Cure-mallin kohdalla osiossa 2 selitetty oikealta sensurointi voi tapahtua
kahdesta eri syysta: yksilé on immuuni, eika siis missddn vaiheessa vikaannu,
tai yksilo on altis, mutta sitd ei ole vield seurattu riittdvin pitkdan. Jois-
sain tilanteissa on mahdollista maarittda aika, johon mennessd kaikki alttiit
yksilot vikaantuvat. Aina tdmé ei kuitenkaan ole mahdollista ja silloin im-
muunien ja alttiiden yksildiden toisistaan erottaminen on mahdotonta. Cure-
mallin kohdalla on kahdenlaisia yksiloitd, joten on luonnollista ajatella sitd
kahden ryhmén sekoitemallina. Téallaisesta mallista kiytetddn nimitystd mix-
ture cure -malli. [8]

Merkitdan tassikin osiossa vikaantumisaikaa muuttujalla 7', ja méaritel-
lddn, ettd muuttuja ¢ kuvaa yksilon immuuniutta. Yksilon ollessa immuu-
ni tarkastelun kohteena olevan tapahtuman realisoitumiselle, alttiusindeksi
¢ = 0, ja muussa tapauksessa ( = 1. Kummallekin ryhmaélle voidaan méa-
ritelld oma valttofunktio, joka on ehdollinen todennikoisyys, ettd yksilo vi-
kaantuu vasta tarkasteluhetked myohemmin. Nama ovat muotoa

Su(t)=P(T'>1¢=1) ja

Se(t)y=P(T >t|¢=0)=1.
Erottelussa kiytetyt alaindeksit u ja c tulevat sanoista "uncured” ja “cured”
vastaavassa jarjestyksessid. Immuunien yksildéiden populaation valttofunktio
S.(t) = 1, silld sithen kuuluvat yksilot eivdt missddn vaihesssa vikaannu,

joten todennédkéisyys P (T > t) = 1 milld tahansa t. Koko populaation mar-
ginaalinen véalttéfunktio on muotoa

S(t) = 7S, (t) + (1 — 1) S, (1)

=78 (t) +1—m, (22)
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kun yksilon vikaantumistodennékéisyys P (¢ = 1) = . [§]

Mixture cure -malli on siis parametrinen malli, jossa vikaantumisaika 7'
noudattaa jotakin osiossa 2.1 esiteltyd jakaumaa. Témén lisiksi mallia se-
littdd parametri 7, joka on alttiiden yksiléiden osuus koko populaatiosta.
Taman mallin suurimman uskottavuuden estimaatin ratkaiseminen on on-
gelmallista tavallisilla optimointimenetelmilld, silld malli sisdltdd latentteja
muuttujia.
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3 Expectation Maximization -algoritmi

Esitellddn seuraavaksi osion 2.3 mallin parametrien optimiarvojen ratkaisemi-
seen sopiva optimointimenetelmé. Artikkelissa [9] Dempster, Laird ja Rubin
kiyttivit siitd nimed Expectation Maximization -algoritmi (EM-algoritmi).
Esitelladn ensin algoritmiin liittyvia kasitteitd ja sen toimintaan liittyva teo-
ria padasiassa kirjaan [5] pohjautuen. Tamén jilkeen perehdytién algoritmin
konvergenssin todistamiseen péiasiassa artikkelin [10] mukaisesti. Yhdenmu-
kaisuuden vuoksi koko luvussa kiiytetdén kirjassa [5] kiytettyja merkintoja.

3.1 Algoritmin toiminta

EM-algoritmi on iteroiva algoritmi uskottavuusfunktion suurimman arvon
selvittdmiseksi. Sitd kaytetddn usein tilanteissa, joissa on esimerkiksi puut-
tuvaa dataa ja muiden optimointialgoritmien kéytto olisi téstd syystd han-
kalaa. EM-algoritmia voidaan myos kayttad tilanteissa, joissa datan epatdy-
dellisyys ei ole selvda. Esimerkki téllaisesta tilanteesta on tapaus, jossa on
latentteja muuttujia.

EM-algoritmia kiytettdessd on havaittu data y ja tiedetdédn, ettd on da-
taa, jota ei syystd tai toisesta ole voitu havaita. Puuttuvaa dataa kuvataan
vektorilla z. Datasta kiytetddn nimitysta tdydellinen data, kun puuttuvaa
dataa ei ole, ja sitd merkitdin muuttujalla . Osa taulukkoon 1 kerdtyistd
funktioista on taulukossa vain havaitulle datalle y, mutta vastaavat funktiot
ovat olemassa myo6s tiydelliselle datalle . Taydellistd dataa kiytettdessa
funktiot tunnistaa alaindeksisté c.

Algoritmin nimi kuvaa suoraan sen toimintaa, silld se muodostuu kah-
desta vaiheesta, joita kutsutaan nimilli E-askel (expectation) ja M-askel
(maximization). N&itd vaiheita toistetaan vuorotellen, kunnes saavutetaan
optimiarvo. Ensimméisessd vaiheessa (E-askel) puuttuvan datan arvoja z
arvioidaan laskemalla niille ehdolliset odotusarvot tunnettujen arvojen y
avulla. Toisessa vaiheessa (M-askel) selvitetdin uskottavuusfunktion L (W)
maksimoiva parametrivektori \il, suurimman uskottavuuden estimaatti, E-
askeleessa laskettuja arvioita hyodyntamalld. Ensin siis lasketaan arviot puut-
tuvalle datalle ja sen jilkeen niitd hyodynnetdin tdydellisen datan uskotta-
vuusfunktion maksimoinnissa. Tdmén jilkeen saatua suurimman uskotta-
vuuden estimaattia kdyttamalla lasketaan uudet arviot puuttuvalle datalle.

Téydellisen datan uskottavuusfunktiota L.(¥) kuvaa tdydellistd dataa
x vastaavan satunnaismuuttujan X todennikodisyysjakauman tiheysfunktio
ge (x;¥), jossa vektori ¥ = (W, ..., \I/d)T koostuu jakauman parametrien ar-
voista. Laskennallisista syistd kiytetddn usein logaritmista uskottavuusfunk-
tiota [, (¥) = log L. (¥) = log g. (x;¥). Logaritmifunktio on monotoninen,
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joten logaritminen uskottavuusfunktio saa suurimman arvonsa samoilla para-
metrien ¥ arvoilla kuin uskottavuusfunktio. Havaitun datan y tiheysfunktio
g9 (y;¥) on muotoa g (y; ¥) = [[}_, f (w;; ¥), kun havaittu data

T, : . :
y = (wf,..,wl)" ja n-kokoisen satunnaisotannan havainnot noudattavat

satunnaisvektorin W todennikoisyysjakaumaa f (w; ).

Taulukko 1: EM-algoritmin ominaisuuksista kerrottaessa kiytetyt merkinnét.

T Téaydellistda dataa kuvaava vektori

Y Havaittua dataa kuvaava vektori

z Puuttuvaa dataa kuvaava vektori

X Téaydellista dataa vastaava satunnaismuuttuja
Y Havaittua dataa vastaava satunnaismuuttuja

Satunnaismuuttujan Y todenndkoisyysjakauman

tiheysfunktio

Satunnaismuuttujan Y tiheysfunktion

parametrivektori

Q Parametrivektorin maarittelyjoukko

L(¥)=yg(y;¥) | Uskottavuusfunktio

[(¥) Logaritminen uskottavuusfunktio
k(zly; ¥) Satunnaismuuttujan X ehdollinen tiheysfunktio
U k) Parametrivektori k iteraatiokierroksen jilkeen
. Téaydellisen datan uskottavuusfunktion
Q (\p;\p( ))
ehdollinen odotusarvo
@ Parametrivektorin ¥ suurimman uskottavuuden

estimaatti

Varsinaisesti EM-algoritmia kiytettdessd on siis kaksi otosavaruutta X
ja Y sekd joukosta pisteeseen -kuvaus otosavaruudesta X otosavaruuteen ).
Pystytdan havaitsemaan vain epatiydellisen datan vektori y = y (z) joukossa
Y sen sijasta, ettd havaittaisiin tdydellisen datan vektori £ avaruudessa X.
Havaitun datan jakauman tiheysfunktio voidaan t&lldin kirjoittaa muodossa

oy W) = / 4o (@) da,
X(y)
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missi X (y) on otosavaruuden X osajoukko, jonka maarad yhtalo y =y ().

EM-algoritmi pyrkii selvittdméén epétiydellisen datan logaritmisen us-
kottavuusfunktion log L (¥) maksimin WU iteratiivisesti hyodyntamalla tay-
dellisen datan logaritmista uskottavuusfunktiota log L. (¥). Sitd ei kuiten-
kaan tiedetd, joten kdytetddn sen ehdollista odotusarvoa, kun tiedetdin ha-
vaittu data y ja parametrien senhetkiset arvot W) Tillsin EM-algoritmin
vaiheet ovat seuraavaa muotoa:

E-askel: Lasketaan taydellisen datan logaritmisen uskottavuusfunktion eh-
dollinen odotusarvo

Q (T;¥W) = Egu {log L. () |y} . (23)
M-askel: Etsitdin ¥*1) € Q, joka maksimoi funktion @ (¥; ¥®), eli jolle
Q (T eW) > (w0 ™) (24)

kaikilla ¥ € Q.

Yleistetyssia EM-algoritmissa (GEM-algoritmi) maksimointivaiheessa valitaan
parametrivektori W +1 jolla funktion Q) arvo on aiemman parametrivekto-
rin W) tuottamaa arvoa suurempi, mutta ei edellytetd sen maksimoivan
funktiota Q. Eli M-askel on muotoa: etsitiin ¥*+D € Q. joka toteuttaa
yhtalon

Q (\If(k“); \y(k)) >Q (\I,(k);q;(k)) )

EM-algoritmilla on monia hyvid ominaisuuksia verrattuna muihin algo-
ritmeihin. Osa néistd ominaisuuksista osoitetaan osiossa 3.2. Mainittakoon
ensimmaisend ominaisuutena, ettd EM-algoritmi on parantava algoritmi, silla
uskottavuusfunktion arvo kasvaa jokaisella iteraatiokierroksella (ks. lause 3).
Toinen térked ominaisuus on, ettd algoritmin konvergenssi pystytddn osoit-
tamaan melko yleisten ehtojen ollessa voimassa. Osiossa 3.2 osoitetaan algo-
ritmin konvergenssi lokaaliin optimiin.

EM-algoritmi on usein helppo implementoida, silld siind kiytetddn taydel-
listd dataa ja laskuissa ei tarvitse laskea uskottavuusfunktion arvoa eikd sen
derivaattoja. EM-algoritmin suorittamiseen ei tarvita paljoa muistia, miké on
hyva asia. EM-algoritmia kiytettéiessé iteraatiokierrosten méaéra voi olla suu-
ri, mutta yhden kierroksen suorittaminen on melko nopeaa, joten algoritmi
ei suuresta iteraatiokierrosten madrastd huolimatta ole muita optimointime-
netelmia hitaampi.

EM-algoritmia kiytettdessi tarvittavien funktioiden johtaminen on usein
helpompi kuin muita menetelmid kaytettaessa, silla EM-algoritmissa mak-
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simoidaan vain taydellisen datan logaritmisen uskottavuusfunktion ehdolli-
nen odotusarvo. E-askeleessakaan se ei yleensd ole kovinkaan monimutkais-
ta. EM-algoritmin konvergenssia on helppo tarkkailla seuraamalla uskotta-
vuusfunktion arvon kasvua. T&ll4 menetelméilld pystytdadn myos laskemaan
jonkinlaiset uskottavat arviot puuttuvalle datalle.

Esitellddn osion lopuksi vield méaédritelméssa 1 toinen tapa merkitd EM-
algoritmin M-askeleessa olevaa epayhtdlod (24) ja kiytetddn sitd suljetun
kuvauksen maaritelméassa 2.

Maéaritelma 1. Funktion @) (\Il; \Il(k)) maksimoivien pisteiden joukko on

M (¥W) = argmax Q (¥; ¥™) .
veQ

MaAédritelma 2. Pisteeltd joukolle -kuvaus M (\Il(’“)) on suljettu pisteessi
¥ = ¥, jos ehdoista

LA Y vk cQ
%) — @, o*) e M (\Il(k))

seuraa, ettd ¢ € M (¥,). Kuvaus on suljettu joukossa , jos se on suljettu
jokaisessa pisteessd ¥ € Q. [11]

3.2 Algoritmin konvergenssi

Nyt kun EM-algoritmin toimintaperiaate ja siihen liittyvit késitteet on kiyty
lapi, voidaan keskittya algoritmin konvergenssin osoittamiseen. Téssé osiossa
esitettdvit lauseet ja niiden todistukset ovat pddasiassa ldhteesté [10]. Osoi-
tetaan, ettd sekéd uskottavuusfunktion L (¥) ettd parametrivektorin ¥ arvot
konvergoivat. Aloitetaan uskottavuusfunktion konvergenssista, jonka avulla
sitten osoitetaan parametrien konvergenssi. Osion lopussa kiydaan vield 1api
EM-algoritmin konvergenssiasteen laskeminen.

3.2.1 Uskottavuusfunktion arvo suppenee

Aloitetaan uskottavuusfunktion konvergenssin osoittaminen todistamalla, et-
td milld tahansa EM-algoritmin iteraatiokierroksella saatava uskottavuus-
funktion arvo L (\Il(k)) on viahintddn yhtasuuri kuin edelliselld iteraatiokier-
roksella saatu uskottavuusfunktion arvo L (\Il("‘_l)). EM-algoritmin monoto-
nisuus on alun perin esitetty artikkelissa [9], mutta lauseen 3 todistuksessa
kiytetadn kirjassa [5] esitetyn todistuksen mukaisia merkintoja.
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Lause 3. (EM-algoritmin monotonisuus) Uskottavuusfunktion arvo ei pie-
nene, kun kiytetddn EM-algoritmia uuden parametrivektorin ¥ laskemiseen.
Eli jokaisella k£ = 0,1, 2, ... pitee

L(T*D) > L (wh), (25)

Todistus. Madritelladan ehdollisen tiheysfunktion k (z|y; ¥) olevan muotoa

k (zly; @) = &

g(y;®)’ (26)

kun tiedetddn havaittu data y ja timénhetkiset parametrien arvot ¥. Havai-
tun datan uskottavuusfunktio saadaan muotoon

log L (¥) =log g (y; ¥)
= log g (z; ¥) — log k (z|y; ¥) (27)
= log L. (¥) — logk (z|y; ¥)

ottamalla yhtdlostd (26) puolittain logaritmi ja sijoittamalla saatu lauseke
logaritmisen uskottavuusfunktion taulukossa 1 esitettyyn méaritelméan. Ot-
tamalla odotusarvot yhtdlon (27) kummaltakin puolelta, saadaan uskotta-
vuusfunktio muotoon

log L (¥) = Egw {log L. (¥) ly} — Egw {logk (X|y; ¥) |y}

- Q) - H (1), .

missd funktiolla H on merkitty téydellisen datan ehdollisen tiheysfunktion
logaritmin odotusarvoa ehdoilla g ja ¥®*). Nyt yht#lon (28) perusteella

log L (\I;(k:+1)) —log L (\Il(k)) _ {Q (\I,(k+1);\p(k)) —Q (\Il(k);\:[l(k))}

— {7—[ (\Il(k+1); \I!(k)) —H (\I;(k);\p(k))} ) (29)

Yhtilon (29) oikeanpuolen ensimmaéisen termin tiedetédn olevan ei-negatiivinen
kaavan (24) perusteella, joten epayhtélo (25) toteutuu, kun

H (B, B 0) 3 (90, §W) <o, (30)
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Epéyhtilo (30) on tosi, silld jokaisella ¥

oy (\I,;\I,(k)) —H (q,(k);\p(k))
= Egw {logk (X|y; ) [y} — Egw {logk’ (X|y; ‘I’(k)) |y}
= Egn {logk‘ (X|y; ¥) —logk (X|y§‘1’(k)) |?/}

— By {log [%] ‘y}

k(Xy; ¥)
< B4 ——————
<o e { g
= log/ k (zly; \Il(k)) dx
X(y)
=0.

Siispi uskottavuusfunktion arvo uusilla parametrien arvoilla ¥*+1 on vi-
hintddn yhtasuuri kuin edelliselld iteraatiokierroksella lasketuilla paramet-
rien arvoilla ¥ ja titen uskottavuusfunktion arvojen jono {L (¥®*)} on
kasvava. O]

EM-algoritmin monotonisuuden lisdksi vaaditaan, ettd uskottavuusfunk-
tion arvojen jono {L (\If(’“)) } on rajoitettu, jotta sen tiedetdin suppenevan ar-
voon L*. Arvo L* on uskottavuusfunktion dériarvokohta, mikéli L* = L (¥*)
kriittisessi pisteessd W*. Piste W* on kriittinen piste, jos se on yhtilon

6@51‘,1') = 0 ratkaisu.
Oletuksista OL1, OL2 ja OL3 seuraa suoraan, ettd uskottavuusfunktion
arvojen jono {L (\Il(k))} on ylhaaltd rajoitettu milld tahansa parametrivek-

torin alkuarvauksella ¥, € €.

OL1 Parametrien maarittelyjoukko €2 on r-ulotteisen euklidisen avaruuden
R" osajoukko.

OL2 Parametrivektorin alkuarvauksen méérittelemé avaruuden € osajoukko
Qu, ={¥eQ:L((¥)>L(¥y)} on kompakti milld tahansa

OL3 Funktio L on jatkuva méaarittelyjoukossa € ja differentioituva méaarit-
telyjoukon Q sisfosassa.

Nyt tiedetédén oletukset, joiden tulee olla voimassa, jotta uskottavuus-
funktion arvojen jono suppenee. Lemmassa 4 esitetdén lisda oletuksia, joiden

avulla uskottavuusfunktion arvojen jonon {L (\If(k))} kriittiseen pisteeseen
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suppeneminen EM-algoritmin tuottamissa pisteissd W) todistetaan lausees-
sa 6. Merkitddn lokaalien maksimien joukkoa kirjaimella M ja kriittisten
pisteiden joukkoa kirjaimella S.

Lemma 4. Olkoon {\Il(k)} jono GEM-algoritmilla laskettuja arvoja
k) e M (\I'(k)). Oletetaan, ettd kuvaus M (\Il(k)) on suljettu joukon 2
kriittisten pisteiden joukon S komplementissa S, ja ettd

L(¥*) > L (¥W) | kaikilla ¥® ¢ S.

Talloin jono {\Il(k)} suppenee aina kriittiseen pisteeseen ¥* € S ja L (\If(k))
suppenee monotonisesti pisteeseen L* = L (¥*).

Lemman 5 tulos on riittava ehto sille, ettd EM-algoritmissa kidytetty ku-
vaus M on suljettu. Lauseen 6 todistuksessa kiytetdan téta ehtoa ja lemmaa
4, kun osoitetaan, ettd uskottavuusfunktion arvo konvergoi dédriarvokohtaan
L (¥*) jollakin kriittiselld pisteelld ¥*. Lauseen 6 todistuksessa kéytetty mer-
kintd D'V tarkoittaa ensimmaéists derivaattaa ensimmiisen parametrivekto-
rin suhteen.

Lemma 5. (Jatkuvuusehto) EM-algoritmin kuvaus M on suljettu, jos funk-
tio Q) (\Il/; ‘If) on jatkuva seki pisteessi U ettd pisteessd W.

Lause 6. Oletetaan, ettd funktio () tayttda lemmassa 5 esitetyn jatkuvuuseh-
don. Téalloin kaikki EM-algoritmilla lasketun jonon {\Il(k)} rajapisteet ovat
uskottavuusfunktion L (¥) kriittisid pisteitd ja uskottavuusfunktion arvot
L (¥™®) suppenevat monotonisesti arvoon L* = L (¥*) jollakin kriittiselld
pisteella W*,

Todistus. Lemman 5 jatkuvuusehto on riittdvi osoittamaan lemman 4 en-
simmaisen oletuksen voimassaolo, joten riittda osoittaa lemman 4 toinen ole-
tus kaikille pisteille ¥*) ¢ S. Valitaan parametrivektori U*) siten, ettii se
on joukon Q sisipiste. Piste ¥ maksimoi funktion H (¥; ¥™) joukossa
Q yhtélon (30) mukaan, joten sen derivaatta hividda kyseissd pisteessd, eli
DYOH (¥®; ¥®) = 0. Siispd uskottavuusfunktion derivaatta DL (¥®)) =
DYOQ (¥™; ¥®). Uskottavuusfunktion derivaatta DL (¥™) 5 0 missé ta-
hansa kriittisten pisteiden joukkoon kuulumattomassa pisteessi W) ¢ S.
Tistd seuraa, ettd piste ¥ ei ole funktion Q (\If(k);\Il(k)) lokaali maksimi
joukossa €. M-askeleen mééritelméssi olevasta yhtélostd (24) saadaan, etta

Q (\I;(kJrl);\I;(k)) > Q (\I;(k);\p(k)) )

Téama yhdessd yhtdlon (30) kanssa osoittaa, ettd L (\II("““)) > L (\Il(k)) kai-
killa pisteilli ¥*) ¢ S. Uskottavuusfunktion konvergenssi seuraa tisti. [
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Nyt on osoitettu, ettd uskottavuusfunktion arvo suppenee jossakin kriit-
tisesséd pisteessi, mutta kriittisen pisteen laatua (minimi, maksimi vai satu-
lapiste) ei vield ole osoitettu. Lemmassa 7 esitetdén kirjan [5] mukaisesti, et-
td EM-algoritmi voi myos konvergoida uskottavuusfunktion satulapisteeseen
eikd tdten aina saavuta vilttamétta edes lokaalia maksimia.

Lemma 7. Epéyhtélosta (30) saadaan, ettd

OH (\Il; \I!(k))
ov ‘\I/:\I/(M =0, (31)

eli ettsd funktion H derivaatta pisteessi ¥*) hividd. Olkoon ¥, mielivaltainen
parametrivektori . Valitaan W) = ¥, ja kiiytetiddin yhtilod (31) yhtilon
(28) derivaatan lausekkeeseen. Tilloin saadaan, ettd

8logL(‘I')‘ e (\k%)\
ov v, ov U=,

Uskottavuusfunktion L ja taydellisen datan uskottavuusfunktion ehdollisen
odotusarvon () derivaatat ovat siis yhtésuuret pisteessd W,. Oletetaan seu-
raavaksi, ettd ¥ = U* ja ettd U* on funktion L (W) kriittinen piste. Téll6in
saadaan kriittisen pisteen méaaritelmésta ja yhtdlosta (32), etta

DlogL(¥)]  0Q(¥:%,)

o U o v 0

Saadaan siis, ettd EM-algoritmissa maksimoitavan funktion @) kriittiset pis-
teet ovat myos logaritmisen uskottavuusfunktion kriittisid pisteita. Jos piste
¥* on funktion @ (¥;¥*) globaali maksimi joukossa (2, niin EM-algoritmi
voi konvergoida uskottavuusfunktion L (¥) satulapisteeseen, silli kriittisen
pisteen ¥* laadusta uskottavuusfunktiolle L ei ole takeita.

(32)

Esitetdan vield lauseessa 8, ettd uskottavuusfunktio konvergoi lokaaliin
maksimiin. Konvergenssia globaaliin maksimiin ei pystytd takaamaan EM-
algoritmille kuten ei muillekaan optimointialgoritmeille.

Lause 8. Oletetaan, ettd funktio () tdyttdd lemman 5 jatkuvuusehdon ja
ettd milld tahansa ¥ € S\ M pétee

sup Q (U, %) > Q (¥; ).
v'eQ)

Talloin kaikki jonon {\II(’“)} rajapisteet ovat funktion L lokaaleja maksimeja
ja L (\Il(k)) konvergoi monotonisesti arvoon L* = L (¥*) jollakin lokaalilla
maksimilla U*.
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3.2.2 Parametrien jono suppenee

Osoitetaan seuraavaksi, ettd parametrivektoreiden jono {\Il(k)} suppenee ar-
voon ¥* mikili uskottavuusfunktion L (¥) arvo suppenee arvoon L* = L (¥*).
Merkitaan
S(a)={¥eS:L((T)=a}
ja
M) ={¥ eM: L) =a},

jotka kuvaavat niitd kriittisten pisteiden joukkoon & tai lokaalien maksi-
mien joukkoon M kuuluvia pisteitd ¥, joissa uskottavuusfunktio saa arvon
a. Lemman 4 oletuksien nojalla L (¥) — L* ja kaikki jonon {\Il(’“)} rajapis-
teet kuuluvat joukkoon S (L*).

Aloitetaan parametrien jonon suppenemisen todistaminen lauseen 9 mu-

kaisella tilanteella, jossa uskottavuusfunktion L (¥) optimi L* saavutetaan
vain yhdessé kriittisesséd pisteessd W*.

Lause 9. Olkoon jono {\If(k)} lemman 4 oletuksien mukaisella GEM-algoritmilla
laskettuja parametrivektorin arvoja. Jos S (L*) = {¥*}, missd L* on lemmas-
sa 4 esiintyvi funktion L (¥)) rajapiste, niin silloin &) — ¥~

Lauseen 9 ehtoa S(L*) = {¥*} voidaan relaksoida olettamalla, ettd
@D —®E| — 0, kun k& — oo. Niin voidaan olettaa, silli se on vilt-
tdmaton ehto parametrien jonon suppenemiselle. Lauseessa 10 téta ehtoa
hyédynnetidin, kun osoitetaan parametrien jonon {\Il(k)} suppenevan johon-
kin kriittisten pisteiden joukon S (L*) pisteeseen.

Lause 10. Olkoon jono {\I!(k)} lemman 4 oletuksien mukaisella GEM-algorit-
milla laskettuja parametrivektorin arvoja. Jos [[@*+) — ¥®)|| — 0 kun
k — oo, niin kaikki jonon {\Il(’“)} rajapisteet kuuluvat yhdistettyyn ja kom-
paktiin joukkoon S (L*), jossa L* on lemmassa 4 esitetty ddriarvokohta funk-
tiolle L (¥®). Erityisesti jos S (L*) on diskreetti, niin parametrivektori ¥*)
konvergoi johonkin pisteeseen U* € S (L*).

Todistus. Oletuksen OL2 mukaan parametrien arvojen jono {\If(k)} on rajoi-
tettu. Rajoitetun jonon {\Il(k)} rajapisteiden joukko on yhteniinen ja kom-
pakti, jos [|[¥*HD) — Wk — 0, kun k — co. Lemman 4 nojalla jonon {¥®)}
rajapisteet kuuluvat joukkoon S (L*). Tésté seuraa haluttu tulos. ]

Yleistetddn seuraavaksi lauseessa 11 lause 10 tilanteeseen, jossa kriittisten
pisteiden joukkoon & kuuluvien parametrivektoreiden sijasta tarkastellaan
koko madrittelyjoukkoa €.

27



Lause 11. Olkoon jono {\Il(’“)} lemman 4 oletuksien mukaisella GEM-algorit-
milla laskettuja parametrivektorin arvoja. Méaaritelldén, etté

L(L)={TecQ:L(¥)=L}.

Tehd#én myds lisdoletus, ettd DM0Q (TEHD; k) = 0 ja oletetaan sen ole-
van jatkuva seki pisteessi WD ettd pisteessd W), Tallsin ¥*) suppenee
kriittiseen pisteeseen W* jossa L (U*) = L*. Arvo L* on uskottavuusfunk-
tion L (¥*)) diriarvo, jos joko £ (L*) = {¥*} tai [|[T*H) — k|| — 0, kun
k — oo, ja L (L*) on diskreetti.

Esitellddn seuraavaksi unimodaalin funktion méaritelma, jotta osiossa 4
voidaan hyddyntdéd seurausta 13, joka osoittaa parametrivektorin konvergoi-
van unimodaalin uskottavuusfunktion globaaliin maksimiin.

Madritelmi 12. (Unimodaali funktio) Uskottavuusfunktio L (¥) on uni-
modaalinen maksimoinnin suhteen, jos ehdosta L (¥') > L (¥) seuraa, ettd
AW = ¥’ — ¥ on parantava suunta pisteestd, ¥ kaikille pistepareille ¥ ja, W',
Maksimointitehtéivissi suunta AW on parantava, jos VL (¥)" AW > 0. [12]

Seuraus 13. Oletetaan, ettd uskottavuusfunktio L (¥) on unimodaalinen
joukossa Q, ¥* on sen ainut kriittinen piste ja D»°Q (¥’; ¥) on jatkuva pis-
teissd W’ ja W. Télloin jokaiselle EM-algoritmilla lasketulle jonolle {\Il(k)}
pitee, ettd parametrivektori ¥*) suppenee uskottavuusfunktion L (¥) mak-
simoivaan pisteeseen W*,

3.2.3 Konvergenssiaste

Kéydéén vield 1dpi kirjan [5] mukainen tapa méérittaa ja laskea kiytédnnossa
EM-algoritmin konvergenssiaste.

Maaritelméssé 1 esitelty kuvaus M on kuvaus joukosta €2 itseensi siten,
etta

YD) — M (\I!(k))

kaikilla &k = 0, 1, 2, ... Jos parametrivektori ¥*) konvergoi johonkin pisteeseen
¥* ja kuvaus M (¥) on jatkuva, niin piste ¥* on kuvauksen M kiintopiste
eli ¥* = M (¥).

Kuvaukselle @) = M (¥®) pisteessi ¥* lasketusta Taylorin sarjasta
saadaan pisteen U* ympéristossi, ettd

D g g (T (B — ). (33)
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Yhtélossé (33) J (¥) on d x d Jacobin matriisi kuvaukselle
M (¥) = (M, (¥), ..., My (¥))", jossa alkio

oM, (¥
Ji; (O) = A.
ov;
Jacobin matriisista J (¥*) puhutaan usein konvergenssiasteen matriisina.
Parametrivektorin ¥ todellisen havaitun konvergenssiasteen mitta on glo-
baali konvergenssiaste, joka méaritelldéin raja-arvona

‘ ||\If(k+1) _ \I,*H
=1 4
R == T T (39
missé || - || on miké tahansa normi d-dimensioisessa euklidisessa avaruudessa

R?. Merkitddn, ettd Jacobin matriisin J (¥*) suurin ominaisarvo on Apax.
Tiettyjen sdannollisyysehtojen ollessa voimassa, tiedetddn konvergenssias-
teen olevan r = Apax.

Konvergenssiaste voidaan laskea myos komponenteittain. T&ll6in kompo-
nentin ¢ konvergenssiaste on

k+1 %

L e
= 11m ®) .
e -

(35)

T

Tiettyjen ehtojen ollessa voimassa konvergenssiaste » on komponenttien kon-
vergenssiasteiden r; maksimi:

r = max r;.
1<i<d

Algoritmi tietysti konvergoi jos ja vain jos jokainen komponentti konvergoi.
Siispa on luonnollista, ettd algoritmin konvergenssiaste maaraytyy hitaimmin
konvergoivan komponentin mukaan, silld konvergenssia ei saavuteta ennen
kuin jokainen komponentti on saavuttanut optimiarvonsa.

Kéytdnnossi yleensd kuitenkin kiytetddn yhtiloiden (34) ja (35) tilalla
muotoja

e —w)
. T T

k+1 k
LA Vo

k k—=1)"
o g - w)

ja
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4 EM-algoritmin kaytto mixture cure -mallin
parametrien laskemiseen

Kuten osiossa 3 todettiin, EM-algoritmi on mixture cure -mallin paramet-
rien laskemiseen sopiva menetelm4, silld mixture cure -mallissa on latentteja
muuttujia. Johdetaan nyt EM-algoritmin kdyttdmiseen tarvittavat funktiot
mixture cure -mallin mukaiselle datalle, implementoidaan saatu algoritmi
R-ohjelmointikielelld ja havainnollistetaan sekd dataa ettd algoritmin kon-
vergenssia kuvilla. Mallin mukaisessa tilanteessa data on sensuroitua, joten
vikaantumisaika 71" tiedetddn tarkasti vain osalle yksilGistd. Mallissa on ole-
tuksena myds, etta osa yksiloistd on immuuneja tarkastelun kohteena olevalle
tapahtumalle, mutta immuunien ja alttiiden yksiléiden osuuksia ei tiedeta.

4.1 Malli

Sovelluksen kohteena olevassa mallissa havaittuina muuttujina ovat aika 7T,
joka on joko vikaantumisaika T™* tai sensurointiaika C' yhtélon (6) mukaisesti,
ja yhtélon (7) mukaisesti méiéritetty sensurointi-indeksi §. Voidaan siis osiossa
3 kéytettyjen merkintdjen mukaisesti kirjoittaa, ettd Y = (7, 9). Osiossa 2.3
esitelty alttiusindeksi ¢ on tdssid tapauksessa vaillinaista dataa.

Muuttuja (; kuvaa siis yksilon alttiutta tehda tarkastelun kohteena oleva
tapahtuma ja se on nédyte satunnaismuuttujasta ( ~ Bern (7). Taydelliselle
datalle muuttujan (; arvot tiedetddn, mutta téssi tapauksessa se on latentti
muuttuja, joten sen arvoja ei tiedetd. Yksilon vikaantumisaika ¢ on rea-
lisaatio satunnaismuuttujasta 7% ~ Exp (\) ja néitd merkintoja kiyttéen,
havaittu aika ¢; = min (¢}, ¢;) ja sensurointi-indeksi §; = I (¢} < ¢;), kun yk-
silén ¢ sensurointiaika ¢; on joko erikseen méaritetty tai se on ndyte jotakin
satunnaisjakaumaa noudattavasta satunnaismuuttujasta C. Sensurointiaika
on niyte satunnaismuuttujasta C', kun kyseessi on osiossa 2 mainittu satun-
nainen sensurointi.

Oletetaan, ettd vikaantumisaika 7' noudattaa eksponentijakaumaa, joten
alttiin populaation viltt6funktio on kaavan (10) mukaan muotoa

SHC=1)=P(T>t(=1)=eM
ja tiheysfunktio on kaavan (12) mukaisesti
filc=1)=P(T =t¢=1)= e

Oletetaan, ettéd alttiiden yksildiden osuus koko populaatiosta on
P ({ =1) = x. Télloin immuunien yksildiden osuus P (( =0) = 1 — 7, silld
kyseessd on kahden ryhmén sekoitemalli. Saadaan, ettd mallissa on kaksi
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EM-algoritmilla estimoitavaa parametria § = (7, \), jotka ovat tapahtuman
tekevien yksiloiden osuus ja vakiovikaantumistahti.

Kuvassa 9 havainnollistetaan, miltd tallainen data nayttad, kun aloitusa-
jat on piirretty kalenteriajan mukaisesti ja sensurointiaika on kaikille sama
tyypin I sensuroinnin mukaisesti. Samaa dataa voidaan havainnollistaa myos
kuvan 10 mukaisesti. Siiné havainnollistetaan seuranta-aikaa. Kuvasta 10 on
helpompi vertailla yksiléiden vikaantumisaikoja. Data on generoitu siten, et-
td aloittaminen tapahtuu yhden aikayksikon aikana ja maksimiseuranta-aika
on kolme aikayksikkod. Generoidussa datassa on 100 yksil6é ja generoinnissa
kiytetty alttiiden yksildiden osuus on 10 %.

100~

Alttiusindeksi
0

-

Yksilo
Z

Sensurointi-indeksi
0
.1

Alka

Kuva 9: Yksiloiden seuranta-ajat kalenterin mukaisesta aloitusajankohdasta
tyypin I mukaiseen sensurointiajankohtaan.

100~

Alttiusindeksi
0

—-— 1

Yksils
2

Sensurointi-indeksi
0
LIR |

Aika

Kuva 10: Yksiloiden seuranta-aikojen pituudet tyypin I sensuroinnin tapauk-
sessa.
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Mixture cure -mallin uskottavuusfunktio ja muut EM-algoritmin kiyt-
tod varten tarvittavat funktiot on johdettu artikkelissa [13] tilanteelle, jossa
vikaantumisaika 7" noudattaa Weibull-jakaumaa. Tdmén tutkielman sovel-
luksen tilanne on Weibull-jakauman erikoistapaus, joten esitetdén nyt juuri
tdmén tapauksen funktiot, jotka on itse johdettu.

Taulukossa 2 esitetddn todennikoisyydet, ettd yksilo vikaantuu tai selvi-
a4 ajanhetkelld t ehdolla, ettd se on immuuni tai altis. Niiden ehdollisten
todennékdisyyksien avulla saadaan marginaalinen vélttéfunktio (22) kirjoi-
tettua eksplisiittisesti. Se on talléin muotoa

St)=P(T>t)=P(T>t(=0P((=0+P(T>tlC=1)P(=1)
=1-(1-m+e™M. 7
=1—747me
(36)

Vastaavalla tavalla saadaan laskettua marginaalinen tiheysfunktio

FO) =P =t)= P(T=tlc=0) P(C=0)+ P(T =t = ) P(C = 1)
=0-(1—m) +Xe M 7

= e M.

Taulukko 2: Valtto- ja tiheysfunktioiden laskemiseen tarvittavat ehdolliset
todenndkéisyydet.

P(TI) | T=t T>t
(=0 0 1
C=1 | de N

Epétdydellisen data uskottavuusfunktio on kaavan (8) mukaisesti muotoa

L(8]t,6) =] (mre™)" (1 — 7+ me )

=1

0 (37)

ja sen logaritminen uskottavuusfunktio joko ottamalla logaritmi yhtélosta
(37) tai kaavan (9) perusteella on

1(0]t,6) = Z {6; (logm +log A\ — \t;) + (1 — &;) log (1 — 7 + me ™) }.

i=1
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EM-algoritmia kidytettdessd tarvitaan kuitenkin epétdydellisen datan uskot-
tavuusfunktion sijasta tdydellisen datan uskottavuusfunktio. Se on mixture
cure -mallin tapauksessa muotoa

Lo 016.6.¢) = T (mae )" [(1 =m0 (me) @] 70 ag)
i=1

Otetaan yhtélosta (38) logaritmi, jolloin saadaan tdydellisen datan logarit-
minen uskottavuusfunktio lopulta muotoon

l (B]¢,6,¢) =

{6; logm +log A — A\t;] + (39)

—1

(1=8)[1(G=0)1log(1—m)+1({=1)(logm — At;)]}.

EM-algoritmin E-askeleessa olevan funktion (23) muodostamisessa tarvitaan
taulukossa 3 esitetyt ehdolliset todennékéisyydet. Taulukon 3 arvot on las-
kettu seuraavilla kaavoilla

P(Ti>t:]¢=5,0% =1 ) P(¢Gi=5) N

— ST Cpk—1)) —
P (CZ - j|TZ > 1,0 ) - P(Ti>ti\Ci=O,0<’“*1>)P(Ci=0)+P(Ti>ti|Ci=1,9(k’1>)P(Cz:l) .

(40)

P(Ti=t:|6i=3.8"~V) P(Gi=5)
P(Ti=t;|¢G:=0,60—1) ) P(¢;=0)+P(Ty=t;|¢;=1,0-~D ) P(¢;=1)
(41)

P (G =j|T, =1;,6%) =

joissa j € {0,1}. Kaavoilla (40) ja (41) lasketaan ehdolliset todennakdisyy-
det, ettd yksilo on immuuni tai altis, jos se on selvinnyt tai vikaantunut
ajanhetkella ¢.

Taulukko 3: Funktion ) muodostamiseen tarvittavat ehdolliset todennakai-
syydet.

PET) | ¢=0 (=1

1— — At
T >t m_ . e

1—m4+me—> 1—m4me=At

T=t 0 1

Nyt yhtalot (39), (40) ja (41) yhdistdmalld saadaan EM-algoritmilla mak-
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simoitava funktio (23) muotoon
Q (0|9(k_1)) = E¢irge-n [1(0]t,0,0)]

n 1
=N"N P (G= T > t,0% D) " P (¢G= 1Ty = 1,6%79) " 1 (88,6, )

i=1 j=0
_ L h=1) B 2=D A Dy v
= Z |:1,71-(/6*1)+7r(k*1)e_>‘(k_l)ti log (1 7T) + 17pi<k*1)+7r(k*1)e_’\(k_1)ti (logﬂ )\tl)

1:0;=0
+ E log 7+ log A — \t;],

7:0;,=1

(42)

kun viimeisintd muotoa edeltavit vilivaiheet on jatetty kirjoittamatta. De-
rivoimalla yht&l6 (42) erikseen kummankin parametrin, 7 ja A, suhteen ja
ratkaisemalla saatujen derivaattafunktioiden nollakohdat, saadaan paramet-
reille laskettua estimaatit

1 ﬂ_(kfl)ef)\(k‘l)ti
R S|
s + 1| ja  (43)
_ (k-1 k—1) p—A(k=Dy;
n 3:0;=0 1 ﬂ-( ) + 7T( )6 ! i:0;=1
)\(k) o Ei:&;:l 1 (44)
o a(k=1) g=AFDt; ’

Zi:éizo 1 — g(k=1) + 7T(/rc_l)e_)\(k—l)ti + Zi:&-:l t

Osiossa 3 osoitettiin lemmassa 7, ettd EM-algoritmilla lasketut funktion @)
maksimoivat parametrien arvot ovat myos tdydellisen datan uskottavuus-
funktion kriittisi& pisteitd, joten kaavoilla (43) ja (44) lasketut arvot maksi-
moivat my0s uskottavuusfunktion (39).

Téydellisen datan logaritminen uskottavuusfunktio (39) saadaan jaettua
kahteen osaan siten, ettd toinen osa sisaltdi kaikki parametria 7 sisiltavit
termit ja toinen sisdltdd kaikki parametria A\ sisdltévit termit. Voidaan siis
merkiti, ettd

le (0, At,6,C) = Ix (m|t,8,() + Ix (Alt,6,C) . (45)
Yhtélossi (45) oleva funktio I, on muotoa
I (7[¢,8,¢) =

> {adom + (1-0) (G = 0)log (1) +1(G = Dlogl} 0
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ja funktio [, on muotoa

n

IVA6,0) =) {6 flog A = Ati] — (1= 6)T(G = 1) At} (47)

=1

Sekd funktio (46) ettd funktio (47) koostuu konkaavien termien summas-
ta, silld logaritmifunktio on konkaavi samoin kuin lineaariset termit ovat.
Konkaavien funktioiden summana myds funktio (45) on konkaavi. Toisaalta,
konkaavit funktion ovat unimodaalisia maksimoinnin suhteen |[12], joten seu-
rauksen 13 mukaan tiedetdédn siis, ettd EM-algoritmi konvergoi tdydellisen
datan logaritmisen uskottavuusfunktion globaaliin maksimiin.

Taydelliselle datalle pystytidan suoraan laskemaan paramertien 7 ja A op-
timaaliset arvot. Derivoidaan yht&lo (46) muuttujan 7 suhteen ja yhtilo (47)
muuttujan A suhteen. Taydellisen datan logaritmiselle uskottavuusfunkiolle
optimaaliset arvot saadaan selvittamalla laskettujen derivaattojen nollakoh-
dat. Datan ollessa taydellista, tiedetddn, mitka yksildistd ovat immuuneja ja
mitké alttiita. Siitd syystd parametrien 7 ja A optimiarvot saadaan ratkaistua
sijoittamalla havaitut muuttujien ¢, § ja ¢ arvot yhtél6ihin

T o= Y B I-IG =)= D6 (48)

— i Z?:1 51’ o _Z?ZI 52-
g Yo ti[0i 4+ (1 —6;) I(¢ = 1)] - S G (49)

Yhtaloita (48) ja (49) ei siis voida kiyttdd puuttuvalle datalle parametrien
7 ja A laskemiseen, silla puuttuvalle datalle ei tiedetd muuttujan ( arvoa.
Tastd syystd kiytetddn EM-algoritmia parametrien optimaalisten arvojen
selvittdmiseen.

4.2 Toteutus R-ohjelmointikielella

Funktioiden johtamisen jilkeen toteutettiin saman asian R-ohjelmointikielelld
RStudio-ohjelmointiympéristod kiyttamalla. Luetteloinnissa 1 esitetddn funk-
tio cureEM, jolla saadaan laskettua mixture cure -mallin parametrien opti-
miarvot EM-algoritmilla. Funktio cureEM ottaa kaksi parametria: ensimméi-
nen ndistd, params, on parametrien 7 ja A alkuarvot siséltava vektori ja
toinen, D, on havaittu data. Havaittu data koostuu muuttujista time, cen-
sored ja weight. Muuttuja time on havaittu aika t; ja muuttuja censored on
sensurointi-indeksi §;. Muuttuja weight kuvaa todennékoisyytta, ettd yksilo
on altis tarkastelun kohteena olevalle tapahtumalle, ja se lasketaan jokaisella
iteraatiokierroksella uudelleen yhtaloita (40) ja (41) kdyttéden arvolla j = 1.
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OCONOOTdWN =

#EM-algoritmi mixture cure -mallille
cureEM <- function(params, D){

lambda_prev <- params[1]

pi_prev <- params[2]

n <- length(D$time)

time_censored <- D$time[D$censored==0]
time_not_censored <- D$time[D$censored==1]

#Lopetuskriteeri
eps <- 10°(-5)
continue <- TRUE

while(continue){

#Kertoimien laskeminen

D$weight [D$censored == 0] <- pi_prev*exp(-lambda_prev*time_censored) /
(1-pi_prev + pi_prev*exp(-lambda_prev*time_censored))

D$weight [D$censored == 1] <- 1

#Parametrien maksimointi
pi <- sum(D$weight)/n

lambda <- sum(D$weight[D$censored == 1])/
(sum(D$weight [D§censored == O]*time_censored) +
sum(D$weight [D$censored == 1]*time_not_censored))

#Lopetuskriteerin toteutumisen tarkistus ja parametrien arvojen paivitys
if(sqrt((pi_prev - pi)~2 + (lambda_prev - lambda)~2) < eps){

continue <- FALSE
Yelsed{

lambda_prev <- lambda

pi_prev <- pi

¥
}
result <- c(lambda, pi)

return(result)

}

Luettelointi 1: Mixture cure -mallin parametrien laskeminen EM-algoritmilla.

Funktion cureEM toiminnan oikeellisuus varmistettiin generoimalla testi-
dataa luetteloinnin 2 mukaisella tavalla. Data on generoitu parametrien ar-
voilla m = 0.3 ja A = 1, joten tiedetddn funktion cureEM toimivan, kun sen
laskemat arvot vastasivat datan generoinnissa kdytettyja arvoja.
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#Luodaan testidataa

library(LaplacesDemon)

tmax <- 2

n <- 1000

cure_fraction <- 0.7

cured <- rbern(m, cure_fraction)

testidata <- data.frame(time = rexp(n)*(l-cured) + tmax*cured,
cured = 1l-cured)

testidata$censored <- as.integer(testidata$time < tmax)

testidata$time [which(testidata$censored == FALSE)] <- tmax

testidata$weight <- 1

Luettelointi 2: Testidatan generoiminen.

Tamén lisdksi laskettiin R:n valmiilla optimointifunktiolla optim logar-
timisen uskottavuusfunktion (39) maksimoivat parametrien arvot luetteloin-
nissa 3 esitetylld koodilla. Talld tavoin varmistettiin, ettd funktio cureEM
tuottaa saman ratkaisun kuin jokin muukin optimointimenetelméa. Mixture
cure -mallille halutaan 16ytda uskottavuusfunktion maksimi ja funktio optim
ratkaisee annetun funktion minimin, joten taytyy muistaa, etti

argmax f (z) = argmin —f (x) .

#Logaritminen uskottavuusfunktio
loglikelihood <- function(params){

lambda <- params[1]

pi <- params[2]

delta <- testidata$censored
t <- testidata$time

cured <- testidata$cured

-sum(delta*x(log(pi) + log(lambda) - lambdax*t) +
(1-delta)*((cured == 0)*log(l-pi) + (cured == 1)*(log(pi) -
lambda*t)))

2| 3

#0ptimointi funktiolla optim()
#Alkuarvaus parametreille lambda ja pi
init <- ¢(0.5, 0.5)

optim(init, fn = loglikelihood)

Luettelointi 3: Téydellisen datan logaritminen uskottavuusfunktio ja
valmiilla optimointifunktiolla optimaalisten parametrien ratkaiseminen

Havainnollistetaan algoritmin konvergenssia kuvalla 11. Siitd ndhd&én,
ettd epitiydellisen datan logaritmisen uskottavuusfunktion suurin arvo saa-
vutetaan suunnilleen arvoilla A = 1 ja 7 = 0.35. Lisdksi ndhd&dén, ettd talla
datalla luetteloinnin 1 funktio konvergoi jo muutaman iteraatiokierroksen
jalkeen uskottavuusfunktion optimiin.
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_ Incomplete data loglikelihood
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Kuva 11: Generoidun datan konvergenssi epatiydellisen datan logaritmisen
uskottavuusfunktion maksimiin.
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5 Pelidataan soveltaminen

Kéytetadn osiossa 2 esiteltyé teoriaa peleista kerdttyyn dataan. Monissa pe-
leissd on mahdollisuus ostotapahtumien tekemiseen pelid pelatessa ja niiden
tekeminen on pelin tekijan kannalta jopa toivottavaa. Kaikki pelaajat eivit
kuitenkaan ostotapahtumaa tee ja osa pelaajista tekee useita ostoja. Pelaajat
voidaan siis jaotella kahteen osapopulaatioon, jotka osion 2 késitteiden mu-
kaisesti ovat alttiiden pelaajien joukko ja immuunien pelaajien joukko. Ensin
mainittuun siis kuuluvat ne, jotka tekevit ostotapahtuman jossain vaiheessa,
ja jalkimmadiseen kuuluvat ne, jotka eivit ostotapahtumaa tee, vaikka niita
seurattaisiin ddrettémén pitkddn. Tilanne on siis osiossa 4.1 esitellyn mal-
lin mukainen. Ostotapahtuman tekevilld pelaajilla alttiusindeksi ¢ = 1 ja
ostotapahtuman tekemiselle immuuneille pelaajille ¢ = 0.

Pelistad on keratty dataa tietylla aikavililld, joten dataa on sensuroitu tyy-
pin I sensuroinnin mukaisesti. Kaikilla pelaajilla on siis kalenterin mukaisessa
ajassa sama sensurointiajankohta — havainnoinnin paattymisen ajankohta.
Aiemmin esitelty sensurointi-indeksi § toimii téssidkin tapauksessa samalla
tavalla: § = 0, jos pelaaja on sensuroitu, ja 6 = 1, jos pelaaja on tehnyt
ostotapahtuman.

Joissain peleissd pelaajat aloittavat hyvin lyhyen aikavilin aikana, joten
seuranta-aika jokaiselle pelaajalle on likimain sama. Toisissa peleissa aloi-
tukset tapahtuvat pidemmén aikavélin aikana. Aloitusaikojen jakautumiseen
vaikuttaa se, ettd pelid testatessa sitd mainostetaan. Pelaajia saattaa silloin
tulla hyvinkin lyhyen ajan sisdlld tai sitten niitd tulee koko mainoskampanjan
ajan tasaisesti. Aikaisemmin julkaistuille peleille uusia pelaajia tulee yleensé
melko tasaista tahtia. Pelidatan tapauksessa havaittu aika ¢ on aika aloituk-
sesta joko ostotapahtuman tekemiseen tai datan kerdédmisen padttymiseen.

Osion 4.1 mallissa kiytetyt parametrit, A ja 7, ovat téssi tapauksessa
konversiotahti ja monetisaatioprosentti, ja ne lasketaan osion 4 mukaisel-
la tavalla. Monetisaatiolla tarkoitetaan ostotapahtuman tekemistid. Pelaaja
siis monetisoituu tehdessdin ensimmaéisen ostotapahtuman. Konversiotahdil-
la tarkoitetaan monetisoitumisnopeutta. Vikaantumisaikojen oletetaan nou-
dattavan eksponenttijakaumaa, joten konversiotahti A on vakio. Yksittiiselle
pelille malli siis ennustaa, kuinka iso osa pelaajista tekee ostotapahtuman ja
kuinka nopeasti ensimmainen ostotapahtuma tehdddn. Téssd tutkielmassa
tavoitteena on tutkia, missd vaiheessa ja kuinka tarkasti malli pystyy lopul-
lisen monetisaatioprosentin ennustamaan. Osan testeistd tein Hipster sheep
-nimisesté pelistd [1] kerétylle datalle ja osan tein mallin mukaiselle generoi-
dulle datalle.
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5.1 Kaytetyn datan kuvailu ja muokkaus

Kéyttdméani data on kerdtty Hipster sheep -nimisestd pelistd 11.12.2014 ja
4.1.2017 valisend aikana. Data koostuu kolmesta taulukosta, joiden nimet
ovat sheepsters device, sheepsters end_session ja sheepsters store.
Taulukossa sheepsters device on seitsemin muuttujaa — id, nr, version,
timestamp, platform, country ja language — ja 20 295 havaintoa. Taulukossa
4 naytetddn viisi ensimmaistd rivid tistd datasta. Taméa data kertoo pelaa-
jan ensimmadisen pelin alkamisajankohdan sekd mitd versiota, milla alustalla
(android tai ios), missd maassa ja milla kielelld pelaaja on pelid pelannut.
Taulukko koostuu siis ensimmaéiselld pelikerralla kerdttavista tiedoista.

Taulukko 4: Sheepsters device-datan ensimmaéiset viisi rivia.

id nr version timestamp platform country langugae
gp_0010e805-3a50-47ef-a932-4752945eceec 1 1.18 2015-10-23 10:19:22 android GB en
gp_0014cc9a-2b20-49ba-alal-48d0679dfee2 1 1.18 2015-10-24 09:32:23 android GB en
gp_001598a0-4988-4431-a465-b42af85bec93 1 1.21 2015-12-14 14:42:33 android CN zh
gp_0029862d-3236-4b5d-bf19-be399b98d4fb 1 1.22b 2015-12-09 10:14:41 android Us en
gp_ 0031cfeb-ee08-479e-a07e-382c94c0b764 1 1.18 2015-10-23 09:15:14 android Us en

Taulukossa sheepsters end_ session on kuusi saraketta — id, nr, version,
timestamp, number ja duration — ja 299 408 rivid. Talld kertaa muuttuja
timestamp kuvaa pelin lopettamisajankohtaa. Muuttuja duration nimensi
mukaisesti kuvaa pelin kestoa. Taulukossa 5 esitelliin tdmén datan viisi en-
simmaista rivia.

Taulukko 5: Sheepsters end session-datan ensimmaéiset viisi rivia.

id nr version timestamp number duration
gp_ 0029862d-3236-4b5d-bf19-be399b98d4fb 6 1.22b 2015-12-09 10:14:50 1 9
gp_00d19508-90fe-431e-a117-c69fc382748d 6 1.32 2016-07-23 06:32:43 1 0
gp_010702a0-ca52-4f0c-8443-f8ffbadfbdbf 6 1.35 2016-09-23 12:58:15 1 2
gp_013f2ec1-33d6-4eld-b51c-17ad208db600 6 1.31 2016-07-12 02:49:49 1 0
gp_0161e2d0-4804-4363-bf5c-8bdaf08f6dec 6 1.33 2016-10-22 13:58:00 1 2

Taulukossa sheepsters store puolestaan on ostotapahtuman tehneet pe-
laajat, ostotapahtuman ajankohta ja ostetun tavaran nimi. Muuttujia on siis
viisi: id, nr, version, timestamp ja purchase. Havaintoja tissa taulukossa on
yvhteensd vain 1 018 ja niistd viisi ensimmadistd esitetdén taulukossa 6.

Dataa pitdd muokata ennen kuin se pystytddn syottdaméaan listaukses-
sa 1 esitetylle funktiolle ja pystytddn laskemaan arvot osiossa 4.1 esitel-
lyn mallin parametreille A ja 7. Ensin poistetaan yksil6t, joilla jokin ha-
vaituista ajoista on havainnointivilin ulkopuolella. Tamén jidlkeen otetaan
sheepsters _end_ session taulukosta vain kunkin pelaajan viimeinen havait-
tu lopetusajankohta. Vastaavasti ostotapahtumien taulukosta otetaan vain
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Taulukko 6: Sheepsters store-datan viisi ensimmaéista rivia.

id nr version timestamp purhcase
gp_ef98c216a189eb83 6 1.9 2015-05-07 09:24:08 jarful _of _diamonds
macosx_eaed619e-f0e7-468b-9993-8ad944fd0ecc 12 1.22b 2015-12-07 14:15:38 jarful _of _diamonds
macosx_eaed619e-f0e7-468b-9993-8ad944fd0ecc 12 1.22b 2015-12-07 14:22:37 jarful of diamonds
macosx_855cb5e4-01ca-4081-91f8-30cfad0b8e9d 14 1.35b 2016-08-29 10:55:20 backbag_of _diamonds
gp_3bfb710c2bfobd5a 15 1.13b 2015-07-13 07:51:24 jarful _of _diamonds

ensimmaisten ostotapahtumien ajankohdat. Uniikit pelaajat on tunnistettu
muuttujien id ja version parien avulla. Osa pelaajista on pelannut useaa eri
versiota, joten tdstd syystd pelkdstidn muuttujan ¢d kdyttidminen tuottaisi
ongelmia.

Aloitus- ja lopetusaikojen taulukot yhdistetdin siten, ettd otetaan vain ne
muuttujien id ja version yhdistelmét, jotka esiintyvit kummassakin taulu-
kossa. Saatuun taulukkoon lisdtdin vield tieto ostotapahtuman ajankohdasta
niille pelaajille, jotka sellaisen tekivit, ja lopuilla pelaajilla muuttujan times-
tamp_store arvo on puuttuva. Tamén jilkeen poistetaan datasta vield ne
pelaajat, joilla aloitus- ja lopetusajankohdat eiviit ole oikeassa jarjestyksessa
tai ostotapahtuman ajankohta on ennen aloittamista tai vasta lopettami-
sen jalkeen. Oikea jérjestys on siis timestamp _start < timestamp _store <
timestamp _end, kun ajankohtien vertailuun kiytetddn kirjastossa anytime
olevaa funktiota anytime, joka muuttaa ajankohdat sekuntimaaréksi vuoden
1970 alusta laskettuna.

Pelaajat ovat pelanneet yhteensd 68:aa eri versiota. Data rajataan siten,
ettd tarkastellaan vain pelaajia, jotka pelasivat jotakin kymmenesta suosi-
tuimmasta versiosta. Taulukossa 7 esitetddn naiden versioiden pelaajamaé-
rit ja ostotapahtuman tehneiden pelaajien lukuméirdt. Huomataan, etta
kovinkaan moni pelaaja ei ole tehnyt ostotapahtumaa.

Taulukko 7: Suosituimpien versioiden pelaajien ja ostotapahtumien méaarat.

Versio 1.11 1.13 | 1.15 | 1.18 | 1.21 | 1.25 | 1.31 | 1.32 | 1.33 | 1.35

Pelaajia | 1006 | 601 | 1338 | 1604 | 309 | 287 | 1691 | 1582 | 1211 | 2366

Ostajia 1 1 2 6 6 d 24 21 18 35

My6s pelaajien aloitustahdeissa on eroja, kuten ndhdaan kuvasta 12. Ver-
sioissa 1.31, 1.32, 1.33 ja 1.35 aloitusajat ovat jakautuneet laajemmalle aika-
valille kuin muissa versioissa. Versiossa 1.13 puolestaan on mielenkiintoista,
ettd moni on alkanut pelaamaan sitd reilu vuotta myohemmin kuin ensim-
méiset sitd versiota pelanneet. TAdmén tutkielman myohemmissd vaiheissa
keskitytddn vain versioon 1.18 ja sitd myohempiin versioihin, silla kaytetta-
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va, malli olettaa, ettd ostotapahtumia on tehty, ja versiota 1.18 aiemmissa
versioissa niité ei juurikaan ole.

e 111
e 113

1.15

1.18
e 121

1.25

1.31
e 132

1.33

1.35

k2o

T T T T T

1/2015 7/2015 1/2016 712016 1/2017

Kuva 12: Suosituimpia versioita pelaajaavien pelaajien aloitusajat.

Osiossa 4.1 kuvaillussa tilanteessa havaittu data y = (¢,9), joten selvite-
tdan havaitut ajat ¢; ja sensurointi-indeksit ; Hipster sheep -pelin datalle.
Pelaajan havaittu aika on ensimmaéisen pelin aloitusajankohdasta joko osto-
tapahtuman ajankohtaan tai sensurointiajankohtaan mennesséi kulunut aika.
Havaitun ajan laskemiseen kiytetdan R:n valmista funktiota difftime ja yk-
sikon méadritin olevan péivid. Funktio difftime laskee kahden merkkijonona
annetun ajankohdan vélisen ajan. Sensurointi-indeksit ovat kuten aiemmin-
kin ja ne méaritetdin havaitun ajan laskemisen yhteydessa.

5.2 Mallin oletuksien toteutuminen

Nyt kdytettava data on saatu mallin vaatimaan muotoon, joten tarkastellaan
seuraavaksi osiossa 4.1 esitetyn mallin oletuksien toteutumista. Ensimmaéinen
oletus on, ettd osa pelaajista on immuuneja ja osa alttiita tarkastelun kohtee-
na olevalle tapahtumalle, eli tissi tapauksessa ostotapahtuman tekemiselle.
Toinen oletus on, ettd havaittujen ostotapahtumien ajankohdat noudattavat
eksponenttijakaumaa.
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Kéytetddn artikkelissa [14] esiteltyd Akaike-informaatiokriteeris immuu-
nien yksildiden olemassaolon selvittdmiseen. Sen avulla voidaan selvittda da-
taa parhaiten kuvaava malli useiden vaihtoehtojen joukosta. Lasketaan vaih-
toehtoina oleville malleille AIC-arvot kaavalla

AIC = 2k — 21og (L) ,

jossa vakio k£ on mallin parametrien lukuméira ja muuttuja L on suurimman
uskottavuuden estimaatti, ja valitaan malleista se, jolla saadaan pienin AIC-
arvo.

Tassd tapauksessa vertailtavia malleja on kaksi. Ensimmaéiisessd néisté
oletetaan, ettd m = 1, mikd tarkoittaa, ettd ostotapahtumalle immuuneja
pelaajia ei ole eli kaikki pelaajat tekevit ostotapahtuman jossain vaiheessa.
Téassé tapauksessa mixture cure -mallin kiiyttidminen ei olisi jarkevia. Toinen
vertailtava malli on mixture cure -malli, jolloin datan tulee olla sen oletuksien
mukaista eli osan pelaajista tulee olla immuuneja monetisoitumiselle. Tall6in
tapahtuman tekevien pelaajien osuus 7 < 1.

Dataan sovitettava funktio on nyt epéatiydellisen datan uskottavuusfunk-
tio (37), silld tdydellisen datan uskottavuusfunktion kiyttdmiseen tarvittai-
siin tieto pelaajien alttiusindeksin ¢ arvoista. Lasketaan AIC-arvot jokaiselle
tarkasteltelun kohteena olevalle versiolle erikseen, jotta tiedetddn jokaisen
osadatan noudattavan haluttua mallia. Taulukossa 8 esitetdan lasketut ar-
vot ja niistd ndhd&din, ettd jokaiselle versiolle pienemmén AIC-arvon tuottaa
immuuneja pelaajia sisdltdva malli; tdmén kriteerin pohjalta mixture cure
-mallin kiiyttdminen on siis jirkevad.

Taulukko 8: Tarkasteltaville versioille lasketut AIC-arvot.
Versio T<l1 T=1

1.18 | 135.6777 | 154.0082
1.21 | 114.0396 | 132.1508
1.25 | 97.14472 | 110.3026
1.31 | 395.2878 | 444.7831
1.32 | 383.3518 | 417.9001
1.33 | 337.9899 | 364.7231
1.35 | 565.7867 | 604.2286

Tarkastellaan vield mallin toista oletusta: havaittujen vikaantumisaikojen
pitdisi noudattaa eksponenttijakaumaa. Verrataan kunkin version vikaantu-
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misaikojen jakaumaa eksponenttijakauman mukaiseen dataan kuvan 13 kvan-
tiillikuvaajien avulla. Kuvaajissa pitiisi ndkya pisteiden muodostama suora,
jotta otos noudattaisi eksponenttijakaumaa. Kullakin versiolla on suoralta
poikkeavia arvoja enintidin kaksi, joten voidaan olettaa, ettd mallin toinen-
kin oletus toteutuu jokaiselle tarkasteltavalle versiolle. Eksponenttijakauma
vaikuttaakin olevan vahintdankin hyva arvio vikaantumisaikojen jakaumasta,
vaikka joillekin pelaajille konversio kestda kauan.
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Kuva 13: Vikaantumisaikojen kvantiilikuvaajat.
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5.3 Mallin kiyttaminen

Mixture cure -mallin oletuksien toteutuminen on varmistettu, joten seuraa-
vaksi voidaan varsinaisesti kayttda tatd mallia Hipster sheep -pelin datan ai-
emmin miariteltyihin osadatoihin. Selvitetdén siis kyseisen pelin suosituim-
pien versioiden datoille ostotapahtuman tekevien pelaajien osuutta kuvaavan
parametrin 7 ja ostotahtia kuvaavan parametrin A arvot. Sensurointiajankoh-
taa muuttamalla voidaan selvittdd, missd vaiheessa EM-algoritmilla lasketut
parametrien arvot ovat samat kuin mitkd ne olisivat myohemmilld sensuroin-
tiajankohdilla.

Maaritetddan kullekin tarkasteltavalle versiolle sensurointiajat paivan va-
lein ensimmaisen pelaajan aloitusajasta viimeisen pelaajan lopettamisaikaan.
Kullakin sensurointiajalla datasta piirrettavit kuvien 9 ja 10 mukaiset kuvat
néyttaisivit hieman erilaiselta, mutta perusmuodoltaan ne kuitenkin olisivat
kuvien 9 ja 10 kaltaiset. Sensurointiaikana voidaan kiyttad todellista sensu-
rointihetked eli havainnoinnin paattymishetkes, jos halutaan verrata lyhem-
milld tarkasteluvéleilld laskettuja parametrien arvoja mahdollisimman pitk&l-
14 tarkasteluvililld laskettuihin arvoihin. Télla datalla se kuitenkin on tur-
haa, silld kuvista 14 ja 15 ndhdaén, etté jokaisella versiolla on jo kiytettyjen
sensurointiaikojen joukossa sellaisia ajankohtia, ettd monetisaatioprosentti 7
ei endd muutu.

Kuvista 14 ja 15 ndhd&in, ettd suurin osa ostotapahtuman tekevista pe-
laajista tekee sen ensimmadisen kuukauden kuluessa siitd, kun ensimmainen
pelaaja on kyseista versiota alkanut pelata. Versio 1.35 poikkeaa muista ver-
sioista tissi asiassa, silld kukaan sen pelaajista ei tee ostotapahtumaa ensim-
méinen 30 paivin aikana, mutta sen jilkeen ostotapahtumia tehdidin enem-
mén kuin missddn muussa versiossa. Kuvasta 12 ndhddan, ettd yksi aloi-
tusaika on selvisti muita ennen, joten tdméa poikkeus johtunee siitd. Kysei-
nen aloitusaika saattaa olla virheellinen, mutta asiaa ei saada varmistettua,
joten annetaan kyseisen pelaajan olla datassa mukana.

Kuvista 14 ja 15 ndhddin myos, ettd cureEM-funktiolla laskettu ostota-
pahtuman tekevien pelaajien osuus on melko sama kuin todellinen alttiiden
yksiléiden osuus kullakin sensurointiajalla. Todellinen alttiiden yksildiden
osuus on kuitenkin jokaisella ajanhetkelld arvioitua osuutta pienempi. Mix-
ture cure -malli huomioi my6s mahdollisesti mythemmin ostotapahtuman te-
kevit pelaajat, joten monetisaatioprosentin kuuluukin olla isompi kuin sen-
hetkisestd datasta laskettu ostotapahtuman tehneiden pelaajien osuus.

Kuvasta 16 ndhdaén, ettd absoluuttisella sensurointiajalla laskettujen pa-
rametrien arvoilla piirretty vilttéfunktion (36) kuvaaja vastaa erittdin hyvin
osiossa 2.2 esitellyn epaparametrisen Kaplan—Meier-mallin kuvaajaa. Riitté-
van suurelle otokselle parametrisen mallin kuuluukin tuottaa samanlainen
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Kuva 14: Versioille 1.18, 1.21 ja 1.25 arvioitu monetisaatioprosentti paivin
valein olevilla sensurointiajoilla. Pystyviivat kuvaavat ajanhetkié, jolloin os-
totapahtuman tehneiden pelaajien méaird on muuttunut. Punainen viiva ku-
vaa ostotapahtuman tehneiden pelaajien osuutta sen hetken kaikista pelaa-

jista.
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Kuva 15: Versioille 1.31, 1.32, 1.33 ja 1.35 arvioitu monetisaatioprosentti péi-
van vélein olevilla sensurointiajoilla. Pystyviivat kuvaavat ajanhetkia, jolloin
ostotapahtuman tehneiden pelaajien maird on muuttunut. Punainen viiva
kuvaa ostotapahtuman tehneiden pelaajien osuutta sen hetken kaikista pe-
laajista.
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vastaus kuin epaparametrisen mallin, kunhan parametrisen mallin oletuk-
set toteutuvat. Huomataan myds, ettd vilttofunktio laskee osalla versioista
jyrkemmin kuin toisilla. Mitd nopeammin aloituksen jilkeen pelaajat teke-
viat ensimmaéisen ostotapahtuman, sitd jyrkemmin vilttofunktion arvo las-
kee. Version 1.32 kuvaajasta ndhdédan, ettd punainen kiyra ei tdysin mukaile
epaparametrisen mallin kiyrad. Tama johtuu siitd, ettd version 1.32 datas-
sa on yksi pelaaja, joka monetisoituu vasta pidemmaén ajan kuluttua. EM-
algoritmilla laskettu parametrin A arvo lasketaan erdinlaisena keskiarvona,
joten tdmi myohemmin monetisoituva pelaaja kasvattaa sen arvoa selvisti
eikd saatu kiyra tastd syystd tdysin vastaa epdparametrisen mallin kdyraa.
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Kuva 16: Kullekin versiolle piirretty valttéfunktion (36) kuvaaja absoluut-
tisella sensurointiajalla lasketuilla parametrien 7 ja A arvoilla sekd Kaplan—
Meier-mallin tuottamat valttofunktion estimaatit 95 % luottamusvileineen.
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Joillain datajoukoilla tulee ongelmia funktion cureEM konvergenssin kans-
sa, jos kiyttds hyvin pientd lopetuskriteerid (esim. 1079) estimaattien las-
kemisessa. Malli ennustaa ensimmaéisen ostotapahtuman jéilkeen, ettd lihes
kaikki pelaajat tekevit ostotapahtuman hitaalla konversiotahdilla. Téallaises-
sa tapauksessa ainoastaan muuttuja A on mallia selittdvd muuttuja eiki ole
mahdollista erottaa elinaika-analyysin eksponenttijakauman mukaista mallia
mixture cure -mallista.

Tamé ongelma ilmeni esimerkiksi version 1.15 datalla sensurointiajan ol-
lessa 53 pédiviad ensimméisen pelaajan aloituksesta. Ilmié on kuitenkin sel-
vemmin ndhtdvissa generoidulla datalla piirretyssid kuvaajassa 17. Kuvaaja
on piirretty pienelle datalle ja ostotapahtumia on ollut vain muutamia. Kuvan
17 piirtdmiseen kiytetyn datan Kaplan—Meier-estimaatin kuvaaja esitetdin
kuvassa 18.

1- Incomplete data loglikelihood
—20
—40
0.8 -
—a0
—80
0.6 -
_ —100
(=8
* Todellinen arvo
® Laskettu arvo
0.4 -
0.2 -

Kuva 17: Generoidulle testidatalle piirretty epétiydellisen datan logaritmi-
nen uskottavuusfunktion arvot muuttujien A ja 7 funktiona. Uskottavuus-
funktion arvoa vastaavat virit esitetdin kuvan vieressd. Yhden alueen sisilld
olevat uskottavuusfunktion arvot eroavat enintéén yhdelld yksikolld alueen
suurimmasta arvosta.

Huomataan, ettd kuvassa 17 esitetyt todellisten parametrien arvojen ja
laskettujen parametrien arvojen pisteet ovat epataydellisen datan logaritmi-
sen uskottavuusfunktion isoimpien arvojen kaistaleella. Kuvan 18 perusteel-
la vaikuttaa siltd, ettd vain pieni osa yksildistd monetisoituu kohtuullisella
tahdilla A tai sitten kaikki yksilot monetisoituvat erittdin hitaalla tahdilla.
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Kuva 18: Kuvaajan 17 piirtdmiseen kdytetyn generoidun datan Kaplan—
Meier-estimaatin kuvaaja.

EM-algoritmin konvergenssin hitaus télle datalle johtuu juuri uskottavien
parametrien arvojen alueen laajudesta. Datasta ei niin lyhyelld seuranta-
ajalla pysty erottamaan mixture cure -mallia tavallisesta eksponenttijakau-
masta. Kuvasta 19 ndhdédéan, ettd lyhyelld seuranta-ajalla valttofunktiot las-
ketuilla ja todellisilla parametrien arvoilla saavat samanlaisia arvoja, mutta
mitéd pidempi seuranta-aika on, sitd isompi ero valttofunktioiden arvoissa on.

My6s ensimmaisen ostotapahtuman tekevan pelaajan peliaika ennen os-
totapahtuman tekemisté ilmeisesti vaikuttaa siten, ettd malli ennustaa ldhes
kaikkien pelaajien tekevin ostotapahtuman, jos ensimmaiinen ostotapahtu-
ma tehddidn vain hieman ennen sensurointiajankohtaa. Mitd enemmaén ai-
kaa kuluu ostotapahtuman tekemisestd sensurointiajankohtaan, sitd parem-
min malli ennustaa mallissa olevan immuunien pelaajien osuuden. Kaikilla
versioittaisilla datoilla ei ole ongelmaa konvergenssin hitauden kanssa. Riip-
puu my0s versiosta, ettd paljonko sensurointiajankohtaa pitdd siirtdda myo-
hemmdéksi, jotta malli tunnistaa immuunien pelaajien osuuden olemassaolon.
Suurimman uskottavuuden estimaattien konvergenssin perusteella kuitenkin
on olemassa sellainen ajanhetki, ettd malli tunnistaa immuunien yksiléiden
olemassaolon, vaikka se tapahtuisikin hitaasti.

o0



o
N
[ce)
g
L o
¥ o
2
E
E=E
g s
[gV)
S ] )
— Todelliset arvot
o | Lasketut arvot
o
T T T T T T
0 20 40 60 80 100
Aika

Kuva 19: Vilttofunktion (36) arvot todellisilla parametrien arvoilla 7, = 0.1
ja Ay = 1 ja funktiolla cureEM lasketuilla parametrien arvoilla A ~ 0.06 ja
m ~ 0.89.

Osiossa 3 mainittiin, ettd EM-algoritmilla saadaan laskettua jonkinlai-
set uskottavat arvot puuttuvalle datalle. Tassi mallissa puuttuvaa dataa on
alttiusindeksi (. Osiossa 4.1 esiteltiin kaava (40), jolla lasketaan todennakoi-
syys, ettd yksilo on altis tarkastelun kohteena olevalle tapahtumalle, vaikka
se ei vield ole sitd tehnyt. Namé todennékoisyydet ovat luetteloinnissa 1 ri-
veilld 18 laskettavat kertoimet. Sensuroiduille pelaajille ne muuttuvat jokai-
sella laskukierroksella ja sensuroimattomille yksiléille se on aina yksi, silld
sensuroimaton pelaaja on jo tehnyt ostotapahtuman. Kuvassa 20 on kulle-
kin versiolle piirretty alttiustodennikoisyys ajanfunktiona. Huomataan, etta
aluksi todennikoisyydet vaihtelevat melko paljon versioittain. Ajan edetessé
se kuitenkin ldhetsyy nollaa jokaisella versiolla. T&stdkin kuvasta nahdaan,
ettd versioiden 1.11, 1.13 ja 1.15 tarkastelu ei edes olisi ollut jarkevaa, silla
jo heti aluksi alttiustodennékoisyys on hyvin pieni.
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Kuva 20: Funktio (40) piirrettyné kullekin versiolle ajan suhteen arvolla j = 1
ja absoluuttisella sensurointiajalla lasketuilla parametrien A\ ja m optimaali-
silla arvoilla.

5.4 Mallin muuttujien vaikutus laskettuihin estimaat-
teihin

Keskitytddn lopuksi vield mallin toimintaan vaikuttavien muuttujien vai-
kutuksen voimakuuden tarkasteluun simuloimalla mallinmukaisia tilanteita.
Tutkitaan otoskoon n, sensurointiajan madrittdvin ostotapahtumien prosen-
tin p ja datan generoinnissa kdytettdvéan alttiustodenndkoisyyden 7, vaiku-
tusta EM-algoritmilla laskettavaan arvoon .

Tarkastellaan ensin otoskoon n ja seuranta-ajan vaikutusta monetisaatio-
prosentin 7 estimaattiin. Seuranta-aika méaritetddn siten, ettid sensurointi
tapahtuu siind vaiheessa, kun p prosenttia alttiista yksiloistd on monetisoi-
tunut. Generoidaan 1000 mallinmukaista otosta arvolla m;, = 0.05 kullekin
(n, p)-parille. Lasketaan kullekin otokselle parametrien 7 ja A arvot funktiol-
la cureEM. Otetaan keskiarvo saaduista parametrin 7 arvoista ja lasketaan
sille 95 %:n luottamusvéli. Datan generoinnin yhteydessié médritetaéin, et-
td m = 0 ja A = 0 niille otoksille, joissa sensuroimattomia yksil6ita ei ole
ollenkaan. Lopulliset parametrien arvot riippuvat alkuarvauksesta, jos ku-
kaan ei ole tapahtumaa tehnyt, joten méarittdmalla niille arvo 0, pyritdin
valttdméaan parametrien jakauman vinoutuminen. Saatuja tuloksia havain-
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nollistetaan kuvilla 21 ja 22.

Lasketun keskiarvon ero todelliseen arvoon
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Kuva 21: Funktiolla cureEM laskettujen parametrin 7 estimaattien keskiar-
vojen ero todelliseen arvoon m, = 0.05.

Kuvasssa 21 havainnollistetaan laskettujen estimaattien 7 keskiarvon eroa
datan generoinnissa kiytettyyn alttiiden yksiloisen osuuteen 7, = 0.05. Huo-
mataan, ettd isoin ero on arvoilla n = 100 ja p = 50 %. Pienemmilla prosen-
teilla p ero on pienempi todennékgisesti siitd johtuen, etta niissi tapauksissa
on useita otoksia, joissa ei ollenkaan ole sensuroituja yksiloitd. Ndin pienella
otoskoolla todennikdisesti suurimmalle osalle otoksia tehtyjen tapahtumien
méard néilla sensurointiajoilla on nolla, joten se tietysti pienentda keskiarvoa
huomattavasti. Kuvasta 21 ndhd&in, ettd mitd isompi osa alttiista yksiloistéa
on jo monetisoitunut, sitd ldhempéand lasketut arvot ovat todellista arvoa.

Néin pienelld alttiiden yksiloiden maaralla 7, ei kovinkaan monella 1000
otoksen simulaatiolla saatu sellaista arviota parametrille 7, ettd ero todelli-
seen arvoon 7, olisi pienempi kuin todellisen arvon suuruus 0.05. Otoskokoa
n kasvattamalla téllaisia arvoja saadaan useammin. Téllaisia arvoja ei saada
kuin arvolla p = 100 %, jos otoskoko n < 400. Kun n > 600, téllaisia arvoja
saadaan jo siin vaiheessa, kun p = 80 %. Otoskokoa taytyy vield kasvattaa,
jotta saadaan lihes oikeansuuruinen estimaatti, pienemmalld tehtyjen tapah-
tumien prosentilla p. Kuitenkaan seuranta-aikaa ei voida méaérittad arvoilla
p < 70 %, vaikka otoskoko olisi 1000 yksiloé, jos saatu keskiarvo halutaan
melko ldhelle todellista arvoa. On kuitenkin mahdollista, ettd vield isommal-
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Luottamusvalin pituus
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Kuva 22: Funktiolla cureEM laskettujen parametrin 7 estimaattien 95 %:n
luottamusvalin pituus.

la otoskoolla ennustamiseen tarvittavaa tehtyjen tapahtumien prosenttia p
saadaan vield pienemmaksi.

Kuvasta 22 ndhddan, ettd simuloinnilla laskettujen parametrin 7 esti-
maattien 95 %:n luottamusvélin pituus vaihtelee jonkinverran. Pienelld otos-
koolla n se on isompi kuin isolla otoskoolla. Jilleen huomataan, ettd myos
sensurointiajan méaérittdmiseen vaikuttava monetisoituneiden alttiiden yksi-
16iden osuus p vaikuttaa luottamusvélin pituuteen. Nyt kuitenkin sen vaiku-
tus ndhdaan selkeimmin vasta isommilla muuttujien n ja p arvoilla.

Tarkastellaan seuraavaksi parametrin 7, arvon vaikutusta lasketun mo-
netisaatioprosentin 7 arvoon. Kéytetdin datan generoinnissa otoskokoa
n = 1000. Generoidaan tuhat otosta kullekin (m,,p)-parille ja lasketaan
cureEM-funktiolla laskettujen parametrin 7 estimaattien keskiarvo ja 95 %:mn
luottamusvéli. Talla kertaa simuloinnissa muuttujina ovat datan generoinnis-
sa kdytettdva alttiusprosentti 7, ja sensurointiajan méérittdva tapahtumien
osuus p kaikkien alttiiden yksiloiden méaédrastda. Generoidaan dataa arvoilla
7y = 0.01,0.05,0.1,0.5 ja 0.75. Sensurointiajan maarittava tehtyjen tapah-
tumien prosentti p saa samat arvot kuin otoskoon vaikutusta selvitettiessé.
Kuvissa 23 ja 24 havainnollistetaan simuloinnin tuloksia esittdmalla jélleen
laskettujen parametrin 7 estimaattien keskiarvon ero todelliseen arvoon
ja 95 %:n luottamusvilit.
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Lasketun keskiarvon ero todelliseen arvoon
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Kuva 23: Parametrin 7 estimaattien keskiarvon ero todellisesta alttiiden yk-
siloiden osuudesta 7.

Kuvasta 23 ndhd&dan, ettd mitd suurempi osa yksilGistd on alttiita, sita
pienempi osa tapahtumista tdytyy tapahtua, jotta pystytddn ennustamaan
lopullinen muuttujan 7 arvo ldhes oikein. Téstd kuvasta ndhdéin sama kuin
kuvasta 21; alttiusprosentin arvolla 7, = 0.05 sensurointiaika taytyy méaérit-
tad siten, ettd 70 % alttiista yksiloistd on monetisoitunut. Arvolla 7, = 0.01
saadut tulokset ovat hyvid, mutta se todennakoisesti on seurausta sensuroi-
mattomien yksildiden puutteesta. Arvolla 7, = 0.75 ei tarvitse seurata yk-
siloita kuin sithen asti, ettd 30 % alttiista yksiloistd tekee tapahtuman. Jo
siindl vaiheessa otoksilla laskettujen arvojen 7 keskiarvo on ldhelld datan ge-
neroinnissa kiytettyd arvoa m,. Huomataan, ettd yli puolet otoksesta taytyy
olla alttiita yksiloitd, jotta sensurointiajankohta voidaan madrittdd osuutta
50 % pienemmilli arvolla p ja tulos saadaan melko tarkasti ennustettua. Ku-
va 24 on melko samanlainen kuvioltaan kuin kuva 23, miké tarkoittaa, etta
isommilla muuttujien 7, ja p arvoilla 1 000 otoksen estimaatti monetisaa-
tioprosentista 7 ei vaihtele niin paljoa kuin pienemmilld muuttujien 7, ja p
arvoilla.

Huomataan siis, ettd alle tuhannen yksilon otoksilla parametrin 7 suu-
rimman uskottavuuden estimaatti 7 ei konvergoi todelliseen arvoon 7, en-
nen kuin ldhes kaikki alttiit yksilot ovat tehneet tarkastelun kohteena olevan
tapahtuman. Alttiiden yksildiden osuutta kasvattamalla, suurimman uskot-
tavuuden estimaatti 7 konvergoi paremmin todelliseen arvoon m, myos ly-
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Luottamusvalin pituus
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Kuva 24: Parametrin 7 estimaattien 95 % luottamusvali.

hyemmalld seuranta-ajalla.
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6 Yhteenveto

Tassé tutkielmassa johdettiin EM-algoritmin vaatimat funktiot mixture cure
-mallille. Mallissa osa yksiloistd on immuuneja tarkastelun kohteena olevalle
tapahtumalle ja siind kiytetddn oikealta sensurointia. Paédasiassa téssé tut-
kielmassa kaytettiin tyypin I sensurointia, mutta vastaavalla tavalla mallin
pitdisi toimia tyypin II tai satunnaiselle sensuroinnille. Mallin konvergens-
si muodostuu kahdesta osasta: EM-algoritmi konvergoi suurimman uskotta-
vuuden estimaattiin ja suurimman uskottavuuden estimaatti konvergoi para-
metrien todellisiin arvoihin. Mallin johtamisen jilkeen tarkasteltiin sen sovel-
tuvuutta pelistd kerdttyyn dataan. Soveltamisosion lopuksi tutkittiin datan
tiettyjen piirteiden vaikutusta siihen, ettd suurimman uskottavuuden esti-
maatti 7 konvergoi todelliseen parametrin 7 arvoon.

Johdettua mallia sovellettiin vain yhdestd pelistd kerdttyyn dataan. Ai-
nakin kyseinen peli toteutti mallin oletukset, joten mahdollisesti tétd mallia
voidaan soveltaa muistakin peleistd kerdttyyn dataan. Téssd tutkielmassa
keskityttiin enimmaéakseen vain monetisaatioprosentin 7 ennustamiseen, mut-
ta vastaavalla tavalla voitaisiin tutkia konversiotahtia A.

Huomattiin, ettd malli ennustaa Hipster sheep -pelin datalle melko oikean
arvon muuttujalle 7 jo siind vaiheessa, kun vasta osa ostotapahtumista on
tehty. Vaikuttaa siis siltd, ettd malli toimii tissd tutkielmassa kiytetyn datan
mukaiselle datalle. Ennustettu parametrin 7 arvo on vain hieman jo havait-
tua ostotapahtuman tekevien pelaajien osuutta suurempi, mikd tarkoittaa,
ettd sensuroitujen pelaajien todennikoisyys ostotapahtuman tekemiseen on
melko pieni. Tadmé todenndkodisyys pienenee hyvin nopeasti seuranta-ajan
pidentyessa.

Mallin konvergenssiin vaikuttavia tekijoitd ovat otoskoko, sensurointiai-
kaan mennessé tehtyjen tapahtumien méaéréd sekd alttiiden yksiloiden osuus
koko populaatiosta. EM-algoritmi laskee suuren méaérin iteraatiokierroksia
ennen konvergenssia, jos ostotapahtumia on vihin. Soveltamisosion lopussa
tehdyistad testeistd huomattiin, ettd mitd isompi otos, sitd paremmin EM-
algoritmilla laskettu suurimman uskottavuuden estimaatti vastaa todellisia
arvoja. Huomattiin myos, etté sitd paremmin suurimman uskottavuuden es-
timaatti vastaa todellisia arvoja, mitd isompi osa populaation alttiista yksi-
16istd on tehnyt tapahtuman ennen sensurointia. Myos alttiiden yksiléiden
osuus kaikista yksiloista vaikuttaa siten, ettd mitd suurempi todellinen osuus
on, sitd lyhyemmalld seuranta-ajalla tulos pystytddn ennustamaan. Malli siis
ennustaa sitd paremmin, mitd enemméin monetisoituneita pelaajia on.

Mallin huonona puolena on, etté lilan pienelld datalla ja liian vah&isell&
tapahtumien maéralla menetelmé ei tunnista eroa tidmén mallin ja tavalli-
sen elinaika-analyysin mallin vililla. Tallaisessa tilanteessa parametrien esti-
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maatteihin liityy suurta tilastollista vaihtelua ja malli saattaa ennustaa jopa
kaikkien pelaajien tekevin ostotapahtuman. Siispéd tédssd tutkielmassa kiy-
tetyn mallin kiyttdminen ei ole jirkevai, jos otoskoko on liian pieni, vain
harva alttiista pelaajista on monetisoitunut sensurointiajankohtaan mennes-
sd tai data on sellaista, ettd alttiita yksiloita ei ylipddtaan ole kovin monta.

Mallia pystytddn kehittdméaan pienemmalle datalle sopivammaksi lisdé-
mallé sithen arvio parametrien arvoista ennen datan nikemisti. Ennen datan
ndkemistd muun tiedon perusteella arvioidaan parametrien arvojen prioriti-
heysfunktioit, jotka myShemmin péivitetdin posterioritiheysfunktioiksi da-
tan perusteella.
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