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1 Johdanto

Taman tutkielman tarkoituksena on tutustua vapaisiin ryhmiin ja niiden ominai-
suuksiin. Erityisesti tarkastelun kohteina ovat vapaiden ryhmén toiminnat puille
seké vapaiden ryhmien residuaalinen aarellisyys.

Luvussa 2 maéritelladn algebraan ja ryhmaéteoriaan liittyvia termeja, jotta ne
ovat selvilld tutkielman muissa luvuissa.

Luvussa 3 esitellidn vapaat ryhmét ja niihin liittyvid ominaisuuksia. Vapaat
ryhmét ovat ryhmié, joiden alkioiden vililla ei ole relaatioita (ne ovat vapaita re-
laatioista). Vapaan ryhmén alkiot esitetdén sanoina. Esimerkiksi joukon S = {a, b}
generoiman vapaan ryhmén F(S) alkiot ovat sanat, jotka koostuvat kirjaimista a
ja b seki nididen kidnteisalkioista a~!' ja b~!. Téllaisia sanoja ovat muun muas-
sa a,b, aa, bb, ab, bab, aba, ab='ab ja a~'bab~'a. Lisiksi luvussa médritelliin vapaan
ryhmén aste Cantor-Bernsteinin lauseen avulla sekd tutustutaan sanojen redusoi-
tuihin muotoihin ja esitellidn Kleinin Ping-Pong lemma.

Luvussa 4 tutustutaan graafeihin ja tutkitaan ryhmien toimintaa graafeilla. Vuo-
sina 1968-1969 Jean-Pierre Serre esitteli uuden menetelman kombinatoriseen ryhmé-
teoriaan. Teorian yleisemmét tulokset ovat puolestaan Hyman Bassin ansiota, joten
menetelméd kutsutaan usein Bass-Serre -teoriaksi. [1| Téssé tutkielmassa ollaan kui-
tenkin kiinnostuneempia teorian sivutuloksesta, etta jos ryhmaé toimii vapaasti jolle-
kin puulle, se on vapaa ryhmé. Tamén avulla 16ydetdan myos toinen tapa perustella,
ettd vapaan ryhmén aliryhmét ovat myos vapaita ryhmia.

Luvussa 5 perehdytaén residuaalisesti dérellisiin ryhmiin, jotka ovat térkeita
useilla matematiikan aloilla. Kuten nimestd voi paéatelld, residuaalisesti dérelliset
ryhmét ovat dérellisten ryhmien yleistys. Alaluvussa 5.1 ne mééritelladn ryhmiksi,
joiden alkiot voidaan erottaa toisistaan darellisten tekijaryhmien avulla, mutta on
olemassa monia vastaavia maaritelmia. Lisdksi luvussa 5 tutkitaan, ovatko vapaat
ryhmiét residuaalisesti adrellisié. |5

Luku 2 perustuu pédosin teokseen [2], luvut 3 ja 5 teokseen [5] ja luku 4 teokseen
[1].

Tutkielmassa on hyodynnetty tekodlya lahdemateriaalin englanninkielisten ter-
mien kiddntamiseen suomen kielelle.

2 Ryhmateorian peruskasitteet

Tamén luvun tarkoituksena on maéritelld algebraan ja ryhméteoriaan liittyvié ter-
mejé, joita hyddynnetdin seuraavissa luvuissa. Alaluvut 2.1-2.4 perustuvat Dummi-
tin ja Footen teokseen Abstract Algebra [2]| ja alaluku 2.5 Ceccherini-Silbersteinin
ja Coornaertin teokseen Cellular Automata and Groups [5].

2.1 Ryhma
Maaritelma 1. Ryhmd G on epatyhjé joukko, joka suljettu jonkin bindérioperaa-
tion * suhteen ja tayttdéd seuraavat ehdot:

1. (a*b) * c = ax* (bxc) kaikille a,b, c € G eli x on assosiatiivinen.
2. On olemassa alkio €, jolle a x € = € x a = a kaikille a € G. Téta alkiota



kutsutaan identiteettialkioksi ja sitd voidaan merkitd Idg.
3. Jokaiselle a € G on olemassa kddnteisalkio a! € G, jolle axa™' = a txa = e.

Jos ryhmaé on lisdksi kommutatiivinen eli kaikille a,b € G a * b = b * a, niin ryhméa
kutsutaan Abelin ryhmdksi.

Esimerkki 1. a) Joukot Z, Q, R ja C ovat Abelin ryhmié operaation + (yhteenlas-

ku) suhteen. T&lléin € = 0 ja a~! = —a kaikille a.
b) Joukot Q\{0}, R\{0}, C\{0}, QT ja R™ ovat Abelin ryhmiéd operaation -

(tulo) suhteen. Talloin e = 1 jaa™! = % kaikille a.

Maaritelma 2. Monoidi on joukko, jossa on médritelty bindarioperaatio ja joka
tayttasd kaikki méaritelmaéssa 1 esitetyt ryhmén ehdot lukuun ottamatta kdanteisal-
kion olemassaolon ehtoa (ehto 3.).

Maaritelma 3. Yhden alkion a generoimaa ryhmaa G kutsutaan sykliseksi ryh-
mdksi. Toisin sanoen on olemassa sellainen alkio a € G, ettd G = (a) = {a™ | n €
Z}={...,a % a " 1,a,a% ...}

Maaritelma 4. Ryhmdn G toiminta joukossa X on kuvaus joukon G x X joukkoon
X. Talla kuvauksella on seuraavat ominaisuudet:

1. g1o(g202) = (g192) o x kaikille g1,90, € G jax € X ja
2. 1ox =z kaikille z € X.

Maaritelma 5. Ryhméan G toiminnan joukossa X ydin méaaritellddn joukoksi
Ker(G) = {g € G | gz = v kaikille z € X'}

eli ydin on joukko niiden ryhmén G alkioista, jotka pitavit kaikki joukon X alkiot
samoina.

Seuraava médritelmé on ldhteesta [4].

Maaritelma 6. Olkoon G ryhmaé, joka toimii joukossa S. Olkoon s € S. Joukon
S osajoukkoa, joka koostuu kaikista alkioista g¢gs, missd g € G, merkitddin Gs ja
kutsutaan alkion s radaks: ryhmén G suhteen.

2.2 Matriisiryhmat

Kunta on algebrallinen rakenne, jossa kaikki peruslaskutoimitukset (+, —, -, =) ovat
voimassa.

Maaritelma 7. Joukko F' on kunta laskutoimituksilla + ja -, jos

1. (F,+) on Abelin ryhma.
2. (F\{0},-) on Abelin ryhma.
3.a-(b+c¢)=(a-b)+ (a-c) kaikilla a,b,c € F.

Madéritelmé 8. Olkoon n € Z* ja F' on kunta. Yleinen lineaarinen ryhma GL,,(F)
on kaikkien n X n -matriisien, joiden determinantti ei ole nolla, ryhma eli

GL,(F) = {A|A on n x n -matriisi, jonka alkiot ovat kunnasta F' ja det A # 0}.
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Maaritelma 9. Erityinen lineaarinen ryhmd SL,(F') on kaikkien n x n -matriisien,
joiden determinantti on yksi, ryhma eli

SL,(F) = {A]A on n x n -matriisi, jonka alkiot ovat kunnasta F' ja det A = 1}.

2.3 Homomorfismit ja isomorfismit

Maaritelma 10. Kuvaus f : A — B tarkoittaa sdantoa, joka liittadd yhden [ldh-
tagjoukon A alkion maalijoukon B alkioon. Kuvauksen f vaikutusta ldhtojoukon A
alkioon a merkitédén f(a).

Maaritelma 11. Joukko

f(A)={be B|b= f(a), jollekin a € A}
on maalijoukon B osajoukko ja sitd kutsutaan kuvauksen f kuvakst ja se merkitadn
Maaritelma 12. Olkoot (G, %) ja (H, o) ryhmid. Kuvausta ¢ : G — H, jolle

p(xxy) =p(x)op(y) kaikille z,y € G

kutsutaan homomorfismiksi. Homomorfismia ¢ ryhmélta G itselleen eli ¢ : G — G
kutsutaan myos endomorfismiksi [4].

Maaritelma 13. Kuvausta ¢ : G — H kutsutaan isomorfismiksi, jos ¢ on homo-
morfismi ja bijektio.

Maaritelma 14. Olkoon N < G. Talloin homomorfismia 7 : G — G/N, jossa
7(g) = gN kutsutaan kanoniseksi (tai luonnolliseksi) homomorfismiksi ryhmésta G
joukkoon G/N.

2.4 Zornin lemma

Maaritelma 15. Epatyhjan joukon A osittainen jarjestys on joukon A relaatio <,
jolle pétee seuraavat ominaisuudet:

(i) « <z kaikille z € A (refleksiivisyys)
(ii) jos x <y jay <z, niin z = y kaikille z,y € A (antisymmetrisyys)
(iii) jos ¢z < yjay < zniin z < z kaikille z,y, z € A (transitiivisuus)

Maaritelma 16. Olkoon A epétyhjé joukko, joka on osittain jarjestetty relaatiolla
<.

(i) Joukon A osajoukkoa B kutsutaan ketjuksi, jos kaikille z,y € B joko z <y
taly < .

(ii) Joukon A osajoukon B yldraja on sellainen alkio u € A, ettd b < u kaikille
be B.



(iii) Joukon A maksimialkio on sellainen alkio m € A, ettd jos m < z, mille tahansa
x € A, niin m = x.

Seuraavaa lemmaa kutsutaan Zornin lemmaksi.

Lemma 1. Jos A on epdtyhjd joukko, jolla on osittainen jirjestys, ja jonka jokaisella
ketjulla on yliraja niin joukolla A on maksimialkio.

2.5 Sanojen tulo

Olkoon A joukko.
Sana aakkostojoukossa on joukon

neN

alkio, missé A™ on joukon A karteesinen tulo itsensé kanssa eli se koostuu kaikista

n-monikoista (a1, as, - . ., a,), missi a;, € A kaikille 1 < k < n. Alkiota A° merkitéiéin
notaatiolla € ja kutsutaan tyhjdksi sanaksz.

Kahden sanan w = (a1, as, ..., a,) jaw' = (a},d,. .., al,) tulo ww' mééritelladan

ww' = (ay,a, ..., a,,ay,dy. .. al).

Koska ew = we = w ja (ww')w” = w(w'w”) kaikille w,w’,w"” € A*, A* on
monoidi tulolle, ja sen identiteettialkio on e.

Huomattavaa on, ettéd jokainen sana w = (aq, as, ..., a,) € A voidaan yksikésit-
teisesti kirjoittaa joukon A = Al alkioiden tuloina - erityisesti w = ay,as- - , ay.

3 Vapaat ryhmat

Téssa luvussa tutustutaan vapaisiin ryhmiin ja niiden konstruktioon. Liséksi selvi-
tetdan, mikd on vapaan ryhmén aste ja tutustutaan sanojen redusoituihin muotoi-
hin. Liséksi esitetddn ja todistetaan Kleinin Ping-Pong lemma, jota hyodynnetain
luvussa 5. Luku perustuu Ceccherini-Silbersteinin ja Coornaertin teoksen Cellular
Automata and Groups [5] liitteeseen D.

3.1 Vapaiden ryhmien maaritelma ja konstruktio

Maaritelma 17. Kantaan perustuva vapaa ryhmd on kolmikko (F, X, ), missd I’
on ryhmé, X on joukko ja ¢ : X — F' on kuvaus joukosta X ryhmé&an F', joka
toteuttaa seuraavan universaaliominaisuuden: jokaiselle ryhmaélle G ja mille tahansa
kuvaukselle f : X — G on olemassa yksikasitteinen homomorfismi ¢ : F' — G, jolle
f=¢oi.

Ryhmaa F' kutsutaan vapaaksi ryhmdksi, jos on olemassa joukko X ja kuvaus
i : X — F niin, ettd kolmikko (F, X, i) on kantaan perustuva vapaa ryhmé. Talloin
sanotaan, ettd (X, 7) on ryhmén F vapaa kanta ja F' on vapaa ryhmé kannalla (X, 7).
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F

G

Kuva 1: Kuvaus ¢ joukosta X ryhméan F', kuvaus f joukosta X ryhméin G sekd
homomorfismi ¢ ryhméstd F' ryhméén G.

Esimerkki 2. Olkoon joukko X = {a,b}. Télloin joukon X generoiman vapaan
ryhmén F' alkiot ovat sanoja, jotka muodostuvat ryhmén S alkioista a ja b sekd
niiden kidnteisalkioista a=! ja b~! eli ryhmén F alkiot voidaan kirjoittaa

ail bi2aiSbi4 . ain—lbin’
missé i, € Z\{0}, kaikille 1 < k < n.

Huomautus 1. (a) Jos (F, X,i) on kantaan perustuva vapaa ryhmé ja o : Y — X
on bijektiivinen kuvaus joukolta Y joukkoon X, niin kolmikko (F, X, o) on myos
kantaan perustuva vapaa ryhma. Itse asiassa, jos f : Y — G on kuvaus joukolta
Y ryhméan G niin on olemassa sellainen yksikésitteinen homomorfismi ¢ : F' — G,
ettd f = ¢ o1 o« nimittain yksikéisitteinen homomorfismi ¢ : F' — G tayttda ehdon

foa‘lzgf)oi.

F
a v
Y X G
\\v’/

Kuva 2: Kuvaus ¢ joukosta X ryhméan F', kuvaus f joukosta X ryhméain G sekd
homomorfismi ¢ ryhméstd F' ryhméan G.

(b) Jos (F, X, i) on kantaan perustuva vapaa ryhmé ja ¢ : F' — F’ on isomorfismi
ryhméltd F' ryhmélle F’ niin kolmikko (F’, X, o) on kantaan perustuva vapaa
ryhma. Itse asiassa, jos f : X — G on kuvaus joukosta X joukkoon GG, on olemassa
sellainen yksikésitteinen homomorfismi ¢’ : F' — G, ettd f = ¢’ o 9 o i nimittéin
kuvauksen ¢’ = ¢ o1~ antama homomorfismi, missi ¢ : F — G on yksikisitteinen
homomorfismi, joka toteuttaa ehdon f = ¢ o .

Lause 1. Olkoon (F, X,i) kantaan perustuva vapaa ryhmd. Tdlloin seuraavat ovat
VOIMassa:



(1) kuvaus i on injektio;

(11) joukko i(X) generoi ryhmdn F;

(111) kolmikko (F, X' "), missi X' = i(X) jai' : X' — F on sisdltymiskuvaus, on
myds kantaan perustuva vapaa ryhmd.

Todistus. (i) Olkoon x; ja x4 kaksi erillistd joukon X alkiota. Tarkastellaan kuvausta
f: X — Z/2Z, joka méiritellidin f(z) = 0, jos ¥ # x5 ja f(x9) = 1. Koska (F, X, 1)
on kantaan perustuva vapaa ryhmé, on olemassa homomorfismi ¢ : F — Z/27,
jossa f = ¢oi. Koska f(z1) # f(x2) niin my6s i(x;) # i(z2), mistd seuraa, ettd i on
injektio.

(ii) Olkoon H joukon i(X) generoima ryhmén F' aliryhmé. Tarkastellaan kuvaus-
ta i, : X — H, joka médritelldén i,(x) = i(z) kaikilla © € X. Koska (F, X,7) on
kantaan perustuva vapaa ryhmé, on olemassa homomorfismi ¢ : ' — H niin, etta
i+ = ¢ oi. Tarkastellaan seuraavaksi sisidltymiskuvausta p : H — F. Homomorfismit
Idr ja po¢ toteuttavat Idpoi = pogoi. Yksikésitteisyyden nojalla Idp = po¢. Tés-
ta voidaan paatella, ettd p on surjektio eli H = F. Néin ollen joukko i(X) generoi
ryhmén F'.

(iii) Se, ettd (F, X’,4') on kantaan perustuva vapaa ryhmé seuraa suoraan huo-
mautuksesta 1(a), koska i = ioj~!, missd j : X — X’ on bijektiivinen kuvaus, joka
maédritelldén j(z) = i(z) kaikilla z € X O

Lauseen 1 kohdasta (iii) voidaan pédtelld, ettd jos F' on vapaa ryhmé, on ole-
massa sellainen osajoukko X C F, ettd kolmikko (F, X i), jossa i : X — F on
sisaltymiskuvaus, on kantaan perustuva vapaa ryhma. Téllaista osajoukkoa X C F
kutsutuaan talloin vapaaksi kantajoukokst tai lyhyemmin kannaksi.

Esimerkki 3. Olkoon F' vapaa ryhmé kannalla X = {a,b}, missia # bjai: X — F
kuvaus, joka on maéritelty niin, etta

Télloin

(i) Kuvaus ¢ on injektio, koska i(a) = a # b = i(b).

(ii) Koska i(X) = {a,b} ja vapaan ryhmén F' alkiot ovat sanoja, jotka muo-
dostuvat alkioista a ja b sekd nididen kddnteisalkioista, generoi joukko (X)) ryhmén
F.

(iii) Koska X' = i(X) = {a,b} ja i’ : X’ — F on sisiltymiskuvaus, (F, X’,i') on
sama kantaan perustuva vapaa ryhma kuin (F, X, ).

Lause 2. Olkoon (F,X,i) kantaan perustuva vapaa ryhmd ja osajoukko Y C X.
Olkoon K osajoukon Y generoima joukon F aliryhmd ja 7 1Y — K kuvaus, joka
madritellaan j(y) = i(y) kaikille y € Y. Talloin (K,Y,j) on kantaan perustuva
vapaa ryhmd.

Todistus. Olkoon G ryhmé ja f : Y — G kuvaus. Osoitetaan, ettd on olemassa
yksikésitteinen homomorfismi ¢ : K — G, joka toteuttaa ehdon f = ¢ o j. Yk-
sikésitteisyys seuraa siitd, ettd j(Y) = i(Y) generoi ryhmén K. Valitaan kuvaus
'+ X — G laajentamaan kuvausta f. Koska (F, X, i) on kantaan perustuva vapaa
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ryhmé, on olemassa homomorfismi ¢’ : ' — G, jolle f’ = ¢’ o 4. T&ll6in homomor-
fismi ¢ = ¢'|k : K — G téyttdd ehdon f = ¢ o j. TAmé osoittaa, ettd (K,Y, ) on
kantaan perustuva vapaa ryhma. O

Seuraus 1. Olkoon i sisdltymiskuvaus ja F vapaa ryhmda kannalla X C F. Olkoon
osajoukko Y C X ja olkoon K joukon Y generotma ryhmdn F aliryhmd. Tdlloin K
on vapaa ryhmd kannalla Y .

Esimerkki 4. Olkoon F' joukon X = {a,b} generoima vapaa ryhméi ja joukko

= {a} joukon X osajoukko. Télléin joukon Y generoima aliryhmid K = (a) =
{a” | n € Z} on &éreton syklinen ryhmé. Maaritelldén kuvaus j : Y — K niin, ettd
j(a) = i(a) = a kaikille a € Y. Téll6in (K,Y, j) on kantaan perustuva vapaa ryhmaé.

Lause 3. Olkoon (Fy, X1,11) ja (Fy, Xs,15) kantaan perustuvia vapaita ryhmid. Ole-
tetaan, ettd on olemassa bijektiivinen kuvaus w : X1 — Xs. Tdlloin on olemassa
yksikdsitteinen ryhmdisomorfismi o : Fy — Fy, jolle pitee p o1 = i5 0 u. Kuvaukset
on esitetty kuvassa 3.

u
X — X

g

Fy F,

'

Kuva 3: Kuvaus u : X1 — Xs, kuvaus ¢; : X; — F}, kuvaus iy : Xo — F5 ja kuvaus
Q: F, —

Todistus. Koska (F, X1,i1) on kantaan perustuva vapaa ryhmé, on olemassa sellai-
nen yksikasitteinen homomorfismi o : Fy; — F5, etté 1o 0u = poiy. Riittda osoittaa,
ettd ¢ on bijektio. Koska (F3, X3,i2) on kantaan perustuva vapaa ryhmé, on ole-
massa sellainen homomorfismi ¢’ : Fy, — F}, ettd i; o u™' = ¢’ 0 iy. Kuvaukset
Idp, ja ¢’ o ¢ ovat ryhmén F} endomorfismeja toteuttaen ehdot Id; o4y = i; ja
(¢’ op)oiy = 1. Koska (Fy, X1,4;) on kantaan perustuva vapaa ryhmé, yksikésittei-
syydesté seuraa, ettd Idp = ¢’ o p. Vastaavasti saadaan, ettd ¢ o ¢’ = Idp,. Tésta
seuraa, etta ¢ on bijektio. O]

Esimerkki 5. Olkoon F; vapaa ryhmé kannalla X; = {a,b} ja Fy vapaa ryhmé
kannalla X, = {c,d}. Maaritellaan bijektiivinen kuvaus v : X; — X, niin, etta
u(a) = ¢ ja u(b) = d. Lauseen 3 perusteella on olemassa yksikésitteinen ryhméiso-
morfismi ¢ : F; — Fy, jolle pétee poiy = isou. Télloin p(a) = ¢ ja p(b) = d. TAma
ryhméisomorfismi vaihtaa generaattorien nimet niin, ettd ryhméén F kuuluvat sa-
nat muuttuvat ryhméin F, kuuluviksi sanoiksi. Esimerkiksi sanasta a=2ba?b~! tulee
sana ¢ 2dc*d~!.

Lause 4. Olkoon X joukko. Tdlloin on olemassa sellaiset ryhmd F ja kuvaus 1 :
X — F, ettd kolmikko (F, X,i) on kantaan perustuva vapaa ryhmd.
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Todistus. Olkoon X' sellainen joukko, ettd se ei jaa alkioita ryhméan X kanssa eli
X NX' = () ja~ bijektiivinen kuvaus v : X — X’. Olkoon A = X U X’. Maaritellaian
jokaiselle a € A alkio a € A asettamalla

- v(a) ykuna € X
|y Ya) ,kunae X'

Huomataan, ettd kuvaus a — @ on joukon A involuutio eli kaikille a € A pétee
a=a.

Tarkastellaan seuraavaksi joukkoa A*, joka koostuu kaikista aakkostojoukon A
sanoista.

Sana w € A* voidaan saada sanasta w’ € A* alkeisreduktiolla, jos on olemassa
alkio a € A ja sanat u,v € A* niin, ettd w = wv ja w' = wuaav. Koska sanat
w,w’ € A*, voimme kirjoittaa w ~ w’, jos joko sanan w voi saada alkeisreduktiolla
sanasta w’ tai sanan w’ voi saada sanasta w alkeisreduktiolla. Kun w,w’ € A*,
madritellddan relaatio = joukolle A* kirjoittamalla w = w’, jos ja vain jos on olemassa
kokonaisluku n > 1 ja sellainen sanojen wq, ws, ..., w, € A* ketju, jossa w; = w
ja w, = w' niin, ettd w; ~ w;;1 kullekin ¢ = 1,2,...,n — 1. On nopeaa tarkistaa,
ettd = on ekvivalenssirelaatio joukossa A*. Merkinnélla [w] tarkoitetaan alkion w €
A* ekvivalenssiluokka ja tarkastellaan tekijajoukkoa F' = A*/ = eli joukkoa, joka
sisaltéd kaikki ekvivalenssiluokat [w], w € A*. Havaitaan, ettd jos u,u/,v € A* jau ~
o', niin uv ~ u'v ja vu ~ vu'. Tastd havainnosta seuraa, ettd jos sanat u,v,u’, v €
A* toteuttavat ehdot u = u' ja v = ¢’ niin wv = /v, joten voimme maaritella
ekvivalenssiluokkien [u] ja [v] tulon ryhméssd F asettamalla

[ufv] = [uv].

Osoitetaan, ettéd tastéd tulosta saadaan ryhmén F' rakenne. Assosiatiivisuus seu-
raa suoraan joukon A* sanojen ketjutuksen assosiatiivisuudesta. Kaikille u, v, w € A*
patee

([ullv)w] = [w][w] = [(uv)w] = [u(vw)] = [u][vw] = [u]([u][w]).
Toisaalta kaikille w € A* pétee
[e][w] = [ew] = [w] ja [w][e] = [we] = [w],

miké osoittaa, ettd [¢] on identiteettialkio. Osoitetaan sitten, ettéd jokaisella ryhmén
F alkiolla on kdanteisalkio. Maaritetdan sanalle w = aq, as, ..., a, € A*, missan > 0
ja ap € A kaikille 1 < k < n, sana w € A* siten, ettéd

W= ApCp_1" " Q7.
Havaitaan, etté

WD = a1ay - - - Ay, - - - Gy

~ a1 p—1Ap-1---01

~ 1020207
~ Cl16L~1

~ €.



Siten saadaan ww = € eli [w]|[w] = [ww] = [¢]. Samalla tavalla saadaan [w][w] = [€].
Tésté seuraa, ettd w on sanan [w] kddnteissana ryhmén F tulo-operaation suhteen.
Tama osoittaa, ettd F' on ryhmaé. Tarkastellaan seuraavaksi kuvausta ¢ : X — F|
joka maaritellddn siten, ettd i(x) = [z]| kaikille x € X. Jos w = ajas---a, € A,
missé a, € A kaikille 1 < k < n, niin

[w] = [araz - - - an] = las][as] - - - [an].
Koska [a] = i(a), jos a € X ja [a] = [a]™! = i(a)™!, jos a € X', voimme pédtelld,
ettd i(X) generoi ryhmén F.

Osoitetaan seuraavaksi, etta kolmikko (F, X, i) on kantaan perustuva vapaa ryh-
ma. Oletetaan, ettd f : X — G on kuvaus joukosta X ryhméaén G. Meiddn on osoi-
tettava, ettd on olemassa sellainen yksikésitteinen homomorfismi ¢ : F' — G, etta
f = ¢ oi. Koska i(X) generoi ryhmén F', homomorfismi on yksikésitteinen. Kon-
struoidakseen homomorfismin ¢ on laajennettava kuvausta f kuvauksella g : A — G
asettamalla

(a) = f(a) ,kuna e X
a= f(@™ kunae X'

Havaitaan, ettd g(a) = g(a)™! kaikille a € A. Mééritellién nyt kuvaus ® : A* — G
asettamalla

®(w) = glar)g(az) - - - g(an)

kaikille w = aja9 - - - a,, € A*. Talloin saadaan

O(ww') = & (w)d(w') (1)
kaikille w,w’ € A*. Liséksi jos w saadaan sanasta w’ jonkin alkeisreduktion avulla
eli w = uv ja w’ = uaav jollekin a € A ja u,v € A*, niin

¢(w') = ¢(u)g(a)g(@)®(v) = ®(u)g(a)g(a) ™ @(v) = D(u)2(v) = P(w).

Téastd seuraa, ettd ¢(w) = ®(w') aina, kun w,w’ € A* toteuttaa ehdon w ~ w'.
Induktiolla voimme péaételld, ettd ®(w) = ®(w’) kaikilla sellaisilla w,w’ € A*, ettd

w = w'. Téten voimme médritelld kuvauksen ¢ : F' — G asettamalla ¢([w]) = ®(w)
kaikille w € A*. Yhtélon (1) avulla saadaan

o([w][w) = ¢([ww']) = ([ww']) = S(w)P(w') = ¢([w])d([w]).

Talloin ¢ on ryhméhomomorfismi. Toisaalta kaikille z € X on voimassa

¢oi(z) = o(lx]) = g(x) = f(z),

miki osoittaa, ettd ¢ o i = f. Néin ollen kolmikko (F, X, i) on kantaan perustuva
vapaa ryhmaé. O

Esimerkki 6. Sanan w = a 2ba’b~! kanssa samassa ekvivalenssiluokassa [w] ovat
sanat, joista sana w on saatavissa alkeisreduktioilla ja sanat, jotka on saatavissa
alkeisreduktioilla sanasta w.

(a) Ekvivalenssiluokkaan [w] kuuluvat esimerkiksi sanat w’ = a~?baa"'a?b™! ja
w” = a"?ba"taPb7 13073 = a2ba " taab D303,

(b) Sana u = a*ba=2b"" ¢ [w], koska siti ei saa muodostettua alkeisreduktioilla
sanasta w eika siitd saa alkeisreduktioilla muodostettua sanaa w.



3.2 Vapaan ryhmaéan aste

Kaksi joukkoa X ja Xs ovat yhtd mahtavia eli niilla on sama kardinaliteetts, jos on
olemassa bijektiivinen kuvaus u : X; — Xs. Jos G; ja Gy ovat ryhmiéa, kiytetdan
kaikkien homomorfismien ¢ : G; — G5 joukosta merkintdd Hom (G, Go). Merkitaan
kaikkien joukon X osajoukkojen joukkoa puolestaan merkinnalld P(X).

Lemma 2. Olkoon F vapaa ryhmdi kannalla X C F. Talloin joukot Hom(F, Z/27)
ja P(X) ovat yhtd mahtavat.

Todistus. Koska F' on vapaa ryhmé kannalla X, jokainen kuvaus f : X — Z/27Z
voidaan yksikésitteisesti laajentaa homomorfismiksi ¢ : F' — Z/27. Téten rajoitus-
kuvaus tuottaa bijektion joukosta Hom(F,Z/27) joukkoon, johon kuuluvat kaikki
kuvaukset joukosta X joukkoon Z/27. Tésté seuraa, ettd joukot Hom(F,Z/2Z) ja
P(X) ovat yhtd mahtavat. O

Seuraavaa lausetta kutsutaan Cantor-Bernsteinin lauseeksi tai Schroder-
Bernsteinin lauseeksi. Lauseen todistus on ldhteesta [3|

Lause 5. Olkoon X ja Y kaksi joukkoa. Oletetaan, ettd on olemassa injektiiviset
kuvaukset f : X — Y ja g 'Y — X. Tdlloin on olemassa bijektiivinen kuvaus
h: X =Y.

Todistus. Olkoon f: X — Y jag:Y — X injektiivisid kuvauksia. On kitevia olet-
taa, ettd joukoilla X ja Y ei ole yhteisid alkioita. Vaikka néin ei olisikaan, voimme
helposti muokata joukkoja siten, ettd tdmé lisdoletus ei aiheuta yleisyyden mene-
tysta.

Kutsutaan joukon X alkiota x joukon Y alkion f(x) vanhemmaksi. Vastaavasti
joukon Y alkio y on joukon X alkion g¢(y) vanhempi. T&llin joukon X alkiolla x
on ddrettomén pituinen sarja jalkeldisia (f(x),g(f(x)), f(g(f(x)))...). Vastaavasti
joukon Y alkiolla y on ddrettoméan monta jalkelaistd. Tamén méadritelman mukaan
jokainen sarjan jésen on kunkin sen edeltdvén jésenen jilkeldinen. Sanotaan myds,
ettd kukin sarjan jasen on kaikkien sen jélkeisten jasenten esi-isd.

Jokaiselle joukon X tai Y alkiolle on oltava joko 1. joukon X alkio, jolla ei ole
vanhempaa (ndmé orvot ovat tasmélleen joukon X\g(Y') alkiot), 2. joukon Y alkio,
jolla ei ole vanhempaa (joukon Y\ f(X) alkiot) tai 3. esi-isien sarja jatkuu &aéret-
tomésti taaksepéain. Olkoon Xy niiden joukon X alkioiden joukko, joiden alkupera
on joukossa X eli se koostuu joukon X\¢g(Y") alkioista seké niiden sellaisista jélke-
laisisté, jotka kuuluvat joukkoon X. Olkoon joukko Xy puolestaan niiden joukon
X alkioiden joukko, joiden alkuperéd on joukossa Y eli se koostuu niistd joukon X
alkioista, jotka ovat joukon Y\ f(X) alkioiden jilkeldisid. Olkoon X, niiden joukon
X alkioiden joukko, joilla ei ole esi-isdé, jolla ei olisi vanhempia. Vastaavasti joukko
Y voidaan jakaa kolmeen joukkoon Yy, Yy ja Y.

Jos © € Xx, niin f(z) € Yy ja itse asiassa kuvauksen f rajoittuma joukolle
Xx on bijektio joukkojen Xx ja Yy vililla. Jos puolestaan x € Xy, niin  kuuluu
kidnteiskuvauksen ¢! méérittelyjoukkoon ja g~'(z) € Yy. Talloin kuvauksen ¢!
rajoittuma joukolle Xy on bijektio joukkojen Xy ja Yy viilla. Lopuksi, jos ©z € X,
niin f(z) € Y, ja kuvauksen f rajoittuma joukolle X, on bijektio joukkojen X
ja Y, vililla. Yhdistamaéalld ndma kolme bijektiota saadaan, bijektio joukkojen X ja
Y valiin. O]
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Lemma 3. Olkoon ryhmda F' vapaa ryhmda kannalla X C F. Oletetaan, ettd joukko
X on dareton. Tdlloin joukot X ja F' ovat yhtd mahtavat.

Todistus. Olkoon A = XUX ~!. Koska joukko X generoi ryhmén F', kuvaus p : A* —

F, joka méaéritellddn ehdolla p(ay, as, ..., a,) = ayaz - - - a, on surjektio. Koska X on
adreton, ovat joukot X, A ja A* yhtd mahtavia. Soveltamalla lausetta 5 voidaan
paatella, ettd X ja F' ovat yhtd mahtavia. n

Lause 6. Olkoon F vapaa ryhmd kannalla X1 C Fy ja Fy vapaa ryhmd kannalla
Xy C Fy. Tadlloin ryhmdt Fy ja Fy ovat isomorfiset jos ja vain jos joukot Xy ja Xo
ovat yhtd mahtavat.

Todistus. Lauseesta 3 seuraa, ettd joukkojen X ja X5 yhtd mahtavuus johtaa siihen,
ettd ryhmét Fi ja Fy ovat isomorfiset.

Oletetaan, ettd on olemassa isomorfismi « : F} — F,. Talloin « indusoi bijek-
tiivisen kuvauksen joukkojen Hom(Fy,7Z/27) ja Hom(F,, Z/27) vélille. Lemmasta 2
seuraa, ettd joukot P(X) ja P(Xs) ovat yhtd mahtavat. Jos X; on &éreton niin sil-
loin my6s X5 on dareton, jolloin X; ja X5 ovat lemman 3 perusteella yhtd mahtavia.
Toisaalta, jos X; on &érellinen niin siité, ettd P(X;) ja P(Xz) ovat yhtd mahtavia
seuraa, ettd myds X, on direllinen ja 21%11 = 2132 Tésts seuraa, ettd | X,| = | Xy,
jolloin joukot X ja X, ovat yhtd mahtavia myos tédssa tapauksessa. O]

Esimerkki 7. Olkoon Fj ja Fy joukkojen X7 = {a,b} ja Xy = {c¢,d} generoimia
kantaan perustuvia vapaita ryhmia. Koska seké joukossa X; ettd X5 on kaksi alkiota,
ne ovat yhtd mahtavia. Talloin vapaiden ryhmien F; ja Fy vililld on isomorfismi
p: Fy — F5. Tama havaittiin myos esimerkissa 5.

Esimerkki 8. Olkoon F; ja F, joukkojen X; = {a,b} ja Xo = {a} generoimia
kantaan perustuvia vapaita ryhmid. Koska |X;| = 2 # 1 = | X3/, joukot X7 ja X,
eivit ole yhtd mahtavia. Talloin vapaiden ryhmien F) ja F3 vélilla ei ole isomorfismia.

Seuraus 2. Olkoon F vapaa ryhmd ja joukot X1, Xo C F ryhmdn F' kantoja. Tdlloin
joukot Xy ja X9 ovat yhtd mahtavat.

Lauseesta 4 seuraa, ettd mielivaltaiselle joukolle X on olemassa kantaan perustu-
va vapaa ryhmé (F, X i). Merkitddn notaatiolla F) vapaata ryhméé, jonka kantana
on joukko {1,2,...,k} mille tahansa k € N.

Olkoon F' vapaa ryhma. Seurauksen 2 perusteella kannan X C F' kardinaliteet-
ti riippuu vain ryhmaésta F'. Téta kardinaliteettia kutsutaan ryhméan F' asteeks:.
Lauseen 6 perusteella vapaat ryhmét ovat isomorfisia jos ja vain jos ne ovat samaa
astetta. Ryhma on &dérellistid astetta k € N oleva vapaa ryhmaé jos ja vain jos se on
isomorfinen ryhmén Fj kanssa, toisin sanoen sen kannassa on k alkiota.

Esimerkki 9. Olkoon F joukon X = {a, b} generoima vapaa ryhmé. Koska | X| = 2,
joukko X on yhtd mahtava ryhmén F» kannan {1,2} kanssa. Talloin lauseen 6
perusteella F' on isomorfinen ryhméan Fj kanssa eli F' on astetta 2 oleva vapaa
ryhma.
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3.3 Redusoidut muodot

Sanan w € A* sanotaan olevan redusoitu, jos se ei sisilld muotoa aa, missé a € A,
olevaa alisanaa eli ei ole olemassa sanaa w’ € A*, jonka voisi saada sanasta w
pelkilld alkeisreduktioilla. Huomattavaa on, ettéa tyhjé sana e on redusoitu ja kaikki
redusoidun sanan alisanat ovat redusoituja.

Lause 7. Jokainen relaation = ekvivalenssiluokka sisdltdd yksikasitteisen redusoidun
sanan.

Todistus. Selvdsti mikd tahansa sana w € A* voidaan muuntaa redusoituun muo-
toon adrelliselld méadrilla alkeisreduktioita. Témé& osoittaa redusoidun sanan ole-
massaolon missa tahansa relaation = ekvivalenssiluokassa.

Todistetaan yksikésitteisyys. Tarkastellaan aliryhméd R C A*, joka koostuu kai-
kista redusoiduista sanoista. Jokaiselle a € A ja r € R mééritellddn sana a,(r)

{w , jos r = aw, jollekin w € A*,
g (r) =

ar muuten.

Huomattavaa on, ettd sana «,(r) on aina redusoitu. Siten saadaan kuvaus «, : R —
R, joka on maédritelty kaikille a € A. Osoitetaan, etta

Qg 00 = 0z 0, = Idp. (2)

Olkoon a € A ja tarkastellaan mielivaltaista alkiota r € R. Jos r = aw jollekin
w € A*, niin a5 (r) = w ja siten a,(az(r)) = a,(w) = aw = r (huomattavaa on, etta
w el voi alkaa alkiolla @, koska r on redusoitu sana). Muussa tapauksessa ag(r) = ar
ja siten a,(az(r)) = aq(ar) = r. Téstd seuraa, ettd o, o az = Idg. Korvaamalla
alkion a alkiolla @ téssa yhtalossd saadaan ag o a, = Idp, koska ~ on joukon A
involuutio. Téma todistaa yhtdlon (2).

Yhtalosta (2) voidaan paatelld, ettd «, on bijektio joukossa R kaikille a € A.
Asettamalla

p(w):aaloa@o---oaan

jokaiselle sanalle w = ajas---a, € A* saadaan monoidi homomorfismi p : A* —
Sym(R). On huomioitava, ettd

p(r)(e) =r kaikille r € R. (3)

Toisaalta yhtélostd (2) seuraa suoraan, ettd p(w) = p(w’) aina kun, w,w’ € A*
tayttaa ehdon w = w’. Siten jos ry ja ro ovat redusoituja sanoja samassa relaation =
ckvivalenssiluokassa, saadaan p(r;) = p(rq) ja siten soveltamalla yhtélod (3) saadaan
r = To. []

Seuraus 3. Olkoon (F, X, i) kantaan perustuva vapaa ryhmd. TallGin jokainen alkio
f € F voidaan yksikdsitteisesti kirjoittaa muodossa

f=i(@) i) i)™, (4)

missi n > 0,z; € X ja hy € Z\{0} kaikille 1 < i < n ja x; # x;1 kaikille
1<i<n-1.
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Todistus. Oletetaan, ettd (F, X, i) on lauseen 4 todistuksessa konstruoitu kantaan
perustuva vapaa ryhmé. Rakenteen perusteella alkio f € F on relaation = mukainen
ekvivalenssiluokka. Lauseen 7 mukaan tdmé ekvivalenssiluokka siséltdd redusoidun
sanan r, joka voidaan yksikéasitteisesti kirjoittaa

r=aytayay,

missa n > 0,a; € A ja k; € N\{0} kaikille 1 <i < n ja a; # a;41 kaikille 1 < <
n — 1. Talléin saamme yhtélon (4) mukaisen lausekkeen, jossa x; = a; ja h; = ki,
jos a; € A ja muulloin x; = a; ja h; = —k;. Lausekkeen yksikésitteisyys seuraa
redusoidun sanan r € f yksikésitteisyydesta. O

Maaritelma 18. Yhtalon (4) mukaista lauseketta kutsutaan alkion f redusoiduksi
muodoksi kantaan perustuvassa vapaassa ryhméssa (F, X, 7).

Seuraus 4. Olkoon G ryhmd. Olkoon U C G sellainen ryhmdn G osajoukko, ettd
uptuy’ -t # g (5)

kaikille uy,ug, ..., u, € U ja ki, ks, ... k, € Z\{0}, missd u; # w1 kaikille 1 <i <
n—1. Talloin osajoukon U generoima ryhman G aliryhmd on vapaa ryhmd kannalla

U.

Todistus. Olkoon H osajoukon U generoima ryhmén G aliryhmé ja+ : U — H
sisiltymiskuvaus. Olkoon (F,U, ) kantaan perustuva vapaa ryhméa. Télléin on ole-
massa sellainen yksikésitteinen homomorfismi ¢ : ' — H, ettd + = ¢ o 1. Koska
¢(i(U)) = +(U) = U generoi ryhmén H, ¢ on surjektio. Osoitetaan, ettd ¢ on myos
injektio. Tarkastetaan alkiota f € F' kirjoitettuna redusoidussa muodossa eli muo-
dossa f = i(uy)"Mi(ug) -+ -i(u,)"™, missi n > 0,u; € U ja hy € Z\{0} kaikille
1 <i<njau # u kaikille 1 < i < n — 1. Talléin ¢(f) = uul? .. ul» | koska
o(i(u;)) = 1(u;) = u; kaikille 1 <14 < n. Epdyhtélosta (5) seuraa, ettd ¢(F) = 1y jos
ja vain jos n = 0 eli jos ja vain jos f = 1p. TAma osoittaa, ettd ¢ on isomorfismi.
Huomautuksesta 1 seuraa, ettd (H,U, 1) on kantaan perustuva vapaa ryhma. O

3.4 Kleinin Ping-Pong lemma

Seuraavaa Kleinin Ping-Pong lemmaksi kutsuttua lausetta kiytetdin usein todista-
maan, ettd ryhmé on vapaa.

Lause 8. Olkoon G ryhmd ja olkoon X generoiva ryhmdn G osajoukko, jolla on
vdhintdadn kaksi erillistd alkiota. Oletetaan, etti G toimii joukossa E ja etti on
olemassa sellaisten epdtyhjien joukon E osajoukkojen, joilla pareittain ev ole yhteisid
alkioita, perhe (Ay)zex niin, ettd

|\ Ay | €A, kaikille v € X ja k € Z\{0}. (6)
yeX\{z}

Tdalloin G on vapaa ryhmd kannalla X .
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Todistus. Tarkastellaan alkiota g € (G, joka on kirjoitettu epétriviaalina redusoituna
sanana generaattorijoukossa X eli muodossa

g=atgh gk
missi n > 1, z; € X ja k; € Z\{0} kaikilla 1 < ¢ < n ja z; # x4 kaikilla
1 <17 <n—1. Seurauksen 4 perusteella, pitdd osoittaa, ettd g # 1.

Oletetaan ensin, ettd joko joukko X siséltdd vahintdan kolme alkiota tai jouk-
koon X kuuluu tdsmélleen kaksi alkiota ja z; = z,,. Téassa tapauksessa on loydetta-
vissi sellainen alkio y € X, ettd y # 7 ja y # x,. Soveltamalla ominaisuutta (6)
perakkain saadaan

_ kl kg kn—Q kn—l k
gAy =TTy Ty 90 Ty xn"Ay

kl k2 kn—2 k?n—l
Cay'ay’ x5 w, Ay,
kl kz k -2
Cay'ay’ x5 A,
k1 ko
C ','Cl %2 A Axn72

Koska joukot A, ja A, eivit sisilld samoja alkioita ja A, # ), voidaan péételld,
ettd g # 1g.

Tarkastellaan sitten tapausta, jossa joukossa X on tdsmaélleen kaksi alkiota ja
1 # x,. Talloin

kn .—k1

k1 ko k3
Lo T3~ - n L1

ki o.—k1 _
on sanan %' gz7™ redusoitu muoto. Ensimméisen tapauksen perusteella %' ga % £

1¢. Voidaan siis paatelld, ettd téssdkin tapauksessa g # 1¢. O

Seuraus 5. Olkoon F' toisen asteen vapaa ryhmd ja kokonaisluku n > 2. Tdlloin
ryhma F sisdltdd vapaan asteen n aliryhmdn.

Todistus. Oletetaan, ettd ryhmén F' kanta on alkiot a ja b. Olkoon G ryhmén F
aliryhmé, jonka generoi osajoukko

X ={aba™":0<i<n-—1}.

Tarkastellaan vasemmanpuoleisen kertolaskun antamaa ryhmén G toimintaa ryh-
main F. Méiritelldin, ettd jokaiselle z = a’ba™t € X aliryhmi A, C F on niiden
ryhmén F alkioiden joukko, joiden redusoitu muoto alkaa ab* jollekin k € Z\{0}.
Osajoukot A,,x € X selvisti toteuttavat lauseen 8 oletukset, joten ryhmé G on
vapaa ryhmé kannalla X'. O]
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4 Vapaiden ryhmien toiminnot puille

Tassa luvussa tutustutaan graafiteoriaan ja siihen liittyviin késitteisiin. Lisdksi esi-
tellddn Cayleyn graafi ja tarkastellaan mitd tapahtuu, kun ryhmé toimii eri graa-
feissa. Esitellddn myos toinen tapa osoittaa, ettd vapaan ryhmén aliryhméat ovat va-
paita. Luku perustuu Cohenin teoksen Combinatorial Group Theory: A Topological
Approach [1] lukuihin 5-8.

4.1 Puut

Maaritelma 19. Graafi I' koostuu kahdesta joukosta, joilla ei ole yhteisié alkioita.
Namaé joukot ovat graafin I' kiirkien joukko V/(I") ja graafin I' sivujen joukko E(T').
Lisdksi graafiin I' kuuluvat kuvaukset o : E(I') — V(I') ja = : E(I') — E(I') niin,
ettéd kaikille e € E(T) e # € ja e = e. Maéritelliéin myos funktio 7 : E(T') — V()
siten, ettd er = eo. Talloin sanotaan, ettd eoc on on sivun e alku ja e on sivun e
loppu.

Maaritelma 20. Polku, jonka pituus on n > 0 graafissa I' on dérellinen sarja
sellaisia sivuja ey, e, ..., e,, ettd e;7 = e;,10 kaikille © < n. Polun alku on sivun e
alku eli e;o ja polun loppu on sivun e, loppu eli e, 7. Polun kérjet ovat e;o kaikille
1 < n seka e, 7. Polku, jonka pituus on nolla, koostuu vain kérjesta v ja talléin v on
sekd, polun alku etté loppu. Silmukka on polku, jonka alkuna ja loppuna on sama
kirki. Polku on yksinkertainen, jos kaikki sen kérjet ovat erillisia. Yksinkertainen
silmukka on silmukka, jonka pituus on positiivinen, jonka n kirked ovat erillisia eika
silmukka ole muotoa e, €. Yksittdinen sivu on silmukka jos ja vain jos se on ympyré.

Kuva 4: Polku eq, es, ..., er.

Esimerkki 10. Kuvassa 4 on esitetty erds sivuista eq,es,...,er koostuva polku,
jonka pituus on 7. Polun alku e;o on kérjessd A ja polun loppu e;7 on kérjessa G.
Kuvan 4 polku ei ole yksinkertainen, koska kérki A on sekd sivun e; ettd sivun es
alku. Polku ey, ..., es muodostaa yksinkertaisen silmukan, jonka alku e;o ja loppu
e,T ovat samassa kirjessd A.
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Maaritelma 21. Graafin I' aligraafi I'1 koostuu sellaisista osajoukoista V7 C V ja
E, C FE, ettd mille tahansa sivulle e € E; péitee € € E; ja ec € V;. Talloin selvésti
myos er € Fy ja I’y on graafi. Selvésti mielivaltaisten graafin I" aligraafien leikkauk-
set ja yhdisteet ovat my6s graafin I' aligraafeja. Kun V; on kérkijoukon V' osajouk-
ko, joukon Vj virittdmén tdyden aligraafin, jonka kirkijoukko on Vi, sivujoukko F;
madaritellaan

E, ={e| eo,er € V1}.

Maaritelma 22. Graafi I' on yhtendinen, jos mitka tahansa graafin I' kirjet voidaan
yvhdistda polulla. Yleisemmin mille tahansa graafille I' voidaan maaritella karkijou-
kon V' relaatio siten, ettd kirkien v ja w kirkien vililla on relaatio jos ja vain jos on
olemassa polku, joka alkaa kérjestd v ja loppuu kidrkeen w. On helppo néhda, etta
tdmé on ekvivalenssirelaatio. Taysia aligraafeja, joiden kérkijoukot ovat ekvivalens-
siluokkia, kutsutaan graafin I' komponenteiksi.

Maaritelma 23. Polku on redusoituva, jos on olemassa sellainen ¢ < n, ettd e; 1 =
e;. Muussa tapauksessa polku on redusoitumaton. Selvasti redusoituva polku ei ole
yksinkertainen. Jos n > 2 ja polku on redusoituva, niin ey, es, ..., €, 1,€;19,...,€,
on my0s polku. Erityisesti, jos kaksi kirked voidaan yhdistda polulla, niin ne voidaan
yhdistaa redusoitumattomalla polulla.

Maaritelma 24. Metsd on graafi, jonka kaikki positiivisen pituuden silmukat ovat
redusoituvia. Puu on yhtenédinen metsa. Selvisti metsin kaikki osagraafit ovat metsia
ja graafi on metsé tdsmaélleen silloin, kun kaikki sen komponentit ovat puita.

T T,

Kuva 5: Puiden T} ja T muodostama metsa.

Esimerkki 11. Kuvassa 5 on esitetty kahden puun 73 ja 75 muodostama metsa.
Puu T3 on graafi, joka koostuu kérjistd A-H ja sivuista eq, ..., e;. Puu T puolestaan
koostuu kérjista [-P ja sivuista f1, ..., fo. Puista 77 ja T, koostuva metsé ei ole puu,
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koska se ei ole yhtenéinen. Sen sijaan puu 75 on esimerkiksi kérjista I-L ja sivuista

f1, f2, f3 koostuvasta metsista sekd karjistd L-P ja sivuista fy, ..., fr koostuvasta
metsasta koostuva yhtendinen metsa.
Kuvassa 4 esitetty polku ei ole metsé, koska sithen kuuluva silmukka eq, ..., eq4

on redusoitumaton.

Lemma 4. Olkoon graafi I' yhtendinen. Olkoon S sellainen kdrkijoukon V' epdtyhjd
alijoukko, ettd mille tahansa sivulle e, jos ea € S niin myds er € S. Tallgin S =V

Todistus. Tarkastellaan kirked v € S. Olkoon w mika tahansa kérki. Koska graafi
I' on yhtendinen, on olemassa polku ey, ..., e, kirjestd v kirkeen w. Koska e;o0 =
v € S, voidaan induktiolla helposti ndhd4, etté jokaisen sivun e; loppukérki e;7 € S.
Erityisesti kirki w = e, 7 € S. Koska w on mielivaltainen kérki, S = V. O]

Maaritelma 25. Maksimaalinen metsd graafissa I' on sellainen graafin I' aligraafi
F, ettd F' on metsd, mikddn muu graafin I' aligraafi, joka siséltdd koko metsin F',
ei ole metsa.

Lause 9. Olkoon metsa F' graafin I' aligraafi. Tdlloin on olemassa graafin I' mak-
simaalinen metsd, joka sisdltia metsin F.

Todistus. Oletetaan, ettd graafissa I' on metsat F; niin, ettd kaikille ¢, j joko F; C F)
tai F; C F;. Télloin UF; on metsd. Muulloin yhdiste siséltéisi silmukan. Tama
silmukka kuuluisi darellisen monen metsan F; yhdisteeseen, jolloin oletuksen mukaan
jokin metsa Fj sisdltéisi silmukan. Tamaé johtaa ristiriitaan, koska mestéssa ei voi
olla silmukoita.

Nyt lause seuraa Zornin lemman 1 perusteella. O]

Lause 10. Olkoon F maksimaalinen metsd graafissa I' ja olkoon I'y graafin I' kom-
ponentti. Tdlloin metsa F sisdltad jokaisen graafin I karjen. Lisdksi F' N 11 on
maksimaalinen metsd komponentissa I'y ja F'N Ty on puu.

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa sellainen kirki v € T', ettd v ¢ F. Télloin
metsd U v olisi suurempi metsa kuin metsé F', jolloin F' ei olisi maksimaalinen
metsa.

F N T on metsd komponentissa I'1, koska se on metsan F' aligraafi. Jos F NI
ei olisi maksimaalinen metsé komponentissa I'{, olisi olemassa jokin toinen kompo-
nentin 'y maksimaalinen metsa Fi, johon metsd /' NIy kuuluisi kokoonaan. Talloin
metsd F'U Fy olisi graafin I' metsé, joka siséltéisi kokonaan metsdn F. Talloin F ei
olisi maksimaalinen metsa.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd F'NI'; on yhtendinen. Lemman 4 perusteella riittda
osoittaa, ettd minka tahansa komponentin I'; sivun molemmat péaatepisteet ovat
samassa metsén F' komponentissa. Oletetaan, ettd néin ei ole. Tarkastellaan sellaista
sivua e, jonka alku eo ja loppu er ovat eri metséin F' komponenteissa.

Osoitetaan, ettd talloin graafi F'U {e, e} on metsd. Se on selvisti graafi, koska
metséd F' sisdltda kaikki graafin ' kirjet. Jos se sisdltéisi silmukan, voitaisiin olettaa
(tarvittaessa syklisid permutaatioita kiyttdmaélla), ettd silmukka ey, ..., e,, missi
e, # e ja e. # € kaikilla r > 1. Jos e; # e ja e; # €, metsd I siséltaisi silmukan.
Jos e; = e tai e; =€, niin polku es, ..., e, osoittaisi, ettd kirjet ec ja er kuuluisivat
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samaan metsan F' komponenttiin. Tdmé& on ristiriidassa oletuksen kanssa. Siis F'U
{e,€} on metsa. T&llin se on myos metsdd F suurempi metsé, jolloin F' ei olisi
maksimaalinen metsa. Talloin metsan F' N I'y on oltava yhtenéinen. O]

Maaritelma 26. Maksimaalinen metsa yhtenéisessa graafissa on puu, jota kutsu-
taan maksimaaliseksi puuksi. On huomattavaa, ettd talloin maksimaalinen metsa
sisaltdéd vain yhden puun.

Maaritelma 27. Olkoon kaikille indeksijoukon A alkioille A T graafin I' sellaisia
alipuita, ettd Th N T, = 0, kaikille A # p. Oletetaan, ettd jokainen kirki kuuluu
johonkin puuhun 7). Konstruoidaan sitten graafi A siten, ettd graafin A kédrkijoukko
on A ja graafin A sivujoukko koostuu niistd graafin I' sivuista, jotka eivit kuulu
joukkoon UycpaT). Kuvaus ~— graafissa I' antaa selvisti kuvauksen ~ graafissa A.
Jos e on graafin A sivu, jonka alku graafin I' sivuna tarkasteltuna on puussa T},
madritellddn sivun e aluksi graafin A sivuna kirki A. Télloin sanotaan, ettd graafi
A saadaan graafista I supistamalla alipuut T).

Lemma 5. Olkoon A graafi, joka saadaan graafista I supistamalla alipuut T). Til-
loin graafi A on yhtendinen jos ja vain jos graafi I' on yhtendinen ja graafi A on
metsd jos ja vain jos graafi I' on metsd.

Todistus. Olkoon eq, ..., e, polku graafissa I'. Oletetaan, ettd joillekin r < s pétee
e, & UpT) ja es ¢ UpT)\, mutta e; € U,T) kaikille r < i < s. Jos e; € T) ja e;41 € T),
niin e;7 = e;0 € T\ NT,. Télldin alipuille asetettujen vaatimusten perusteella
A = p. Tasta seuraa, ettd on olemassa sellainen v, etta e, 7 € T}, ja e;o € T,,. Tésta
nahdéasn, ettd kun polusta eq, ..., e, jatetdan pois kaikki sellaiset sivut e; € U)T},
saadaan graafin A polku.

Oletetaan sitten, ettd graafin I' polku on redusoitumaton ja kiyttaa samoja mer-
kintdja kuin edella. Télloin e; # €, kun s = r+ 1, koska graafin I" polku on redusoi-
tumaton. e, # €, myos silloin, kun s > r + 1, koska silloin polku e, 1, ..., es_1 olisi
redusoitumaton silmukka puussa T),. Voidaan siis padtella, ettd polku on redusoitu-
maton myos graafissa A.

Aloitetaan nyt redusoitumattomasta graafin A polusta ey, ..., e,. Télldin jokai-
selle indeksille 7 on olemassa sellainen p, ettd e;7 ja ;110 kuuluvat alipuuhun 7},
graafissa I'. Talloin alipuussa 7}, on olemassa redusoitumaton polku p; karjesta e;7
kirkeen e; 10. Talloin polku ¢ = ey, p1,€9,...,Pn_1,€, on redusoitumaton polku
graafissa I'. Yleisemmin olkoon ei0 = « ja e,7 = [ graafissa A ja olkoot v € T, ja
w € Ty alipuiden karkia graafissa I'. Talloin on olemassa sellaiset polut py ja p,, ali-
puissa Ty, ja T3, ettd po, q, p, on redusoitumaton polku graafin I" kirjestd v kirkeen
w.

Olkoon I' yhtendinen graafi ja o ja § graafin A kérkid. Tarkastellaan graafin
I' kdrkia v € T, ja w € Tp. Télloin polku graafin I' kirjestd v kirkeen w antaa
edelld kuvatulla tavalla graafin A polun kérjestd o kirkeen (. Talloin graafi A on
yhtenéinen.

Olkoon A yhtendinen graafi ja v € T, ja w € Ty graafin I' kirkia. Talloin on
olemassa graafin A polku kérjestd a kirkeen (3, joka antaa edelld kuvatulla tavalla
graafin I polun kérjestd v kidrkeen w.
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Jos graafi I' ei ole metsé, se sisaltda redusoitumattoman silmukan. Sitéa graafissa
A vastaava polku on télloin myos redusoitumaton silmukka, jolloin graafi A ei ole
metsa.

Jos graafi A ei ole metsé, on olemassa sellaiset kérjet a ja [, ettd on olemassa
kaksi erillistd redusoitumatonta graafin A polkua kérjesta a kirkeen 3. Tarkastellaan
graafin I' kirkid v € T}, ja w € Ts. Ndma polut antavat kaksi erillistd redusoituma-
tonta graafin I polkua kérjestd v kirkeen w, joten graafi I' ei ole metsa. O

4.2 Cayleyn graafi

Maaritelma 28. Olkoon G ryhmé ja S ryhmén G osajoukko. Olkoon I'(G, S) graafi,
jonka kirkijoukko on G ja sivujoukko G x S x {—1,1}, missd (g,s,1)0 = ¢ ja
(9,s,1)T = gs seki (g,s,€) = (g,s,—¢) kaikilla ¢ = +1. Télléin graafia I'(G, S)
kutsutaan ryhméan G Cayleyn graafiksi joukon S suhteen.

Lemma 6. (i) Cayleyn graafi T'(G,S) on yhdistetty jos ja vain jos S generoi
ryhmdn G.

(11) Cayleyn graafi I'(G,S) on metsd jos ja vain jos S generoi vapaasti joukon (S).
(111) Cayleyn graafi T'(G,S) on puu jos ja vain jos G on vapaa ryhmd kannalla S.

Todistus. Olkoon GG ryhma ja S joukko. Tulokset seuraavat suoraan, kun osoitetaan,
ettd mielivaltaisille alkioille g, h € G, alkion g~'h esitysten muodossa s{* - - - s<*, mis-
sé s; € S ja € = %1, ja niiden polkujen, jotka kulkevat Cayleyn graafin I'(G, S) kér-
jesta g kirkeen h, vélilla on bijektio. Tama bijektio saa redusoidut sanat vastaamaan
redusoitumattomia polkuja ja kuvaa sanan si' - - - s&* poluksi ey, ..., e,, missé e, on
(gr, Sry€r). Téssd g, = gsi* -+ s, jos €, = 1 ja g, = gsi* -+~ s, jos €, = —1. H

4.3 Ryhman toiminta puilla

Maaritelma 29. Annetaan ryhmén G toimia graafille X. Jos on olemassa sellai-
set g € G ja sivu e, ettd ge = € sanotaan, ettd ryhméa toimii kddnnosten kanssa.
Muussa tapauksessa sanotaan, ettd ryhmaé toimii ¢lman kddnnoksid. Selvéasti G toimii
Cayleyn graafille I'(G, §) ilman kdannoksié.

Maaritelma 30. Olkoon G ryhmé, joka toimii graafille X ilman kd&dnnoksid. Tél-
16in voidaan muodostaa graafin X tekijagraafi ryhmén G suhteen G\ X seuraavasti.
Madritelladan graafin X kérkijoukolle V(X)) ekvivalenssirelaatio siten, ettd w = v
tasmalleen silloin, kun w = gv jollakin g € G. Vastaava ekvivalenssirelaatio méaéri-
telladin graafin X sivujoukolle E'(X). Merkitdén kiirjen v ekvivalenssiluokkaa mer-
kinnélld [v] ja sivun e ekvivalenssiluokkaa merkinnélla [e]. Télloin tekijagraafin G\ X
kérkijoukko on kaikkien kiirkien v € V(X)) ekvivalenssiluokkien [v] joukko ja teki-
jagraafin G\ X sivujoukko on kaikkien sivujen e € E(X) ekvivalenssiluokkien [e]
joukko. Madritelladn [e| = [€], [e]T = [eT] ja [e]c = [ec]. Selvésti ndmé riippuvat
vain ekvivalenssiluokasta [e] eivéitkd sivun e valinnasta. Ryhmén G on toimittava

ilman kddnnoksia, jotta varmistutaan siité, etta [e] # [e].

19



Maaritelma 31. Olkoon p : X — Y graafien vélinen kuvaus. Jos jokaiselle graafin
X kirjelle v ja jokaiselle graafin Y sivulle y, joille patee yo = vp, on olemassa
sellainen graafin X sivu x, ettd zo = v ja xp = y, sanotaan, ettd p on paikallisesti
surjektio. Jos taas mille tahansa kahdelle eri graafin X sivulle x; ja x5, joille patee
x10 = x90, graafin Y sivut x1p ja xop ovat erilliset, p on paikallisesti injektio. Jos
kuvaus p on sekéd paikallisesti surjektio ettad paikallisesti injektio, p on paikallisesti
bijektio.

Lemma 7. Olkoon p : X — Y paikallisesti surjektio. Olkoon T puu ja olkoon
f:T =Y kuvaus puulta T graafiin Y. Olkoon a puun T kédrki ja olkoon v sellainen
graafin X kdrki, ettd vp = af. Talloin on olemassa sellainen kuvaus ¢ : T — X,

etti op = f ja ap = v.

Todistus. Tarkastellaan sellaista paria (7%, ¢1), ettd T on puun T sellainen alipuu,
ettd a € Ty ja ¢ on sellainen kuvaus alipuulta 7 graafille X, ettd ap; = v ja
p1p = [ alipuussa 7). Téllainen pari on olemassa, koska esimerkiksi puu 7} voisi
koostua pelkastdaan karjesta a. Téllaisille pareille voidaan antaa osittainen jarjestys
kirjoittamalla (T1p1) < (Ts, @2), jos T1 € T3 ja 1 on kuvauksen ¢, rajoitus puulle
Ti. Zornin lemman 1 perusteella on olemassa maksimaalinen pari (Tp, ¢o) ja tulee
vain osoittaa, ettd Ty =T

Koska T on puu, joko Ty = T tai jokin puun 7' kérki ei ole osa puuta Tjy. Jal-
kimmaéisessi tapauksessa on olemassa sellainen sivu e, ettd eoc € Ty ja et ¢ Tj eli
on olemassa sellainen sivu e, joka alkaa puusta Ty ja paattyy puun Ty ulkopuolelle.
Viitteen mukaan on olemassa sellainen graafin X sivu z, jonka alku on ecy, etta
xzp = ef. Téll6in voimme laajentaa puun Ty puuksi 73 = Ty U (e, €, e7) ja voimme
laajentaa kuvauksen ¢y puun sellaiseksi 7} kuvaukseksi @1, etté p1p = f puussa T}
méaarittelemalld epy = z, €p; = T ja et = x71. Talloin (Tp, o) ei ole maksimaali-
nen pari. ]

Maaritelma 32. Olkoon X G-graafi ja p : X — G\X luonnollinen kuvaus jou-
kosta X tekijagraafiin G\X. Olkoon T' maksimaalinen puu tekijigraafissa G\X.
Lemman 7 perusteella on olemassa sellainen kuvaus j : T' — X, ettd jp on puun 7'
sisdltymiskuvaus tekijagraafille G\ X. Erityisesti p méaérittelee isomorfismin graafil-
ta T'j puulle T'. Tall6in T'j on puu, jota kutsutaan ryhmén G toiminnan graafille X
edustajapuuksi (engl. representative tree).

Maaritelma 33. Ryhmé G toimii graafille X vapaasti, jos mille tahansa g € G\Idg
ja mille tahansa graafin X kérjelle v pétee gv # v. Esimerkiksi mille tahansa ryh-
mélle G ja sen alijoukolle S ryhmé G toimii vapaasti Cayleyn graafille I'(G, 5).

Maaritelma 34. Graafin suunta on graafin sivujen joukko, johon kuuluu tdsmélleen
yksi sivu jokaisesta parista (e, €). Olkoon ryhmélld G toiminta graafille X. Olkoon
B graafin G\ X suunta ja olkoon A = Bp~!. Jos ryhmé G toimii graafille X ilman
kddnnoksid, on olemassa suunta A, jolle GA = A. Nimittédin kaikille graafin X
sivuille e ja ryhmén G alkioille g pétee ge = ge eli sivun e radalla olevat sivut ovat
sen vastakkaisen sivun e radan vastakkaiset sivut. Koska G toimii ilman kdannoksia,
namé ovat kaksi eri rataa. Lisdtdédn jompikumpi radoista suuntaan A ja tehdéan
néin kaikille ratojen pareille.
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Lause 11. Olkoon G ryhmd, joka toimii vapaasti puulle X. Olkoon T kyseisen toi-
minnan edustajapuu ja olkoon A graafin X sellainen suunta, ettc GA = A. Maddri-
tellddin joukko S siten, ettd

S={ge€G\ld; | Je € A, jolleeoc €T jaer € gT}.
Talloin G on vapaa ryhmd kannalla S.

Todistus. Havaitaan ensin, ettd ¢g7' N AT = () kaikille g # h. Muussa tapauksessa
voitaisiin valita puun 7" kérjet v ja w siten, ettd gv = hw. Koska T" on edustajapuu,
se sisaltdd vain yhden kirjen kultakin radalta, jolloin v = w. Téstd seuraa, etta
g = h, kun G on toimii vapaasti puulla 7'. Lisdksi jokainen kéirki kuuluu johonkin
joukkoon ¢7T', misséd g € GG, koska T" on edustajapuu.

Olkoon Y graafi, joka saadaan graafista X supistamalla jokainen puu ¢g7" yhdeksi
kérjeksi. Lemman 5 perusteella Y on puu. Lemman 6 perusteella riittda osoittaa,
ettd Cayleyn graafi ['(G, S) on isomorfinen graafin Y kanssa.

Maéritelladn kuvaus Cayleyn graafilta I'(G, S) graafille Y seuraavasti. Graafin
Y kérjet voidaan samaistaa puihin ¢7" ja Cayleyn graafin I'(G, S) kirki g kuvataan
graafin Y karkeen g7

Jokaiselle s € S on olemassa graafin X sivu e, jolle suunnassa A ec € T ja
er € sT. Jos tallaisia sivuja olisi olemassa kaksi, graafissa Y olisi kaksi erillista
sivua, joilla on sama alku ja loppu. Tama ei ole mahdollista, joten téallaisia sivuja
voi olla vain yksi. Graafin X sivu ge méarittaa graafiin Y sivun, joka kulkee kérjesté
gT kirkeen gsT'. Talloin voidaan kuvata Cayleyn graafin I'(G, S) sivu (g, s, 1) tdhén
graafin Y sivuun ja sivun (g,s,1) kdédnteissivu (g, s, —1) tdmén graafin Y sivun
kdanteissivuksi.

Tamé kuvaus on selvéisti graafien vélinen kérkijoukon suhteen bijektiivinen ku-
vaus. Sivuilla (g, s,1) ja (h, s’, —1) on eri kuvat, koska sivun (g, s, 1) kuvaIm(g, s, 1) €
GA = A jasivun (h,s, —1) kuva Im(g,s’, —1) € GA = A. Jos g # h, kahden eril-
lisen sivun kuvilla Im(g, s, 1) ja Im(h,s’,1) on eri alkupisteet ¢7" ja hT. Jos g = h,
niilld on puolestaan eri loppupisteet gsT ja gs'T. Téten kuvaus on sivujen suhteen
injektio.

Tarkastellaan graafin Y mielivaltaista sivua. Graafin Y méaritelméin perusteella
se on kuva sellaiselle sivulle e, jonka alku ec € ¢7' ja loppu er € RT joillekin
g,h € G ja g # h. Voidaan olettaa, ettd e € A, jos tarvittaessa se vaihdetaan sen
kidnteissivuksi. Télloin g7'e € GA = A ja g7 'h € S, koska g~'e on sivu, joka
alkaa edustajapuusta T ja péittyy puuhun g~ *AT. Talléin (g, g 'h,1) on Cayleyn
graafin I'(G, S) sivu, jonka kuva graafissa Y on tarkasteltu sivu. Téten kuvaus on
myos surjektio sivujen suhteen. Koska kuvaus on bijektio, Cayleyn graafi I'(G, S) on
isomorfinen graafin Y kanssa. O]

Yhdistamaélla lauseen 6 ja lemman 4 ndhdééan, ettd ryhmé on vapaa jos ja vain
jos se toimii vapaasti jollekin puulle. Kun ryhmé toimii vapaasti jollekin puulle,
myo6s mikéd tahansa sen aliryhmé toimii vapaasti samalle puulle. My6s néin voidaan
nihdé, ettd mikéd tahansa vapaan ryhmaén aliryhméa on my6s vapaa ryhma.
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5 Residuaalinen aarellisyys

Téassé luvussa tutustutaan residuaaliseen dérellisyyteen ja residuaalisesti aérellisten
ryhmien ominaisuuksiin. Lisaksi todistetaan, etta kaikki vapaat ryhméat ovat residu-
aalisesti aarellisia. Luku perustuu péddosin Ceccherini-Silbersteinin ja Coornaertin
teoksen Cellular Automata and Groups [5] lukuun 2.

5.1 Maaritelma ja esimerkkeja

Maaritelma 35. Ryhméa G on residuaalisesti ddrellinen, jos jokaista alkiota g €
G, g # 1 kohti on olemassa sellainen &dérellinen ryhméa F' ja homomorfismi ¢ : G —

Lause 12. Ryhmd G on residuaalisesti ddrellinen jos ja vain jos kaikille g, h € G,
joille g # h, on olemassa ddrellinen ryhmd F' ja sellainen homomorfismi ¢ : G — F,

etti ¢(g) 7 ¢(h).

Todistus. Valitsemalla h = 15 ndhdééan, ettéd jos kaikille g, h € G, joille g # h, on
olemassa ddrellinen ryhmé F' ja sellainen homomorfismi ¢ : G — F, ettd ¢(g) #
¢(h), ryhmé G on residuaalisesti dérellinen.

Oletetaan sitten, ettd G on residuaalisesti darellinen. Olkoon g, h € G niin, etté
g # h. Koska gh™! # 14, on olemassa sellaiset #érellinen ryhmé F ja homomorfismi

¢:G — F, ettd ¢(gh™") # 1p. Koska ¢(gh™") = ¢(g)(6(h)) ™", (g) # ¢(h). =

Lause 13. Jokainen ddrellinen ryhmda on residuaalisesti adarellinen.

Todistus. Olkoon G aérellinen ryhmaé ja tarkastellaan sellaista alkiota g € G, etté
g # 1g. Jos ¢ =1dg : G — G on identiteettikuvaus, saadaan ¢(g) = g # Idg. ]

Esimerkki 12. Additiivinen ryhmé (Z, +) on residuaalisesti dérellinen.

Todistus. Tarkastellaan sellaista alkiota k& € Z, ettd k& # 0. Valitaan sellainen al-
kuluku m, ettd |k| < m. Télléin homomorfismi ¢ : Z — Z/mZ tayttaa ehdon

¢(k) # 0. 0

Lause 14. Ryhmd GL,(Z) on residuaalisesti ddrellinen kaikille n > 1.

Todistus. Olkoon A = a;; € GL,(Z) niin, ettd A # I, = lqr,(z). Valitaan alkuluku
m niin, ettd |a;;| < m kaikille 7, j. T&ll6in redusoimalla modulo m saadaan homo-
morfismi ¢ : GL,(Z) — GL,,(Z/mZ), joka tayttaa residuaalisen dérellisyyden ehdon

¢(A) # lav, z/mz)- O

Maaritelma 36. Ryhma G on jaollinen, jos jokaiselle alkiolle g € G ja kokonaislu-
vulle n > 1, on olemassa sellainen alkio h € G, ettd h™ = g.

Esimerkki 13. Additiiviset ryhméat Q,R ja C ovat jaollisia. Yleisemmin jokainen
Q-vektoriavaruus on jaollinen sen taustalla olevan additiivisen ryhmérakenteen suh-
teen. Erityisesti jokainen karakteristiikan 0 kunta on jaollinen sen taustalla olevan
additiivisen ryhmérakenteen suhteen.
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Lemma 8. Olkoon G jaollinen ryhmda ja F darellinen ryhmda. Tédlloin kaikki homo-
morfismit ¢ : G — F ovat triviaaleja.

Todistus. Olkoon n = |F| ja g € G. Koska G on jaollinen, on lydettavissi sellainen
alkio h € G, etta g = h™. Jos ¢ : G — F on homomorfismi, niin ¢(g) = ¢(h") =
¢(h)" = 1p. O

Seuraus 6. Epdtriviaali jaollinen ryhmd ei voi olla residuaalisesti ddrellinen.

Esimerkki 14. Additiivinen ryhmé Q ei ole residuaalisesti dérellinen, koska se on
karakteristiikan 0 kunnan taustalla oleva additiivinen ryhma.

Lemma 9. Olkoon G ryhmd ja ryhmd H ryhmdn G aliryhmda. Olkoon K = ﬂgec gHg™ .
Talloin K on ryhmdn G normaali aliryhmd, joka sisdaltyy ryhmdan H. Lisdksi, jos
ryhmdan H indeksi ryhmdssi G on dadrellinen, myos ryhmdn K indekst ryhmdssi G

on darellinen.

Todistus. Koska gHg™' = H, kun g = 1g, K C H. Olkoon Sym(G/H) joukon
G/H permutaatioiden ryhmé. Tarkastellaan ryhmén G vasemmanpuoleisen tulon
toimintaa joukossa G/H ja olkoon p : G — Sym(G/H) kyseinen homomorfismi.
Jokaiselle g € G joukon gH stabilisaattori on gHg~!. Niinpd K = Ker(p), misti
seuraa, ettd K on ryhmén G normaali aliryhmé. Ryhméa G/ K on isomorfinen kuvan
Im(p) € Sym(G/H) kanssa. Oletetaan, ettd ryhmén H indeksi ryhméssd G on
ddrellinen. Talloin joukko G/H on &érellinen. Tésta seuraa, ettd ryhmé Sym(G/H)
on ddrellinen. Téstd voidaan padtelld, ettd ryhmé G /K on dérellinen eli ryhmén K
indeksi ryhmésséd G on darellinen. O

Maaritelma 37. Niiden ryhmén G aliryhmien, joiden indeksi on &déarellinen ryh-
méssd (G, leikkausta kutsutaan ryhmén G residuaaliseksi aliryhmdksi.

Lause 15. Olkoon G ryhmd ja N ryhmdn G residuaalinen aliryhmd. Tdlloin

(i) N on ryhmdin G kaikkien normaalien aliryhmien, joiden indeksi on ddrellinen
ryhmdssa G, leikkaus.

(1)) N on ryhmdn G normaali aliryhmd.
(11i) G on residuaalisesti ddrellinen jos ja vain jos N = 1.

Todistus. Olkoon N’ on kaikkien niiden ryhmén G normaalien aliryhmien, joiden
indeksi on &érellinen ryhméssid G, leikkaus. Triviaalisti N C N’. Lemman 9 pe-
rusteella jos H on ryhmén G aliryhmé ja sen indeksi on &érellinen ryhmaéssa G,
K =N gec 9H ¢! on ryhméin H sisiltyva ryhmén G normaali aliryhmé, jonka in-
deksi ryhméssa G on darellinen. Tésta seuraa, etta N’ C K C H. Tésté seuraa, etté
N’ C N, misté seuraa (i).

(ii) seuraa kohdasta (i), koska ryhmén G normaalien aliryhmien perheen leikkaus
on ryhmén GG normaali aliryhma.

Oletetaan, ettd G on residuaalisesti darellinen. Olkoon g € G sellainen alkio,
ettd g # 1g. Talloin on olemassa sellaiset aérellinen ryhméa F' ja homomorfismi
¢ : G — F, ettd ¢(g) # 1lp. Télloin g ¢ Ker(¢). Koska ryhméd G/Ker(¢) on
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isomorfinen ryhmén F' kanssa, aliryhmén Ker(¢) indeksi ryhmésséd G on dérellinen.
Téama osoittaa, ettd N = {15}.

Oletetaan sitten, ettd N = {15}. Olkoon g € G sellainen alkio, ettéd g # 1. Koh-
dan (i) perusteella on olemassa sellainen normaali aliryhmd K C G, jonka indeksi
ryhméssi G on darellinen, ettd g ¢ K. Jos ¢ : G — G/K on kanoninen homomor-
fismi, ¢(g) # 1 k. Téstd seuraa, etté ryhmé G on residuaalisesti dérellinen. ]

5.2 Residuaalisesti darellisten ryhmien stabiilisuusominaisuu-
det

Lause 16. Residuaalisesti ddarellisen ryhmdn kaikki aliryhmdt ovat residuaalisesti
adrellisid.

Todistus. Olkoon G residuaalisesti darellinen ryhméa ja H ryhmén G aliryhmé. Ol-
koon h € H sellainen ryhméan H alkio, ettd h # 1. Koska G on residuaalisesti &4~
rellinen, on olemassa aérellinen ryhmé F' ja sellainen homomorfismi ¢ : G — F,
ettd ¢(h) # 1p. Jos ¢ : H — F on homomorfismin ¢ rajoitus ryhmaélle H,
@' (h) = ¢(h) # 1p. Tésta seuraa, ettd H on residuaalisesti dérellinen. O

Lause 17. Olkoon (G;)ies residuaalisesti ddrellisten ryhmien perhe. TallGin niiden
suora tulo G = [[,.; Gi on residuaalisesti ddrellinen.

Todistus. Olkoon g = (g;)icr € G sellainen ryhmén G alkio, ettd g # 1. Talléin on
olemassa sellainen iy € I, ettd g;, # 1(;1,0. Koska G;, on residuaalisesti ddrellinen,
on loydettavissa sellaiset dérellinen ryhmé F' ja homomorfismi ¢ : G;, — F, etté
®(gi, ). Tarkastellaan homomorfismia ¢' : G — F', joka mééritelldén ¢’ = wo ¢, missi
7 : G — G;, on projektio ryhméén G;,. Télléin ¢'(g) = ¢(gi,) # 1r. Tésta seuraa,
ettd G on residuaalisesti darellinen. O

Seuraus 7. Olkoon (G;)ics residuaalisesti ddarellisten ryhmien perhe. Talloin niiden
suora summa G = P;e;G; on residuaalisestt ddrellinen.

Todistus. Tamé on suora seuraus lauseista 16 ja 17, koska G on suoran tulon P =
[Lic; Gi aliryhma, joka siséltéd kaikki g = (g;) € P, joille g; = 1 kaikille paitsi
adrellisen monelle ¢ € I. O]

Seuraus 8. Jokainen ddrellisesti generoitu Abelin ryhmd on residuaalisesti ddrelli-
nen.

Todistus. Jos G on aéarellisesti generoitu Abelin ryhmé, on olemassa kokonaisluku
r > 0 ja sellainen darellinen Abelin ryhma 7T, ettd G on isomorfinen ryhméan Z" x T’
kanssa. Lauseen 13 ja esimerkin 12 perusteella voimme péételléd, ettd G on residu-
aalisesti dérellinen. O]

Huomautus 2. Mielivaltainen Abelin ryhmé ei vélttaméttd ole residuaalisesti &é-
rellinen. Esimerkiksi additiivinen ryhméa Q ei ole residuaalisesti dérellinen, kuten
esimerkissé 14 nahtiin.

Seuraus 9. Olkoon G ryhmd. Talloin seuraavat ehdot ovat ekvivalentit:
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(a) ryhma G on residuaalisesti ddrellinen;

(b) on olemassa sellaisten dadrellisten ryhmien perhe (F;)icr, etti ryhmd G on iso-
morfinen suoran tulon [],., F; aliryhmdn kanssa.

Todistus. Lauseista 13, 16 ja 17 seuraa, ettd ehdosta (b) seuraa ehto (a).

Oletetaan, ettd G on residuaalisesti dérellinen. Télloin jokaiselle g € G\{lg}
on loydettavissé sellaiset &érellinen ryhmé Fj ja homomorfismi ¢, : G — F|, ettd
bg(g) # 1F,. Tarkastellaan ryhmééa

H= ][] F»
geG\{la}
Homomorfismi ¢ : G - H
Y= H bq
9€G\{1c}

on injektio. Talloin G on isomorfinen ryhmén H aliryhmén kanssa. Téma osoittaa,
ettd ehdosta (a) seuraa ehto (b). O

5.3 Vapaiden ryhmien residuaalinen aarellisyys

Taman luvun tarkoituksena on todistaa, etta kaikki vapaat ryhmét ovat residuaali-
sesti adrellisid ryhmié.

Lemma 10. Matriisien

_(r2) ., (10
“@=Vlo1)7%°= 21

generoima ryhmdn SLy(Z) aliryhmd on asteen 2 vapaa ryhmd.

Todistus. Ryhméi GLa(R) luonnollisesti toimii avaruuden R? origon kautta kulkevien
suorien joukkoon eli projektiiviseen suoraan P;(R). Epdhomogeenisissa koordinaa-
teissa tdmén toiminnan vaikutus saadaan kaavalla

. gut + giz
gort + goo’

missid ¢ = gij € GLy(R) jat € P(R) = RU {oco} esittdd avaruuden R? origon
kautta kulkevaa suoraa, jonka kulmakerroin on % Tama on esitetty kuvassa 6. Téassa
tapauksessa

t

k : k
f—t 4 2%k bht —
¢ tekoJa 2t + 1

kaikille k € Z. Tarkastellaan seuraavaksi projektiivisten suorien joukon P;(R) os-
ajoukkoja Y ja Z, missa

Y =]-1,1] ja Z=P(R\[-1,1].
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(0.0)

=

Kuva 6: Ryhmén GLy(R) toiminta joukkoon P;(R). Téssd t =1 ja g = a.

Kaikille k € Z\{0} pétee

1 1
2k +1"2k —1

aY =12k —1,2k+1[C Z ja bkzz] {cy.
Soveltamalla Kleinin Ping-Pong lemmaa voidaan padtelld, ettd a ja b generoivat
toisen asteen vapaan ryhman. [

Lause 18. Kaikk: vapaat ryhmdat ovat residuaalisesti dadrellisid.

Todistus. Lauseen 14 nojalla GLy(Z) on residuaalisesti dérellinen. Téten lemmasta
10, seurauksesta 5 ja lauseesta 16 seuraa, ettd jokainen darellista astetta oleva vapaa
ryhmaé on residuaalisesti ddrellinen.

Tarkastellaan mielivaltaista joukkoa X ja olkoon F'(X) vapaa ryhmé kannalla
X. Olkoon g € F(X) sellainen ryhmén F(X) alkio, ettd g # 1p(x). Olkoon Y C X
on sellainen alkioiden z € X joukko, ettd =¥ esiintyy alkion g redusoidussa muodos-
sa, jollekin k € Z\{0}. Joukon Y generoima aliryhmé F(Y) C F(X) on lauseen 2
perusteella vapaa ryhmé kannalla Y, jolloin g € F(Y'). Koska ryhmé F(Y') on &a-
rellista astetta oleva vapaa ryhmaé, se on residuaalisesti darellinen. Talloin sellainen
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adrellinen ryhmé H ja homomorfismi ¢ : F(Y) — H, ettd ¢(g) # 1y, ovat l6ydet-
tavissd. Tarkastellaan sellaista yksikésitteistd homomorfismia 7 : FI(Y) — H, ettd
m(y) = y jokaiselle y € Y ja m(x) = 1p(y) kaikille z € X\Y. Téll6in homomorfismi
pom: F(X) — H tayttdd ehdon ¢ o w(g) = ¢(n(g)) = ¢(g) # 1y. Siis F(X) on

residuaalisesti aarellinen. O
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