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Tassé tutkielmassa kasitelladn uskottavuusperiaatetta, jonka mukaan uskottavuus-
funktio sisdltda kaiken oleellisen tiedon tilastollisen mallin parametreista. Periaat-
teesta tarkastellaan erikseen sen heikkoa ja vahvaa muotoa. Merkittéava osa tutkiel-
maa on myos Birnbaumin lause, jonka mukaan vahva uskottavuusperiaate seuraa
kahdesta tarkeasté tilastollisen péaattelyn periaatteesta, eli tyhjentavyys- ja ehdol-
listamisperiaatteesta. Edellisista varsinkin vahva uskottavuusperiaate ja Birnbaumin
lause ovat olleet kiistanalaisia (frekventististen) tilastotieteilijoiden keskuudessa, ei-
ki niiden kaytosté tai oikeellisuudesta ole paésty yksimielisyyteen.

Aluksi tutkielmassa esitelladn yleisesti tilastollista paéttelyd ja varsinkin uskotta-
vuusfunktiota. Tamén jdlkeen tarkastellaan erityisesti tyhjentévin tunnusluvun ké-
sitettd sekd siihen perustuvaa tyhjentdvyysperiaatetta. Sitten perehdytdan hieman
ehdollistamisperiaatteeseen, minké jéalkeen esitelladn sekd todistetaan Birnbaumin
lause. Lopuksi tarkastellaan kahta Birnbaumin lausetta kritisoivaa artikkelia.

Asiasanat: Uskottavuusperiaate, tyhjentdvyysperiaate, ehdollistamisperiaate, Birn-
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1 Johdanto

Tilastollisessa analyysissa tavoitteena on useimmiten tutkia kiinnostuksen kohtee-
na olevaa satunnaisilmiota. Yleinen toimintatapa on keraté satunnaisotannan avulla
aineisto ilmiosté, koska koko ilmiota ei ole mahdollista tutkia. Tutkijaa tarkastelta-
vassa ilmicssa usein kiinnostaa erityisesti sen noudattama todennékoisyysjakauma;
saamalla tietoa ilmion jakaumasta opitaan lisdd koko ilmidstéd, eikd vain keratysta
aineistosta.

Tallaisessa kontekstissa tutkijaa tarkemmin kiinnostaa todennékoisyysjakauman
parametrien arvot, silld ne ovat yleensé ainoa tuntematon tekija tarkasteltavan sa-
tunnaisilmion jakauman lausekkeessa. Esimerkkejé téllaisista parametreista voisivat
olla normaalijakauman kohdalla sen odotusarvo ja varianssi. Tilanteessa, jossa tut-
kittavan ilmion tiedetddn noudattavan (likimain) normaalijakaumaa, pyrittaisiin siis
tekemaéan paatelmia naistd kahdesta parametrista ja sitd kautta myocs ilmion jakau-
masta. Mutta mihin ndiden péadtelmien tulisi tarkalleen perustua? Toisin sanoen,
minké avulla padtelmia tehtdisiin? Néihin kysymyksiin vastaa uskottavuusperiaate.

Uskottavuusperiaate on erityisen merkityksellinen, joskin kiistanalainen, peri-
aate tilastollisessa pédttelyssd. Periaatteen mukaan parametreja koskeva paattely
tulee tehdé kokonaan aineistosta lasketun uskottavuusfunktion perusteella. Uskot-
tavuusperiaatteen perusteella uskottavuusfunktio sisdltda siis kaiken keskeisen in-
formaation mallin parametreista. Téssa tyossa keskitytdankin suurimmalta osin ké-
sittelemaan uskottavuusperiaatteen heikkoa sekéd vahvaa versiota ja niihin liittyvia
tuloksia.

Yksi tarkeimmista tuloksista on Allan Birnbaumin vuonna 1962 artikkelissaan
On the Foundations of Statistical Inference esittelemé lause, joka on nimetty hé-
nen mukaan [8]. Kyseisen Birnbaumin lauseen mukaan uskottavuusperiaatteen vahva
versio seuraa kahdesta yleisesta tilastollisen paattelyn periaatteesta, eli tyhjentavyys-
ja ehdollistamisperiaatteesta. Télla tuloksella on ollut kauaskantoisia seurauksia.
Lause on myos aiheuttanut runsasta keskustelua aina julkaisustaan saakka, ja itse
lausetta seké siihen kohdistunutta kritiikkia kasitellddn myos tutkielmassa.

Tutkielman luvussa 2 esitelladn tutkielmassa kaytettavit merkinnét ja oletuk-
set lyhyesti seka tarkastellaan erityisesti uskottavuusfunktiota. Uskottavuusfunktion
tarkempi késittely on perusteltua, jotta voidaan ymmartaa uskottavuusperiaate se-
ka sen sanoma. Luvussa 3 jatketaan varsinkin tyhjentévien tunnuslukujen ja tyhjen-
tavyysperiaatteen maérittelemiselld. Seuraavaksi luvussa 4 maéritelladn heikko ja
vahva uskottavuusperiaate sekd késitelladn periaatteeseen liittyvid ongelmakohtia.
Luvussa 5 méaritelladn ehdollistamisperiaate. Témaén jéalkeen luvussa 6 esitellaén
Birnbaumin lause ja todistetaan se. Lopuksi tarkastellaan Birnbaumin lauseen ja
sen todistuksen kritiikkid Evansin [6] ja Mayon [7] artikkelien pohjalta.

Tarkeimpiné lahteiné tyossa on kiytetty Yudi Pawitanin teosta In All Likelihood:
Statistical Modelling and Inference Using Likelihood [3] ja Casellan ja Bergerin kir-
jaa Statistical Inference [4]. Naita on kéytetty erityisesti uskottavuusperiaatetta seké
Birnbaumin lausetta koskevissa osuuksissa. Tyhjentédvyyden kasittelyssa tarkein 1ah-
de edellisten ohella on Pekka Niemisen Tulastollisen pddttelyn teoria -kurssin luen-
tomoniste [2].

Tutkielmassa ldhestytaén tilastollista péaattelya frekventistisestd nékokulmasta,



joten bayesldinen ndkemys asioihin jaa kasittelemattda. Tama on oleellinen huomio
esimerkiksi uskottavuusfunktion ja parametrin 6 méarittelemisessa. Tutkielmassa
my0s otoskoko n ajatellaan kiintedksi luvuksi, joka annetaan tilastollista mallia maa-
riteltdesséa, eiké se siis riipu aineistosta.

Tamén tutkielman kirjoituksessa on hyodynnetty ChatGPT-tekodlytyokalua kie-
lenhuoltoon.

2 Tilastollisesta paattelysta

Aluksi pohjustetaan lyhyesti sitd viitekehysté, jota tarvitaan uskottavuusperiaat-
teen ymmartamiseksi. Maaritelladn myo6s uskottavuusfunktio tarkemmin. Luku pe-
rustuu suurelta osin luentomonisteeseen Tilastollinen padttely I ja II |1, luvut 1-
5|. Taméan lisdksi kiytetyt merkinndt ovat yhdenmukaisia kyseisen luentomonisteen
kanssa. Lahteend uskottavuusfunktion kisittelyssa on kdytetty myos [3, luku 2.1].

2.1 Tilastollinen malli

Kéaydéaan aluksi lyhyesti ldpi, millaisia oletuksia tutkielmassa kiytetddn ja misté
lahtokohdista tilastollista paattelya tarkastellaan.

Tutkielmassa oletetaan tilastollisen mallin ja vastaavan yhteispistetodennékoi-
syys/yhteistiheysfunktion eli yptf/ytf:4n fy (y;6) olevan tunnettu parametria 6 lu-
kuun ottamatta. Parametri oletetaan kiintedksi mutta tuntemattomaksi. Paramet-
rin kaikki mahdolliset arvot muodostavat parametriavaruuden, jonka merkintad on
2 C R. Tutkielmassa useimmiten oletetaan parametrin olevan yksiulotteinen.

Satunnaisvektorilla Y = (Y;,...,Y,) kuvataan kiinnostuksen kohteena olevaa
satunnaisilmictd. Satunnaisvektorin realisaatiosta eli havaitusta aineistosta kiyte-
taan merkintdd y. Yleisenéd oletuksena tyossd on, ettd Y :n alkiot ovat riippumat-
tomia eli Y7,...,Y, 1. T&lloin todennékoisyyslaskennan nojalla vastaava yptf/ytf
voidaan muodostaa seuraavasti:

fy (Y 0) = fri(y1;0) -+ fr,(Yn; 0) = Hin(yz';e)- (1)

2.2 Uskottavuusfunktio

Uskottavuusfunktio on yksi tilastollisen paattelyn keskeisimmisté tyokaluista, jonka
avulla voidaan tehd& padtelmia parametrista 6. Helpoin tapa lahestyé téata kisitetta
on klassisen esimerkin avulla.

Esimerkki 1. Heitetddn kolikkoa 10 kertaa. Mahdollisia tulosvaihtoehtoja yhdella
heitolla on kaksi, joko kruuna tai klaava. Tavoitteena on téassa tilanteessa mallin-
taa todennakoisyytté saada kruuna, eli sen ajatellaan olevan onnistuminen. Klaavan
saaminen mielletdén siis epdonnistumiseksi. Kéytetdan onnistumisen todennakoisyy-
desté merkintéa 6.

Oletetaan, etté toistokokeiden seurauksena lopputulos on 3 kruunaa ja 7 klaavaa.
Merkitdan onnistumisten lukuméarad kuvaavaa satunnaismuuttujaa kirjaimella K



ja realisoitunutta méaraa kirjaimella k. T&lloin havaittujen onnistumisten méara on
3,eli k=3.

Mité talloin voidaan aineiston perusteella sanoa todennékoisyydesta saada koli-
konheitosta kruuna, eli mika voisi olla tuntemattoman parametrin 6 arvo? Oletetaan
siis, ettd parametrin arvosta tai satunnaisilmiosté ei ole ennalta tiedossa mitéaéan ja
ettd kaikki paatelmét tehdadn aineiston perusteella. Varmuudella voidaan ainoas-
taan sanoa, ettd 0 < 6 < 1, mutta tdméan tarkempia arvioita ei pystytéd tekeméén.
Tata varten tarvitaankin siis tyokaluksi uskottavuusfunktio, jolla pystytdan arvioi-
maan parametrin 6 eri arvoja ja vertaamaan, kuinka uskottavia ne ovat aineistoon
suhteutettuna. [3, luku 2.1]

2.2.1 Varsinainen maaritelma

Uskottavuusfunktio itsessdan maaritelladn seuraavalla tavalla:

Maaritelma 1. (Uskottavuusfunktio): Olkoon # parametri, joka kuuluu parametria-
varuuteen ) C R. Tarkasteltavana on tilastollinen malli, jonka yptf/ytf on fy (y;0).
Télloin aineistoon y liittyva uskottavuusfunktio on

L(0) = L(0;y) = fy(y;0), 0e.

Kyseessa on siis kiytannossd sama yptf/ytf, joka méarittelee mallin. Tésséa kui-
tenkin mielletdéan aineisto y kiinteédksi ja tuntematon parametri § muuttujaksi, joka
kiy lapi kaikki sen mahdolliset arvot, kun taas yptf/ytf:4n kohdalla toimitaan péain-
vastaisesti. Tata havainnollistaa erityisesti seuraava yleinen merkintétapa, jota on
kiytetty esimerkiksi kirjassa Statistical Inference [4]:

L |y) = fy(y]0).

Eli uskottavuusfunktiossa on ehdollistettu aineiston y suhteen, kun yptf/ytf:ssé
taas on muodollisesti "ehdollistettu” parametrin 6 suhteen. Kun tietyn muuttujan
suhteen ehdollistetaan, ajatellaan sen olevan silloin kiinted. Varsinaisesti ei ole kui-
tenkaan mahdollista ehdollistaa parametrin 6 suhteen, silld se ei ole satunnaismuut-
tuja. Tuossa tapauksessa kyseessé on ennemmin nakékulman vaihdosta kuin todel-
lisesta ehdollistamisesta.

2.2.2 Uskottavuusfunktio kiytannossa

Jatketaan sitten esimerkkia [1| kiyttden tata funktiota ja mietitdén, mika téassa tilan-
teessa voisi olla kyseinen uskottavuusfunktio. Tarkastelu tehdédn luentomonisteen
[1, esim. 5.2] esitystapaa seuraten. Diskreetissd tapauksessa, jossa on vain yksi ha-
vainto k, uskottavuusfunktion esitys on

L(6; k) = Py(K = k).

Uskottavuusfunktion voi siis ajatella tarkoittavan funktiota sille, kuinka todennakai-
sesti satunnaismuuttuja K on realisoitunut juuri téksi aineistoksi & kullakin arvolla

6.



Seuraavaksi taytyy pohtia, miké tilastollinen malli tilanteeseen sopisi eli mité ja-
kaumaa satunnaismuuttuja K noudattaa. Voidaan ndhdé, ettd tdhan tilanteeseen
parhaiten soveltuu binomimalli, koska téassa on n = 10 kappaletta Bernoullikokeita.
Koe siis koostuu kymmenesta riippumattomasta toistokokeesta, joista kukin joko
onnistuu tai epdonnistuu. Téma tarkoittaa, ettd K noudattaa binomijakaumaa pa-
rametreilla n ja 0, eli K ~ Bin(n, ). Maaritelmén (1| nojalla uskottavuusfunktion
yleinen muoto on

Frclk;0) = Py(K = k) = L(0; k) = (Z) OE(L—0 ", 0<f<l.

Korvaamalla k ja n esimerkin vastaavilla maarilla, eli £ = 3 ja n = 10, saadaan
funktiolle esitys

L(0;3) = Py(K =3) =120-6°(1 — 0)", 0<6<1.

Miten tatd funktiota sitten voitaisiin varsinaisesti kdyttad, ja mitd se kertoo?
Funktion avulla pystytdén vertailemaan erilaisia parametrin 6 arvoja, ja arvioimaan,
kuinka wuskottavia ne ovat aineiston perusteella. Mitd suuremman arvon uskotta-
vuusfunktio saa jollain arvolla 6, sitd uskottavampi kyseinen #:n arvo on. Uskotta-
vuusfunktion yhteydessid puhutaan nimenomaan uskottavuudesta (likelihood) eikéi
todennédkoisyydestd (probability), koska parametri 6 on téssa kiinted, jolloin siithen
ei liitetd todennakoisyysjakaumaa.

Matemaattisesti uskottavuusfunktion idean voisi ilmaista seuraavalla tavalla: Ol-
koot 6, ja 0y parametriavaruuden € pisteita. Jos L(6;) = 2L(6s), voidaan sanoa, etté
f, on aineiston perusteella kaksi kertaa uskottavampi kuin #,. Helpoin tapa havain-
nollistaa tatd ideaa on esimerkin uskottavuusfunktion piirtdminen.

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Kuva 1: Binomimallin uskottavuusfunktio, jossa k = 3 jan = 10

Kuvasta [1| nahdaan, mitkd arvot ovat aineiston valossa uskottavia ja mitka taas
eivat. Huomiot patevit siis pelkistaan tdhan kyseiseen aineistoon. Kuvaajan perus-
teella téalla aineistolla uskottavin parametriarvo on # = 0,3, kuten saattaa pééatelld
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heittojen n = 10 ja havaittujen klaavojen k = 3 maérasta. Samoin sen lahella olevat
0,2 ja 0,4 sekéd niiden vélilla olevat arvot ovat ldhes yhta uskottavia téssa tilanteessa.
Epauskottavimmat arvot aineiston perusteella taas ovat 0,8 ja sitd suuremmat ar-
vot, jossa funktion arvo on kiytannossa nollaa. Taméahén on johdonmukainen ajatus,
silld jos havaittiin ainoastaan k = 3 kruunaa, ei ole uskottavaa, ettd todennékoisyys
saada kruuna kolikonheitosta olisi suurempi kuin 0,8.

Aiemmin mainittua parametrin arvoa, jolla uskottavuusfunktio saa suurimman
arvonsa, kutsutaan suurimman uskottavuuden estimaatikst, lyhyemmin su-estimaa-
tiksi. Tassa tutkielmassa ei esitella késitettd tdmén tarkemmin, mutta olennaista
on, ettd useimmiten uskottavuusfunktiota kiytetadn tyokaluna nimenomaan selvit-
tdméaéan, mikd on parametrin su-estimaatti [3, luku 2.1]. Uskottavuusfunktio kui-
tenkin siséltdd kaiken muunkin tiedon parametrista 6, ei pelkéstdan uskottavuus-
funktion maksimikohtaa. Huomionarvoista onkin usein, mitké arvot eivat funktion
eli aineiston perusteella ole uskottavia, seké sellaiset arvot, jotka ovat ldhes yhta
uskottavia kuin su-estimaatti. Tallaisten ldhes yhtd uskottavien parametriarvojen
selvittdmiseen hyva keino onkin uskottavuusvilin tai -alueen laskeminen.

Esitelldan vield yksi uskottavuusfunktioon liittyvéa konsepti, joka on hyodyllinen
myohemmin uskottavuusperiaatteen madrittelyssd. Uskottavuusfunktion oleellisin
tarkoitus on vertailla erilaisia parametriarvoja, joten funktion absoluuttisilla arvoil-
la ei niinkdén ole merkitysté. Téten uskottavuusfunktio voidaan yksinkertaistettuna
esittdd myos ilman siiné esiintyvid vakiokertoimia. Vakiokertoimiksi lasketaan kaik-
ki sellaiset tekijat uskottavuusfunktion lausekkeessa, joissa ei ole parametria 6, eli
parametrista riippumattomat tekijat. Téllaisessa tilanteessa kdytetddn merkintaa

L0) = L(0;y) = c(y) fy (y;0) < fy(y;0), 0O (2)

Tassd oc-merkki tarkoittaa siis funktion lausekkeen merkitsemistd ilman siiné
olevia vakiokertoimia, joista taas kiytetddn merkintdd c(y). Muuttuja y voi olla
tuon lausekkeen c sisilld myos joku muu, eli se voisi olla esimerkiksi muotoa c(x, y).
Jos kaksi eri uskottavuusfunktiota ovat vakiota vaille samat, eli L(0;y) o< L(0;x),
niiden sanotaan olevan verrannolliset.

3 Tyhjentavyydesta

Tarkastellaan seuraavaksi tyhjentavyyden kasitettd, jonka ymméartaminen helpot-
taa myohempéd uskottavuusperiaatteen méaarittelemista. Tarkeitd kasitteitd ovat
tyhjentdvyysperiaate (sufficiency principle) ja tdmén méérittelyyn vaadittava tyh-
jentdvd tunnusluku (sufficient statistic). Tyhjentdvyyden kisittelyssd tarkeimpiné
lahteind on Tilastollisen pddattelyn teoria -luentomoniste [2, luvut 1-4] sekéd kirja
Statistical Inference [4, luvut 6.1-6.2].

3.1 Tunnusluku ja tyhjentava tunnusluku

Jos pééttelyssa tarkasteltavan aineiston y = (yi, ..., y,) otoskoko n on suuri, koko
aineistoa saattaa olla vaikea tulkita. Téalloin usein pyritddn tiivistdméan aineistoa



jollain tapaa ja tuomaan siitd kussakin tilanteessa kiinnostavia piirteitéd esiin. Tal-
laista tiivistamistd tehddan yleensa laskemalla aineistosta tunnuslukuja. Tunnuslu-
vut ovat aineiston perusteella laskettuja suureita eli toisin sanoen aineiston funktio-
ta. Esimerkkeja tunnusluvuista on aineiston pienin ja suurin arvo min(y) ja max(y),
seké, otoskeskiarvo y = %Z?:l y; ja -varianssi s? = ﬁ S (yi — y)?. Esimerkik-
si pienimmésta ja suurimmasta arvosta voitaisiin myos muodostaa vektori (min(y),
max(y)), joka olisi my6s tunnusluku. Tunnusluvut voivat siis olla joko reaaliarvoisia
tai vektoreita.

Kéytetdaan tunnusluvun lasketusta arvosta merkintdd ¢ = t(y) ja sitd vastaa-
vasta satunnaismuuttujasta tai -vektorista merkintdd T' = T'(Y). Tunnuslukujen
laskeminen on keino tiivistad aineistoa. Talloin, jos kahdelle aineistolle & ja y pétee
ehto t(x) = t(y), tunnusluvun perusteella ndmé kaksi aineistoa ovat samanarvoi-
sia, vaikka @ # y. Kayttden pelkkdd tunnusluvun arvoa menetetéén siis tietoa, joka
on koko aineistossa jaljella. Tyhjentdvin tunnusluvun kasite vastaakin kysymykseen,
milloin tunnusluku siséltéda tarpeeksi tietoa parametrista 6, jotta péaattely voidaan
perustaa ainoastaan tunnusluvun arvoon koko aineiston sijaan.

Maaritelma 2. (Tyhjentévd tunnusluku): Tunnusluku T(Y') on tyhjentava tun-
nusluku parametrille 6, jos satunnaisvektorin Y ehdollinen jakauma Y | T' = ¢ ei
sisalla parametria 6, eli se on siitéd riippumaton.

Kéytdnnossé tdma siis tarkoittaa sité, ettd ehdollinen yptf/ytf eli fyr(y | ¢;0) ei
sisdlld parametria 6. Madritelméan perusteella, jos tyhjentavin tunnusluvun T arvo
on t, se siis yksindan riittaa, eikd y tuo endd mitéan oleellista lisdtietoa parametrista,
mitd ei jo saataisi pelkésté tyhjentavista tunnusluvusta. Kaikki téarked tieto on siis
jo siséllytettyna tunnusluvussa t.

Esimerkki 2. Jotta kisitteen merkitys ja tulkinta olisi selkedmpi, kiyd&an lépi

tama vield esimerkin kautta. Esimerkissd on vastaava tilanne kuin luvun 2.2.2] esi-

merkissa [I] Téssa kuitenkin ldhestytééin asiaa yleisesti siitd ndkokulmasta, ettéd on

n kappaletta toisistaan riippumattomia Bernoulli-jakautuneita satunnaismuuttujia,

eikd kyseessd tarvitse olla nimenomaan kolikonheitto. Esimerkki perustuu padosin

luentomonisteeseen |2l esim. 1.3], mutta my06s osittain kirjaan [4, esim. 6.2.3|
Olkoon 0 < # < 1 ja aineisto y = (y1, ..., Yn ). Jokaiselle y; pétee

0, jos koe ¢ epaonnistuu,
Yi = . . .

1, jos koe 7 onnistuu.
Niité alkioita vastaaville satunnaismuuttujille Y; péatee, ettd ne ovat riippumattomia
ja noudattavat Bernoulli-jakaumaa parametrilla 6, eli Y3, ..., Y, ~ Ber(0) 1L. Yksit-
téaisen satunnaismuuttujan Y; pistetodennékoisyysfunktio on fy,(y;;60) = 6¥i(1 —
0)17% joten satunnaisvektorin Y yhteispistetodennikoisyysfunktio on yhtalon (1)
perusteella

fr(y;0) = Po(Y =y) = [ [ fvi(ys) = 6=¥ (1 —0)" =,
=1

jossa on kiytetty hyddyksi seuraavia tuloksia: [J0Y = 2% seki S (1 —y;) =

”_Zyi-



Kéaytetadn téssd tunnuslukuna onnistumisten lukuméérad k = > . | y;. Perus-
telu télle summaesitykselle on tietenkin se, ettd ainoat nollasta poikkeavat alkiot
aineistossa ovat onnistumiset, joten summaamalla kaikki vektorin y alkiot saadaan
yhteensa onnistumisten lukumaéaéra. Onnistumisten lukuméaarad vastaava satunnais-
muuttuja taas on K, ja sille patee tunnetusti seuraava tulos: K ~ Bin(n,#). Tata
tulosta kédytettiinkin jo luvussa[2.2.2] ja tuon luvun perusteella satunnaismuuttujan
K pistetodennikdisyysfunktio on fx (k;0) = P(K = k) = (})0"(1 — 9)"*.

Muodostetaan seuraavaksi yhteispistetodennakdisyysfunktio ehdolliselle jakau-
malle Y | K. Téssd kiytetddn ehdollisen todennékoisyyden kaavaa, jolla padstadn
muotoon

P(Y =y, K =k)
P(K = k)

Kéytetddn oletuksena téssé, ettd k = > ;. Jos téllaista oletusta ei kiytettai-
si, todennékoisyys P(Y = y, K = k) olisi aina nolla, jolloin fyx(y | k;6) olisi
nolla. Tadma4 ei ole mielenkiintoinen tapaus, joten kiytetdan kyseistéd oletusta. Ole-
tuksen ollessa voimassa tapahtumaan { K = k} sisiltyy tapahtuma {Y = y}. Téten
ehdolliselle yhteispistetodennékoisyysfunktiolle saadaan seuraava muoto:

fri(y | k;0) =

g P =y) _6xv(—gr>w 1 1
fY\K(y|k7‘9)_ P(K:]f) o (Z)Qk(l—e)n_k _@_@ (3)

Téssé yhtélossa (3)) kiytettiin oletusta k = > y;, jolloin osoittajassa oleva lauseke
saatiin muotoon §2-¥i (1 — §)"~2¥ = *(1 — )"~ ja titen koko ehdollisen yhteis-

pistetodennékoisyysfunktion lauseke saatiin sievennettya lopulliseen muotoon ﬁ
k

Kuten téstd ndhdaén, ehdollinen jakauma ei sisilla endéd parametria 6, joten kysei-
nen tunnusluku A on taten tyhjentava tunnusluku.

3.1.1 Faktorointikriteeri

Seuraavaksi tarkastellaan tyhjentédvyyteen liittyvéa faktorointikriteerié.

Lause 1. (Faktorointikriteeri): Tunnusluku T(Y) on tyhjentdvi tunnusluku para-
metrille 0 jos ja vain jos mallin f yptf/ytf fy (y;0) voidaan esittdd muodossa

fy(y;0) = h(y)g(t(y); 0),
jossa h(y) ei sisdlld parametria 0, kaikilla y ja 0 € Q.

Faktorointikriteeri on hyodyllinen tyokalu tyhjentdvien tunnuslukujen etsimi-
seen. Sité ei téssa erikseen todisteta, mutta todistus on kuitenkin luentomonisteessa
[2, luku 2.5] ja kirjassa [4, lause 6.2.6]. Lauseen avulla ndhd&én merkittéva asia,
nimittain yhteys tyhjentévin tunnusluvun ja uskottavuusfunktion vélilla. Uskotta-
vuusfunktiohan alunperin méériteltiin seuraavalla tavalla: L(0;y) = fy(y;8). Edel-
linen maaritelma kdytdnnossa patee siis myds uskottavuusfunktiolle, tai lauseessa
voidaan korvata yptf/ytf fy (y; @) uskottavuusfunktiolla L(6;y).

Kaytetdan seuraavaksi lausetta ja etsitddn sen avulla toinen esimerkki tyhjenté-
véstd tunnusluvusta. Esimerkki on hieman muokattuna monisteesta [2, esim. 2.3|.
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Esimerkki 3. Olkoon Y}, ..., Y, otos normaalijakaumasta N(u, 02). Osoitetaan, et-
té otoskeskiarvon § = + 3" | y; ja -varianssin s = —5 3" (y; — 7)) pari t(y) =
(7,s%) on tyhjentivi tunnusluku parametrille @ = (u, 0?). Parametri on téssi kak-
siulotteinen, vastoin tutkielman yleistd oletusta. Muodostetaan parametrin (u, o?)
uskottavuusfunktion erds hajotelma, joka on esitetty muun muassa [Il, esim. 5.4]

1 exp{_(n— 1)524-”(1—/_”)2}'

Ly, 02 y) =
(1, 0% y) CERE 57

Uskottavuusfunktio voidaan siis esittdd muodossa L(p, 02%;y) = h(y)g(t(y); 0), jos-

sa g(t(y);0) = Wexp {—%} riippuu aineistosta ainoastaan siité

laskettujen tunnuslukujen 7 ja s? kautta, ja h(y) = 1 ei sisilli parametria (u, 0?).
Tistéd seuraa faktorointikriteerin eli lauseen |1| perusteella, ettd pari (¥, s?) on tyh-
jentévi tunnusluku parametrille (u, o2).

Lauseen avulla voidaan myos osoittaa, ettd uskottavuusfunktio on itsessdén tyh-
jentéava tunnusluku, miké tehdadnkin seuraavaksi.

3.1.2 Uskottavuusfunktio ja tyhjentavyys

Aiheen kisittely ja lause Sekéi siitd saatu tulos pohjautuu kirjaan [3], luku 3.2]. Osoi-
tetaan ihan aluksi uskottavuusfunktion olevan tyhjentéva tunnusluku. Maéaritellaéan
tunnusluku

L(6;y

t(y) = (—,)7

L(007 y)
jossa L(0;y) on koko uskottavuusfunktio kaikkien mahdollisten arvojen 6 yli, ja
L(6p;y) on uskottavuusfunktio mielivaltaisella arvolla 6. Kayttden faktorointikri-
teerié voidaan osoittaa tdméan olevan tyhjentava, méaarittelemalld h(y) = L(6y; y) ja

(t(y); 0) = 2L8. iollo;

gy L{foiy) JOH O
L(6;y)
L(0o; )

T#lloin lauseen |1 nojalla t(y) on tyhjentavé tunnusluku. Térkednd huomiona mééri-
telty h(y) = L(0o;y) tayttad faktorintikriteerin ehdon, silld se ei sisélla parametria
f# muuttujana vaan ainoastaan sen yksittdisen arvon, joka on kiytannossa pelkka
vakiokerroin.

Siirrytédn tasta kuitenkin seuraavaksi tarkedéan uskottavuusfunktion ominaisuu-
teen, joka patee kaikille tyhjentaville tunnusluvuille.

h(y)g(t(y);0) = L(0o;y) - = L(0;y) = fy(y;0).

Lause 2. Oletetaan, etti y on mallista fy(y;0) havaittu aineisto ja t(y) siitd las-
kettu tyhjentdvd tunnusluku parametrille 0. Tdlléin koko aineiston y pohjalta lasket-
tu uskottavuusfunktio on verrannollinen pelkdstddan tyhjentdvin tunnusluvun avulla
laskettuun uskottavuusfunktioon, eli L(0;y) < L(0;t(y)).

Todistus. [3), s. 56]. Muodostettaessa uskottavuusfunktiota ja siirryttéessa aineistos-
ta y pelkdstddn tunnuslukuun ¢(y), siirrytddn myos eri malliin. Eli siirryttéiessé y:m
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mallista y:n ja t:n yhteiseen malliin ja lopulta pelkkdén ¢:n malliin, tarvitaan siis eh-
dollisten jakaumien ketjusdantoa. Tama tulee ilmi seuraavassa yhtalossa, jolla lause
todistetaan:

L(0;y) = L(0;y,t) = fyor(y, t;0) = fr(t;0) fyir(y | )
= c(y) - fr(t;0) (4)
= c(y) - L(6;t) oc L(6; 1),

jossa c(y) = fyir(y | t). Perustelu télle: koska T'(Y) méériteltiin tyhjentévéksi tun-
nusluvuksi, on ehdollinen yptf/ytf fyr(y | t) mééritelmén [2 nojalla parametrista ¢
riippumaton, jolloin yptf/ytf voidaan ajatella parametrin suhteen vakioksi. O

Lause tarkoittaa, ettd L(0;y) oc L(6;t), joten ne ovat vakiota vaille samat, eli
pelkén tyhjentdvian tunnusluvun ¢ avulla saadaan johdettua aineiston y uskotta-
vuusfunktio vakiota vaille. Lauseesta saadaan johdettua seuraava tulos:

Seuraus 1. Jos tunnusluku T(Y') on tyhjentivd tunnusluku ja t(x) = t(y), niin
aineistojen x ja y uskottavuusfunktiot ovat verrannolliset. Toisin sanoen

L(0:y) = c(z, y)L(0; x) o L(0; )

Perustellaan viela tama seuraus. Otetaan ldahtokohdaksi lauseen |2| tulos, ja tdméan
liséksi vield tarkasteltavaksi ehto t(x) = t(y). Ehdosta seuraa, ettd

L(0;t(x)) = L(0; t(y)). (5)

Yhtalsiden ja perusteella nidhdéin, ettd tilloin L(6;y) o< L(0;x), eli ai-
neistojen x ja y uskottavuusfunktiot ovat verrannolliset, jos tunnusluku T'(Y") on
tyhjentéava tunnusluku ja t(x) = t(y). Tulosta tarvitaan myohemméssa todistukses-
sa.

3.2 Tyhjentavyysperiaate

Ennen kuin maaritelldédn tyhjentavyysperiaate, tarkennetaan mitéa tutkielmassa tar-
koitetaan sanalla ndytté. Sanaa kiytetddn tdmaén ja myohemmin késiteltédvien peri-
aatteiden maarittelemisessa.

Naytto-sanan tilalla voisi myos kédyttda sanaa johtopddatos. Tutkielmassa kay-
tetddn sanaa naytto, koska englanninkielisessa kirjallisuudessa muun muassa tyh-
jentévyysperiaate seké uskottavuusperiaatteen eri versiot ilmaistaan usein kayttéen
nayttod ja nayttofunktiota (evidence function). Johtopddtios ja naytto ei myoskdan
tarkoita aivan samaa asiaa; johtopaétoksia tehddén saadun nédyton perusteella, jo-
ten niiden tulkinta ei aina ole tdysin sama. Toki jos naytto on kahdessa tilanteessa
sama, niin yleensa tulisi myos johtopéatosten olla samat.

Mainittu nayttofunktio on tutkielman notaatioilla tilastollisen mallin fy funktio,
eli Ev(fy,vy), jossa y on havaittu aineisto ja Ev (evidence) merkinta itse néytto-
funktiolle. Maarittely kirjasta [3] luku 7.4]. Funktiolla merkitéén siis mallin/kokeen
perusteella saatua ndyttod parametrista 6. Valttamétta ndyttofunktiota ei tarvitse



maéadritella eiké sille ole mitdan yleistda maaritelméd, jolloin melkein mika tahansa
jarkeva muotoilu kily. Kuitenkin esimerkki tallaisesta funktiosta voisi olla itse uskot-
tavuusfunktio. Vaihtoehtoisesti esimerkiksi normaalijakaumasta N(u, o2) tunnetulla
varianssilla havaitusta riippumattomasta otoksesta ¥, ..., y, voitaisiin muodostaa
néyttofunktio Ev(fy, y) = (7, 2%) [4, esimerkki 6.3.4]. Funktio antaa niyttoa siité,
kuinka hyvé estimaattori otoskeskiarvo y on odotusarvolle . Siirrytéddn seuraavaksi
kuitenkin varsinaisesti maaritteleméasan tyhjentévyysperiaate kiyttaen néitd merkin-
t0ja.

Tyhjentévan tunnusluvun idea oli tiivistdd kaikki oleellinen informaatio mallin
parametrista, joten johdonmukaisesti paéttely voidaan tehda téllaisiin tunnuslukui-
hin perustuen. Téstd ajatuksesta voidaan johtaa seuraavanlainen yleinen péaéttelyn
periaate:

Maaritelma 3. (Tyhjentdvyysperiaate): Olkoon T'(Y') tyhjentéva tunnusluku. Ti-
lastollisessa mallissa fy (y; ) kaiken péaéttelyn parametrista 6 tulisi pohjautua pel-
kistaan tyhjentdvadn tunnuslukuun. Toisin sanoen, jos mallista f havaituille aineis-
toille & ja y pétee tyhjentdvan tunnusluvun T'(Y) havaitulle arvolle ehto t(x) =
t(y), niin ndyton parametrista 6 tulee olla sama, eli

EV(fy, ;v) = EV(fy, y) (6)

Taméa vaikuttaa ainakin pintapuolisesti jarkevéltd periaatteelta, silla tyhjenta-
vé tunnuslukuhan siséltdéd kaiken oleellisen informaation parametrista 6. Nain ol-
len, vaikka aineistot olisivatkin erilaiset, jos tyhjentdvén tunnusluvun arvo on sama,
ndyton parametrista 6 tulee myos olla sama.

Yleisesti voidaan todeta, ettd malli vaikuttaa tyhjentédvyyden késitteeseen, joten
mallidiagnostiikkaa ei valttamétta voida tehda pelkdstaan tyhjentéaviin tunnuslukui-
hin perustuen [2] luku 4.1|. Esimerkiksi residuaalien kiytté mallidiagnostiikassa rik-
koo heti tyhjentavyysperiaatetta, koska ne eivit perustu tyhjentéaviin tunnuslukuihin
[4, s. 295|. Tastda huomataan, ettd vaikka periaate onkin hyoédyllinen tyokalu, ei se
ole aina sopiva muiden tilastollisen paattelyn kiaytéanteiden tai periaatteiden kanssa.
dessa tyhjentavyysperiaate vaikuttaa luontaiselta eikd periaatteen oikeellisuudesta
ole kiyty ainakaan runsasta keskustelua.

4 Uskottavuusperiaate

Tutkielmassa erityisesti tasta eteenpéin sanaa tilastollinen malli tai vain malle kiy-
tetddn usein sanan koe (experiment) synonyyminé. Englanninkielisessé kirjallisuu-
dessa puhutaan tdssd yhteydessd useimmiten kokeesta, siitd kdytetdan merkintad
E (experiment), ja se mééritelldén tutkielman notaatioilla seuraavanlaiseksi jou-
koksi: {Y, 0, fy (y;0)}. Kaytannosséd kyse on siis samasta asiasta kuin mita tyossé
tarkoitetaan, kun puhutaan tilastollisesta mallista. Koe-sanaa kéytetadn kuitenkin
tutkielmassa yleensa keinona havainnollistaa, ettd usein mallien ollessa erilaiset on
kyse myo0s erilaisista kokeista tai koeasetelmista.

Nyt kun on maaritelty tyhjentavyys seka siihen liittyvit késitteet, padstaan vii-
mein itse uskottavuusperiaatteeseen seké sen madrittelyyn. Kasittely perustuu suu-
rimmalta osin kirjoihin [3, luvut 7.1 — 7.4] ja [4, luku 6.3]. Uskottavuusperiaatteita
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on yleisesti olemassa kaksi erilaista, niin sanottu heikko uskottavuusperiaate (weak
likelihood principle) sekd vahva uskottavuusperiaate (strong likelihood principle).
Tarkastellaan ensin heikkoa uskottavuusperiaatetta.

4.1 Heikko uskottavuusperiaate

Luvussa [3.1.2] osoitettiin uskottavuusfunktion olevan tyhjentava tunnusluku, joten
heikkoa uskottavuusperiaatetta voikin kutsua tyhjentavyysperiaatteen uskottavuus-
pohjaiseksi tulkinnaksi ja ne muistuttavatkin sisalloltaan pitkalti toisiaan.

Maaritelmé 4. (Heikko uskottavuusperiaate): Tilastollisessa mallissa fy (y;0) pa-
rametria f koskevan padttelyn tulisi perustua pelkéstdén uskottavuusfunktioon. Siis,
jos havaitut aineistot & ja y ovat sellaiset, ettd niitd vastaavat uskottavuusfunktiot
ovat verrannolliset, eli

L(0;y) = c(x,y)L(0; x) (7)
kaikilla 6 € €2, niin molemmissa tilanteissa néyton parametrista 6 tulee olla sama.
Toisin sanoen t&lldin

EV(fy,iL') = EV(fYay>' (8)

Heikon uskottavuusperiaatteen mukaan riittdé, etta eri aineistojen pohjalta las-
ketut uskottavuusfunktiot ovat verrannollisia. Perustelu télle on yhtalon esi-
tys uskottavuusfunktioille; molempia aineistoja vastaavat uskottavuusfunktiot voi-
daan siis esittda ilman niissa esiintyvié parametrista riippumattomia vakioita, jolloin
L(0;x) < L(0;y).

Tarkastellaan heikkoa uskottavuusperiaatetta seuraavaksi lyhyen esimerkin avul-
la [4, s. 291].

Esimerkki 4. Uskottavuusfunktion tehtévé yleisesti on arvioida erilaisten paramet-
riarvojen uskottavuutta. Oletetaan, ettd verrataan kahta parametriarvoa, 6, ja s,
ja néille uskottavuusfunktion arvoille péatee L(fy;x) = 2L(0;; x). Voidaan sanoa,
ettd funktion perusteella #, on kaksi kertaa niin uskottava kuin 6;. Jos téssa tilan-
teessa patee myos yhtélo (7)), niin L(f2;y) = 2L(01;y). Myos tdmén perusteella 6,
on kaksi kertaa niin uskottava kuin ¢;. Téaten, riippumatta aineistosta, molemmista
tilanteista saatiin sama naytto koskien parametria 6.

4.2 Vahva uskottavuusperiaate

Uskottavuusperiaatteelle on olemassa my6s vahvempi versio, joka kdydédén seuraa-
vaksi lapi. Madritelmé on In All Likelihood -kirjasta |3, médritelma 7.3].

Maaritelméa 5. (Vahva uskottavuusperiaate): Olkoon fy, (y1;6) ja fy,(y2; 0) kaksi
erilaista tilastollista mallia, joilla on yhteisend parametri 6. Jos mallista fy, on
havaittu aineisto y; ja mallista fy, aineisto y, ja niiden uskottavuusfunktiot ovat
verrannolliset, eli

L1(9§ Y1) = c(y1,Y2)L2(6; y2)

kaikilla 6 € €2, niin ndyton parametrista 6 tulee olla molemmissa tilanteissa sama,
eli

EV(fY17y1) = EV(fY27y2)' (9>
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Merkittavimpéana erona tdmaéan ja heikon uskottavuusperiaatteen valilld on siis
niiden suhtautuminen tilastollisiin malleihin; heikossa uskottavuusperiaatteessa saat-
toi olla kaksi aineistoa, mutta niiden piti olla samasta mallista, kun taas vahvassa
versiossa mallitkin voivat olla erilaiset. Vahva uskottavuusperiaate siis erityisesti
asettaa suurimpaan rooliin paattelyssd itse uskottavuusfunktion, eli sen mukaan
mallin rooli voidaan péattelyssé sivuuttaa. Vahva uskottavuusperiaate myos sivuut-
taa kiytetyn otantasuunnitelman (sampling scheme), tai sen mukaan otatantasuu-
nitelmalla ei tulisi olla merkitysté, jos lopulta aineistojen pohjalta lasketut uskot-
tavuusfunktiot ovat verrannolliset [3, luku 7.2]. Tarkastellaankin tétd seuraavaksi
esimerkin avulla [3, esimerkki 7.1].

Esimerkki 5. Tarkastellaan yleistd binomikoe ja negatiivinen binomikoe -esimerkkié,
joka on tyypillisin tapa havainnollistaa tata periaatetta. Kyseessé on siis toistokoe,
esimerkiksi kolikonheitto. Ensimméisessd tapauksessa on vastaava tilanne kuin ai-
emmin luvussa [2.2.2] eli mallina on binomimalli. Téll6in mallinnetaan onnistumisia,
joiden lukumaaraé vastaava satunnaismuuttuja on K7, ja suoritettavia kokeita on
kymmenen eli n = 10. Toisessa tapauksessa kyseessd on negatiivinen binomikoe,
jossa kokeiden suorittaminen lopetetaan, kun havaitaan kaksi epdonnistumista. Ne-
gatiivisesta binomimallista kiytetaén siis versiota, jossa mallinnetaan onnistumisten
lukuméaaraé, kunnes havaitaan kiinted méaéard epéonnistumisia. Talloin pistetoden-
nékoisyysfunktio on yleisesti muotoa P(K = k) = (k':zl) 0%(1 — 0)". Kaavassa k on
onnistumisten lukumaéaré ja r epdonnistumisten. Negatiivisen binomikokeen onnis-
tumisia vastaavasta satunnaismuuttujasta kidytetddn merkitddn K, ja sen realisaa-
tiosta merkintaa k.

Binomikokeessa ennalta méaaritettynéa on siis kokeiden lukuméaéra n, kun taas ne-
gatiivisessa binomikokeessa epdonnistumisten lukumééara r. Télloin siis aineistonke-
ruumenetelmét ovat naissa tilanteissa erilaiset. Molemmissa tapauksissa parametri
0 on kuitenkin sama, eli parametri madaraa yksittaisen kokeen onnistumistodenna-
koisyyden. Téten, jos uskottavuusfunktiot ovat verrannolliset, naytto parametrista
on samaa vahvan uskottavuusperiaatteen mukaan.

Oletetaan, ettd binomikokeessa n = 10 kokeesta onnistumisia oli k1 = 8. Ne-
gatiivisessa binomikokeessa taas tehtiin myo6s lopulta 10 koetta, eli ennen r = 2
epaonnistumista havaittiin ks = 8 onnistumista. Merkitddn ensimmaistd tapausta
ja mallia indeksilld 1 ja toista indeksilla 2. Té&ll6in vastaavat uskottavuusfunktiot
ovat

Ly(0: k) = (180) 631 — 0)2 o 65(1 — 0)? (10)

ja
8+2—-1
Ly(0; ky) =
i) = (P52

Kuten huomataan, lasketut uskottavuusfunktiot ovat verrannolliset. Téten vah-
van uskottavuusperiaatteen nojalla nayton parametrista 6 tulee olla sama molem-
pien kokeiden osalta, vaikka koeasetelmat olivatkin erilaiset. Yleisesti vahva uskotta-
vuusperiaate vaikuttaa tassa johdonmukaiselta, silld molemmissa kokeissa on sama
parametri ja havaittiin vield sama méaédra onnistumisia ja epdonnistumisia, joten ei
ole ilmeisté syytéd, miksei ndyttd parametrista olisi sama.

)98(1 —0)* x 3(1 — 6)*. (11)
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Jatketaan vield lyhyesti esimerkkié tekemélla tilastollinen testi, jossa Hy : 0 = 0,5
ja vastahypoteesi on yksisuuntainen H; : # > 0,5. Lasketaan molempien mallien osal-
ta p-arvot. Negatiivisen binomimallin p-arvo ps perustellaan yksityiskohtaisemmin,
silla tulos ei ole taysin triviaali.

10
0
pr=PK >8[0=05) = ( )0,510 = 0,055

o= P(K> >80 =05) = i(k2+1) <%>k2+2 :%iUfQ-i—l) (%)b

ko=8

Jos merkitddn n = ko — 1, saadaan

@G0T 07

Koska |%| < 1, voidaan kiyttdd geometristen sarjojen tulosta

Nyt voidaan laskea sarjan lopullinen tulos, joka on

1 8 1 n—1
=—-14-— - = = 0,020.
P2 1 ( ;n (2) > 0,020

Huomataan, ettd p; # ps, eli p-arvot eroavat toisistaan. Téssd voidaan havaita
ristiriita; vaikka vahvan uskottavuusperiaatteen nojalla néytén parametrista tulee
olla sama, tavallisen tilastollisen testaamisen menetelmin naytto ei kuitenkaan ole
aivan identtistd néissa tilanteissa. Kayttamalla p-arvoja péaattelyssa "rikotaan” siis
vahvaa uskottavuusperiaatetta. Kovin suurta eroa p-arvojen vélilla ei ole, mutta jos
asiaa tarkasteltaisiin paatosteoreettisella lahestymistavalla ja merkitsevyystasoksi
olisi kiinnitetty e = 0,05, niin p; > « ja ps < «. Toisessa tapauksessa olisi siis hylatty
nollahypoteesi ja toisessa se olisi jaanyt voimaan. Yleisesti ei kuitenkaan toimita ihan
néin suoraviivaisesti. Téassa kuitenkin havaitaan yksi ristiriita tai ongelma vahvassa
uskottavuusperiaatteessa, ja naiden tarkastelulla jatketaankin seuraavaksi.

4.3 Ongelmia uskottavuusperiaatteessa

Edellisesta esimerkistd huomattiin, ettd vaikka kahdella mallilla olisikin verrannol-
liset uskottavuusfunktiot, ei ndytto valttdmatta ole niistd sama. Yleisesti ristiriitai-
suus tilastollisessa péaattelyssa frekventististen, eli toistetun aineistonkeruun ideaan
perustuvien menetelmien kanssa on yksi merkittdvimmistad ongelmista uskottavuus-
periaatteessa. Ristiriita ilmenee muun muassa p-arvojen seké luottamusvélien kans-
sa. Uskottavuusperiaatteen kanssa yhteensopimattomia ovatkin usein havaitun ai-
neiston ulkopuoliset ndkokannat, joihin toistettu aineistonkeruu perustuu. Téllaiset
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menetelmat ovatkin tarkeitd padttelyn kannalta, silld niiden avulla pystytddn ar-
vioimaan paatelmien epavarmuutta. Tastéd syysta tdmaé ristiriitaisuus on merkittava
ongelma. Usein tilastotieteiljat suhtautuvatkin uskottavuusperiaatteeseen varauksel-
la eivatka kaikki periaatetta hyvéiksy. Seuraavaksi esitelldén tiettyja ongelmia, joita
uskottavuusperiaatteessa on. Ongelmat ovat kirjasta [3, luku 7.1].

e Perikkiisotannalla on mahdollista luoda harhainen aineisto. Uskottavuusfunk-
tio ei kuitenkaan milla&n tavalla ota huomioon kdytettyd otantamenetelméé,
jolloin voidaan saada satunnaiskokeista ndennéisia (spurious) tuloksia, joita ei
saada toistettua. Téstéd aiheesta tarkemmin [3], luku 7.5].

e Uskottavuusfunktion laskeminen vaatii todennékéisyysmallin, minkd voi néh-
da uskottavuusfunktion masritelmasta. Vaikka uskottavuusfunktio siséltaa kai-
ken tiedon mallin parametrista, mallin sopivuudesta ei voida valttamatta olla
tdysin varmoja. Téstéd seuraa ongelma, silld uskottavuusfunktio ei voi ilmaista
epavarmuutta mallista, johon se perustuu. Mallin sopivuus kuitenkin vaikuttaa
vahvasti siithen, ovatko tehdyt johtopa&tokset oikeita vai ei. Uskottavuusperi-
aatteessa myos oletetaan mallin oikeellisuus, eika sita voida soveltaa, jos malli
ei sovikaan.

e Yksi ongelma liittyy moniparametrisiin malleihin. Ilman frekventistisen né-
kékulman ottamista huomioon uskottavuuspohjainen péattely mallin kaikis-
ta parametreista voi johtaa huonosti toistettaviin otantamenetelmiin [3], luku
3.5]. Yleisesti ottaen, jos parametriavaruus on liian suuri suhteessa aineistoon,
uskottavuusfunktio voi tuottaa naennaisia tuloksia. Téllaisessa tilanteessa ha-
vaittu aineisto pysyy kiintedné, mutta parametriavaruutta laajennetaan, jotta
loydetdaan parhaiten aineistoa selittava malli. Lopputuloksena saadaan malli,
joka on ylisovittunut aineistoon. Ongelma téssd on siis se, ettei uskottavuus-
funktion avulla ole mahdollista saada tietdé téstd ongelmasta |3, luku 7.7].

Listaus ei ole tyhjentéva, mutta erddn kuvan periaatteen ongelmista téasté kui-
tenkin saa. Siitd huolimatta, ettd periaatteessa on ongelmia, se on silti merkittéva
periaate tilastollisessa paattelyssd. Myohemmin késitelladnkin periaatteeseen liit-
tyvad tarkedd tulosta eli Birnbaumin lausetta. Sitd ennen maéadritellddan kuitenkin
ehdollistamisperiaate.

5 Ehdollistamisperiaate

Ehdollistamisperiaate on tarkeéa yleinen tilastollisen paattelyn periaate, joka on olen-
nainen kasite Birnbaumin lauseessa. Jotta paastdan aiheen ytimeen, tarkastellaan
sitd ensin esimerkin avulla. Esimerkki on pitkélti sama kuin kirjassa [3, esimerkki
7.2].

5.1 Johdatteleva esimerkki

Esimerkki 6. Olkoon kiinnostuksen kohteena satunnaismuuttuja X, joka on tie-
tyn aineen pitoisuus néytteessd. Satunnaismuuttujan odotusarvo p kuvaa aineen
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todellista pitoisuutta, kun taas mitattu pitoisuus X sisaltdd myos mittausvirheen.
Néyte voidaan ldhettdd joko laboratorioon A tai B. Laboratorioiden mittauksille
pitee X4 ~ N(p,1) ja Xp ~ N(u,4). Huomataan, ettd toisella ndistd on suurem-
pi varianssi, jolloin siellda mittausvirhe on suurempi. Péatos laboratorioiden vélil-
& tehd&ddn heittden kolikkoa, ja sanotaan, ettd sattumalta valikoituu laboratorio
B. Kysymys kuuluu, pitdakd johtopéaatoksia tehdessd ottaa huomioon, ettéd valinta
laboratorioiden valilla tehtiin satunnaisesti? Vai onko merkitysta ainoastaan sillé,
kumpi kahdesta vaihtoehdosta tuli lopulta valituksi? Palataan tdhén lopuksi.

Havaitaan arvo x = 3, siis aineen mitattu pitoisuus on 3. Téalld havainnolla
halutaan testata hypoteesia Hy : p = 0. Vastahypoteesi on yksisuuntainen H; :
(> 0. Jos ei tiedetd kummasta laboratoriosta mittaustulos on, mitatun pitoisuuden
satunnaismuuttujalle X péatee

1 1

jolloin tésta laskettu p-arvo olisi
1 1 3
p1:§P(Z>3)+§P Z>§ = 0,034 < 0,05,

jossa Z ~ N(0,1). Jos taas otetaan p-arvon laskemisessa huomioon, ettd valittu
laboratorio lopulta oli B, saadaan p-arvoksi

3
py =P (Z > 5) = 0,067 > 0,05.

Ensimmaéisen p-arvon p; voi sanoa olevan ehdollistamaton ja toisen p-arvon eli po
taas olevan ehdollistettu, eli p, ehdollistettiin kolikonheiton tuloksen suhteen.

Kumpaa néistéd p-arvoista, ehdollistettua vai ehdollistamatonta, tulee kayttaa,
eli tuleeko ottaa huomioon, miten laboratorion valinta tehtiin vai huomioida vain
valituksi tullut laboratorio? Yleisesti ehdollistettu vaikuttaa téssé tilanteessa jér-
kevaimmalta vaihtoehdolta; tilanteessa oli kuitenkin tiedossa kummassa laborato-
riossa néyte oltiin analysoitu, joten on johdonmukaista, ettd tietoa kiytetddan. Silld
ei myoskaan tulisi olla merkitysté, ettd laboratorio A oli myds mahdollinen vaih-
toehto, jos lopulta kuitenkin valinta osui laboratorioon B. Tésté ideasta padstaan
ehdollistamisperiaatteen ytimeen.

5.2 Periaatteen maaritelma

Ennen itse mééritelméd taytyy méaaritella siind kiytetty termi sekoitekoe (mixtu-
re experiment). [lmaus tarkoittaa esimerkin |§] kaltaista tilannetta, jossa on kaksi
erilaista koetta tai mallia, joista valitaan yksi satunnaisesti. Valinta voidaan tehda
esimerkiksi heittdmaélla kolikkoa tai vaikka satunnaislukugeneraattorilla. Valinnan
jalkeen suoritetaan mallia vastaava koe. Méaritelladn formaalimmin viela tdméa ka-
site perustuen kirjaan [3], luku 7.4].

Oletetaan, ettd on kaksi mallia, fy,(y1;60) ja fy,(y2;0), joilla on sama para-
metri. Valinta mallien vélilld tehdaddn satunnaismuuttujan J realisaation eli ar-
von j perusteella, jolloin valitaan malli fy,. Tatd merkintda kiaytetdan silloin, kun
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sekoitekokeessa on saatu J:n realisoitunut arvo j. Satunnaismuuttujalle J pétee
P(J = 1) = P(J = 2) = 3. Tilanteessa, jossa ei ole vield valittu mallia, eli itse
sekoitekokeessa, kiytetddn mallista merkintdd f* = fy«(y*;0), jossa Y* = (J,Y)
ja fy+ (7, y;:0) = 3 fy;(y;:0).

Maaritelma 6. (Ehdollistamisperiaate): Olkoot fy, (y1;60) ja fy,(yo; 0) kaksi tilas-
tollista mallia, joilla on yhteisend parametri 6. Jos yhdessd tapauksessa tehddan
sekoitekoe f*, jossa valitaan satunnaisesti malli fy;, ja toisessa tapauksessa valitaan
suoraan malli fy, ilman satunnaisuutta, nédyton tulee olla molemmissa tilanteissa
sama. Naytto riippuu siis ainoastaan valitusta mallista, eli

Ev(f*,y") = Ev(fy;, y;)- (12)

Jos tétéd periaatetta sovellettaisiin aiempaan esimerkkiin [6] p-arvon laskemisessa
otetaan huomioon pelkéstaan valittu laboratorio eikéd valinnan satunnaisuudella ole
merkitysta eiké sitd oteta huomioon. Téten kiytetdan padttelyssa ehdollistettua p-
arvoa.

Ehdollistamisperiaatetta voidaan myos kiyttad esimerkin [5| kaltaisessa tilantees-
sa. Sanotaan, ettd valitaan satunnaisesti esimerkin kahdesta mallista, eli binomimal-
lista ja negatiivisesta binomimallista. Jos sitten satunnaisesti valitaan ja suoritetaan
esimerkiksi binomallia vastaava koe ja saadaan aineisto k; = 8, ndytto parametrista
0 riippuu ainoastaan valitusta mallista. Sama naytto olisi siis saatu, jos binomimallia
vastaava koe olisi ei-satunnaisesti paétetty tehdé ja havaittu sama aineisto k; = 8.

Ehdollistamisperiaate tarkoittaa yleisesti sité, etta ehdollistetaan valitun mallin
suhteen, eli sekoitekokeen satunnaismuuttujan J havaitun arvon mukaan. Periaat-
teelle onkin olemassa myo6s yleisempi esitystapa. Tutkielmassa méariteltyd ehdol-
listamisperiaatetta kutsutaan usein heikoksi ehdollistamisperiaatteeksi, mutta on
my6s vahva ehdollistamisperiaate, jota kutsutaan lisdksi aputunnuslukuperiaatteek-
si (ancillarity principle). Aputunnusluku on satunnaismuuttuja, jonka jakauma ei
riipu parametrista 6. Esimerkki tédllaisesta on sekoitekokeen satunnaismuuttuja .J.
Aputunnuslukuperiaatteen mukaan ehdollistetaan aputunnusluvun havaitun arvon
suhteen eli tulee kiyttaa ehdollista jakaumaa. Taman tyon ehdollistamisperiaate voi-
daankin ndhda aputunnuslukuperiaatteen erikoistapauksena. Tutkielmassa kuiten-
kin tarkoitetaan ehdollistamisperiaatteella nimenomaan mééritelmén [6] periaatetta.
[5, luku 1]

Yleisesti myos tama periaate, kuten tyhjentavyysperiaatekin, vaikuttaa ainakin
pintapuolisesti jarkevalta. Johdonmukaisestihan sekoitekokeessa ainoastaan valitulla
mallilla tulisi olla merkitysté, eikd muilla malleilla mita olisi voinut tulla valituksi,
mutta ei kuitenkaan tullut. Kuten todetaan kirjassa [4, luku 6.3.2], se, ettd tietty
malli tuli valituksi jonkun toiseen sijaan, ei ole kasvattanut, vahentanyt tai muut-
tanut tietoa parametrista 6. Ehdollistamisperiaate onkin tyhjentédvyysperiaatteen
ohella periaate, jota frekventistiset tilastotieteilijat pitdvat varsin luonnollisena.

Nyt kun ehdollistamisperiaate on méaritelty, voidaan siirtya Birnbaumin lauseen
késittelyyn.
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6 Birnbaumin lause

Luvussa esitelldédn Birnbaumin lause, joka yhdistaa edella esitellyt kaksi merkittavia
tilastollisen paéttelyn periaatetta.

6.1 Birnbaumin lause ja sen todistus

Tutkielmassa on méaritelty aiemmin kaksi periaatetta, tyhjentédvyysperiaate seka
ehdollistamisperiaate. Molemmat niista ovat olleet ainakin ndennéisesti jarkevia seka
johdonmukaisia. Tutkielmassa on myos esitetty uskottavuusperiaate, ja tarkemmin
sen heikko ja vahva muoto. Seuraava lause ja sen todistus ndyttad yhteyden vahvan
uskottavuusperiaatteen seké tyhjentévyys- ja ehdollistamisperiaatteiden valilla.

Lause 3. (Birnbaumin lause): Tyhjentivyysperiaate ja ehdollistamisperiaate ovat
yhdessa yhtapitdvat vahvan uskottavuusperiaatteen kanssa.

Toisin sanoin lause voidaan ilmaista seuraavasti: vahva uskottavuusperiaate on
voimassa, jos ja vain jos sekd tyhjentdvyysperiaate ettd ehdollistamisperiaate ovat
voimassa. Téaten tulos péatee kumpaankin suuntaan. Tulos on merkittava, silld sen
mukaan jos tilastotieteilijd hyviksyy tyhjentévyys- seké ehdollistamisperiaatteen,
taytyy hdnen myos hyviksyéa vahva uskottavuusperiaate ja toisinpéin.

Todistetaan lause seuraavaksi huolellisesti. Todistus mukailee ldhteen [3] s. 198
alkavaa todistusta Birnbaumin lauseelle, mutta se on samankaltainen kuin alkupe-
rdinen Birnbaumin [§] oma todistus vuodelta 1962.

Todistus. Aloitetaan osoittamalla véitteen ensimméinen suunta, eli osoitetaan ensin
tyhjentavyys- ja ehdollistamisperiaatteen yhdessé implikoivan vahvan uskottavuus-
periaatteen. Aloitetaan vahvan uskottavuusperiaatteen lahtékohdasta. Olkoot y; ja
Y2 aineistoja, joilla on verrannolliset uskottavuusfunktiot L, (0;y1) = ¢ - La(0;ys).
Toisin sanoen vastaaville yptf/ytf:ille pétee fy,(y1;6) = ¢ fy,(y2;0). Nyt tarkas-
tellaan sekoitekoetta luvun [5| méérittelemalld tavalla, siis mallia f*. Kun havaitaan
miké tahansa y* = (j, y;), niin ehdollistamisperiaatteen nojalla voidaan todeta, etté

Ev(f*,y") = Ev(fy;, y;)- (13)

Maéaéritelladn sitten tunnusluku T'(Y™*) kaavalla

T(J,YJ) _ {(17y1)7 jOS J:'27Y2:y27
(J,Yy), muulloin.

Madrittelyn perusteella, jos havaitaan (J,Y;) = (2,yz), tdimé muutetaan muotoon
(1,y1). Téten voidaan todeta, ettd jos havaitaan T = t = (1,y1), ei ole tietoa
siitd, kumpi malli oli alun perin valittu, eli havaittiinko (1,y4) vai (2,y2). Tietoa
siis tiivistettiin. Todistuksessa ideana on osoittaa, ettd talla tiivistamiselld ei ole
merkitystd. Toisin sanoen osoitetaan, ettd T'(J, Y;) on tyhjentéva tunnusluku. Téata
varten tutkitaan ehdollista jakaumaa Y* | T' = ¢, ja siihen liittyvid todennékoisyyk-
sid. Naiden osoitetaan olevan riippumattomia parametrista 0. Késitellian erikseen
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tapaukset, joissa t # (1,y1) ja t = (1,y1). Namé kattavat kaikki mahdolliset ta-
paukset. Ensimmaéinen todennédkdisyyslauseke tapauksessa t # (1,y;) on

* . 17 jOS jay):t>
Y = (o) | T =gy = {2 U2 (14
0, muulloin.

Perustellaan yhtalon tulos huolellisesti. Téssé tarvitaan ehdollisen todennékoi-
syyden kaavaa, joka on P(A | B) = Pgég?). Téssé tapauksessa A = {Y™* = (j,y,)}
ja B={T # (1,y1)}, jolloin AN B on {Y* = (j,y;),T # (1,y1)}. Tunnusluvulle
t on kaksi mahdollista tapausta: joko t = (j,y;) tai t # (4, y,), joista jalkimmaéinen
on yhtalon tapaus "muulloin”. Samaan aikaan, koska t # (1, y; ), tunnusluvun ¢
arvo maardytyy suoraan Y *:n perusteella. Siis jos t = (j,y;), niin Y* = (j,y;) =t
ja leikkauksen A N B tapahtumat ovat sama tapahtuma. Téll6in ehdollinen toden-

nékoisyys on siis
PY™ = (4, 95))

P(Y* = (jy;)
joka saa arvoksi 1. Toisessa tapauksessa, jolloin t # (7, y,), leikkaus AN B on tyhja
joukko, koska tapahtumat ovat toisensa poissulkevia. Tésta syystad todennakoisyys
on siina tapauksessa 0.
Siirrytddan sitten toiseen ehdollisen todennikoisyyden tapaukseen ehdolla t =
(1,y1). Todennékoisyyslauseke talldin on

P(Y* = (1,91))
P(Y* = (Ly))+P(Y* = (2,32))
%le(yl;Q)
%le(yl;m + %ng(y%e) (15)
53¢ fya(y2; )
(y2;0) + 5fr,(y2; 0)

PlY"=(1,y1) | T =t} =

c+1

Téssé kiytettiin yhtaloa fy, (y1;0) = c- fy,(yz; 6), sekoitekokeen méadritelméé, jonka
perusteella P(Y* = (j,y;)) = 3/v;(y;;0) ja aiempaa ehdollisen todennékoisyyden
kaavaa, jossa nyt A = {Y* = (1,y1)} ja B = {T = (1,y;)}. Tapahtuma B on
ndiden kahden tapahtuman unioni: Y* = (1,y1) ja Y* = (2,vys). Leikkauksessa
AN B ainoa sekd A:lle ettd B:lle yhteinen tapahtuma on Y* = (1, y;). Tésta syystéa
osoittajassa on pelkastaan tama lauseke.

Yhtaloissa ja on kisitelty ehdollisen jakauman Y™* | T' = t kaikki
mahdolliset tapaukset, ja naissd yhtaloissa olevat lopulliset lausekkeet eivit enéa
sisalld parametria 6, joten ne ovat siitd riippumattomia. Téten méaaritelmén 2 nojalla
T on tyhjentava tunnusluku. Téalloin soveltamalla tyhjentavyysperiaatetta voidaan
todeta, etta

Ev{f*v(layl)} :EV{f*7(2,y2)} (16)

Yhtaloiden ja perusteella taas voidaan todeta, ettd Ev(fy,, y1) = Ev(fyy, Y2),
mikéd on vahva uskottavuusperiaate, méaaritelméan [3 nojalla.
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Implikaatio vasemmalta oikealle on téten osoitettu. Siirrytéén sitten toiseen vai-
heeseen ja osoitetaan painvastainen. Lahtokohdaksi otetaan siis vahva uskottavuus-
periaate, ja osoitetaan, ettd siitd seuraa ehdollistamis- ja tyhjentévyysperiaate.

Aloitetaan parametrin  uskottavuusfunktiosta perustuen havaintoon y* = (j, y;)
mallista f*, joka siis on

L(0:y") = 3 fy, (0:9)).

Funktion huomataan olevan verrannollinen havaintoon y; perustuvaan uskottavuus-
funktioon mallissa f;. Koska ne ovat verrannollisia, vahvan uskottavuusperiaatteen
nojalla voidaan todeta, etté

Ev(f"y") = Ev(/fy;, 4;)-

Tamé taas on médritelmén [6] nojalla sama kuin ehdollistamisperiaate. Luvun
seurauksessa 1| osoitettiin, ettd jos tunnusluku T'(Y") on tyhjentéva, ja t(x) = t(y),
niin aineistojen x ja y uskottavusfunktiot ovat verrannolliset. Téaten, koska tunnus-
luku T'(J,Y;) on tyhjentéva, vahvan uskottavuusperiaatteen mukaan

Ev(fy, @) = Ev(fy,y),

joka taas on tyhjentavyysperiaate maaritelmén [3| nojalla. Ollaan siis osoitettu vah-
vasta uskottavuusperiaatteesta seuraavan tyhjentavyys- seka ehdollistamisperiaate.
Viitteen molemmat suunnat on téaten osoitettu, joten lause on todistettu. O]

Birnbaumin lause on tilastollisen péaattelyn saralla merkittava tulos, mutta lauset-
ta on myos kritisoitu julkaisustaan lahtien [7]. Seuraavaksi tarkastellaan osaa ajan
saatossa lausetta vastaan esitetysté kritiikista.

6.2 Kritiikkia Birnbaumin lauseesta

Vaikka téssa alaluvussa kasitelladnkin tarkemmin Birnbaumin lauseeseen kohdistu-
vaa kritiikkid, on oleellista huomioida myos vahvan uskottavuusperiaatteen kiista-
nalaisuus, jota on kisitelty aiemmin tutkielmassa erityisesti luvussa [£.3] Yleisesti,
jos joudutaan esimerkin [5| kaltaiseen tilanteeseen, jossa "rikotaan” vahvaa uskotta-
vuusperiaatetta, "rikotaan” Birnbaumin lauseen mukaan joko tyhjentavyys- tai eh-
dollistamisperiaatetta. Siis Birnbaumin lauseen mukaan, jos hylatdan vahva uskot-
tavuusperiaate, taytyy myos hylédta tyhjentavyysperiaate, ehdollistamisperiaate tai
mahdollisesti molemmat. Téta seurausta ei kuitenkaan yleenséa olla valmiita hyvék-
symaan, silla ndma kaksi periaatetta eivit ole kovinkaan kiistanalaisia. Yksi tdrkeim-
mistd kiistanaiheista Birnbaumin lauseessa siis on, etta tyhjentavyys- ja ehdollista-
misperiaate vaikuttavat monille varsin luontaisilta periaatteilta, kun taas vahva us-
kottavuusperiaate on verrattain kiistelty [6 luku 1]. Seuraavaksi tarkastellaan kahta
artikkelia, joissa pohjimmiltaan kritisoidaan Birnbaumin lausetta nimenomaan tasta
syysta.

Kaksi tarkemmin késiteltdvad julkaisua ovat Evansin (2013) [6] ja Mayon (2014)
[7] artikkelit. Ne ovat keskeisia Birnbaumin lausetta kritisoivia julkaisuja, joiden
siséllosta on kiyty aikanaan paljon keskustelua suuntaan ja toiseen. Tahan keskus-
teluun on osallistunut muun muassa Berger ja Pena (2017) [5] omalla artikkelillaan,
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jossa arvioidaan Evansin ja Mayon artikkelien sisaltoa. Tutkielmassa naiden analyy-
si perustuu padosin Bergerin ja Penan artikkeliin, mutta erityisesti Evansin osalta
my6s hénen alkuperaiseen artikkeliinsa.

Seuraavaksi kidyddan ldpi yksi kerrallaan, mitd kumpikin néistd alkuperiisista
artikkeleista todistuksessa kritisoi, ja miten tdhan kritiikkiin voi mahdollisesti vas-
tata Bergerin ja Penan mukaan. Vastausta kritiikkiin tai itse kritiikkia ei tarkastella
yhté perusteellisesti kuin alkuperéisissa artikkeleissa. Tutkielmassa tassa osuudessa
kdytetyt merkinnét ovat kuitenkin pitkélti samoja kuin Bergerin ja Penan artikke-
lissa, eivatka siis valttamatta taysin samoja kuin alkuperiisissd Evansin tai Mayon
julkaisuissa.

Yleisimmin kiytetty merkintd on (fy,vy), jota Berger ja Pena kutsuu paéttelyn
perustaksi (inference base), lyhyemmin perusta. Téma on kidytannossa tapa merkité
tilastollinen malli ja siitd havaittu aineisto. Perustan (f,y) avulla tehddén siis paa-
telmié parametrista 6. Mallista kiiytetddn seuraavassa osiossa lyhyempéd merkintéé
f, mutta tuossa muodossa silld tarkoitetaan kiaytannossa notaatiota fy. Lyhyempi
merkintitapa selkeyttad artikkelin késittelyd. Tamén lisdksi merkinnélld Ev(f,y)
tarkoitetaan Bergerin ja Penan tavoin paitelmééa tai johtopéa#atostd, joka tehdéan
mallin ja aineiston perusteella. Merkitys on siis kdytannossd sama kuin aiemmin
tutkielmassa.

6.2.1 Evansin artikkeli

Evans ei méadritelmissidan kiayta ndyttofunktiota, jota Birnbaumin todistuksessa taas
kéytettiin, vaan kaikki vaadittavat periaatteet on maéaritelty kayttden joukkoja ja
niiden vialisia relaatioita. Evansin mielestad usein ongelmat Birnbaumin lauseessa liit-
tyvét sithen, miten Birnbaum méarittelee tyhjentavyys- ja ehdollistamisperiaatteen.
Téasté syysta seuraavaksi tarkastellaan, miten Evans on itse méaéaritellyt Birnbaumin
lauseen periaatteet. Seuraavissa merkinnoissa S tarkoittaa tyhjentévyysperiaatetta,
L vahvaa uskottavuusperiaatetta, ja C' ehdollistamisperiaatetta.

S: (f,y) ~s (f,y') jos ja vain jos on olemassa tyhjentéva tunnusluku 7" para-
metrille 6, jolle T'(y) = T'(y'),

o L: (f,y) ~r (f',y) jos ja vain jos fy(y;0) = c- fy/(y';0) vakiolle ¢ > 0, joka
ei riipu parametrista 6.

e C: (f,y) ~c (f',y) jos ja vain jos perusta (f,y) on sekoitekokeen tilanne ja
(f',y') on sekoitekokeessa valittu perusta (malli). Toisin sanoen sekoitekokeen

merkinnéin siis f = f*, y = (j,y;), f' = f; jay =y;.

Huomataan, ettd muodoltaan ndméa muistuttavat vahvasti aiempia maarittelyja nail-
le periaatteille, mutta téssé ne tehddin joukkojen (parien) relaatioina. Tarkastellaan
seuraavaksi, mihin lopputulokseen Evans paatyy Birnbaumin todistuksesta kaytta-
mélld néditd médritelmis, perustuen lahteeseen [0, luvut 2-4].

Evansin mukaan Birnbaumin todistus ei osoita, ettd tyhjentédvyysperiaatteen S
ja ehdollistamisperiaatten C' relaatiot johtavat vahvan uskottavuusperiaatteen L
madrittelemédn relaatioon. Sen sijaan se osoittaa kahden perustan, joilla on verran-
nolliset uskottavuusfunktiot, olevan paéttelyn kannalta keskendin yhtapitéavia, jos
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seké, ehdollistamisperiaatetta C' ettd tyhjentavyysperiaatetta S sovelletaan toistu-
vasti, mutta ne eivit ole yhtéapitavia pelkistdan periaatteiden C tai S perusteella.
Tarkemmin L ei ole sama kuin S U C, vaan se on pienin ekvivalenssirelaatio, jonka
generoi SUC'. Néiden periaatteiden soveltaminen periakkéin kiytdnnossa tarkoittaa,
ettd perustaan (f,y) sovelletaan toistuvasti periaatteita C' ja S, ja siten osoitetaan
sen olevan ekvivalentti perustan (f’,y’) kanssa. TAmén ketjuttamisen lopputulos on
pienin unionin S U C' generoima ekvivalenssirelaatio.

Sanallisesti Evansin mukaan tdmén tuloksen voisi ilmaista néin: jos hyvaksy-
taan relaatio S ja hyvaksytaén relaatio C' sekd hyviksytddn kaikki periaatteiden
S ja C yhdessa generoimat ekvivalenssit, niin télloin tulee hyvéiksya myos periaate
L. Viimeinen on Evansin mukaan oleellinen liséoletus, jota ei mainita Birnbaumin
lauseessa. Evansin mielesta néistd ongelmista paastédan siis eroon hyviaksymaélla, etta
lisdoletuksia vaaditaan, jotta Birnbaumin tulos pétee. Kuitenkin hénesta tuloksen
merkitys vahenee, jos ndmaé oletukset esitetdan oikein.

Seuraavaksi tarkastellaan, miten Berger ja Pena [0, luvut 2 ja 4] ovat vastan-
neet Evansin kritiikkiin. Vaikkei Evans ndyttofunktiota méaritellytkdéan, se voi-
daan Bergerin ja Penan mukaan téssékin tilanteessa madritelld seuraavalla taval-
la: Ev(f,y) = Ev(f,y) jos ja vain jos (f.y) ~c (f,y) tai (f.y) ~s (F').
Kayttamalla tallaista méaritelméd nayttofunktion Ev generoima ekvivalenssirelaa-
tio on tdsmélleen pienin unionin S U C' generoima ekvivalenssirelaatio, joka téassé
tilanteessa on L. Taman tuloksen avulla heidén mukaansa Birnbaumin tulos seuraa.
Néin ollen méarittelemélla nayttofunktio talla tavalla Evansin argumentti ei Ber-
gerin ja Penan mukaan siis ole endé pitava. Heistd Evans ei osoita, ettei kidyttden
Birnbaumin méaéritelmia tyhjentavyys- ja ehdollistamisperiaatteesta seuraisi vahvaa
uskottavuusperiaatetta. Kayttamalla erilaista maaritellya kritiikki ei taten tavallaan
kohdistu Birnbaumin todistuksiin tai mé&aritelmiin, vaan tdhén uuteen viitekehyk-
seen, joka ei kuitenkaan ole sama kuin Birnbaumilla.

Heidan mielesta ei ole myoskadn yllattavia, etteivat tyhjentavyysperiaatteen S ja
ehdollistamisperiaatten C' relaatiot johda vahvan uskottavuusperiaatteen L méaérit-
teleméan relaatioon. Jos tdma olisi totta, perustat, joilla on verrannolliset uskotta-
vuusfunktiot, olisivat paattelyn kannalta yhtapitavat kumman tahansa periaatteen
C' tai S perusteella, mikd on heisté selvésti vaarin. Totta on heiddn mukaan kuiten-
kin sama mitd myos Evans totesi, eli unionin S U C' generoima pienin mahdollinen
ekvivalenssirelaatio on yhté suuri kuin L.

6.2.2 Mayon artikkeli

Luku perustuu Bergerin ja Penan [5], luku 3| ndkemykseen Mayon artikkelista, eiki
niinkddn Mayon omaan artikkeliin. Kaikkia Mayon artikkelissa esitettyja argument-
teja ei siis tassa kasitella.

Yleisesti ottaen Bergerin ja Penan mukaan Mayon kritiikki Birnbaumin lauseesta
kumpuaa erilaisesta maaritelmésta tyhjentavyysperiaatteesta kuin esimerkiksi maa-
ritelméssé [3] . Mayo méérittelee ehdollistamisperiaatteen ja tyhjentavyysperiaatteen
hyodyntamalla seuraavia notaatioita:

e Infry[y]: tunnetun tai kiintedn perustan (f,y) pohjalta tehty péadtelméd para-
metrista 6.
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e (f,y) = Infr;[y]: perustan (f,y) pohjalta tehty péételmé parametrista 6 tulee
suorittaa menetelmélld Infr [y

Vaikka se ei aivan eksplisiittistd ndiden perusteella ole, Bergerin ja Penan mukaan
Mayo tekee eron menetelmien tuloksen ja niiden perusteella tutkijan tekemén paa-
telmén valilla. Tamé ero voidaan heiddn mukaan selvemmin ilmaista nain:

e M(f,y): lopputulos kun menetelméd M on sovellettu perustaan (f,y)
e Ev(f, y): padtelmé, jonka tutkija tekee ottaen huomioon perustan (f,vy).

Voidaan tulkita, ettd M vastaa merkintad Infry[y] ja Ev taas merkintdd (f,y) =
Infr;[y|. Kéytdnnossd menetelmédn M voi ajatella tarkoittavan esimerkiksi testisuu-
reen arvoa tai p-arvoa, kun taas Ev on sen perusteella tehty padtelma. Mayon méaa-
ritelmissé kiytetty Infrey] ja siind oleva "Infr” antaa Bergerin ja Penan mukaan
ymmértad, ettd Infryly] = Ev(f,y). Tamé ei kuitenkaan heidén tulkintansa mu-
kaan ole totta, silld Infr¢y] kuvaa enemmin menetelmén lopputulosta eiké sen pe-
rusteella tehtyd padtelméad Ev(f,y). Merkintd (f',y’) = Infr;[y] heiddn mukaansa
tarkoittaa, ettd Infr;[y| el tarvitse olla sama kuin padtelma Ev(f,y).

N&itd merkint6ja voidaan tulkita seuraavanlaisesti: ottaen huomioon perustan
(f,y), tutkija tekee padtelmia Ev(f,y) menetelmén M(f’, y') avulla erdén perus-
tan (f’,y’) avulla, mikd ei valttdmétta ole sama kuin (f,y). Merkintd M(f,y) =
M(f',y') tarkoittaa, ettd lopputulos on sama sen jilkeen, kun menetelmad M on
sovellettu perustoihin (f,y) ja (f',v'). Ev(f,y) = Ev(f’,y’) taas tarkoittaa, ettd
tutkija tekee saman tulkinnan perustojen (f,y) ja (f’,y’) pohjalta.

Tarkastellaan sitten, miten Mayo on merkinnéilladn méaritellyt ehdollistamis- ja
tyhjentavyysperiaatteen.

e CP: Jos otetaan huomioon perusta (f*, (j,y;)), ehdollistetaan perustuen va-
littuun malliin f;, josta seuraa tulos (f*, (j,y;) = Infry,[y]. Ei tule kiyttad
ehdollistamatonta muotoa: (f*, (j,y;)) # Infrs[y].

Edellinen on kéytdnnossd sama kuin médritelméssé 6] Seuraavaksi kuitenkin Mayo
méarittelee kiyttden omia merkintéjaan tyhjentéavyysperiaatteen seuraavalla tavalla:

e SP2: Jos on olemassa tyhjentavd tunnusluku 7' parametrille 6 ja T'(y) =
T(y'), niin Infr;[y] = Infr/[y’].

Téssd on merkitty Mayon mééarittelemé tyhjentavyysperiaate merkinnéllda SP2, kos-
ka kyseessé ei ole aivan sama periaate kuin tutkielman mééaritelmén |3 periaate. Nain
on tehty myo0s siksi, ettd Berger ja Pena merkitsivit periaatteen vastaavalla taval-
la. Mayon méaarittelemé tyhjentévyysperiaate voidaan vield eksplisiittisesti ilmaista
menetelman M avulla:

e SP2: Jos on olemassa tyhjentévd tunnusluku T' parametrille 6 ja T(y) =
T(y'), niin M(f,y) = M(f,y).
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Maaritelmaa |3 vastaava muotoilu olisi taas: Jos on olemassa tyhjentava tunnusluku
T parametrille 6 ja T'(y) = T(y'), niin Ev(f,y) = Ev(f,v').

Niilla tyhjentavyys- ja ehdollistamisperiaatteen méaaritelmilla Bergerin ja Penan
mukaan Mayon johtopéddtos on, ettei niistd seuraa vahvaa uskottavuusperiaatetta.
Tarkemmin he tuovat tédmén esiin esimerkisséén [5, esim. 2|, jossa he esittelevit
yksityiskohtaisemmat perustelut télle viitteelle. Yleisesti kuitenkin heiddn mukaan
tarkastelemalla néitd kahta periaatetta voidaan huomata, ettd CP on paatelmén
Ev ominaisuus, kun taas SP2 on menetelmdn M ominaisuus. Bergerin ja Penan
tulkinnan mukaan nimenomaan tésté erottelusta johtuen Mayon viitekehyksessa ei
seuraa Birnbaumin osoittamaa tulosta. Jos kuitenkin madariteltaisiin ehdollistamis-
periaate uudestaan, jotta se olisi myos menetelmén M ominaisuus, talléin seuraisi
vahva uskottavuusperiaate M:4n ominaisuutena. Heistd Mayokaan ei siis osoita var-
sinaista Birnbaumin todistusta vaaraksi, silla Birnbaumin tyhjentévyysperiaatteen
méaritelmé oli erilainen kuin Mayolla. Birnbaum ei siis tehnyt vastaavaa erottelua
menetelmien tuloksen ja tutkijan tekemén padtelméan valilla.

7 Yhteenveto ja pohdintaa

Tyossa kasiteltiin uskottavuusfunktion heikkoa ja vahvaa versiota seké tarvittavin
osin tilastollisen paéttelyn yleisia periaatteita. Suuri osa tyosté liittyi myos Birnbau-
min lauseeseen, ja erityisesti sen todistukseen ja siihen kohdistuneeseen kritiikkiin.

Tyota olisi voinut jatkaa esimerkiksi tarkastelemalla, miten aputunnuslukuperi-
aatteen voidaan osoittaa olevan yhtapitava vahvan uskottavuusperiaatteen kanssa.
Tésta lisdd lahteissa [5, luku 4] ja [6]. Samoin aputunnuslukuperiaatetta eli vahvaa
ehdollistamisperiaatetta olisi voinut késitella viela tarkemmin, ja pohtia, millaisia
seurauksia periaatteella yleisesti on tilastollisessa paéttelyssa. Namé teemat eivat
kuitenkaan suoranaisesti liittyneet tutkielman aiheeseen, joten ne jaivét aiheen ra-
jauksen ulkopuolelle.

My®6s tyhjentavyytté olisi voinut késitelld nykyista tarkemmin, ja magritella esi-
merkiksi minimaalisen tyhjentdvian tunnusluvun ja erottelevan tunnusluvun (comple-
te statistic). Minimaalisella tunnusluvulla tarkoitetaan lyhyesti sellaista tunnuslu-
kua, joka on maksimaalisesti tiivistanyt aineistoa samalla kuitenkin sailyttaen kaiken
tiedon parametrista. Aiheista lisdé lahteissd [4], luku 6.2.2] ja [2, luku 3]. Nadm4 kon-
septit eivat olleet oleellisia uskottavuusperiaatteen késittelyssé, mista syysté niité ei
tassa tutkielmassa tarkasteltu.

Mielenkiintoista olisi ollut my6s tarkemmin kdyda lapi Birnbaumin lausetta ka-
sittelevid artikkeleita. Alkuperiisissé artikkeleissa tarkastellaan Birnbaumin lauset-
ta ja siihen liittyvid periaatteita tarkemmin kuin mité tutkielman luvuissa ja
oli mahdollista. Olisi ollut kiinnostavaa myos tarkastella muitakin Birnbaumin
lauseeseen kohdistuvia artikkeleita, kuten esimerkiksi Kalbfleischin artikkeli, joka on
mainittu ainakin |7, luku 5.1] ja [4, luku 6.4]. Kyseinen julkaisu on kuitenkin vuo-
delta 1975, joten se ei ole valttdmatta endd niin ajankohtainen. Muun muassa tasta
syyysta kyseinen artikkeli jéi kasittelemétta.
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