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Monikulmion osittaminen tarkoittaa sen jakamista dérellisen moneksi monikulmiok-
si, jotka eivit ole paillekkiin mutta peittdavit koko monikulmion. Osituksia hyodyn-
netddn geometriassa ja niiden ominaisuuksia voidaan tutkia. Kaksi monikulmiota
ovat yhteisositettavissa, jos toisen monikulmion osituksen osista voidaan koota toi-
nen monikulmio. Tutkielmassa osoitetaan, ettd kaksi monikulmiota, joilla on sama
pinta-ala, ovat aina yhteisositettavissa.

Monskyn lause vuodelta 1970 toteaa, ettd nelio voidaan aina osittaa parilliseksi
madraksi kolmioita, joilla on yhtdsuuri pinta-ala, mutta ei koskaan parittomaksi
madraksi kolmioita, joilla on yhtdsuuri pinta-ala. Ensimméinen viite on triviaali
ja naytetadn jakamalla nelié yhteneviksi suorakulmioksi, joille piirretadn lavistajat.
Tutkielman péaétarkoituksena on esitelli Monskyn lauseen jélkimméisen viitteen
alkuperdinen todistus, joka vaatii tuloksia kombinatoriikasta ja algebrasta.

Spernerin lemman mukaan on olemassa sellainen tason R? viritys kolmella virill3,
ettd kun yksikkonelio [0, 1] x [0, 1] on véritetty talld véritykselld ja ositettu kolmioiksi,
ainakin yhdelld kolmiolla on kolme eriviristd kirked. Spernerin lemma todistetaan
vahvistamalla, ettd erds véritys toteuttaa ehdot.

Arvotus antaa kunnan nolla-alkiolle arvon 0 ja kaikille muille kunnan alkioille jonkin
suuremman arvon kuin 0. Jos arvotus on epdarkhimedinen, niin kahden alkion sum-
man arvotus ei voi olla suurempi kuin suurin naiden alkioiden arvotuksista. 2-adinen
arvotus antaa rationaaliluvulle arvon 27", kun rationaaliluku kirjoitetaan supistettu-

na muodossa 2" - ;’;—; Todistetaan 2-adinen arvotus epdarkhimediseksi, vahvistetaan

ettd se antaa luvulle % arvon 2 ja todetaan, ettd 2-adinen arvotus voidaan antaa

kaikille reaaliluvuille.

2-adisen arvotuksen avulla konstruoidaan Spernerin lemman mukainen véritys. Tie-

detéddn, ettd kolmioiksi ositetulla yksikkoneliclld on talloin kolmio, jonka kaikki kér-

jet ovat erivarisid, ja oletetaan, ettd kolmion pinta-ala on %, missd n on pariton.

Kolmion pinta-ala kaksinkertaisena saa suoraan laskemalla 2-adisen arvotuksen .

2
Toisaalta huomataan, ettd téallaisen kolmion kaksinkertaisen pinta-alan 2-adinen ar-
votus on suurempi kuin 1. Tamé ristiriita osoittaa Monskyn lauseen jialkimmaéisen

viltteen.

Asiasanat: Monskyn lause, ositus, yhteisositettavuus, véritys, Spernerin lemma, ar-
votus, epdarkhimedinen arvotus, dominointiperiaate, p-adinen arvotus.
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1 Johdanto

Erilaisten alueiden ja kuvioiden jakaminen osiksi—joko &érellisen tai dédrettémén
moneksi—on osoittautunut hyodylliseksi menetelméksi sekdi geometriassa ettd sen
ulkopuolella vuosituhansien ajan.

Esimerkiksi suunnikkaan pinta-ala voidaan johtaa piirtdmailla sen sivulta korkeus-
jana kirjelle ja siirtdméalld muodostunut kolmio sen toiseen pdahén, jolloin saadaan
suorakulmio. Jakamalla suunnikas taas kahdeksi yhteneviksi kolmioksi tai puoli-
suunnikkaaksi saadaan johdettua niiden pinta-alat.

Luvun 7 arvoa voidaan approksimoida jakamalla ympyrd mahdollisimman moneksi
kolmioksi, kuten Arkhimedes teki [1|. Riemannin integraali taas perustuu mahdolli-
simman monen suorakulmion piirtdmiseen kiyrin ja z-akselin vélille.

1800-luvulla, eli vasta suhteellisen myohiin todistettiin, ettd mikd tahansa moni-
kulmio voidaan koota minki tahansa monikulmion &#rellisen monesta osasta, jos
monikulmioilla on yhtdsuuri pinta-ala. Farkas Bolyain esitettyd kyseisen ongelman
sekdi William Wallace ettd Paul Gerwien ratkaisivat sen itsendisesti [6].

Toinen merkittava kysymys nousi esille vuonna 1965. Fred Richman paatti selvittaa,
voidaanko jollain parittomalla luvun n arvolla neli6ti jakaa n kappaleeksi kolmioita,
joista kaikilla on yhtdsuuri pinta-ala, % nelién pinta-alasta. Koska yritys osoittau-
tui luultua vaikeammaksi, Richman ja John Thomas esittivit ongelman lehdessé

American Mathematical Monthly vuonna 1967.

Seuraavana vuonna Thomas onnistui osoittamaan, ettd vastaus on kielteinen, jos
kolmioiden kirkien koordinaatit ovat rationaalilukuja. Vuonna 1970 Paul Monsky
osoitti, ettd vastaus on kielteinen, olivatpa kolmioiden kirjet mité tason R? pisteiti
tahansa. Tama tulos nimettiin Monskyn lauseeks:.

Monskyn todistuksesta voi nahda, miksi lausetta ei todistettu vuosisatoja aiemmin.
Todistuksessa kiytetdan Spernerin lemmaa vuodelta 1928, joka liittyy tason pistei-
den jakamiseen kolmeen tilaan eli vériin. Lisdksi tarvitaan fyysisessd maailmassa
epaintuitiivisten epdarkhimedisten arvotusten ominaisuuksia. Monskyn todistus on
myos lauseen ainoa todistus ainakin vuoteen 2018 mennessé [4, s. 1-2| [10].

Téasséd tutkielmassa esitelldin monikulmioiden osittamisen teoriaa ja kiydaan lépi
Monskyn todistuksen vaiheet.

1.1 Geometrian peruskisitteita

Tutkielmassa oletetaan geometrian alkeellisimmat késitteet tunnetuiksi. Kaydaan
kuitenkin 1dpi varsinkin jatkossa kdytettdvia kisitteitd ja merkintdja. Monitulkin-
taisia kasitteitd ja merkintoja madritellddn tutkielman kannalta kiaytdnnolliselld ta-
valla.



Tutkielmassa pisteet seki muut tasogeometriset objektit ovat tasolla R?. Objektit si-
jaitsevat mielivaltaisessa kohdassa, ellei toisin mainita. Liséksi pisteiden A = (x1, 1)
ja B = (x9,ys2) vilinen jana on AB = BA, jonka pituus eli pisteiden A ja B vélinen
etdisyys on

[AB| = |BA| = /(21 — 22)* + (y1 — y2)*. (1)

Objekti O ApA; ... A,_1 on monikulmio, erityisesti n-kulmio, jonka sivujanat ovat
AgAy, A1As, .. Ay 1 Ag. Sivujanat eivit leikkaa toisiaan muualla kuin janojen yh-
teisessa paatepisteessd. Monikulmio on siis sama riippumatta siitd, mika karki va-
litaan kirjeksi Ag; toisin sanottuna, 0A1As... A, = QAL A1 m .- An_1m kaikilla
m € Z,, kun indeksin arvo lasketaan modulo n.

Kolmioilla voidaan kiyttad symbolia A symbolin ¢ sijasta. Monikulmioon kuuluvat
myos sen sisapisteet.

Merkintd ZABC tarkoittaa sekd monikulmion sisikulmaa, joka on sen sivujano-
jen AB ja BC vilissi, ettd sen suuruutta. Jos on epéselvid, minkd monikulmion
sisdikulmaa tarkoitetaan, mainitaan se erikseen.

Monikulmiot ¢ = QApA; ... A1 ja ' = QAAL ... Al ovat yhtenevdt, merkitdin
O =, jos kaikilla i =0,...,n—1,

|AiAia| = ’A{£+mA;+1+m‘ (2)
ja
LAA 1 Ais = 4A;+mA2+1+mA2+2+m (3>

jollakin m € 7Z, kun indeksit lasketaan modulo n. Toisin sanottuna: Luetaan mo-
nikulmion ¢ sivujanojen pituudet ja sisikulmien suuruudet myotipaiviian alkaen
mielivaltaisesta kohdasta. Monikulmiot ¢ ja ¢’ ovat yhtenevit, jos monikulmion ¢’
sivujanojen pituudet ja sisikulmien suuruudet voidaan lukea siten myota-tai vasta-
paivaan alkaen jostakin kohdasta, ettd saadaan samat arvot samassa jarjestyksessa
kuin saatiin luettaessa vastaavat arvot monikulmiosta ¢.

Kolmioiden tapauksessa voidaan johtaa erityisesti seuraavat riittavat ehdot kolmioi-
den yhtenevyydelle:
e Sivu-kulma-sivu: kolmioilla on yhta suuri kulma ja niiden viereisilla sivuilla on

yhtasuuret pituudet.

o Kaksi kulmaa ja sivu: kolmioilla on yhtd pitkd sivu ja kaksi pareittain yhta-
suurta kulmaa.

o Sivu-sivu-sivu: kolmioilla on kolme pareittain yhtd pitkda sivua [5, s. 10-11].

Monikulmion pinta-alan mairitelmé oletetaan tarpeeksi hyvin tunnetuksi. Kuvion
S pinta-alasta kiytetddn tarvittaessa merkintdd ala(S).



Kuva 1: Nelikulmiot QABCD ja 7p(OABCD).

1.2 Isometriat

Peilaus, siirtopeilaus, translaatio ja rotaatio ovat mahdolliset isometriat, eli sellaiset
funktiot a : R? — R?, jotka pitévit kahden pisteen etdisyyden samana, siis

|a(A)a(B)| = |AB| (4)
kaikilla A, B € R?. Tutkielmassa kiytetdin kahta jilkimméists isometriaa.

Translaatio Tp siirtid annettua pistetti pisteen eli vektorin P = (a,b) € R? verran.
Jos siis A = (z,y), niin

p(A) = A+ P=(x+a,y+Db). (5)
Kuvassa 1 on esimerkki nelikulmion translaatiosta.

Rotaatio eli kierto ppy(A) = A’ kiertdd pistettd A kulman |0] verran (vastapiividin
jos 6 > 0 ja myotapéivadn jos 6 < 0) pisteen P suhteen siten, ettd |[AP'| = |AP].
Jos A= (z,y), ja P = (a,b), voidaan laskea pisteen A’ koordinaatit:

A" = ppp(A) = (cos(0)(z—a)—sin(0)(y—b)+a,cos(8)(y—b)+sin(d)(x—a)+b). (6)

Jos P = (0,0) ja § = 0° (mod 360°), niin 7p = pge = ¢ on triviaali isometria eli
identiteettikuvaus kaikilla pisteilld ). Kuvassa 2 on esimerkki kolmion rotaatiosta
[5, s. 33-35] [7, s. 1-3].



Kuva 2: Kolmiot AABC ja ppy(AABC).

Kuva 3: Esimerkki viisikulmion 0 ABC DFE osituksesta.

2 Monikulmion ositus

Jakamalla monikulmio ¢ ei-péadllekkaisiksi monikulmioiksi, joita on dérellinen mé&a-
rd, tehdddn monikulmiolle ¢ ositus. Ositus voidaan siis toisin mééritelld monikul-
mion ¢ lausumisena muodossa

o=Jos (7)

missi k € Z;, O; on monikulmio kaikilla ¢ ja ¢;° N ¢;° = 0 jos i # j, missi
O;° tarkoittaa monikulmion ¢, sisdpisteitd. Kuvassa 3 on esimerkki monikulmion
osituksesta |5, s. 29].

Voidaan jo helposti todistaa, ettd my6s kddnteinen Monskyn lause on voimassa:

Lause 1. Olkoon QABCD mielivaltainen nelid ja n mielivaltainen posititvinen ko-
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Kuva 4: Esimerkki nelion Q ABC' D osituksesta neljiksi yhteneviiksi suorakulmioksi.

konaisluku. Silloin on olemassa nelion QABCD ositus 2n kolmioksi siten, ettd jo-
kaisen kolmion pinta-ala on yhtdsuuri.

Todistus. Jos viitteen mukainen ositus on olemassa, jokaisen kolmion pinta-ala on

>-ala(OABCD).

Olkoot Py, Ps, ..., P,_ sellaiset janan AB pisteet, ettéd
1
|AP)| = |PPy| =---=|P,1B| = - |AB], (8)

eli pisteet jakavat janan AB n yhté pitkdin osaan. Vastaavasti, olkoot Q1, Qs, . .., Qn_1
sellaiset janan C'D pisteet, etté

D] = 1QiQs] = -+ = 1Qu1Cl = - [CD). )

Piirretddn neliolle QABCD janat P,Q;, missd ¢ = 1,2,...,n — 1. Koska |AP| =
|DQ1|, janat AD ja P;(@; ovat yhdensuuntaisia ja Q AP;Q1 D on suorakulmio. Edel-
leen péaatellddn, ettd kaikki janat P;(); ovat yhdensuuntaisia janan AD kanssa.
Nyt nelio on ositettu n yhteneviksi suorakulmioksi, joista jokaisen pinta-ala on
Lala(QABCD). Kuvassa 4 on esimerkki téllaisesta osituksesta tapauksessa n = 4.

Seuraavaksi piirretdin nelidlle janat AQq, P1Qs, P2Qs ..., P, 2Q,_1, P,_1C. Nyt ne-
li6 on ositettu 2n yhtenevéksi suorakulmaiseksi kolmioksi. Jokaisen kolmion pinta-
ala on puolet suorakulmion pinta-alasta, siis 5 ala(QABCD). Kuvassa 5 on edell

2n
kuvattu ositus, kun n =4 [4, s. 7|. O



Kuva 5: Esimerkki nelion QABC' D osituksesta kahdeksaksi yhtenevéksi suorakul-
maiseksi kolmioksi.

2.1 Monikulmioiden yhteisositettavuus

Jos monikulmioilla {; ja {2 on olemassa ositukset pareittain yhteneviksi monikul-
mioiksi, sanotaan, ettd (1 ja Q9 ovat yhteisositettavissa. Tama siis tarkoittaa, etté
leikkaamalla {; kyseisen osituksensa méaardamiksi monikulmioiksi, monikulmioista
voidaan koota monikulmion {5 osituksen maarddméat monikulmiot. Muodollisem-
min, jos
k k
O1= U Ou ja Qo= U<>2¢ (10)
i=1 i=1
ovat osituksia, missid ¢1; = O kaikilla ¢, niin kaikilla ¢ on sellainen isometria oy,
etta ai(<>1i) = 022'. Siis
k
U @;(Q1i) = Q2. (11)
i=1

|5, s. 29

Kuvassa 6 niytetddn osituksien avulla, miten kaksi monikulmiota ovat yhteisositet-
tavissa.

Jos kaksi monikulmiota ovat yhteisositettavissa, niiden pinta-alat on oltava samat,
silld yhtenevien monikulmioiden pinta-alat ovat samat. My6s kddnteinen tulos on
voimassa, minki toteaa seuraava lause.

Lause 2 (Wallace-Bolyain—Gerwien). Monikulmiot {1 ja Qo ovat yhteisositettavis-
sa, jos nilld on yhtdsuure pinta-ala.



Kuva 6: Suorakulmio Q ABC'D on yhteisositettavissa tasakylkisen kolmion AFFG
kanssa, silla ANABD 2 ABCD 2 AEHG =2 ANHFG.

F

Kuva 7: Kuusikulmion QABCDEF ositus kolmioiksi piirtamaélla lavistajat jérjes-
tyksessi AFE, BE, BD.

Todistus. Aluksi todetaan, ettd mikd tahansa n-kulmio, missid n > 4, voidaan osit-
taa pelkiksi kolmioiksi: n-kulmiolle voidaan piirtdd sellainen sisdinen lavistiji, etta
saadaan sen ositus kolmioksi ja (n —1)-kulmioksi. Sama toistetaan (n— 1)-kulmiolle,
kunnes lavistdja piirretddn nelikulmiolle. Esimerkki edellisestd toimenpiteestd nédy-
tetddn kuvassa 7.

Seuraavaksi ositetaan jokainen edelld saatu kolmio: Nimetaan kolmion AABC' kirjet
sellaisessa jarjestyksessd, ettd voidaan piirtdd kolmiolle sellainen korkeusjana CD,
joka on kolmion sisilld. Olkoon E'F' se janan C'D puolittava jana, ettd C'D 1 EF
ja pisteet E sekd F' ovat kolmion sivuilla.

Janat C'D ja EF osittavat kolmion kahdeksi kolmioksi ja kahdeksi nelikulmioksi.
Kiertdmalla 180 astetta toinen kolmio pisteen E ja toinen kolmio pisteen F' suhteen
saadaan suorakulmio, eli jokainen kolmio on yhteisositettavissa suorakulmion kanssa.
Kuva 8 havainnollistaa toimenpidetta.

Jokainen suorakulmio eli my&s jokainen kolmio on taas yhteisositettavissa sellaisen
suorakulmion kanssa, jonka kannan pituus on vélilli [1,2): Olkoon ¢ mielivaltainen
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Kuva 8: Kolmio AABC on yhteisositettavissa suorakulmion kanssa.

Kuva 9: Suorakulmion $ ABC'D kannan pituuden puolitus.

suorakulmio. Jos suorakulmion ¢ kannan pituus a on vihintddn 2, leikataan ¢ kan-
nan keskinormaalin kohdalta ja siirretddn toinen puolikas toisen péaille. Edellisté
toistetaan kunnes muodostuneen suorakulmion kannan pituus on vililld [1,2). Vas-
taavasti, jos a < 1, toistetaan seuraavaa kunnes saadaan suorakulmio, jonka kannan
pituus on valilla [1,2): Leikataan ¢ korkeuden keskinormaalin kohdalta ja siirretdén
toinen puolikas toisen viereen.

Lopulta saadaan suorakulmio, jonka kannan pituus on vélilla [1, 2), koska jos a € R,
on olemassa sellainen n € Z, ettd 2"a € [1,2]: Jos 2%a = 1, niin x = —log, a ja jos
2%q = 2, niin z = —log, a+ 1. Vililla [— log, a, — log, a+ 1) on jokin kokonaisluku n
ja 2%a on sekd jatkuva ettd aidosti kasvava muuttujan x suhteen. Menetelmét, joilla
suorakulmio uudelleenkootaan suorakulmioksi, jonka kannan pituus on valilli [1, 2),
on esitetty kuvissa 9 ja 10.

Seuraavaksi naytetdén, ettd suorakulmio ¢; = QABCD, jonka kannan pituus |AB)|
on valilla [1,2), on yhteisositettavissa sellaisen suorakulmion ¢, kanssa, jonka kan-
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Kuva 10: Suorakulmion O ABC'D kannan pituuden muuttaminen kaksinkertaiseksi.

nan pituus on 1: Jos |AB| = 1, todetaan, ettd monikulmio on triviaalisti yhteiso-
sitettavissa itsensd kanssa. Jos |AB| > 1, tehddén kuvan 11 konstruktio: Olkoot
P € AB, Q € CD ne pisteet, ettd |AP| = |CQ| = 1. Olkoon [ se suora, jolle P € [
jal L AB.

Koska 1 < |AB| < 2, [ leikkaa janan B(Q pisteessi R. Olkoon A’ se piste, jossa
janojen DA ja BQ madraamat suorat leikkaavat. Lopuksi, olkoon P’ on se suoran [
piste, ettd QAPP'A’ on suorakulmio. Nyt suorakulmiolle {; voidaan tehd& ositus

APBRUABCQUOAPRQD (12)
ja suorakulmiolle 0 APP’ A’ ositus
ADQA"UARP'A"UQAPRQD. (13)
Koska A’P" || CD || AB,
/RBP = /A'QD = /BQC = /RA'P. (14)

Koska lisiksi |PB| = |DQ| = |AB| — 1 ja |CQ| = |A'P'| = 1, kulma-sivu—kulma
-sdannon nojalla voidaan todeta, ettdi APBR = ADQA’' ja ABCQ = ARP'A'.
Koska vield viisikulmio Q APRQD on suorakulmioiden yhteinen osa, QAPP'A" on
kysytty ¢o, joka on yhteisositettavissa suorakulmion {; kanssa.

Nyt siis tiedetddn, ettd miké tahansa monikulmio ¢ voidaan leikata ja koota kol-
mioiksi, joista jokainen voidaan leikata ja koota suorakulmioksi, jonka kannan pi-
tuus on 1. Jos suorakulmiot kootaan paillekkiin, saadaan suorakulmio, jonka kan-
nan pituus on 1 ja joka on yhteisositettavissa monikulmion ¢ kanssa. Erityisesti, jos
monikulmioilla {7 ja {o on yhtdsuuri pinta-ala, ne ovat yhteisositettavissa saman
suorakulmion kanssa.



Kuva 11: Suorakulmio Q ABC'D, jonka kannan pituus on vélilld (1,2), on yhteisosi-
tettavissa suorakulmion QAPP'A" kanssa, |AP| = 1.

Kuva 12: Seitsenkulmion QABCDFEFG kaksi eri ositusta, jotka méirddvit janat
S1, S92, 83, S4 seké janat ry,r3, 3.
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Kuva 13: Seitsenkulmion OABCDEFG ositus, jonka méédrddvit janat
51, 52,53,54,71,73,73.

Kuva 14: Nelion QABC'D ositus neljéksi yhteneviksi suorakulmaiseksi kolmioksi ja
nelioksi, jonka sivun pituus on kateettien pituuksien erotus.

Lopuksi pitdé siis ndyttad, ettd jos Q1 ja O3 sekd Q9 ja O3 ovat yhteisositettavissa,
niin myos Q1 ja Q2 ovat yhteisositettavissa. Olkoot sq, ..., s, sellaiset monikulmion
Q3 sisiiset janat, jotka maarddvit sellaisen osituksen, ettid {3 on yhteisositettavis-
sa monikulmion ¢{; kanssa. Vastaavasti olkoot rq,...,r,, sellaiset monikulmion {3
sisdiset janat, jotka madradvat sellaisen osituksen, ettd {3 on yhteisositettavissa mo-
nikulmion ¢, kanssa.

Talléin janat sq,...,S,,71,...,7, madradvit sellaisen monikulmion {3 osituksen,
ettd (3 on yhteisositettavissa sekd monikulmion ¢, ettd Qo kanssa. Monikulmio {3
voidaan siis leikata sellaisiksi osiksi, joista voidaan koota sekd O ettd o, eli O
voidaan suoraan leikata ja koota monikulmioksi Q5. Kuvissa 12 ja 13 on esimerkki
edelld kuvailluista osituksista [5, s. 29-30] |6].

]
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Kuva 15: Ositetun nelion osat uudelleenkoottuna siten, ettd muodostuu kaksi nelicta,
joiden sivujen pituudet ovat kateettien sivujen pituudet.

2.2  Yhteisositettavuuden sovelluksia

Esimerkki 1. Todistetaan Pythagoraan lause ositusten avulla kiyttden tietoa, etté
yhteisositettavien monikulmioiden pinta-alat ovat samat.

Olkoot suorakulmaisen kolmion A kateettien pituudet a ja b, a < b, ja hypotenuusan
pituus c.

Piirretddn nelio ¢ = QABCD, jonka sivun pituus on c. Ositetaan nelid neljiksi
kolmioksi, jotka ovat yhtenevid kolmion A kanssa: Olkoon P se nelion ¢ sisdinen
piste, ettd |DP| = a ja |C'P| = b. Tall6in sivu-sivu-sivu -séénnon nojalla ACDP =~
A.

Olkoon sitten @) € CP se piste, ettd |BQ| = b. Koska kateettien vastaisten kul-
mien summa on 90°, ZCBQ = ZDCP ja sivu-kulma-sivu -sddnnon nojalla myos
ABCQ = A. Samoin piirretaén janalle BQ se piste R, ettd |[AR| = b ja janalle AR
se piste S, ettd |[DS| = b.

Nyt nelié { on ositettu neljiksi kolmioksi, jotka ovat yhtenevia kolmion /A kanssa,
ja jos b > a, niin keskelle jai nelio O PQRS, jonka sivun pituus on b — a. Ositus on
esitetty kuvassa 14.

Tehddin kolmiolle AASD translaatio 75_4 ja kolmiolle AC'DP translaatio 75_c.
Olkoon S" = 75_4(5) ja P' = 15_¢c(P).

Lopuksi, olkoon T' pisteen S kohtisuora projektio janalle BP’, jolloin saadaan ku-
vassa 15 esitetty konstruktio.

OAP'TS on nelid, jonka sivun pituus on a ja pinta-ala a?. QCPTS’ taas on nelid,
jonka sivun pituus on b ja pinta-ala b%. Koska kuusikulmio

OAP'S'CPS = QAP'TS UOCPTS' (15)
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Kuva 16: Neli6 ositettuna Tangram-paloiksi.

on yhteisositettavissa nelion ¢ kanssa, ja nelion ¢ pinta-ala on ¢?, saadaan
a® 4+ b =2 (16)

Esimerkki 2. Tangram on vanha kiinalainen palapeli, jota kiiytetddn nykyisin var-
sinkin lasten geometrisen hahmottamiskyvyn harjaannuttamisessa ja tutkimisessa

2].

Tangram on nelio, joka on ositettu kuten kuvassa 16, eli seuraaviksi monikulmioiksi,
jos nelion sivun pituus on 1:

e Kahdeksi suorakulmaiseksi tasakylkiseksi kolmioksi, joiden hypotenuusan pi-
tuus on 1.

e Kahdeksi suorakulmaiseksi tasakylkiseksi kolmioksi, joiden hypotenuusan pi-
tuus on %

e Suorakulmaiseksi tasakylkiseksi kolmioksi, jonka hypotenuusan pituus on */75

e Nelioksi, jonka sivun pituus on \/Ti.

V2

e Suunnikkaaksi, jonka viereisten sivujen pituudet ovat % ja ¥, sekd perakkiis-

ten sisdkulmien suuruudet 45° ja 135°.

Tangramin ajatuksena on koota paloista nelio tai jokin muu monikulmio. Kuvissa 18
ja 17 on kaksi esimerkkid Tangram-paloista kootuista konvekseista monikulmioista,
jotka eivat ole yhtenevia.
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Kuva 17: Tangram-paloista koottu suorakulmio, jonka viereisten sivujen pituuksien
suhde on 2 : 1.

Kuva 18: Tangram-paloista koottu symmetrinen viisikulmio, jolla on kolme suoraa
kulmaa.

14



3 Tason R? varittaminen

Funktio f : R? — V, missd V on &érellinen, liittdd jokaiseen pisteeseen (z,y) € R?
jonkin joukon V' alkion. Kun joukon V' alkiot ajatellaan vareiksi, voidaan sanoa, et-
td f on tason R? viritys. Jos taso on jaettu alueisiin, joiden kaikki pisteet saavat
saman virin, tason varitystd voidaan helposti visualisoida kuten kuvassa 19. Erdan-
lainen tapa virittii taso R? ja erityisesti sen yksikkonelio, antaa olennaisen tuloksen
Monskyn lauseen todistamiseen.

3.1 Spernerin lemma

Yleinen Spernerin lemma koskee avaruuden R”™ pisteiden vérittamistd n + 1 vérilla,
missd n € Z,. Lausutaan ja todistetaan vain Spernerin lemman erikoistapaus, jossa
n=2:

Lause 3. Olkoon f : R? — V, missi |V| = 3, seuraavat ehdot toteuttava tason R?
varitys:

o Jokaisella suoralla esiintyy korkeintaan kaksi vdrid.

e f(0,0) # f(0,1) # f(1,0) # f(0,0), eli pisteet (0,0), (0,1) ja (1,0) ovat

ertvarisid.

e Pisteet (0,0) ja (1,1) ovat erivirisid.

Jos yksikkinelio S = [0,1]? ositetaan kolmioiksi, sellaisia kolmioita, jonka jokainen
kdrk: on erivdrinen, on pariton mdadrd.

Jatkossa sovitaan, ettd V = {s, v, p}, missé s tarkoittaa vérid sininen, v véirid vihred
ja p varia punainen.

Todistus. Olkoon R? viritetty lauseen ehtojen mukaisesti. Koska viirien valinta on
mielivaltainen, voidaan olettaa, ettd piste (0,0) on sininen, piste (1,0) on vihred
ja piste (0,1) on punainen. Voidaan siis todistaa lause tdssd tapauksessa ja yleis-
tad todistus mille tahansa ehdot toteutavalle varitykselle. Kuvassa 20 on esimerkki
oletusten mukaisesta yksikkonelion virityksesté.

Olkoon yksikkonelio S ositettu kolmioiksi mielivaltaisesti. Maaritellasn, etta kolmion
sivujana on sinivihred jana, jos sen toinen paatepiste on sininen ja toinen paitepis-
te on vihred, ja méaaritellddn vastaavasti sinipunainen jana sekd punavihred jana.
Maéritelliin myos vastaavasti sininen, vihred ja punainen jana, joiden molemmat
paitepisteet ovat samanvéiriset.

Ensin ndytetddn, ettd yksikkonelion pohjasivulla on pariton maard sinivihreitd ja-
noja: Ehtojen mukaan pohjasivun jokainen piste on joko sininen tai vihred, ja sen
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Kuva 19: Viritys f(z,y) = k, jos zy < 1 ja f(x,y) = h, jos zy > 1. Merkki k
tarkoittaa keltaista ja h harmaata.

padtepisteet ovat eriviriset. Pohjasivulla on ainakin yksi sinivihred jana, silli muu-
ten pohjasivun vasen paatepiste maaraé, ettd jokainen jana on sininen, ja pohjasivun
oikea padtepiste taas méairid, ettd jokainen jana on vihred. Kuvassa 21 demonstroi-
daan edellista ristiriitaa.

Oletetaan sitten, ettd janat si,...,s, ovat pohjasivun sinivihreédt janat. Janan s;
vasemmalla puolella voi olla vain sinisid janoja, janojen s; ja so valissd vain vihreita
janoja ja janojen s, ja sz vilissd taas vain sinisid janoja. Voidaan induktiivisesti
padtelld, etta jos ¢ on pariton, janan s; vasen piadtepiste on sininen ja oikea paétepiste
vihred, ja jos ¢ on parillinen, janan s; vasen paitepiste on vihred ja oikea paitepiste
sininen. Koska lisdksi janan s, oikealla puolella voi olla vain vihreitd janoja, n on
pariton. Esimerkki osituksesta, jossa havainto toteutuu, on kuvassa 22.

Sellaisella osituksen kolmiolla, jonka kaikki kirjet ovat erivirisid, on selvisti aina
vksi sinivihred jana. Milld tahansa muunlaisella kolmiolla, eli sellaisella jolla on
ainakin kaksi samanvéiristd kiarked, on kaksi tai ei yhtddn sinivihredd janaa, siis aina
parillinen maéara.

Nyt voidaan laskea yhteen osituksen jokaisen kolmion sinivihreiden janojen luku-
méadrit kahdella tavalla. Ensin kiiydadn 1dpi jokainen kolmio yksi kerrallaan ja kiy-
tetddn edelld todettuja havaintoja. Jokainen sellainen kolmio, jonka kaikki kérjet
ovat erivirisid, kasvattaa summaa yhdelld, eli tallaiset kolmiot kasvattavat summaa
yvhdessa luvulla m; € N. Kaikki muut kolmiot kasvattavat summaa parillisella lu-
vulla, eli yhteensé luvulla 2ms, my € N. Summa on siis M = my + 2ms.

Toisella tavalla lasketaan jokainen yksikkonelion S sisdinen sinivihred jana kahteen
kertaan ja saadaan siis parillinen luku 2mg, ms € N. Koska yksikkonelion sivuista
vain pohjasivu sisiltda sekd sinisid ettd vihreitd pisteita, lisdtadn edelliseen pohja-
sivun sinivihreiden janojen lukumaéiré, minka todistettiin olevan jokin pariton luku
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09 L] L[] L] [ ] ° ° o o o [ ]
08 ® L] L] [ ] ° ° o o o [
07 L] L] (] [ ] ° ° o o o o
0.6 ° ° ° L] L] L] L[] L] L] [ ]
05 L] L] ° [ ] ° [ ] [ ] ° [ ] [ ]
04 L] L] ° L] L] L] L] ° L] L]
03 [ ] [ ] [ ] ° ° ° o ° ° o
02 [ ] ° ° ° ° ° ° ° [ ) [ )
0.1 [ ] [ ] [ ] ° ° ° o o o o

Kuva 20: Esimerkki Lauseen 3 ehdot tayttavistd virityksesta % yksikon vélein.

° [ ] ° o L] [ ] ° ° 4
(J ° ° L] L] [ ] ° o,
] [ ] ° ° ° [ ] ° 1

L] ° [ ] ® [ ] ° 4
L] ° L] ° ° L] L) L]
L] ° (] o o () o y
o ° (] [ ] ° (] o L]
° ° ° ° ° [ L] o 1

Kuva 21: Ei sinivihreitd janoja pohjasivulla: ristiriita.
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[ [ ] [ ] L] ° o
L o L] L] L] L] L
q L] L] L] ° L]
q ° L] L] L] o o
q ° [ ] ] [ ]

q L] L L] L] L] L]
q ° [ ] CJ L] o
q o o ] L] ° o
q L] ° d L] L

Kuva 22: Pohjasivulla pariton m&ara sinivihreitd janoja.

2my4 + 1, my € N. Summaksi saadaan siis pariton luku

M:2m3+2m4—|—1 :2(m3—|—m4)+1 (17)

Lopuksi pitdd niyttad, ettd m; eli sellaisten kolmioiden lukumééra, jonka jokainen
kérki on erivirinen, on pariton. Saadaan yhtélo

my + 2mg = 2(mg + my) + 1, (18)

josta my ratkaistaan:
my = 2(ms +my) + 1 —2mg = 2(m3 + mg — msy) + 1, (19)
siis my on pariton [4, s. 6-7]. O

4 Kunnan arvotus

4.1 Kunnat Q ja R

Edellisen varityksiin liittyvan tuloksen lisdksi Monskyn lauseen todistus vaatii pe-
rusteet ylittavaa tietoa arvotuksista. Kerrataan ensin kunnan méaritelma:

Maaritelma 1. Olkoon K joukko, ja olkoot a,b, ¢ € K mielivaltaisia. K varustet-
tuna operaatioilla + ja - on kunta, jos seuraavat ehdot toteutuvat:
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K1) a+0€ K jaabe K;

K2) a+b=0+aja ab= ba;

(K1)
(K2)
(K3) (a+b)+c=a+ (b+c)ja (ab)c = a(be);
(K4) a(b+c) = ab+ ac;

(K5)

K5) joukossa K on nolla-alkio 0 ja ykkdsalkio 1 # 0, joille 0 + a = la = a;

(K6) joukossa K on sellainen alkio —a, jolle —a+a = 0, ja jos d € K\{0}, joukossa
K on sellainen alkio d™!, jolle d™'d =119, s. 1].

Vahvistetaan, ettd rationaalilukujen joukko QQ varustettuna tavallisella yhteen-ja
kertolaskulla on kunta. Olkoot 3, < ? € Q mielivaltaisia, siis a,c,e € Z ja b,d, f €

7\{0}. -

=5 Ja g § =45 ad+beac € Z ja bd € Z\{0}.

c _ac _ ca

+
a 4 ¢ _ adtbc _ betad _ ¢ 4 a i a0, C <.
(K2) bt da= d — W —dateR v dT kT @~ d

e

(K3) (549 +5 =5+ = e =+ =+ G+ a9 5=
C

ace a ce a ( c € )

€ —_
bd f — bdf — b df b

):Q.Cf+d€_acf+ad€_ﬂ+aie_a.£+2.
d b

b df bdf bdf bdf — b

~|®

(K5) Luonnollinen luku 0 on nolla-alkio ja luonnollinen luku 1 on ykkosalkio.
(K6) 32+ ¢ == =2 =0jajos £ #0,niin 2.4 =% —1.
On hyvin tunnettua, ettd reaalilukujen joukko R toteuttaa kaikki ehdot yhteen-ja

kertolaskun suhteen.

4.2 Arvotuksen mairitelmé ja ominaisuuksia

Maaritelladn arvotus eli valuaatio seuraavasti:

Masritelmi 2. Funktio v : K — R, missd (K, +,-) on kunta, on arvotus jos se
toteuttaa seuraavat ehdot:

(V1) v(0) =0 ja v(a) > 0 jos a # 0;

(V3) v(a+0b) <wv(a)+v(b).
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Esimerkki 3. Reaalilukujen itseisarvo

x, josx >0
al = o)
, Jos x <0,

on arvotus:

(V1) 0] =0 ja |z| > 0 jos x # 0, silld negatiivisen luvun vastaluku on positiivinen.

(V2) Jos z = 0 tai y = 0, saadaan |zy| = 0 = |z||y|. Jos a,b > 0, saadaan
|zy| = zy = |z| ly|. Muutoin saadaan |zy| = —zy = x(—y) = |z||y|-

(V3) Jos y = 0, saadaan |z + y| = |z| = |z| + |y|, ja jos o = 0, saadaan |z +y| =
ly| = |z|+|y|. Jos z,y > 0, saadaan |z +y| =z +y = |z|+ |y|, ja jos z,y <0,
saadaan |x + y| = —x —y = |z|+|y|- Jos = ja y ovat erimerkkiset ja x +y = 0,
saadaan |z +y| = 0 < |z| + |y|- Jos x > 0, y < 0 ja x +y > 0, saadaan
le+yl=x+y=|z|— |yl <|z|+|y|. Josz >0,y <0jaz+y <0, saadaan
|z +y| = —x—y=—|z|+|y| <|z|+ |y|.- Tapaukset, joissa z < 0, y > 0 ja
x +y # 0 osoitetaan kuten kahdessa edellisessé vaiheessa.

Esimerkki 4. My6s funktio v : K — R,

_J 0, josz=0
U(x)_{l, jos x #£ 0,

on arvotus, jota kutsutaan triviaaliksi arvotukseksi:

(V1) v(0) =0jawv(a) =1>0jos a#0.
(V2) Jos a =0 tai b =0, v(ab) =0 = v(a)v(b). Jos a,b # 0, v(ab) =1 = v(a)v(b).

(V3) Josa=b=0,v(a+b) =0=v(a)+v(b). Muutoin v(a+b) < 1 < v(a)+v(b).
Kaikilla arvotuksilla v : K — R on seuraavia ominaisuuksia:

(i) v(1) =1, silld v(1) = v(1-1) = v(1)? ja v(1) > 0.

(ii) v(—z) = v(z) kaikilla x € K: Ensin saadaan v(—z) = v(—1-x) = v(—1)v(z)
ja ratkaistaan v(—1). v(—=1)v(=1) = v(—=1-(=1)) = v(1) joten v(—1) = =+1,
mutta v el saa negatiivisia arvoja.

(iii) v(z™) = v(z)™! kaikilla x # 0: Ensin saadaan v(z ™ ')v(z) = v(z7'z) = 1.

Jakamalla puolittain saadaan v(z~') = v(lx) =v(z)"h

(iv) Jos v(z) > 1, niin v(z™!) < 1: Kohdan (iii) nojalla v(z™') = v(z)~'. Jos
v(z) > 1, niin v(x)™' < 1[4, s. 2-3] [9, s. 15-16].
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4.3 Arvotus jarjestettyyn Abelin ryhmaan

Edelld méaritelty perinteinen arvotus ei ole riittdvd Monskyn lauseen todistamista
varten. Tarvittavan arvotuksen maéérittelemiseksi tutkitaan ryhméteoriaa.
Joukko G on Abelin eli kommutatiivinen ryhmé binddrioperaation - suhteen, jos

kaikilla a, b, c € G:

Al) ab € G,

(ab)e = afbe);

)
A2)
3) ab =
)
)

o=

A4) joukossa G on ykkosalkio 1, eli 1la = a;

(
(
(
(
(

A5) alkiolla a on kiénteisalkio a™ € G, eli a”'a =1 [11, s. 40].

Selvasti kunnat ovat Abelin ryhmia operaation + suhteen. Sekid reaaliluvut ettd
rationaaliluvut varustettuna yhteenlaskulla ovat siis Abelin ryhmia.

Positiivisten reaalilukujen joukko R, taas on Abelin ryhméi kertolaskun suhteen,
koska luvun 0 puuttumisen johdosta kaikilla alkioilla on kéinteis- eli vasta-alkio.
Abelin ryhmé (R, , -) on erityisesti erds jarjestetty Abelin ryhmd, jotka maaritelladin
seuraavasti:

Maaritelma 3. Abelin ryhmé (G, ) on jirjestetty Abelin ryhmé totaalisen jérjes-
tysrelaation < suhteen, jos kaikilla a,b,c € GG

a<b = ca<ch. (20)
Totaalinen eli lineaarinen jarjestys < on relaatio, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

(i) jos a <bjab<c, niin a < ¢

(ii) tarkalleen yksi seuraavista on totta: a < b, b < a tai a = b [3, s. 62].

Merkintd a < b tunnetusti tarkoittaa, ettd joko a = b tai a < b.

Abelin ryhmiét (R, +), (Q,+) ja (R4, ) ovat kaikki jirjestettyjd tavanoimaisen “pie-
nempi kuin” -relaation < suhteen.

Jéarjestettyihin Abelin ryhmiin G voidaan unionilla liittda sellainen alkio 0 ¢ G, etté
0a = 0 kaikilla « € GU {0} ja 0 < a kaikilla a € G. Edell4 mainituista jarjestetyisté
Abelin ryhmistd reaaliluku 0 voidaan liittd4 talld tavoin vain ryhméan (R, ), silld
0 siséltyy jo ryhmiin (R, +) ja (Q,+) [4, s. 3].
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4.4 Epaarkhimedinen arvotus

Nyt voidaan méaaritelld epdarkhimedinen eli ultrametrinen arvotus:

Maaritelmi 4. Olkoot (K, +, *) kunta ja (G, -, <) jarjestetty Abelin ryhmé. Funk-
tio v : K — G U {0} on kunnan K epdarkhimedinen arvotus ryhmédn G jos se
toteuttaa seuraavat ehdot kaikilla a,b € K:

(V1) v(0) =0ja 0 < v(a) jos a # 0;

(V2) v(a*b) = v(a)v(b);

(V3") v(a+b) <max(v(a),v(b)).

Esimerkki 5. Ttseisarvo ei ole epdarkhimedinen, silld esimerkiksi
1+1]=2>1=|1]. (21)

Toisin sanottuna itseisarvo on arkhimedinen arvotus [4, s. 2-3] 9, s. 15].

Epédarkhimedisilla arvotuksilla on seuraava ominaisuus, jota kutsutaan dominointi-
periaatteeksi tai tasakylkisen kolmion periaatteeksi:

Lause 4. Olkoon v epdarkhimedinen kunnan K arvotus. Jos aq, ..., a, ovat sellaiset
kunnan K alkiot, etti v(ay) > v(a;) katkilla i = 2,...,n, niin
U<Zai) = v(ay). (22)
i=1

Todistus. Oletetaan, ettd v(a;) > wv(a;) kaikilla i = 2,...,n. Kéyttdmaillad ehtoa
(V3’) saadaan ketju

v(az + -+ an) < max(v(ag),v(as + -+ ay))
< max(v(ag),v(as),v(as + -+ + ap))

Néytetdéan sitten, ettd jos v(a) < v(b), niin v(a + b) = v(b): Ensinnékin

v(b) =v(—a+a+b) < max(v(a+b),v(a)). (24)
Siis jos v(a) < v(b), niin v(b) < v(a +b).
Toisaalta talloin myos

v(a+b) < max(v(a),v(b)) = v(b). (25)
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Koska v(b) < v(a+b) ja v(a+b) < v(b), niin v(a + b) = v(b).

Jos valitaan a = ag + - - - + a, ja b = ay, niin epdyhtilosta (23) saadaan v(a) < v(b)
ja siis
U(Z%‘) =v(a+b) =v(b) =v(a). (26)

i=1

]

Nimitys tasakylkisen kolmion periaate tulee ajatuksesta, ettd dominointiperiaatteen
mukaan kaikki kunnan K “kolmiot” ovat tasakylkisid epdarkhimedisen arvotuksen
v suhteen. Erityisesti, jokaisella kolmiolla on aina vidhintddn kaksi "pisintd” sivua:
Tehd&én vastaoletus, ettd kolmiolla on tarkalleen yksi pisin sivu eli v(a—b) > v(b—c)
jav(a—0b) > v(c—a), missd a,b,c € K ovat kolmion eri kirkipisteet. T&ll6in

va—b)=vl@—-b+b—c+c—a)=v(0)=0>v(b—c), (27)

miks on ristiriidassa ehdon Vz € (G : 0 < x kanssa. Kolmiolla on siis ainakin kaksi
pisintd sivua [4, s. 3-4] [9, s. 19-20].

4.5 p-adinen arvotus

Tulevassa méadritelméssi tarvitaan seuraavaa aputulosta:

Lemma 1. Olkoot ¢ € Q\{0} mielivaltainen rationaaliluku ja p € P mielivaltainen
alkuluku. Jos

m
g=p"-—, (28)
mgy

missd n € Z, my, mg € Z\{0} ja ptmima, niin n on yksikdsitteinen.

Todistus. Olkoon ¢ > 0 rationaaliluku. Luku ¢ voidaan siis kirjoittaa muodossa
q= %’ missi ki, ke € Z, ja syt(ky, ko) = 1.

Aritmetiikan peruslauseen nojalla kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k on yksika-
sitteinen kanoninen esitys

J
k= Hpini7 (29)
=1

misséd p1, pa, . . ., p; ovat ne alkuluvut, joille p; | k, ja n; € Z kaikillai =1,2,...,;
[12, s. 82].
Kirjoitetaan ¢ nyt kiyttden lukujen k; ja ko kanonisia esityksia:

ng n

ke op™Mpa" . p
;nl,

- 3. ’ /
/N / N
k2 pi™p) RERRY ST

q (30)
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Jos P 'f klkg, voidaan klI‘JOll taa
k
(!

— 02 31
1= (31)

eli n = 0 on yksikéisitteinen luvun n arvo (muilla luvun p potensseilla osoittaja tai
nimitt&ja on jaollinen luvulla p).

Jos p | ki1ka, joko p | ki tai p | ko, silld valittiin, ettd syt(kq, ko) = 1.

Jos p | ki, niin p = p; jollakin ¢ = 1,2,...,j. Siirtamé&lla p™ osamddrdn eteen
saadaan )/
s 1 pnl
Q=P = (32)
2
missd n; € Zy ja p1 kiks/p™.
Jos p | ko, niin p = p. jollakin ¢ = 1,2,...,7'. Siirtdmalla p~™ osaméérin eteen
saadaan k
e 1
q=p g 33
Ry (33)

missid —n; € Z_ ja ptkiky/p™.

Jos eksponentti n on yksikésitteinen rationaaliluvulla ¢ > 0, niin se on my0s yksi-
késitteinen rationaaliluvulla —gq, silli esityksessa

n —u

(34)

mao

—my € Z\{0} ja pt —m,. Koska kaikki negatiiviset rationaaliluvut ovat muotoa —g,
yksikéasitteisyys on osoitettu kaikille nollasta eroaville rationaaliluvuille. O

Nyt méiritellddin seuraava epidarkhimedinen arvotus:

Maaritelma 5. Kiinnitetdan alkuluku p. Rationaalilukujen p-adinen arvotus on
funktio |- |, : Q@ — Ry U {0}, jolle

g, = 0, josq=20
W=\ p, josq#0,

missid n € Z on se yksikasitteinen kokonaisluku, ettd

ma
—pn. L 35
a=p" (35)

missi my, mg € Z\{0} ovat sellaisia kokonaislukuja, ettd p { mima [4, s. 2] [9, s. 17].

Téssé p-adisen arvotuksen | - | , imi tulee siitd, ettd se on luonnollinen tapa antaa
arvotus p-adisille luvuille Q,. p-adinen luku ¢ € Q, on muotoa

o0

q= Z a;p’, (36)

i=k
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missd k € Z ja a; € {0,1,...,p— 1} kaikilla q.
Téassa p-adisten lukujen arvotuksen arvo voidaan antaa seuraavasti:
lql, = { O Josa =0
p", jos ¢ # 0,
missd n = min{i > k| a; # 0}. Jos siis ¢ kirjoitetaan muodossa
g=...a100,0_1 ...Q, (37)
niin n on oikeanpuoleisimman nollasta eroavan numeron indeksi [9, s. 35|.

Todetaan uudestaan ja osoitetaan seuraava viite:

Lemma 2. ||, : Q — R U{0} on epdarkhimedinen arvotus.

Todistus. (V1) Suoraan mééritelméstd saadaan [0], = 0. Jos ¢ # 0, niin [q|, = p™",

missd p € Z, jan € Z. Siis p7" € R,.

(Vf’) Jos ¢ = 0 tai r = 0, niin |gr|, = |0], = [q], |r[,. Jos ¢,r # 0, niin luvulla ¢ on
esitys

m
g=p"— (38)
mo
ja luvulla r esitys
W My (39)
r = . —_
p m/27

joissa n,n' € Z ovat yksikésitteiset, my, ma, m}, my € Z\{0}, ja p { myma, p ¥ mim}.
Talloin

/ mlm/ ]
|q7‘\p= pn+n _m m/l =p n—mn (40)
2 21p
ja
mq ’ m/ _ o !
Iql,,lr\,,*p”-ﬁ2 ”E,l =p "p" =p V" =gr], (41)
p 21p

(V3) Jos ¢ = 0, saadaan max(|ql,,|r|,) = max(0,[r[,) = [r[, = [¢+ 7|, Sym-
metrisesti saadaan max(|q|,, |r|,) = max(|q|,,0) = |g|, = |g+r|,, kun r = 0. Jos
q,r # 0, olkoon luvulla ¢ esitys (38) ja luvulla r esitys (39). Koska ¢ +r = r + ¢,
riittdd osoittaa ehdon toteutuminen tapauksessa n > n':

'

m, "m! , “'myiml —mim / ’
|q+r|p:’p LAl U S
my |, P mamy p
< max(p_",p_nl) = maX(‘CI‘p ) M;»)» (42)

silli osoittaja p"~"'mym} — m)ms on nollasta eroava kokonaisluku, joka ei ole jaol-
linen luvulla p [4, s. 2] 9, s. 17-18]. O

Viimeistd tulosta varten tarvitaan seuraavaa lausetta, jota ei todisteta:
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Lause 5 (Chevalley). Olkoon v kunnan F epdarkhimedinen arvotus jdrjestettyyn
renkaaseen (R,+,-), jonka ryhmd (R,-) on jaollinen. Tdlldin v voidaan laajentaa
kunnan K laajennuskuntaan L [4, s. 4-5].

Rengas on kunta ilman kommutatiivisuus-ja kidnteisalkioehtoja [11, s. 108|.
Ei-negatiivisten reaalilukujen joukko R, U {0} on siis rengas. Liséksi (R, U {0}, ")
on jaollinen ryhmaé eli kaikilla z € R, U {0} z = y" jollakin y € R, U{0} jan € Z,
8, s. 48].

Koska R on kunnan Q laajennuskunta, p-adinen arvotus voidaan siis laajentaa re-
aaliluvuille. Nyt seuraavan lauseen todistus on suoraviivainen:

Lause 6. On olemassa sellainen kunnan R epdarkhimedinen arvotus v johonkin
jarjestettyyn Abelin ryhmddn, ettd

1

v<§> > 1. (43)

Todistus. Jos v on reaaliluvuille laajennettu 2-adinen arvotus |- |, : R — R, U {0},
niin

—2 U =2>1. (44)
2 2

[4, s. 4] n

’ 1

= 2—1.1
1

5 Monskyn lause

Nyt voidaan todistaa Monskyn lause:

Lause 7 (Monsky). Fi ole olemassa sellaista nelion ositusta parittomaksi madraksi
kolmioita, ettd jokaisella kolmiolla on sama pinta-ala.

Todistus. Voidaan selviisti ensin todistaa lause yksikkéneliolle S = [0, 1)? ja yleistéa
sitten tulos kaikille tason R? nelidille koosta ja orientaatiosta riippumatta.

Olkoon F : R? — {s,v,p} seuraava 2-adisen arvotuksen avulla méiritetty viritys:
s, jos fal, <1 jalyl, <1

F(z,y) =4 v, jos |z|, >yl, ja |z|, >1
p, Jos ‘x’2 < ’3/‘2 Ja |y‘2 >1

Viritys F on hyvinméiritelty eli se miirii jokaiselle pisteelle (x,y) € R? yksiki-
sitteisen vérin: jos |z], < 1 ja |y|, < 1, niin ndhdd4n suoraan, ettd F(z,y) = s.
Muutoin oletetaan, ettd |z|, > 1 tai |y[, > 1. Jos |z|, > |y|,, niin F(z,y) = v. Jos
taas |z|, < |yl,, niin F(z,y) = s.

Lopuksi osoitetaan kaksi lemmaa véritykseen F liittyen:
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Kuva 23: Esimerkki kolmiosta ja suorakulmiosta, joiden viliin jia kolme suorakul-
maista kolmiota.

Lemma 3. Jos tason R? kolmion N\ = ANABC kaikki kirkipisteet ovat erivirisid
varityksen F suhteen, niin kolmion A pinta-ala ei ole %, missd k on pariton koko-
naisluku.

Todistus. Johdetaan kaava kolmion A pinta-alalle, kun kolmion kirkipisteiden koor-
dinaatit ovat (a,b), (c,d) ja (e, f). Piirretdéin pienin sellainen suorakulmio, etti sen
sivut ovat akselien suuntaiset ja A on sen sisélla.

Useimmissa tapauksissa suorakulmion sisdinen ja kolmion ulkopuolinen alue jakau-
tuu korkeintaan kolmeksi suorakulmaiseksi kolmioksi kuten kuvassa 23. Suorakul-
maisten kolmioiden kateetit ovat akselien suuntaiset, joten niiden pituudet ja si-
ten kolmioiden pinta-alat voidaan helposti laskea. Kolmion A pinta-ala saadaan
vihentdmalld suorakulmion pinta-alasta suorakulmaisten kolmioiden pinta-alat (jos
suorakulmaisia kolmioita on vihemmén kuin kolme, voidaan ajatella, ettd saadaan
suorakulmaisia kolmioita, joiden pinta-ala on 0):

ala(A) = (e —c)(b—f) — %[(a —c)b—d)+(e—c)(d—f)+(e—a)(b—[)]

:eb—ef—cb+cf—%(—ad—cb—i—ed—ef+cf+eb—ef+af)
%(ad—af—ircf—cb—i—eb—ed). (45)

Kolmion A ala voidaan siis kirjoittaa my6s muodossa

ala(AN) =

N —
~

1
1 (46)
1

o o



e, f)

(¢,d)

Kuva 24: Esimerkki kolmion ja suorakulmion vilisen alueen jakamisesta kolmioiksi.

Oletetaan nyt, ettd A on sellainen tylppakulmainen kolmio, jonka tylppa kérki (e, f)
on keskimméinen kéirki molemmilla akseleilla eli e # min(a,c,e), e # max(a,c,e),
f # min(b,d, f) ja f # max(b,d, f). Nyt suorakulmion sisiiset ja kolmion A ul-
kopuoliset alueet eivit kaikki ole kolmioita. Voidaan kuitenkin jakaa suorakulmion
sisdinen ja kolmion A ulkopuolinen alue kolmeksi kolmioksi kuten kuvassa 24. Kol-
mioiden korkeus ja kanta ovat taas akselien suuntaisia, joten saadaan laskettua kol-
mion A pinta-alaksi

ala(AN) = (a—c)(b—d) — %[(a —o)b—d)+(a—c)(f —d)+ (a—e)(b—d)]
:%(ad—af—i-cf—cb—l—eb—ed), (47)

mikd on sama kuin edellisessa tapauksessa.

Koska determinantin (46) kahden rivin paikkojen vaihtaminen voi korkeintaan muut-
taa determinantin etumerkkis, kolmion A pinta-ala on aina muotoa

ala(N) =+

N | —
DO O

~- T

1
1 (48)
1

riippumatta siitd, missé jarjestyksessa kolmion kérkipisteet valitaan.

Olkoot (v, Yy), (Tp,Yp), ja (xs,ys) kolmion A eriviiriset kirkipisteet, joiden indeksit
kertovat pisteen virin. Tutkitaan determinantin tulojen 2-adisia arvotuksia kolmion
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pinta-alan kaavassa

1|7 Y 1
ala(A) = j:§ T, Yp 1. (49)
Ts Ys 1

Suurin arvotus on tulolla z,y,; tdmé voidaan todeta vertaamalla sen arvotusta mui-
den tulojen arvotuksiin kdyttdmaélla varityksen F' sddntija ja arvotuksen ominai-
suuksia:

g |$v|2 |yp|2 > |$v|2 |ys’27 silla |yp|2 > 1> |y5|2-

‘xv‘z ‘yp|2 > ’pr ’yv|2> silld ’mvb > ’yvb Ja ‘ypb > ’mp‘?

|xv|2 |yp|2 > |xs]2 |yv’27 silla ‘xv‘Q > ‘%‘2 ja |yp|2 >1> |x8|2'

|$v|2 |yp|2 > |xp|2 |ys|2> silla |$v|2 >1> |ys|2 ja |?/p|2 > |$p|2-

|xv|2 |yp|2 > ’558’2 |yp|2> silld ’va >1> ’133’2-

Nyt dominointiperiaatetta kiyttien saadaan

2 ala(D)], = £, - yp’g = |2y, |yp‘2 > 1. (50)

Tehd&én vastaoletus; ala(A) = %, missi n on pariton. Talloin

1 1 1
n

1 <|2-ala(D)], = :2-1:2, (51)

- |2|2

‘ 2
2

2

mika on ristiriita. O

Lopuksi pitdé osoittaa, ettd Spernerin lemmaa voidaan kiyttéia:

Lemma 4. Viritys F' toteuttaa lauseen 3 ehdot.
Todistus. Kiydaédn lapi lemman kolme ehtoa:

e Tehdiin vastaoletus, etté jollakin tason R? suoralla on eriviriset pisteet P, P,
ja P,. Voidaan ajatella, ettd pisteet muodostavat kolmion A, jonka pinta-ala
on 0. Lemman 3 nojalla

1< 12+ ala(A)], = [2- 0], =0, (52)
miks on ristiriita.

e Koska [0|, = 0 ja [1|, = 1, saadaan pisteille (0,0), (0,1) ja (1,0) eri vérit
F(0,0) = s, F(0,1) =pja F(1,0) = v.

o F(1,1) =, joten F(0,0) # F(1,1).
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]

Oletetaan nyt, etti viirityksen F' mukaan véritetty yksikkonelio [0,1]? on ositettu
k kolmioksi, joilla on yhtdsuuri pinta-ala ja k > 3 on pariton. Koska yksikkonelion

pinta-ala on 1, jokaisen kolmion pinta-ala on %

Spernerin lemman 3 nojalla ainakin yhdelld osituksen kolmioista on erivériset kér-
kipisteet. Lemman 3 nojalla téllaisen kolmion pinta-ala ei voi olla % T&amé on risti-
riidassa sen kanssa, etté jokaisen osituksen kolmion pinta-ala on ; [4, s. 8] [10]. O

Todistuksesta huomataan, ettd ilman lausetta 5 viite tulee todistettua tapauksille,
joissa kolmioiden kirkipisteilld on rationaaliset koordinaatit. Olisi epéintuitiivista
mutta mahdollista, ettd véite ei olisi voimassa irrationaalisilla koordinaateilla.

Monsky itse asiassa todisti samalla seuraavan vahvemman tuloksen: Jos yksikkone-
li6 ositetaan m kolmioksi, joiden pinta-alat ovat A;, A, ..., A,,, niin on olemassa
sellainen kokonaislukukertoiminen polynomi f(z) € Z[z], etti f(A;) = 1 kaikilla

=3
i=1,2,...,m[10].

Monskyn lause seuraa edellisestd tuloksesta: Jos m on pariton ja A; = % kaikilla 7,
n

niin kaikilla p(z) € Z[z] p(%) = missd n € Z ja k € N. Koska m on pariton,

g
lukua - ei voida supistaa muotoon %
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