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1 Johdanto

Pythagoraan lause on tuttu monelle jo peruskoulusta. Lauseen mukaan jokaisessa
suorakulmaisessa kolmiossa hypotenuusan ¢ nelié on yhta suuri kuin kateettien a ja
b nelididen summa. Témé kirjoitetaan muodossa a? +b? = ¢?. Pythagoraan lauseelle
on esitetty useita erilaisia todistuksia. Myos lauseen kaanteislauseelle on esitetty
todistus: Eukleides (n. 300 eaa) todisti, ettd kolmio, jonka sivut a, b ja ¢ toteuttavat
yhtélon

a? + b2 =2,

on oltava suorakulmainen kolmio.

b 90°

Kuva 1: Pythagoraan lauseen havainnollistus.

Positiiviset kokonaisluvut a, b ja c joille pitee a? + b?> = ¢? kutsutaan Pythago-
raan kolmikoksi. Pythagoraan kolmikoiden etsiminen, on siis sama asia kuin sellais-
ten suorakulmaisten kolmioiden etsiminen, joiden sivujen pituudet ovat kokonais-
lukuja. Pienin mahdollinen Pythagoraan kolmikko hyponetuusan pituuden suhteen
on (3,4,5), silla

3%+ 4% = 5 = 25.

Tassé tutkielmassa tutkitaan Pythagoraan kolmikoita generoivia kaavoja ja nii-
den ominaisuuksia. Luvussa 2 todistetaan Eukleideen generoiva kaava, Pythagoraan
kaava, Platonin kaava sekd Fibonaccin kaava. Tutkielman toisessa osassa, luvussa 3,
tarkastellaan Pythagoraan kolmikoiden taustalla olevia lukuteoreettisia rakenteita.
Keskeisessé roolissa ovat Gaussin kokonaisluvut sekéd Fermat'n kahden nelion lause.



Tyossé padldhteend on lahde [6], jonka pohjalta on Eukleideen todistus, Gaussin
kokonaisluvut sekd Fermat'n kahden nelion lause. Eukleideen generoivaa kaavaa on
tarkasteltu myos lahteestd [7]. Fibonaccin kaavaa on tutkittu lihteessd [2]. Seké
Pythagoraan etta Platonin generoivia kaavoja on tarkasteltu lahteen [I] pohjalta ja
luku 3 on rakennettu lihteen [4] avulla.

2 Kolmikoita generoivia kaavoja

2.1 Eukleideen kaava

Eukleideen kaavalla voidaan muodostaa Pythagoraan kolmikoita misté tahansa kah-
desta positiivisesta kokonaisluvusta u ja v. Eukleideen kaavan mukaan kaikki primi-
tiiviset Pythagoraan kolmikot (a, b, ), joissa b on parillinen, saadaan yhtélosté

a=u®>—v% b=2uv, c=u®+0°

missd u > v ja u ja v ovat keskendén suhteellisia alkulukuja. Primitiivinen kolmikko
tarkoittaa sitd, ettd luvut ovat keskendan suhteellisia alkulukuja eli niiden suurin
yhteinen tekija on 1. Siis syt(a, b, c) = 1. Térked ominaisuus on se, ettd toinen lu-
vuista u tai v on parillinen ja toinen pariton.

Lauseessa (1] todistetaan, ettd Eukleideen kaava generoi kaikki primitiiviset Pytha-
goraan kolmikot. Kaava ei kuitenkaan tuota kaikkia olemassa olevia kolmikoita [7].
Esimerkiksi kolmikkoa (9,12, 15) ei voida muodostaa Eukleideen menetelmélld, sil-
14 se el ole primitiivinen. Jotta myos ndma jaljelle jaavat, ei-primitiiviset, kolmikot
voidaan muodostaa, taytyy kaavaan lisatéd jokin kokonaisluku k. Téalloin kaava

a = k(u* —v?), b=k(uv), c= k(u*+v?),

missd u, v ja k ovat positiivisia kokonaislukuja, u > v, sekéd u ja v ovat keskenadn
suhteellisia ja eri pariteettia, tuottaa yksiselitteisesti kaikki Pythagoraan kolmikot.

Lause 1. Yhtdilon a® + b* = 2, ratkaisu, joka toteuttaa ehdot
a,b,c> 0, syt(a,b) =1 ja 2 |b,
on
a=u®>—v% b=2uw, c=u*+1%
missd u,v ovat kokonaislukuja ja eri pariteettia sekd syt(u,v) =1 ja u > v > 0.

Todistus. Ks. [0l lause 225] Oletetaan, etté (a, b, ¢) on Pythagoraan kolmikko siten,
etta
a>+b*=c* a,b,c>0, syt(a,b) =1ja2|b.

Koska 2 | b ja syt(a,b) = 1, niin a ja ¢ ovat parittomia ja syt(a,c) = 1. Télléin luvut

c+a . c—a
a
2 1t T




ovat kokonaislukuja ja

ct+a c—a
t =1.

(5450
Yhtilostd a? + b? = ¢? seuraa, etti

b\ > _(cta c—a

2) U 2 2 )
Koska oikean puolen tekijat ovat keskendén suhteellisia alkulukuja, niiden taytyy
molempien olla nelidita. Siis

c+a —
_— u27 C a g ”U27
2 2
missé,
u>0, v>0, u>wv, syt(u,v)=1.
Lisaksi

u+v=u’+0v*=c=1 (mod 2),

eli u ja v ovat eri pariteettia. Niin saatiin luvun @ muodoksi v?—v?, luvun b muodoksi
2uv ja luvun ¢ muodoksi u? + v

Seuraavaksi oletetaan, ettd u ja v ovat positiivisia kokonaislukuja, jotka ovat
keskenaan suhteellisia alkulukuja ja joilla on eri pariteetti. Télloin

a® + b = (u¥ — v+ 2uv)? = (v® +0?)? = &,
ja
a>0,0>0,¢>0,2]|b.
Jos (a,b) = d, niin d | ¢, ja siis
dla=u®>—v? d|c=u*+0%
Koska ¢ + a sekd ¢ — a ovat molemmat jaollisia luvulla d, tasta seuraa
d|2u? d|2v°.

Koska syt(u,v) = 1, tdytyy luvun d olla 1 tai 2 ja jalkimmaéinen vaihtoehto suljetaan
pois, koska a on pariton. Siis syt(a,b) = 1. Lopuksi, jos a ja ¢ ovat annettuja, niin u?,
v? ja siten myds u ja v, joten jokaista primitiivistd Pythagoraan kolmikkoa (a, b, c)
kohden on olemassa yksikésitteinen pari (u,v).

Néin on osoitettu, ettd kaikki primitiiviset Pythagoraan kolmikot, joissa b on

parillinen, ovat tdsmélleen muotoa

a=u®>—v% b=2uv, c=u®+0%



2.2 Pythagoraan kaava

Seuraavaksi esitetddn Pythagoraan kaava Pythagoraan kolmikoiden generoimiseksi.

Lause 2. Jos n > 3 pariton kokonaisluku ja mddaritetadn

a=n,
21

h="
2
n?+1

c= ,
2

niin (a,b, c) on Pythagoraan kolmikko.

Todistus. Olkoot a =n, b= n22_1, c= n22+1'

Lasketaan
2 2
a’?+ b =n+ w1
2
2+n4—2n2—|—1 4n* +n* —2n% +1
=N =
4 4
nf42m2 41 (2412 [(n24+1\°
= = = :C
4 4 2
Siis

a’ + b =2
O]

On kuitenkin huomioitava, ettd Pythagoraan menetelméa ei muodosta kaikkia
Pythagoraan kolmikoita, vaan se on erikoistapaus Eukleideen kaavasta. Eukleideen
kaavassa u ja v ovat mielivaltaisia kokonaislukuja, joille patee v > v ja syt(u,v) = 1.
Pythagoraan kaavassa a > 3 on pariton kokonaisluku. Lisédksi ¢ — b on aina 1,
silld bl — 2=l — 1 Kaava tuottaa siis vain kolmikoita, joissa hypotenuusan ja

2 2
pidemman kateetin pituuksien erotus on 1.

2.3 Platonin kaava

Platonin generoiva kaava Pythagoraan kolmikoille on vastaavantapainen kuin Pyt-
hagoraan, mutta parametrin n on oltava parillinen eika pariton.

Lause 3. Jos n > 4 parillinen kokonaisluku ja mdaritetdan

a=n,

niin (a,b, c) on Pythagoraan kolmikko.



Todistus. Olkoot a =n, b= (%)2 —ljac= (%)2 + 1. Lasketaan

e (3)' 1) = ) 2 ()
a+b"=n +<(2 ) =n?+ 2 5 + 1.
Kirjoitetaan n? muodossa 4 (g)2 ja sijoitetaan se yhtaloon.
9 9 ny\ 2 ny\4 ny\ 2
w=a(z) +(5) —2(5) +
a” + 5 + 5 5 +
n\4 n\ 2
- (3)' 23
(3) +2(3) +

(@) -

a’ + b = 2.

jolloin

]

Myoskadn Platonin kaava ei tuota kaikkia Pythagoraan kolmikoita vastaavanta-

paisista syistd kuin Pythagorankaan kaava. Platonin kaavassa ¢ — b = ((3)2 + 1) —

((%)2 — 1> = 2, jolloin Platonin kaavassa hypotenuusan c ja toisen kateetin b pi-
tuuksien erotuksen tulee aina olla 2

2.4 Fibonaccin kaava

Pythagoraan kolmikoilla on mielenkiintoinen yhteys Fibonaccin lukujonon lukuihin:

f07 f17f27 f37 f47f57 f67f77 f87 "'7fn7
07 ]-7 ]-7 27375787 137 "'7fn—2 + fn—b

joissa jokainen termi on kahden edellisen termin summa. Fibonaccin luvuista voidaan
kolmannesta termisté lahtien muodostaa Pythagoraan kolmikoita.

Lause 4. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Talloin Fibonaccin luvwista fr, fai1, foio
ja fuys saadaan Pythagoraan kolmikko x2 4+ y? = 22, kun

T = fnfnts
Y =2fns1fnt2
<~ = 72L+1 + 3+2-
Todistus. Olkoon nelja perdkkaistd Fibonaccin lukua
a, b, a+b, a+ 2b.

My6s Fibonaccin kaava on Eukleideen kaavan erikoistapaus. Eukleideen kaavan mu-
kaan kateetit ja hypotenuusa ovat

2uv, u? —v?, u? + 02



Talloin voidaan valita
u=a-+bjav=n>o

Nyt vastaavan suorakulmaisen kolmion kateetit ja hypotenuusa voidaan esittaa muut-
tujien @ ja b avulla. Ensimmiinen kateetti on a(a + 2b) = a?® + 2ab ja toinen
20(a + b) = 2ab + 2b*. Talloin

(a® + 2ab)® + (2ab + 2b%)* = a* + 4a®b + 4a*b* + 4a*b* + Sab® + 4b*
= a' 4 4a’b + 8a®0® + 8ab® + 4b"
= (a® + 2ab + 2b*)*.

Siis hypotenuusa on
a® + 2ab + 2b%.

Hypotenuusan lauseke voidaan esittda myos muodossa
a® + 2ab + 2b* = a* + 2ab + b* + b

= (a +b)* + b*
=b* + (a +b)*

Koska valitut luvut ovat Fibonaccin lukujonon perdkkéisia termeja a = f,, b =
Jot1, @+b= faora, a+2b= f,3, saadaan

a(a + 2b) = fnfn+3
2b(a +b) = 2fpi1fnge
b + (a+ b)2 = n2+1 + f3+2 = f22n+37
niin tulos voidaan esittaa
(fafnss)? + Cfasifor2)® = (fonis)®.
O]

Esimerkki 1. Valitaan Fibonaccin luvut, joille a < b. Valitaan esimerkiksi a =
fe =5 jab= f; =8 Nama luvut voidaan muuntaa Eukleideen kaavan mukaisiksi
valitsemalla

u=a+0b, v=>, jolloinu=13jav =2_8.

Talloin ensimmaiseksi kateetiksi saadaan
2uv = 2 x 13 x 8 = 208,

toiseksi kateetiksi
u? — 12 =132 -8 =105

ja lopulta hypotenuusaksi
u? +v? =137 + 8% = 233.
Siis
105% + 2082 = 2332 = 54289.



3 Kahden nelion summa

3.1 Gaussin kokonaisluvut

Lukuteoriassa Gaussin kokonaisluku on kompleksiluku, jonka reaali- ja imaginéério-
sat ovat molemmat kokonaislukuja.

Maaritelma 1. Gaussin kokonaisluvut ovat joukko Z[i] = a+ b, a,b € Z, missé
i? = —1, eli ne ovat kompleksilukuja, joiden reaali- ja imaginiiriosat ovat kokonais-
lukuja.

Tutkielmassa oletetaan tiedetyksi, ettd Z[i| on UFD "unique factorization do-

tulon tekijoiden jarjestyksella tai yksikoilld kertomisella ei ole merkitysta. Yksikkoja
Gaussin kokonaisluvuissa ovat 1, —1, 7 ja —1.

Maaritelma 2. Olkoon a = a + bi € Z[i]. Sen normi mééritelldén tulona
N(a) = aa = (a+ bi)(a — bi) = a® + b*.
Esimerkki 2. N(1 + 4i) normi on:
N(1+4i)=1*+4*=17
Lause 5. Normi on multiplikatiivinen, eli jos o ja B kuuluvat joukkoon Z[i|, niin

N(af) = N(a)N(f).

Todistus. Kirjoitetaan o = a + bi ja § = ¢ + di. Télloin
af = (a+ bi)(c+ di)

= ac + adi + bci + bdi*
= ac = (ad)i + (be)i — bd
(ac — bd) + (ad + be)i,

jolloin
N(aB) = (ac — bd)* + (ad + bc)?

(ac)® — 2abed + (bd)? + (ad)? + 2abed + (be)?
= (ac)? + (ad)? 4 (bc)* + (bd)?

ja N(a)N(B)
Na)N(B) = (a* + b*)(* + d?)

= a2 + 2d® + V2P + V2P
= (ac)? + (ad)? + (be)* + (bd)?,
jolloin N(af) = N(a)N(pB). O



3.2 Gaussin lukujen alkutekijahajotelma

Parittoman alkuluvun jakojaannos luvulla 4 jaettaessa on joko 1 tai 3. Néaista vain
ensimmaisté tyyppié oleva pariton alkuluku voidaan esittda kahden nelion summana.

Lause 6. Jos pariton alkuluku p voidaan kirjoittaa kahden kokonaisluvun nelion
summana, niin p =1 (mod 4).

Todistus. Ks. [3, lause 3(i)] Oletetaan, ettd p = a® + b%. Kun p on pariton, niin joko
a tai b on oltava pariton, silld muuten neliiden summa olisi parillinen. Valitaan,
ettd a on pariton ja asetetaan a = 2m-+1 ja b = 2n, kun m ja n ovat kokonaislukuja.
Talloin saamme

p=a’+b" =0 2m+1)2>+2n)? =4m? +4m + 1 +4n® =1 (mod 4)

Fermat’n kahden nelion lause

Tassa osassa tarkastellaan Fermat’n kahden nelion lausetta. Lauseen mukaan pari-
ton alkuluku voidaan esittda kahden kokonaisluvun nelion summana jos ja vain jos
jakojadnnos on 1 modulo 4.

Lemma 1. Fulerin kriteerin mukaan, jos p on pariton alkuluku, niin on olemassa
luku m, jolle

=1 |1 (mod p), josImE€Z:m*=a (modp),
| =1 (mod p), josVm €Z:m?#a (modp).

Todistus. Ks. [5l s. 56-57] O

Lause 7. Pariton alkuluku p voidaan esittid kahden kokonaisluvun nelion summana
jos ja vain jos

p=1 (mod 4).

Todistus. Lauseen [6] mukaan, jos pariton alkuluku p voidaan esittédé kahden koko-
naisluvun nelién summana, niin p = 1 (mod 4). Kéénteisen suunnan todistamiseksi
oletetaan, etté

p=1 (mod 4).

Talloin 7%1 on parillinen, joten

(—1)1'7_1 = 1 (mod p).

Eulerin kriteerin eli lemman [I, nojalla tistd seuraa, ettd p jakaa luvun m? + 1.
Gaussin kokonaislukujen renkaassa Z[i] pitee m? + 1 = (m + i)(m — i), joten p |
(m +1i)(m — i). Koska Z[i] on UFD, p on alkuluku ja p ei jaa lukuja m eiké 1, niin
talloin p ei voi olla alkuluku renkaassa Z[i].

8



Soveltamalla normifunktiota eli lauseesta saadaan N (p) = p*. Koska p on alku-
luku kokonaislukujen joukossa, niin téstad ja normifunktion multiplikatiivisuudesta
seuraa, ettd luvulla p voi olla korkeintaan kaksi alkutekijaé renkaassa Z[i]. Télloin

p = (a+ib)(a —ib) = a® + b*.
[

Fermat'n kahden nelion lause antaa nakckulman siihen, miten Pythagoraan kol-
mikoissa hypotenuusa ¢ voi méadrdytytd. Seuraavassa lauseessa esitetdan hypote-
nuusan c rakenteeseen liittyva ehto.

Lause 8. Olkoon c positiivinen kokonaisluku. Pythagoraan kolmikko (a,b,c), jossa a
ja b ovat posititvisia kokonaislukuja, on olemassa jos ja vain jos luku ¢ on jaollinen
alkuluvulla p, jolle on voimassa p =1 (mod /).

Todistus. Oletetaan, ettd ¢ = pk, jossa k on jokin positiivinen kokonaisluku ja p = 1
(mod 4). Télléin Fermat'n lauseen mukaan voidaan kirjoittaa

p=a+y’

joillekin x, y joille on voimassa z,y > 0 ja x # y. Koska kahden nelién summan nelié
voidaan esittda kahden nelion summana, voidaan kirjoittaa

p2:n2+m2

2

jossa n = a2 — y? ja m = 2wy. Tésté seuraa, etti

A = p*k? = (n* + m*k* = (kn)? + (km)>.
Siis on olemassa kokonaisluvut a = kn ja b = km, joille pétee
a® +b* =,

joten (a, b, c) on Pythagoraan kolmikko.

Jos luvun c¢ alkutekijahajotelmassa ei esiinny yhtéén alkulukua p = 1 (mod
4), ei tillaista Pythagoraan kolmikkoa ole olemassa. Télléin luvun ¢ kanoninessa
alkutekijahajotelmassa esiintyy ainoastaan luvun 2 parillisia potensseja, joita ei voi
esittaé kahden positiivisen kokonaisluvun nelién summana, sekd muotoa ¢ = 3 (mod
4) olevien alkulukujen parillisia potensseja, joita ei myoskidéan voi Fermat’'n kahden
nelion lauseen |7 mukaan esittéda kahden positiivisen kokonaisluvun nelion summana.
Kun summausjarjestysté ei huomioida, niin ainoa mahdollinen esitys on siis muotoa
c? = 02+¢?, jossa toinen termeisti on nolla. Témé ei kuitenkaan kelpaa Pythagoraan
kolmikoksi, koska kaikkien kateettien pituuksien tulee olla positiivisia. O]
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