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1 Johdanto

Todennékoisyysjakaumat ovat matemaattisia malleja, jotka kuvaavat satunnaismuut-
tujien arvojen todennakoisyyksia. Mallien avulla voidaan havainnollistaa monimut-
kaista vaihtelua.

Tutkielmassa todennékoisyysjakaumat jaetaan kahteen paatyyppiin: diskreettei-
hin ja jatkuviin. Jako perustuu satunnaismuuttujan arvojoukkoon eli sithen, miten
todennakoisyys on jakautunut arvojen kesken. Diskreetti jakauma kuvaa satunnais-
muuttujaa, jonka arvojen joukko on numeroituva, eli joko darellinen tai numeroitu-
vasti aareton. Talloin jokaisella yksittédiselld arvolla on nollasta eroava pistetoden-
nakoisyys. Jatkuva todennékoisyysjakauma liittyy muuttujaan, jonka arvojoukko on
ylinumeroituva, kuten reaalilukuvéli. Keskeistéd on, ettd todennékoisyys on jakautu-
nut jatkuvasti tietylle vélille, ja yksittaisen pisteen todennékoisyys on nolla. [I][2]

Luvussa 2 tarkastellaan késitteitd satunnaismuuttuja, diskreetti satunnaismuut-
tuja, jatkuva satunnaismuuttuja, pistetodennakoisyys, tiheysfunktio, kertymafunk-
tio, sekd odotusarvo ja varianssi. Odotusarvon ja varianssin perusominaisuudet to-
distetaan.

Tutkielmassa esitellidn molemmista jakaumaluokista esimerkit luvuissa 4 ja 5.
Diskreetin todennékoisyysjakauman esimerkkind toimii binomijakauma. Jatkuvan
todennakoisyysjakauman esimerkki on normaalijakauma, joka on tunnetuin jatkuva
jakauma. Molemmille jakaumille maaritellddn odotusarvot ja varianssit. Binomija-
kaumasta esitetdan sovellus, jossa kiydaan lapi yliopiston sisddnkirjautuneiden val-
mistumismadrien todennakdisyyksien laskeminen. Normaalijakauman sovelluksena
esitetddn suomalaisten naisten pituuksien jakautuminen ja sen tutkiminen.

Tamén tutkielman kirjoituksessa on hyodynnetty Gemini-tekodlytyokalua kie-
lenhuoltoon.

2 Satunnaismuuttuja ja todennakoisyysjakauma

Satunnaismuuttuja on tunnettu kisite todennékoisyyslaskennassa. Satunnaismuut-
tuja X on kuvaus perusjoukosta eli otosavaruudesta €2 reaalilukujen joukkoon R,
jota merkitddn X : Q — R. Otosavaruus {2 koostuu alkeistapauksista w, jotka ovat
satunnaiskokeen yksittaisia lopputuloksia. Taméa voidaan tulkita niin, ettd satun-
naiskokeen alkeistapausten mittauksen tulos on satunnaismuuttujan arvo. Satun-
naismuuttuja antaa alkeistapaukselle w tietyn lukuarvon.

Maaritelma 1. Satunnaismuuttuja X on mitallinen kuvaus otosavaruudesta €2 re-
aaliluvuille R. [T]

Huomautus 1. Satunnaismuuttuja voidaan tulkita mittausmenettelyné, jossa satun-
naiskokeen tuloksena saatavalle lopputulemalle suoritetaan mittaus, jonka tulos sa-
tunnaismuuttujan arvo on.

Kun tarkastellaa satunnaismuuttujien véilistd suhdetta, yksi keskeisin késite on
riippumattomuus. Jos satunnaismuuttujalla X ei ole vaikutusta satunnaismuuttu-
jaan Y niin sanotaan, ettd ne ovat riippumattomia.



Maaritelma 2. Olkoon X ja Y satunnaismuuttujia. Ne ovat riippumattomia jos ja
vain jos

P(X =z2,Y=y)=PX=2)PY =y). (1)

Riippumattomuus siis tarkoittaa, etta tieto yhden satunnaismuuttujan arvosta ei
muuta toisen satunnaismuuttujan arvojen todennédkoéisyyksia. Kaytdnnossa riippu-
mattomuus tarkoittaa, ettd satunnaismuuttujien yhteispistetodennakéisyysfunktio
on niiden marginaalijakaumien tulo eli yht&lo [I} Riippumattomuudesta seuraa, etté
muuttujien tulon odotusarvo on odotusarvojen tulo

E(XY) = E(X)E(Y) 2)

ja niiden vélinen kovarianssi on nolla. [2]

Satunnaismuuttujan avulla satunnaiskokeen alkeistapaukset, kuten kolikonhei-
tot, voidaan esittda numeerisessa muodossa. Numeerisella muodolla todennéakoisyyt-
td voidaan laskea summien ja integraalien avulla. Satunnaismuuttujan yksinkertais-
ta muotoa kiytetadn odotusarvon ja varianssin maéaarittelyissé, jotta voidaan johtaa
yleisia tapauksia.

Maaritelma 3. Satunnaismuuttuja X on yksinkertainen, jos sen arvojoukko { X (w) :
w € Q} on aédrellinen. [I]

Huomautus 2. Yksinkertainen satunnaismuuttuja X voidaan kirjoittaa muodossa

X = Zl’z‘lAi = X' ({:}). (3)

2.1 Diskreetti satunnaismuuttuja

Satunnaismuuttuja voi olla diskreetti tai jatkuva, riippuen sen arvojoukosta. Dis-
kreetti satunnaismuuttuja saa yksittaisia arvoja, joille voidaan méarittda pisteto-
dennékdisyydet. Diskreettejd satunnaismuuttujia tarkastellaan pistetodennakéisyys-
funktion ja summan avulla.

Maaritelma 4. Olkoon X : 2 — R, missd R on maalijoukko. Satunnaismuuttujan
arvojoukko Qx = {xy,2,...} on maalijoukon numeroituva osajoukko Qx C R.
Télloin diskreetin satunnaismuuttujan pistetodennikoisyysfunktio px : R — [0, 1]
on muotoa

Py (z) = {P(X:x), kun x € Qx (4)

0, muulloin,
missa funktio py(x) kuvaa yksittdisen arvon esiintymistodennékoisyytta. [I]
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Tyypillinen esimerkki diskreetista satunnaismuuttujasta on kolikonheitto, jossa
tarkastellaan klaavojen méarda. Satunnaiskokeita, joilla on kaksi mahdollista lop-
putulosta, yleenséd "onnistuminen" tai "epdonnistuminen", kuvataan Bernoullin ja-
kaumalla. Kolikonheitossa mahdolliset lopputulokset ovat "kruuna" tai "klaava".
Bernoullin jakauma on monien diskreettien jakaumien perusta.

Maaritelma 5. Merkitddn satunnaismuuttuujaa X niin, ettd X = 0 on kruuna ja
X =1 klaava. Téll6in satunnaismuuttujan X pistetodennéakéisyysfunktio on

kunx =1

_ _N_Jb
pu»~mX—xw—Lfm — )

missé p € [0, 1] on klaavan todennékoisyys. Talloin X on Bernoullijakautunut. [1]

Koetta, kuten kolikonheittoa, jolla on onnistumistodennékéisyys p, kutsutaan
Bernoullin kokeeksi. Kun suoritetaan téllaisia toisistaan riippumattomia Bernoullin
kokeita n kertaa, huomataan, ettd kokeet noudattavat binomijakaumaa. Binomija-
kauma kertoo onnistumisten, kuten klaavojen, kokonaisméaran n toistoissa. Ber-
noullin jakauma on binomijakauman erikoistapaus, jossa n = 1. Binomijakaumaa,
sen ominaisuuksia ja Bernoullin jakaumaa kasitellddn lisda luvussa 4.

2.2 Jatkuva satunnaismuuttuja

Toisin kuin diskreetissa tapauksessa, jatkuvan satunnaismuuttujan todennékoisyys
on jakautunut jatkuvasti, jolloin yksittdisen pisteen todennékéisyys on nolla. Téal-
16in todennékoisyytté tarkastellaan tiheysfunktion ja integraalin avulla. Esimerkkiné
jatkuvasta satunnaismuuttujasta voidaan pitda lampotilaa.

Maaritelma 6. Satunnaismuuttuja X on jatkuva, jos sen kertyméfunktio F'x on
jatkuva ja derivoituva. [2]

Huomautus 3. Méaritelmésta [0] seuraa, ettd kertyméfunktio Fx ja tiheysfunktio fx
voidaan esittdd toistensa avulla

&ma[nwm (6)
d

fx(@) = = Fx(a). 7

Télloin kertyméfunktio Fx(z) antaa todennédkdisyyden tapahtumalle X < .
Toisin sanoen kertyméfunktio kuvaa todennékoisyyden kertymista arvoon x asti.

2.3 Odotusarvo ja varianssi

Maaritelma 7. Olkoon satunnaismuuttuja X yksinkertainen ja muodossa

X = inl“‘i’ Ay = X H{x)). (8)



Talloin
E[X] = E[Z 2l = Z 2;P(A;) (9)

on satunnaismuuttujan X odotusarvo. [I]

Odotusarvon perusominaisuuksia ovat lineaarisuus, monotonisuus, kolmioepéayh-
téalo seké tulosaanto.

Lause 1. Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X ja Y ovat yksinkertaisia ja ettd
a,b € R. Tdlloin odotusarvolle pditee

1. Lineaarisuus: ElaX + bY] = aE[X] + bE[Y].

2. Monotonisuus: Jos X <Y melkein varmasti, niin E[X] < E[Y].

3. Kolmioepayhtalo: |E[X]| < E[|X]].

4. Tulosdinté: Jos X ja'Y ovat rigppumattomia, niin E[XY] = E[X|E[Y]. [1

Todistus. Oletetaan, ettd X = > 7" x;la, ja Y = 377 y;1p;, missi A; ja B; ovat
otosavaruuden (2 partitioita.

1. Todistetaan ensin skalaarilla kertominen aX kidyttden odotusarvon maéaaritel-

méé ([9).
E[aX] =E [Z axilAi] =Y aw,P(4) =0 w,P(4) = aE[X].  (10)

Todistetaan nyt odotusarvon lineaarisuus summan X +Y tapauksessa. Olkoon
C;; = A; N B; partition leikkaus. Télloin summa voidaan kirjoittaa muodossa
X+Y =3 (% +y;)lc, (ks. huomautus . Odotusarvon mééritelmén (9)
nojalla saadaan

EX +Y] =) (z:i+y,)P(Cy) = ZﬂfiP(Cij) + Z%’P(Cij)- (11)

ij

Koska ), P(A4; N B;) = P(4;) , saadaan

> wiP(A4)+ 3 uP(B) = EIX] + E[Y], (12)

jolloin lineaarisuus on todistettu.

Huomautus 4. Edelld esitetyssd todistuksessa summa X+Y = 3, (z;+y;)1c,
perustuu siihen, ettd {A;} ja {B;} ovat otosavaruuden partitioita. Koska jouk-
ko A; voidaan kirjoittaa muodossa A; = (J,;(A; N B;), voidaan vastaava indi-
kaattorifunktio kirjoittaa muodossa 14, = . 1¢,;. Téll6in satunnaismuuttuja
X voidaan kirjoittaa muodossa Zl ;Tile,; ja samalla tavalla satunnaismuut-
tuja Y voidaan kirjoittaa muodossa Zl i Yjle,;. Yhdistémélld ndmé saadaan
haluttu muoto ja additiivisuuden nojalla 3, ; ; P(Cy;) = >, x:P(4;) = E[X].



2. Oletetaan, ettd X < Y. Talloin kaikilla w € 2 pétee Y(w) — X(w) > 0 eli
Y — X saa ei-negatiivisia arvoja y; — ;. Odotusarvon maaritelmén @D nojalla

EY — X] =) (y; — x)P(A4;N B;) > 0. (13)
.3
Odotusarvon lineaarisuuden perusteella E[Y — X] = E[Y] — E[X] > 0. Tésta
seuraa E[Y] > E[X], ndin monotonisuus on todistettu.

3. Kéytetaan reaalilukujen kolmioepayhtalon kaavaa |a + b| < |a| + |b| ja mono-
tonisuutta. Kaikille x; patee x; < |x;| ja —z; < |z;|. Talloin

E[X]=) xP(A) <) |z|P(A) =E[X]]. (14)

Samalla tavalla —E[X] = E[-X] < E[|X]|]. Koska termit E[X] ja —E[X] ovat
pienempid tai yhté suuria kuin E[|X|], taytyy pated |[E[X]| < E[|X|]. Taten
kolmioepéyhtdlo on todistettu.

4. Oletetaan, ettd X ja Y ovat riippumattomia. Talloin A; = {X = x;} ja B; =
{Y = y;} ovat riippumattomia yht&lon [[jmukaan eli P(4;NB;) = P(A;)P(B;).
Tulon XY odotusarvo on

EXY]=E (Z CUz‘lA,-) (Z yj13j> =E | ziylans, (15)
% i 2,
Maéritelmén (9) mukaan
E[XY] = a;P(A;NB). (16)

1,J

Riippumattomuuden avulla saadaan

EXY] =YYz P(A)P(B;) = <Z xiP(Ai)> (Z yjP(Bj)) = E[X]E[Y].
i i j
(17)
Néin ollen odotusarvon perusominaisuudet on todistettu.
O

Odotusarvo on satunnaismuuttujan arvojen painotettu aritmeettinen keskiarvo.
Varianssi on kuvaileva tunnusluku, joka kuvaa keskiméaériistd satunnaismuuttujan
arvojen vaihtelua.

Maaritelma 8. Yksinkertaisen satunnaismuuttujan X varianssi on
Var(X) = E[(X - E[X])?], (18)
jossa E[X] on satunnaismuuttujan X odotusarvo. [I]

>



Varianssin perusominaisuuksia ovat ei-negatiivisuus, laskentakaava ((19)), siirto ja
skaalaus sekd summan varianssi.

Lause 2. Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X ja (X)), ovat yksinkertaisia ja
ettd o, p € R. Talloin

1. Var(X) >

2. Var(X) = E[X?] — E[X]?.

3. Var(aX + 8) = o*Var(X).

4. Var(3 i, Xi) =30, Var(Xi) 237, Cov(Xi, Xj),
jossa Cov(X;, X;) = E[X,;X;| — E[X;]E[X;]. [1]

Todistus. Olkoon X ja X; yksinkertaisia satunnaismuuttujia.

1. Maéritelmédn mukaan Var(X) = E[(X — E[X])?]. Koska (X (w) —E[X])? >0
kaikilla w € €2, on kyseessé ei-negatiivisen yksinkertaisen satunnaismuuttujan
odotusarvo. Téll6in odotusarvon monotonisuuden nojalla Var(X) > 0.

2. Koska odotusarvo E[X] on vakio, saadaan odotusarvon lineaarisuuden nojalla:

Var(X) =E[(X —E[X])}]

[
= E[X? - 2XE[X] + E[X]?]
= E[X?] - E2XE[X]] + E[E[X]*]
= E[X?] - 2E[X]E[X] + E[X]’
= E[X?] — E[X]*. (19)

3. Olkoon Y = aX + . Télloin E[Y] = aE[X] + . Sijoitetaan varianssin maa-
ritelméan ((19))

Var(aX + B) = E[((aX + 3) — (aE[X] + 3))?]
(

[
= E[(aX — aE[X] 2]
= E[o*(X — E[X])’]
= o’E[(X — E[X])"] = a*Var(X).

4. Kéaytetdaan summan nelionkorotuskaavaa, jolloin saadaan

r (Z Xi) =E (Z(Xz - ]E[Xz])>

=1

:ZE[(X,-—E[ +2ZE [(X; — E[X:))(X; — E[X)))]
= i Var(X;) + 22 Cov(X;, Xj).



3 Todennakoisyysjakaumien luokittelu

Satunnaismuuttujan todennékoisyysjakauma kuvaa todennékoisyyksien jakautumis-
ta sen mahdollisille arvoille. Todennéakéisyysjakauma on todennékoisyysmitan ja sa-
tunnaismuuttujan kidnteiskuvan yhdiste

px(A) = P(X1(A)). (20)

Todennékoisyysjakaumille on yhteistd odotusarvo, varianssi, karakteristinen funktio
ja todennikéisyydet generoiva funktio (PGF). Karakteristinen funktio, jota merki-
tidin px(t) = E[e™], on apufunktio, joka on olemassa kaikille satunnaismuuttujil-
le. Todennikéisyydet generoiva funktio (PGF), jota merkitiéin Gx(s) = E[s¥], on
erityisesti diskreeteille satunnaismuuttujille tarkoitettu funktio. Sitd hyodynnetaén
erityisesti ei-negatiivisia kokonaislukuarvoja saavien satunnaismuuttujien tarkaste-
lussa. [7]

Satunnaismuuttujien tunnusluvut jaetaan tyypillisesti kahteen luokkaan, keski-
lukuihin ja hajontalukuihin. Keskilukuja ovat mediaani, moodi ja aiemmin mai-
nittu odotusarvo. Mediaani on keskimmaéinen arvo, kun jakauman arvot laitetaan
suuruusjarjestykseen. Diskreetisséa tapauksessa moodi on todennékéisin arvo ja jat-
kuvassa tapauksessa moodin valittomassa laheisyydessa on suurin todennakoisyys-
massa. Moodi on talloin tiheysfunktion maksimi. Hajontalukuja ovat keskihajonta ja
alemmin mainittu varianssi. Keskihajonta o mittaa arvojen etéisyytta keskiarvosta.

Hajontaluku ja keskiluku liittyvéit toisiinsa varianssin avulla. Varianssi mittaa
keskimaariisté etdisyytta odotusarvosta, jolloin odotusarvo on jakauman keskipiste,
jonka ymparille varianssi maarittaa havaintojen hajonnan. Pieni varianssi tarkoittaa
arvojen pakkautumista lahelle odotusarvoa ja suuri varianssi tarkoittaa havaintojen
levittaytymisté laajalle alueelle odotusarvon ympaérille. [2]

On myds tunnuslukuja, jotka kuvaavat kahden satunnaismuuttujan vélista yh-
teyttd. Téllainen tunnusluku on kovarianssi.

Masritelmé 9. Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)).

Varianssi on kovarianssin erikoistapaus, jossa muuttujaa verrataan itseensé. Ol-
koon Y = X, jolloin kovarianssin lausekkeesta saadaan suoraan varianssin maéaritel-

méi

Cov(X,X) =E(X —E(X))(X —E(X))) (21)
~ B((X —E(X))?) (22)
= Var(X). (23)

Kovarianssi voi saada positiivisia tai negatiivisia arvoja, toisin kuin varianssi, jo-
ka voi saada vain ei-negatiivisia arvoja. Kovarianssi siis mittaa, kuinka paljon X:n
ja Y arvot muuttuvat yhdesséd. Jos on todennikdistd, ettd molemmat muuttuvat
samanaikaisesti, on kyseessd positiivinen kovarianssi. Jos taas nédyttaé, ettd toinen
muuttuu suuremmaksi ja toinen pienemmaéksi, niin kyseessd on negatiivinen kova-
rianssi, kuten kuvasta [I| nihdéin. [2]



Positiivinen kovarianssi Negatiivinen kovarianssi

Muuttuja Y
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Kuva 1: Positiivinen ja negatiivinen kovarianssi

Satunnaismuuttujat jaetaan diskreetteihin ja jatkuviin niiden todennikoisyysja-
kaumien diskreettisyyden ja jatkuvuuden perusteella.

3.1 Diskreetit jakaumat

Diskreetti jakauma kuvaa tilannetta, jossa satunnaismuuttujan arvojoukko on nu-
meroituva. Esimerkiksi nopanheiton silméluku tai kolikonheitto ovat tyypillisia dis-
kreetteja tapauksia. Toisin kuin jatkuvassa jakaumassa, diskreetin satunnaismuuttu-
jan pistetodennakoisyys voi olla nollasta eroava. Diskreetissé tapauksessa tapahtu-

mien todennékoisyydet ja tunnusluvut, kuten odotusarvo, lasketaan summien avul-
la.

Maaritelma 10. Olkoon {2 otosavaruus ja X satunnaismuuttuja, jolle X : 2 — R.
Satunnaismuuttujan X todennékéisyysjakauma on diskreetti, jos sen arvojoukko on
numeroituva. Talloin jakauma voidaan maéritella pistetodennékoisyysfunktion avul-

la, joka liittd&d jokaiseen satunnaismuuttujan saamaan arvoon x todennékoisyyden
P(X =x). [

Pistetodennédkoisyysfunktion arvot ovat vélilla [0, 1]. Koska todennékoisyysmitan
P tulee toteuttaa ehto P(£2) = 1, niin diskreetissa tapauksessa 0 < P(x) < 1. Télloin
diskreetin todennékoisyysjakauman ehtona on, etté kaikkien alkeistapahtumien P(x)
todennéakoisyyksien arvojen summa tulee olla tasmalleen 1.

Y P(X=uz)=1 (24)

Todennékoisyys tapahtumalle F, joka on otosavaruuden osajoukko E C €2 maéaritel-
la&n summana

P(E)=>_P(x). (25)

Qek



Diskreetit jakaumat, kuten Bernoullin jakauma, binomijakauma ja geometrinen ja-
kauma maaritelladn Bernoullin kokeen avulla. Kokeessa on kaksi mahdollista loppu-
tulosta satunnaismuuttujalle X, jotka ovat X = 1 onnistuu ja X = 0 epéonnistuu.

Maaritelma 11. Olkoon p € (0,1) Bernoullin kokeen onnistumisen todennékoi-
syys. Satunnaismuuttujan X jakauma on Bernoullin jakauma, jota merkitdan X ~
Bernoulli(p), kun

P(X =k)=p"1-p)'* ke{o1}. (26)

Lause 3. Olkoon X ~ Bernoulli(p). Tdlloin odotusarvo ja varianssi ovat

Satunnaismuuttujan ja jakauman vélistd yhteyttd kuvataan yleisesti ~ symbo-
lilla. Merkintd on muotoa

X ~ {Jakauma}. (27)

Vasemmalla puolella on tarkasteltava satunnaismuuttuja, téssé esimerkissd X, ja
oikealla puolella on jakauman nimi seka siihen liittyvit parametrit, tédssa esimerkissa
Bernoulli(p). Oikea puoli madrittdéd jakauman tarkan muodon.

Todistus. Odotusarvo lasketaan summana, jossa mahdolliset arvot k kerrotaan kaa-
van mukaisilla todennékoisyyksilla P(X = k).

EX)=0-P(X=0)+1-P(X =1). (28)
Koska onnistumisen todennékoisyys on p ja epdonnistumisen 1 — p, saadaan

E(X)=0-(1—p)+1-p
E(X)=p

Niéin ollen odotusarvo on todistettu.
Varianssi lasketaan kaavalla Var(X) = E(X?)—[E(X)]?. Lasketaan ensin oikean
puolen ensimmaéainen termi.

E(X?)=0*-P(X=0)+1>-P(X =1)
E(X*)=0-(1-p)+1-p
B(X?*)=p (29)

Sijoitetaan (29)) varianssin kaavaan , jolloin saadaan
Var(X) = E(X?) — [E(X)]* =p—p* = p(1 —p), (30)

joka on varianssi. O]



Kuten aiemmin mainittiin, binomijakauma ja geometrinen jakauma maéaritellaan
riippumattomien Bernoullin kokeiden avulla. Binomijakauma kuvaa onnistumisten
kokonaisméaraé, kun suoritetaan n méara riippumattomia kokeita, joiden valilla on
yhtalon mukainen riippumattomuus. Satunnaismuuttujien jonoa sanotaan riip-
pumattomaksi ja samoin jakautuneeksi, jos satunnaismuuttujat ovat riippumattomia
ja niilld on sama todennakdisyysjakauma.

Maaritelma 12. Olkoon X7, ..., X, riippumattomia ja samoin jakautuneita satun-
naismuuttujia niin, ettd X; ~ Bernoulli(p) kaikilla ¢ = 1,...,n. T&llin satunnais-
muuttujien summa on

i=1

joka noudattaa binomijakaumaa ja merkitaan X ~ Bin(n,p). [0]

Huomautus 5. Mééritelmin nojalla binomijakauman odotusarvo voidaan johtaa
lineaarisuuden avulla

E[X]=E

ZX] = EX =Y p = (32)

Binomijakaumaan syvennytéidn enemmén luvussa 4.

Geometrinen jakauma madrittad epaonnistuneiden kokeiden lukuméardn ennen
ensimmaistd onnistumista. Geometrisessa jakaumassa suoritetaan siis riippumatto-
mia Bernoullin kokeita, kunnes saavutetaan ensimméinen onnistuminen.

Maaritelma 13. Olkoon p € (0,1) onnistumisten todennékoisyys Bernoullin ko-
keessa. Satunnaismuuttuja X noudattaa geometrista jakaumaa, jota merkitdaén X ~
Geom(p), jos se kuvaa epdonnistumisten madrié ennen ensimmaéistd onnistumista.
Talloin sen pistetodennékoisyysfunktio on

P(X=k)=(1-pFp, ke{0,1,2,..}. (33)

Jokainen termi (1 — p) vastaa yhtd epdonnistunutta Bernoullin koetta ja termi p
vastaa ensimméistd onnistumista, joka padttdéd kokeen. [6]

3.2 Jatkuvat jakaumat

Toisin kuin diskreetin jakauman tapauksessa, jatkuva satunnaismuuttuja voi saa-
da kaikki mahdolliset arvot tietyltd reaalilukuvalilta. Jatkuvan jakauman keskeisin
piirre on, ettéd yksittédisen pisteen todennékdisyys on nolla eli P(X = x) = 0 kaikilla
x € R. Tamén vuoksi todennéakoisyyksié lasketaan tiheysfunktion avulla kiyttamal-
14 integraaleja.

Maaritelma 14. Satunnaismuuttujaa X : 2 — R kutsutaan jatkuvaksi, jos on
olemassa ei-negatiivinen funktio f : R — [0, 00), siten, etté kaikilla a,b € R(a < b)
patee

Pla< X <b) = /  Ha)de. (34)
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Télloin funktiota f(z) kutsutaan satunnaismuuttujan X tiheysfunktioksi ja sen on
toteutettava ehto

/_00 flz)dz = 1. (35)

Yleisesti tapahtuman £ C R todenndkdisyys on médritelty integraalina P(X €
E)= [, f(z)dz. [4]

Tiheysfunktio méaritellddn usein kertyméfunktion F'(z) = P(X < z) kautta.
Tiheysfunktio saadaan kertymaéfunktion derivaattana

() = () (36)

Kuten aiemmin luvussa 2 maériteltiin, jatkuva jakauma perustuu kertyméfunktion
ja tiheysfunktion yhteyteen. Todennékoisyysjakauma on yleiskésite, joka kuvaa to-
dennékdisyyden jakautumista eri arvoille. Jatkuvassa tapauksessa jakaumaa voidaan
kuvata tiheysfunktiolla. Kertyméfunktio F'(z) kertoo todennékoisyyden kertymisen
pisteeseen x asti ja se médritellddn tiheysfunktion avulla integraalina

Fla) = / " Fwt. (37)

Jatkuvan jakauman yksinkertaisin esimerkki on jatkuva tasajakauma. Todenné-
koisyys jakautuu tasaisesti tietylle vilille ja siksi tiheysfunktio on vakio talla valilla.

Maaritelma 15. Olkoon a ja b vakioita, joille a < b. Satunnaismuuttujan X jakau-
ma on jatkuva tasajakauma, jota merkitddn X ~ Uni[a, b], kun sen tiheysfunktio on

fX(x):b_a, a<z<b. (38)

Lause 4. Tasajakautuneella satunnaismuuttujalla X ~ Unila,b] on odotusarvo ja
Varianssi

B(X) = S(a+b)

2
1
X)=—(b-a)
Var(X) 15 (b—a)
Todistus. Tasajakauman tiheysfunktio on
1
f(x):b_a, a<x<b, (39)

ja f(z) = 0 muualla. Jatkuvan satunnaismuuttujan odotusarvo mééritellddn inte-
graalina

/_00 xf(z)dx (40)

o
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Sijoitetaan tiheysfunktio:

’ 1
E(X):/a :v-b_adx. (41)

Koska ﬁ on vakio, se voidaan siirtda integraalin ulkopuolelle

1 b 1 1 1
E(X):b_a/xdx:b_a<§b2—§a2)

BX) = bia <62;a2>

Kiyteytaan kaavaa b —a®> = (b —a)(b+a) :

Bx) = } (Z)Ebcj) a9 _ ¢ ; b %(a ). (42)

Seuraavaksi varianssi. Kéytetddn varianssin kaavaa [I9] Lasketaan ensin oikean
puolen ensimmainen termi

b 1 1 1 1
E(X2>=/ a:Q-b_ada::b_a(gb?’—ga?’)

b3—a3
" 30b-a)

b—a)(b*+ab+a*) b+ ab+ d?
B(x?) = = 43
Sijoitetaan tulokset varianssin kaavaan
b + ab + a? a-+0b\>
Var(X) = —
ar(X) 3 < 5 )
2 2 249 2
Var(X) = b"+ab+a® a”+2ab+b
3 4
Lavennetaan nimittajaan 12
4b* + 4ab + 4a® — (3a® b+ 3b?
Var(X) = + 4ab + 4a* — (3a” + 6ab + 3b%)
12
a?® — 2ab + b?
Var(X) = ———.
ar(X) D
Koska a? — 2ab + b? = (b — a)? saadaan
(b—a)’ 1 2
X) = =—(b-a)". 44
Var(X) = “—2 =~ (b a) ()
m
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4 Binomijakauma diskreetin muuttujan mallina

Binomijakauma on diskreetti todennakoéisyysjakauma, joka saa numeroituvan maa-
ran arvoja, kuten kokonaislukuja. Binomijakauman yksittéisella tapahtumalla on
tasan kaksi mahdollista tulosta. Esimerkiksi tehtaiden laadunvalvonnassa voidaan
kiyttad binomijakaumaa viallisten tuotteiden todennékoisyyksien laskemisessa, jol-
loin on mahdollista saada tulokseksi vain joko "ehja"tai "viallinen".

Binomijakauma

_ _ ﬁmﬂﬂﬂﬂ Hﬂﬂﬂmﬁ_

0 2 46 8 11 14 17 20 23 26 29

Todennakoisyys
0.00 0.10

Onnistumisten maara

Kuva 2: Binomijakauman kuvaaja parametrilla p=0.5

Maaritelma 16. Satunnaismuuttujan sanotaan olevan binomijakautunut, kun n €
{1,2,...} ja p € [0,1], jolloin sitd merkitaan X ~ Bin(n,p). Talldin pistetodenné-
koisyysfunktio on

n!

flz) = mp’”(l —p)"7* x=0,1,..,n, (45)

missé termié #lm), kutsutaan binomikertoimeksi. [5]
Lause 5. Binomijakauman odotusarvo on talldin
p=E(X)=np, (46)
jolloin saadaan
0? = E[(X — p)’] = E(X?) — i = np(1 — p), (47)
joka on binomijakauman varianssi. [J]

Todistus. Olkoon X ~ Bin(n,p). Kuten aiemmin arvattiin, X voidaan esittaa riip-
pumattomien ja samoin jakautuneiden Bernoulli-muuttujien summana X = > X;,
misséd X; ~ Bernoulli(p). Téll6in yksittdisen muuttujan odotusarvo on

EXil=1-p+0-(1-p)=p. (48)
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Odotusarvon lineaarisuuden (4) nojalla saadaan

zxi] B LOM (49)

Taten odotusarvo on todistettu. Tarkastellaan sitten varianssia. Yksittdisen muut-
tujan varianssi on

E[X]=E

Var(X,) = E(X?) - [E(X)]? =p - p* = p(1 - p). (50)

Koska muuttujat X; ovat riippumattomia, summan varianssi on varianssien summa

Var(X)=Var (i X,-) = i Var(X;) = ip(l —p) =np(l —p), (51)

joka on varianssi. O

Esimerkki 1. Yliopistoon sisdénkirjautuvan valmistumistodennékéisyys on 70%.
Valitaan satunnaisesti 20 opiskelijaa syksylla 2013 aloittavista opiskelijoista. Ol-
koon X valitusta kahdestakymmenesté opiskelijasta valmistuvien méaréa. Oletetaan
ettd satunnaismuttuja X on binomijakautunut, jolloin todennékoisyys, etté joukossa
valmistuvien méaéra on k, on

20!
0.70%(1 — 0.70)*7* k=0, ...,20. (52)

PX=k) = k(20 — k)

Todennékoisyysjakauman avulla voidaan laskea erilaisten tapahtumien todennakoi-
syyksié. Tarkastellaan tdssd muutamaa erilaista tapausta. Tamé esimerkki ja ensim-
méinen tapaus ovat lahteesté 2] s. 51-52.

e Tapaus 1: "Kaikki valmistuvat" (k = 20)
P(X =20) =0.70* =8.0-107*. (53)
Todennakoisyys P on 0, 0008.
e Tapaus 2: "Kukaan ei valmistu" (k= 0)
P(X =0) =0.30" = 3.4869 - 10" (54)
Todennéakoisyys P on 0,000000000034868.

e Tapaus 3: "Alle puolet valmistuvat" (k < 10)
2. /20
P(X <10)=P(X <9)=>_ (k)0.70’f0.3020—’“ —=0,0171... (55)

Todennékoisyys P on =~ 0,017.
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Tapauksen 3 yhtalo on esimerkki binomijakauman kertyméfunktiosta, jon-
ka yleinen muoto on

L&) n\ '
Flkn) =P <0 =3 (1) -, (56)

- 1
=0

missd | k| on luvun k lattia, eli suurin kokonaisluku, joka on pienempi tai
yhtéasuuri kuin k. [8]

Kuten yleisestd kaavasta (H6]) nikee, kertyméfunktion laskeminen on erittéin
tyolas prosessi. Téllaisia tapauksia varten tuloksia voidaan approksimoida nu-
meerisesti kilyttidmilli normaalijakaumaa N(u,o?), missi u = np = 14 ja
o =+/np(1 —p) = 2,05. Jatkuvuuskorjausta kiyttden saadaan

9.5—-14

joka on ldhelld saatua arvoa tapauksessa 3 (55)).

5 Normaalijakauma jatkuvan muuttujan mallina

Normaalijakauma (myos tunnettu nimelld Gaussin jakauma) on jatkuva todenné-
koisyysjakauma, joka on yksi tunnetuimmista ja kiytetyimmista jakaumista. Sité
kutsutaan usein kellokdyriksi sen symmetrisen muodon takia. Normaalijakauma siis
nousee huippukohtaan, joka on odotusarvo p ja laskee samalla tavalla.

Tiheys

Normaalijakauma
] I
® H
D p—
— | o |
Q] |
o I I I I I I I I I I I

Kuva 3: Normaalijakauman kuvaaja, jossa p = 0 on odotusarvo ja ¢ = 1 on keski-
hajonta.

Lause 6. Normaalijakauman tiheysfunktio fx(x) on jatkuva kaikilla x € R.

15



Todistus. Tarkastellaan normaalijakauman tiheysfunktiota
1
V2mo?

ja osoitetaan, ettéd funktio on jatkuva kaikilla x € R. Tarkastellaan funktiota osissa.
Olkoon eksponentti g(z) = — 55 (z—p)?. Funktio g(z) on toisen asteen polynomi,
joka on jatkuva kaikilla z € R. Myo6s eksponenttifunktio h(u) = " on jatkuva
kaikkialla maéarittelyjoukossaan R.
Analyysin perussdéntojen nojalla yhdistetty funktio h(u) on jatkuva, silla kahden

funktion yhdistetty funktio on jatkuva. Kerroin —=

2mo?

fx(x) = ¢z (e’ (58)

on vakio ja vakiokertoimen

ja jatkuvan funktion tulo on aina jatkuva. Koska tiheysfunktio fx(z) on jatkuvan
vakion ja jatkuvan yhdistetyn funktion tulo, se on jatkuva kaikilla reaaliarvoilla. [

Huomautus 6. Analyysin peruslauseen Fx( f fx(t)dt nojalla tiheysfunktion
fx(z) jatkuvuus takaa kertyméfunktion F' X( ) Jatkuvuuden.

Lause 7. Olkoon fx(x) normaalijakauman tiheysfunktio. Tdlloin

/_00 fx(z)dr =1 (59)

toteuttaa tiheysfunktion ehdon. [3]
Todistus. Merkitaan

| , )
I = / e 22 (@M gy 60
oo V2102 (60)

Olkoon z = =£ jolloin dx = odz. Saadaan

Lasketaan integraalin nelié I?

(L) ) e
SR

Kaytetdan napakoordinaatistoa ja sijoitetaan z = rcosf, y = rsinf ja dzdy =

r drdf:
/ / -7 r drd®. (64)

Sijoitetaan u = é, jolloin du = rdr:

1 [ 2m
I’=— 1df = =—=1. 65
2m o (65)
Koska I? = 1 ja tiheysfunktio on positiivinen (I > 0), téytyy olla I = 1. O
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Lause 8. Olkoon X ~ Normal(u,0?). Téllbin jakauman odotusarvo ja varianssi
ovat

Todistus. Osoitetaan ensimmaiseksi odotusarvo. Lauseen [7| nojalla, tehddén sijoitus
z = £ jolloin x = 02 + p ja dv = odz.

e 2dz (66)

E(X):/“@,HM%

* 2z 22 * 1 22
=0 e 2dz+ / e 2dz. 67
/oo V2T a oo V21 ( )

22

Ensimmainen integraali on 0, silld integroitava funktio ze~2 on symmetrinen origon
suhteen. Jalkimmainen integraali todistettiin olevan 1 @
Seuraavaksi varianssi Var(X) = o?. Mééritelmén (§)) mukaan.

Var(X) = B[(X — p)?] = /_ o= ) \/%ewdx. (68)

Kéytetadn jélleen sijoitusta z = =£, jolloin (z — p)* = 022>

o 1 22 0'2 o 22
Var(X) = 0’ ——e rdr = —— ez dz. (69)
—oo V2T V2T J s

Kaytetaan osittaisintegrointia ja merkitdan v = z ja dv = ze™% 2z (jolloin v =

—6_32/2).
o0 22 L2700 o0 2
/ e Tdr = [—2677] —/ (—e”2)dz (70)

o0 22
= O+/ e 2dz (71)

—00

= V2r. (72)

Sijoittamalla varianssin méaéritelméin saadaan Var(X) = \/0727‘/ 21 = o2,
[

Esimerkki 2. Suomalaisten naisten pituus noudattaa likimain normaalijakaumaa,
jossa odotusarvo on p = 165cm ja keskihajonta on ¢ = 6.5cm, jolloin varianssi on
0% = 42.25. Olkoon satunnaismuuttuja X satunnaisesti valitun naisen pituus, jolloin
X ~ Normal(165,42.25). Télléin pituuden tiheysfunktio on

1 (z—165)2
)= — ¢ 24225 73
@)= = (73)
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Jakauman avulla voidaan laskea erilaisia todennéakéisyyksié, kuten satunnainen nai-
nen on yli 170cm pitka

170 — 1
P(X > 170) = P(Z) > % ~ P(Z > 0.77) ~ 0, 2206 (74)

Eli noin 22, 1% suomalaisista naisista on yli 170 cm pitkia.

Huomautus 7. Kuten aiemmin luvussa 4 todettiin, kertyméfunktion arvojen las-
keminen on tyolasta. Taman vuoksi yhtalossa hyédynnetaan taulukkoarvoja.

Pituudet normaalijakaumalla

I P(X > 170)
: =22.1%
|
[

Tiheys

0.00 0.05

| | | | | | | | | |
140 150 160 170 180 190

Pituus (cm)

Kuva 4: Suomalaisten naisten pituudet normaalijakaumalla, kun g = 165 ja o = 6.5.
Sininen osuus havainnollistaa, kuinka suuri osa naisista on yli 170cm pitkié.

6 Yhteenveto

Téasséd tutkielmassa tarkasteltiin todennékoisyysjakaumia keskittyen diskreetteihin
ja jatkuviin todennakoisyysjakaumiin. Tutkielmassa méariteltiin odotusarvon ja va-
rianssin késitteet ja todistettiin niiden keskeisimmét perusominaisuudet. Jakaumiin
syvennyttiin kiymaélla 1dpi diskreetin jakauman pistetodennékoisyysfunktio ja jat-
kuvan jakauman tiheysfunktio.

Molemmista jakaumatyypeisté esitettiin esimerkit. Diskreetin todennakdisyys-
jakauman esimerkkind oli binomijakauma, joka johdettiin Bernoullin jakaumasta.
Bernoullin jakauman vaikutuksiin syvennyttiin binomijakauman ohella. Binomija-
kaumaa sovellettiin esimerkkiin, jossa tutkittiin yliopiston sisddnkirjautuvien val-
mistumismaéria. Jatkuvan todennékoisyysjakauman esimerkking oli normaalijakau-
ma, jonka sovelluksessa tutkittiin suomalaisten naisten pituuksia.

Tutkielman kirjoitusprosessin aikana keskeisin oivallus oli se, kuinka laheisia dis-
kreetit ja jatkuvat jakaumat ovat. Vaikka ne méaritellddn eri tavoin ja niiden toden-
nékoisyyksille on aivan omat kaavansa, ne eivit kuitenkaan ole irrallaan toisistaan.
Esimerkiksi luvussa 4 huomattiin, miten binomijakaumaa késitteleva esimerkki kayt-
ti loppujen lopuksi normaalijakauman approksimointia laskemisen helpottamiseen.
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Todennéakoisyyslaskenta on valtavan suuri aihealue ja siitd 16ytyy paljon tietoa.
Jos jakaumista haluaisi oppia liséé, luonnollisin suunta olisi kysya miksi monet maa-
ilman ilmiot noudattavat normaalijakaumaa ja miten se on edes mahdollista. Myos
ohjelmointikielilld, kuten R:1l&, voi tuottaa visuaalisesti havainnollistavia kuvia, joi-
den avulla on helpompi hahmottaa teoriaa.
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