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Tutkielmassa tutkitaan Greenin identiteetteja ja funktioita seké niiden soveltamista
harmonisten funktioiden analysointiin. Erityisesti tutkitaan, miten ndmé mahdollis-
tavat raja-arvo-ongelmien, kuten Dirichletin ja Poissonin ongelmien, ratkaisemisen.
Tutkielmassa esitelldén Greenin ensimmaéinen ja toinen identiteetti, joita hyodyn-
netdan keskiarvo-ominaisuuden, maksimiperiaatteen ja Dirichletin periaatteen joh-
tamisessa. Toisessa osassa tutkitaan Greenin funktioiden rakennetta, symmetriaa ja
erityistapauksia puolitilassa ja pallossa. Esitetyt menetelmét perustuvat klassisiin
analyyttisiin tekniikoihin ja edellyttavét lukijalta ymmérrystéd osittaisdifferentiaa-
liyht&loista, integraalilaskennasta sekéd harmonisten funktioiden ominaisuuksista.
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Symboli | Tarkoitus
x,y, z | Reaalimuuttujat, koordinaatit
f(x) Funktio
R Reaalilukujen joukko
oD Alueen D reuna
ds Pinnalla 0D oleva pinta-elementti normaalisuuntaan
Au Laplacen operaattori
Vu Gradientti eli (g—;, g—Z, %)
g—g Normaaliderivaatta, suuntaan n
[[. [[] | Pinta- ja tilaintegraalit
oD D
v, U Yleiset funktiot esimerkiksi testifunktioita identiteeteisséa
= Identtinen yhtasuuruus
€ Kuuluu joukkoon
|| Vektorin normi eli etdisyys origosta
0, ¢ Pallokoordinaattien kulmamuuttujat
C(n) Dimensioon riippuva vakio
Elw] Energiafunktio Dirichletin periaatteessa

Taulukko 1: Symbolit ja niiden merkitys




1 Johdanto

Osittaisdifferentiaaliyhtél6illa on perustavanlaatuinen rooli monien fysikaalisten ja
teknisten ilmididen mallintamisessa. Néiden joukossa on harmoniset funktiot eli
funktiot, joiden reali ja imagindéari ovat vahintaan kahdesti derivoituvia. Tamé joh-
taa sithen funktion reali ja imagindériset osat ovat molemmat harmonisia [I]. Harmo-
niset funktiot muodostavat téarkeén luokan, analyyttisten ominaisuuksiensa ja raja-
arvo ongelmiin soveltuvuuden vuoksi. Téllaisten ongelmien tutkimiseen kiytetaan
usein integraali identiteettid ydinpohjaisia ratkaisumenetelmia. Greenin identiteetit
ja -funktiot ovat keskeisia tyokaluja néissd menetelmissa.

Tyypillisesti funktiot kuvataan lausekkeen avulla hyodyntden parametreja kuten
x joka vaihtelee méadratyn joukon yli. Téata kutsutaan funktion alueeksi esimerkiksi
f(z) :=2x+1, z € R, jossa mééritelty alue on R. [2]

Tutkielmassa keskitytddn Greenin ensimmaiseen ja toiseen identiteettiin ja nii-
den sovelluksiin, jotka yhdistavéit funktioiden differentiaalisia ilmaisuja integraalei-
hin alueeseen ja sen rajojen yli. Naitd identiteettejd kiytetddn johtamaan perus-
tuloksia harmonisille funktioille, kuten keskiarvon ominaisuus, maksimiperiaate ja
Dirichletin periaate. Nama tulokset tarjoavat tyokaluja raja-arvo ongelmien ratkai-
sujen analysoimiseen.

Greenin funktiot on myos keskeinen késite tutkielmassa. Greenin funktioita voi-
daan hyodyntaé osittaisdifferentiaalifunktioiden ratkaisujen esittdmiseen rajainte-
graaleina, silld on myo0s keskeinen osa klassisten Dirichletin ongelmien ratkaisemi-
sessa. Tutkielmassa késitellddn Greenin funktion rakennetta ja ominaisuuksia, kuten
symmetria ja ainutlaatuisuus. Tutkielmassa késitellddn myos Greenin funktioita tie-
tyissd geometrioissa kuten puolitilassa ja pallossa. Vaikka yleinen teoria on muotoil-
tu n ulotteisessa avaruudessa niin esimerkit on esitetty kolmiulotteisena selvyyden
vuoksi.

Luvussa kaksi esitellaén ja todistetaan Greenin ensimméinen seké toinen iden-
titeetti. Luvussa kolme keskitytdén ensimmaéisen identiteetin sovelluksia kuten kes-
kiarvo ominaisuus, maksimiperiaate ja Dirichletin periaate, toisen identiteetin so-
vellus esityskaava esitelldidn neljannesséd luvussa. Luvussa viisi esitellidn Greenin
funktio ja osoitetaan sen keskeiset ominaisuudet, kuten mukaan lukien symmetria
ja sen rooli Dirichlet-ongelmien ratkaisemisessa. Lopuksi luvussa 6 esitetdan ekspli-
siittiset rakenteet Greenin funktiosta puolitilassa ja pallossa, ja sovelletaan niité
ratkaisemaan raja-arvoongelmia néilla alueilla.



2 Greenin identiteetit

Greenin identiteetit muodostavat analyyttisen perustan harmonisten funktioiden
tutkimukselle. Ensimmaéinen identiteetti yhdistda funktion ja sen derivaattojen in-
tegraaleja alueella ja sen reunalla, kun taas toinen identiteetti tuo esiin naiden suh-
teen vaihtuvuuden ja toimii johdantona useille klassisille sovelluksille. Seuraavissa
alaluvuissa esitelldadn nama identiteetit yksityiskohtaisesti.

2.1 Greenin ensimmainen identiteetti

Aloitetaan sdannosta

(VUy)z = VplpUlgy.

Sama toistetaan derivaatoille y ja x, kun tulokset summataan saadaan identiteetti

V- (vVu)=Vv-Vu+ vAu.

Saatu identiteetti integroidaan ja kdyttdmalld divergenssiteoreemaa [3] funktion va-
semmalle puolelle saadaan

//v—dS /D//Vv-Vudx—F/D//vVudx, 1)

missd 5% = n - Vu on suuntaderivaatta ulospédin normaaliin suuntaan. Tdmé on
Greenin ensimminen identiteetti. Se on voimassa jokaiselle alueelle D ja jokaiselle

funktioparille, kuten u ja v.

Esimerkki 2.1. Jos v = 1 saadaan

//—dS /D//Audx. )

Tamé osoittaa ettd Laplacen integraali yli alueesta D riippu vain funktion u nor-
maalista derivaatoista alueen D reunalla.

2.2 Greenin toinen identiteetti

Greenin toinen identiteetti on korkeamman ulottuvuuden identiteetti, ja se johtaa
perustavaan esityskaavaan harmonisille funktioille. Keskimméinen termi ensimméi-
sessd, identiteetissd ei muutu jos u ja v vaihtavat paikkaa. Jos kirjoitetaan esimmai-
sen identiteetin u ja v, ja uudestaan niiden paikat vaihdettuina ja otammalla niiden
erotuksen, saadaan

///um_mudx—//(u@_@)ds. 3)



Kaava 2 tunnetaan Greenin toisena identiteettiné, ja se on péteva jokaiselle funk-
tioparille u ja v. Se johtaa seuraavaan luonnolliseen méaéritelméadan. Rajaehtoa kutsu-
taan symmetriaksi operaattorille A, jos toisen identiteetin oikea puoli katoaa kaikilla
u ja v pareilla jotka tayttavit rajaehdon. Jokainen kolmesta klassisesta rajaehdosta
— Dirichlet’'n, Neumannin ja Robinin ehto — on symmetrinen.

Esimerkki 2.2. Tarkastellaan tilannetta jossa u(xz) = 1 ja v(z) = 1 suljetulla
alueella D. koska Au = 0 ja Av = 0 greenin toinen identiteetti supistuu muotoon

31 81
——1- =

tama patee koska =0. Tulos havainnollistaa ettd Greenin toinen identiteetti toimii

triviaalilla tavalla kun u ja v ovat vakioita, silla reunaderivaatat héavidvat ja Au =
Av = 0.

3 Ensimmaisen identiteetin sovellukset

3.1 Keskiarvo ominaisuus

Kolmannessa ulottuvuudessa keskiarvo-ominaisuus méarittelee, ettd minka tahansa
alueen ylittdvan harmonisen funktion keskiarvo on sama kuin alueen keskipisteen
arvo.

Todistus. Olkoon D pallo, |x| < a, jossa 2% + y? + 2% < a®. Jolloin D raja on pallo
{|x|] = a}. Olkoon Au = 0 jokaisella alueella joka siséltdd D ja D raja-arvon. Koska
w on harmoninen, v € C™P) ja derivaattojen raja-arvot ovat olemassa. Pallon
tapauksessa n osoittaa suoraan poispain alkuperésté, niin etta

du _ . - X -z Y zy — Ou
=n-Vu=2 -Vu==>u, + 2 u, + 2u, = 7

on or’
missii 7 = (22 + ¢ + 22)2 = ]x| on pallon kordinaatti ja pisteen (z,y,z) etéisyys
pallon keskipisteestéd. Funktiosta (2) tulee

//—dS_O (4)

Kun integroidaan pallon kordinaatteja (r,0,¢). Funktio (4) saadaan muotoon

fo ~(a,0,¢)a?sinf df do = 0,

koska r=a D rajalla. J akamalla sen vakiolla 4ma? joka on D rajan pinta-ala. Tulos
on pateva kaikilla a > 0, joten voidaan ajatella sitd muuttujana r. Kun 0/0r otetaan
integraalin ulkopuolelle saadaan

L J27 [ uola, 0, 0)a sinf df do] =
joten

2 [, (a,0, ¢)a? sin 0 df dop

3



on riippumaton r:std. Témé funktio on u keskiarvo pallolla {|z| = r}. Erityisesti
kun r lahestyy nollaa, saadaan

L2 [Tu(0)sing df do = (0),

o / / u() dS = u(0).

|z|=r

joka on

Tama tulos todistaa keskiarvo ominaisuuden kolmannessa ulottuvuudessa, mutta
sama perjaate toimii n ulottuvuudessa. O

3.2 Maksimiperiaate

Maksimiperiaate tunnetaan my6s Hopfin maksimi periaatteena [4]. Hopfin lemmassa
oletetaan, etti u € C?(D) N CY(D) on harmoninen funktio, ja etti u saavuttaa
maksimiarvon reunan pisteessd ro € 0D. Maksimipiste ei voi sijaita alueen sisalla
vaan se esiintyy aina alueen reunalla 0D.

—Q

Todistus. Tarkastellaan ensin tilannetta jossa r = 1. Olkoon v(z) =" —e@,
jolloin v = 0 D reunalla ja v > 0 alueella D. Méaaritelladn

w:R" = Rw(z) = |z
ja
fR=2R f(t)=e —e@
niin ettd v = f(w). Nyt tarkastellaan funktiota

Af(w) = f"(w)| Vwl* + f'(w)Aw = 4a”e= |22 — 2nae=l",

Kun valitaan o = 4n ja v rajoitetaan 1 > |z| > 1/2, saadaan

Nyt sovelletaan tété u. Renkaassa Dy /D; s
Au+ ev) = eAv > 0,

niin ettd u + ev on subharmoninen ja maksimiperiaate péatee. Siten funktion u 4+ ev
maksimi renkaassa D1 /D; » saavutetaan reunalla. v on tarkka maksimi ulkoreunalla,
joten jos € madritelladn erittdin pieneksi, voidaan jarjestdd niin ettd myos u + ev
saavuttaa maksimin ulkoreunalla. Tdméan mééirittelemiseen tarvitaan

u(zo) + ev(xg) > max(u(x) + ev(z))

1/2

niin etta

u(zg) > max u(x) + el — e ).

1/2



Voidaan siis valita
u(xo) maxap, ,, u(r)

2(e™m) — e4n

€ =

Tiedetaén ettd u+ ev maksimiarvo on D rajalla, joten sen pitéa olla g, koska v = 0
D rajalla. Siita seuraa

O(u + ev) _
on -
siten etta
8u( ) > ov
—(x —e—.
o = Ton
Laskemalla £ ja sijoittamalla ¢ saadaan
O ) = s (u(a) — max u(a) )
—(x ———————(u(xy) — maxu(x)).
on " = 2(emn — e—n) o) 8D,

2

Lopuksi sovelletaan Harnackin epétasa-arvoa jotta saadaan tdmén -u(0) termein.
Madritelladan w(z) seuraavasti w(z) = u(xg) — u(x). Huomataan, ettd w on harmo-
ninen ja epanegatiivinen, joten Harnackin epatasa-arvo patee. Talloin saadaan

w(0) < max w(z) < C(n) min w(x
<)_D1/2(0) ()_ ()Dl/Q(O) ()

sopivilla dimensioiden vakiona C'(n). Siten

u(cxo — u(0))
e < (u(xg)) — Drgz;()é)w(x).

Sijoittamalla tdmén yhtéloon (5) saadaan

ou 8ne 4"

on (o) 2 2C(n)(e ™ — 6*4”)(

u(zo) = u(0)).

Tama paattad todistuksen tapaukselle r = 1. O

Yleisen tapauksen saa skaalaamalla. Jos funktio v on harmoninen alueella D,.(0)
ja mééritellddn u(y) = u(ry) niin @ on harmoninen alueella D;(0). Jos zg € 9D,.(0)
on funktion u tarkka maksimi, niin £y = zo/r on @ tarkka maksimi alueen D reunalla

4n

@
on

8ne~
QC(n)(e*n _ 6*4”) (U(ﬂfo) - U(O))

(20) = %

3.3 Dirichletin periaate

Dirichletin periaate perustuu ideaan fyysikaalisesta energiasta. Sen mukaan jokai-
sessa funktiossa w(x) joukossa D, funktiot w(x) tayttavit Dirichletin rajaehdon

w=h(x) € 9D (6)

>



Matalin energia esiintyy harmonisilla funktioilla jotka tayttaviat ehdon (6). Jol-

loin energia on maaritelty
1 2
Elw] = 5 | Vw|dx. (7)
D

Dirichletin periaate mééritelldén siten ettd u(x) on uniikki harmoninen funktio joka
tayttdd ehdon (5) alueella D, ja w(z) on funktio alueella D joka tdyttad ehdon (5).
Jolloin

Elw] > Elu).

Todistus. Asetetaan v = u — w ja lajenetaan nelion intgraalissa

E[w]:%///\V(u—v)]de:E[u]—///Vu-Vv e+ B[], (8)

Seuraavaksi kiytatdédn Greenin ensimmaéistd identiteettid (1) funktiopariin u ja v.
Identiteetissé (1) kaksi kolmesta termisté saa arvon 0, koska v = 0 alueen D rajalla
ja du = 0 alueella D. Tésté seuraa ettd keskimméinen termi kohdassa (8) saa myos

arvon 0. Joten
Elw] = Eu] + E[v].

Koska E[v|> 0, voidaan péételld ettd E[w| > E[u]. TAmé tarkoittaa ettd energia on
pienimmilldédn kun w=v mika todistaa Dirichletin periaatteen. ]

4 Toisen i1identiteetin sovellukset

Esityskaava

Tama kaava esittdd minkd tahansa harmonisen funktion integraalina yli reunan. Sen
mukaan, jos A u = 0 alueella D, niin

ulzo) = a/D/ {_u@)@% <|17 —1$0|) T —1930 %] % ©)

Todistus. Esityskaava (9) on erityistilanne toisesta identiteetistd (3) jossa v(z) =
(—4m|r — x,])7!. Identiteetin (3) Oikea puoli vastaa yhtélod (9). Lisiksi Au = 0
Av = 0, jolloin (3) vasemman puolen arvo on nolla. Funktion (9) vasen puoli syntyy
siité ettd funktio v(z) on ddretdn pisteessd xy. Télloin kaavaa (3) ei voi soveltaa koko
alueella D, ja siksi otetaan pyorea leikkaus pisteen xy ymparilta. Olkoon D, olla alue
josta on poistettu leikkaus jonka side on € ja keskipiste zy. Yksinkertaisuuden vuoksi
olkoon z origossa. Silloin v(z) = —1/(4mr), missi r = (22 4 y? + 22)2 = |z|. Talli
v valinnalla ja liséksi koska Au = 0 = Av alueella D, saadaan (3) joka on muotoa,

0 (1 ou 1
—//[“'%(;)‘%F}ds—o'
0D




Koska D, raja koostuu kahdesta osasta, jotka ovat D alkuperidinen raja ja xg ympy-
roivin alueen poiston luoma raja jossa r = €, leikkauksen luomalla rajalla 9/0n =
—0/0r. Néin ollen pinta integraali jakautuu kahteen osaan.

0 (1 ou 1 1 ou 1
- | - dsS = ds. 10
//{u 8n(7’) on r} //{ ar() or r} (10)
D,
Téama identiteetti (10) on voimassa kaikilla pienilld € > 0. Esityskaava (9) seuraisi,
edellyttien ettd voidaan osoittaa, ettd yhtalon (10) oikea puoli ldhenee arvoa 47u(0)

kun € — 0.
Nyt leikkauksen rajalle {r = ¢} saadaan,

01 1 1

orr  r2 e’

niin ettd funktion (10) oikea puoli on yhtd kuin

—//udS—i— //—dS47Tu+7reg—u (11)
r

Missé @ tarkoittaa u(x) keskiarvoa leikkaus rajalla |z| = r = ¢, ja Ou/Or tarkoittaa
Ou/0n keskiarvoa leikkauksen rajalla. Kun € — 0 lauseke (11) ldhestyy

ou
o —(0) = 47u(0)

koska u on jatkuva ja du/Or on rajoitettu. Niin lauseke (10) muuttuu lausekkeeksi

(9)-

47u(0) + 47 -0 -

]

5 Greenin funktio

Greenin identiteettia voidaan kdyttaéd Dirichletin ongelman tutkimiseen. Esityskaava
kiyttda kahta funktion v(z) = (—47|x —1x0|) ™ ominaisuutta jotka ovat harmonisuus
pisteessd x( ja funktiolla on tietty singulariteetti samassa pisteesséd. Tarkoituksena
on muokata esityskaavaa niin ettd ettd yksi termeistéd katoaa. Muokattua funktiota
kutsutaan Greenin funktioksi D.

Maaritelma 5.1. Greenin funktio G(x) operaattorille —A ja alueella D pisteessé
xo € D on funktio joka on méaritelty x € D seuraavasti:

(i) G(z) omaa jatkuvat toiset derivaatat ja A = 0 alueella D, poislukien pisteen
r = Xy.

(i) G(x) =0 kun = € D rajalla.
(iii) Funktio G(z) + m on adrellinen ja harmoninen kohdassa x, ja sen toiset
derivaatat ovat kaikkialla jatkuvia.

Voidaan myos osoittaa, ettd Greenin funktio on olemassa. Greenin funktio on myos
uniikki jos homogeenisilla raja-arvo ongelmilla on vain triviaaleja vastauksia [5].

Todistus. Ks. [5] O



5.1 Teoreema 1

Jos G(x, xy) on Greenin funktio, silloin ratkaisu Diricletin ongelmaan saadaan kéyt-

tamalla kaavaa aG
u(zo) / / 9G(w, 1) ;o (12)

Todistus. Palataan takaisin esityskaavaan

w(wo) = / / (u% - g—zv) as, (13)

missé v(z) = —(4n|zr — x])'. Nyt voidaan kirjoittaa G(z,z¢) = v(x) + H(x).
Kohtien (iii) ja (i) mukaan H(z) on harmoninen funktio koko alueella D. Kéytdmalla
Greenin toista idestiteettid (3) harmoniseen funktiopariin u(z) ja H(z) saadaan:

w(wo) = / / (u%—f - %H) ds. (14)

Yhdistamaélla (13) ja (14), saadaan

u(zo) // (ua—G — %G) ds.
on

Mutta kohdan (ii) mukaan G hévidd D reunalla joten viimeinen termi hévida ja
paddytddn kaavaan (12). O

5.2 Greenin funktion symmetria

Kaikille alueille D on olemassa Greenin funktio G(z,xp). Tamé funktio on aina
symmetrinen

G(z,20) = G(x0,7) , kun x # x¢

Todistus. Kun kiytetdén Greenin toista identiteettid (3) funktiopariin u(z) = G(z, a)
jav(z) = G(z,b) alueella D.. Merkitédén D, aluetta D, josta on leikattu kaksi € siteis-
ta palloa, pisteiden a ja b ympariltéa. Joten alueen D, rajat koostuu kolmesta osasta,
jotka ovat alueen D alkuperéinen raja ja kaksi palloa |z —a| = € ja |z —b| = €. Joten

///m—m—//(@—z—va—»du,q+Bﬁ,

missé



Koska molemmat funktiot u ja v ovat harmonisia alueella D, kaavan (15) vasen
puoli katoaa. Koska molemmat u ja v katoavat D:n rajalla, myos integraali D rajan
yli katoaa. Siksi

Ac+ B =0 jokaiselle e.

Lasketaan rajaarvo kun € — 0. Siten saadaan lim A, 4+ lim B, = 0. Olkoon A, r =
|x — al.

. . ov  Ov 1 5 .
lz%f‘e—lﬁ%//{( ) 5 g () o o o

missd 0 ja ¢ ovat pallokordinaattien kulmat x — a, ja H on jatkuva funktio. Nyt
0/0n = —0/0r pallolle. Viimeisen integraalin neljasté termistd vain kolmas tuottaa
nollasta poikkeavan ilmaisun raja-arvolle. Néin ollen

e—0

hmA —hm/ / 5€ 2sinf df d¢ = v(a)
dre

€% supistumisen vuoksi. Hyvin samanlainen lasku osoittaa, ettd lim B, = —u(b).

Siksi
0 =lim(A. + B.) = v(a) —u(b) = G(a,b) — G(b,a)

5.3 Teoreema 2

Voidaan ratkaista ongelman
Au= f D jau=hD rajalla

kiyttamalla kaavaa

- [

Todistus. Aloitetaan Greenin toisella identiteetilld kahdella funktiolla u(x) ja G(z, o).

oG ou
/D(UAG — GAu)dx = / (u% — G%)dS

Koska u(z) téyttdd poissonin funktion kriteerit, voidaan sijoittaa funktioon Au =

f(x) ja AG = —=§(x — xp). Talloin saadaan

/D (u(=8(x — 20))G f)dz = / W62,

Jos kiytetddn deltafunktion ominaisuuksia, saadaan:

/D ul(z)((~6)(z — z0))dz = —u(z),

9



jonka sieventamalld saadaan

_u(I)+/DGf(x)dx:/ (”%_ng)

Koska Greenin funktio G(z, xq) tayttaa Dirichlet ehdot tieddtdén etta
e G(x,z9) = 0 D rajalla joten termi Gg—z katoaa.
e u(x) = h(z) D rajalla joten se voidaan korvata u(z).

Tama yksinkertaistaa funktion muotoon

(o) + /D G f()de / Wz )g—ids

Tama voidaan jarjestdd uudelleen muotoon

- [ s

6 Puolitila ja pallo

Yhdistamélla Greenin funktion ja heijastusmetodi voidaan ratkaista harmonisia
funktioita puolitilassa ja pallossa.

6.1 Puolitilassa

Ensin méarittelladn Greenin funktion puolitalalle. Puolitila on alue, joka sijaitsee
yvhdella puolella tasossa. Vaikka tdméa alue on &éreton, kaikki Greenin funktion so-
vellukset ovat voimassa jos asetetaan rajachto ddrettomyydessa siten ettd kaikki
funktiot suppenevat 0 kun |z| — oo.

Kirjoitetaan kordinaatti muodossa = = (z,y, z). Olkoon puolitila D = z > 0, alue
joka sijaitsee xy-tason ylidpuolella. Jokaisella pisteella x = (z,y, z) on heijastuspiste
r = (z,y — z) joka ei ole alueella D. Tiedetdén ettd funktio 1/4w|z — xo| tdyttda
kaksi kolmesta ehdosta (i ja iii) jota Greenin funktio vaatii. Muokata sitd niin ettd
se tayttaisi myos kolmannes ehdon (ii). Greenin funktio alueelle D on

1 1

G(x,xg) = —
(, 20) Am|x — x,| * Ar|z — x|

(16)

Kordinaateissa se voidaan ilmaita seuraavasti,

Gz, 20) = _%[(x_$0)2+(y—yo)2+(z—z0)2]—é+%

[

[(z—20)2+(y—1y0) 2+ (2+20)%] 2.

Huomataan ettd termien ainoa ero on tekijat (z 4 z5) . Tarkistetaan viite (16)
tarkistamalla kukin kolmesta G:n ominaisuudesta.

10



(i) G on selkeéisti ddrellinen ja derivoituva poislukien z. Lisdksi AG =0
(ii) Olkoon = € 9D jolloin z = 0. |x — zg| = |z — x *¢| Néin ollen G(z,xy) = 0.

(iii) Koska zj on alueen D ulkopuolella, funktiolla —1/47|z — 2 ei ole singulari-
teettia alueen sisélld, joten G on oikea singulariteetti kohdassa .

Né&ma kolme ominaisuutta todistavat ettd G(x, o) on Greenin funktio télle alueelle.
Voidaan kayttaa sitd ratkaisemaan Dirichletin ongelman

Au =0z >0, u(z,y,0) = h(x,y) (17)

kiyttdmalld Greenin teoreemaa 1. huomataan ettd 0G/0n = —0G/0z|,—o koska n
osoittaa alaspain alueesta. Lisaksi

oG 1 ( z+ 2 z+ 2 )_ 1 20

S0z Am \|z— P |z —aof) 27|z — aof?
kun z=0. Siksi maamtelman ratkalsun on
_3
w(zo, 4o, %0) = / / v 30l + (5 — wo)? + (20)2] Fh(z,y)du dy  (18)

missé molempien integraalien rajat ovat (—oo, c0), huomaten ettd z = 0 integroin-
tifunktiossa. Vektorimuodossa (18) saa muodon

O)Z%a/p/%ds

Tama on kaava, joka ratkaisee Dirichletin ongelman puolitilalle.

6.2 Pallossa

Greenin funktio pallolle D = |z| < a siteelld a voidaan myos 16ytaa kayttamalla
heijastusmenetelméd. Téssa tilanteessa kuitenkin heijastus pallon lavitse |z| = a,
mika on pallon D raja.

Kiinnitd mikdtahansa nollasta poikkeava piste xy palloon (eli 0 < zo < a). Heijastettu
piste x{ mééritelladn kahdella ominaisuudella. Se on kollineaarinen origon ja pisteen
ro kanssa. Sen etdisyys origosta madriytyy kaavalla |zo||z§| = a?. Néin ollen

2
% [ )

:L‘(]:

70>

jos x on miké tahansa piste, merkitddn |z — xo| = p ja |x — z§| = p*. Sitten Greenin

funktio pallolle on
1 a 1

|20 47 p*

G(x,z9) = ~1 (19)

jos g # 0. Kaavan vahvistamiseksi tulee tarkistaa kolme ehtoa (i),(ii) ja (iii). Tar-
kastellaan erikseen tapausta xq = 0. Ensinndkin, G ei ole singulariteettia paitsi
kohdassa = = x¢ koska z{ sijaitsee pallon ulkopuolella. Funktiot 1/p ja 1/p* ovat
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harmonisia alueella D paitsi pisteessd xy koska ne ovat 1/r siirroksia. Joten ehdot
(i) ja (i) pitavit paikkansa.

Todistetaan ehto (ii), osoitetaan, ettd p* on verrannollinen p kaikissa pisteissi x, jot-
ka ovat pallon D pinnalla |z| = a. Tehdédkseen tdmén huomataan ettéa hyodyntamalla
yhtenevia kolmioita pallon sisalla

To a

—T — —Xg| = | — Tg|. 20

0 Lag] = fo— o (20)
Tamaé seuraa siita etté pisteet 0, x, xy ja xj muodostavat kaksi yhtenevia kolmiota
pallon D sisélle. Koska kolmiot (0,x,z) ja (0, z, z§) jakavat kérjen 0, sivun |z| = a
ja koska pisteet x ja zj skaalautuvat vastakkaisille puolille niiin kolmiot ovat yhte-

nevaisia.

Olkoon 7y = ||, niin funktion (20) vasen puoli on yhtéd kuin

nain ollen
p* = p kaikille |z| = a.
Jolloin funktio

1 n a 1
Arp  |wo| dmp*’

Kuten ylla mééritelty, nolla on pallon |z| = @ pinnalla. Tama téyttad viimeisen
ehdon (ii), ja todistaa kaavan (19).
Voidaan my6s kirjoittaa kaavan (19) muodossa

1 1

Ar|w — 0| 4m|TeE — 20|
0

G(z, ) =

Kéytetdan nyt kaavaa (19) kirjoittaakseen ratkaisun Diricletin ongelmalle pallossa
Au =0 kun |z| < a, u=h kun |z| = a. (21)

Tiddetdén ettd u(0) on h(z) keskiarvo pallolla, joten tarkastellaan xy # 0. Sovelle-
taan Greenin ensimmaéisté teoreemaa meidén tulee laskea 0G/On kun |z| = a.
Huomataan, ettd p? = |x — zy|. Derivoimalla saadaan 2p V p = 2(z — z,). Joten

Vp =" ja Vp* = 2=28) Nain ollen, derivoimalla (19) saadaan
P P

T—T) aT—XT
0G = - — .
Arpd  rg dmp*3

Koska x5 = (a/ro)*vo, jos |z| = a, ylld osoitettiin ettd p* = (;-)p. Korvaamalla
niama ilmaisut VG viimeiseen termiin, saadaan

1 To 2
TR RES
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pinnalla, niin etta
0G _z 5_a =15
on a drap®

Jolloin teoreema 1 saa muodon

a? — |wo|” h(z)
ul(wo) = da // |z — x0|3dS'

|z|=0

Tamé on yhtélon (21) ratkaisu. Se on kolmiulotteinen versio Poissonin kaavasta. Se
voidaan myos kirjoittaa pallokordinaateilla seuraavasti

_ a(a®rg) /27T /7T h(9,¢) :
u(ro, 0o, ¢o) = w )y ) @5rd) = 2argcos v sin@ df do

missa ¢ tarkoittaa kulmaa xg ja x valilla.

Greenin funktio pallolla kun zy = 0.

Todistaakseen kaavan G(z,zq) = —ﬁ + ﬁ olevan Greenin funktio G(z, xy) koh-
dalla, kun toinen argumenteisté on paﬂon keskipisteessa.

Greenin funktio pallolla on muotoa

1 n a 1
Amt|lz — xo|  |wol 4| — f|

G(z,x0) =

Pisteen xy ollessa 0 Greenin funktio on

1 a 1
G e
(@.20) =~ =01 Y 01w =0
joka on madritteleméton. Rajaechdon mukaan |z| = a jolloin Saadaan edellisesté
funktiosta
Gl 20) = ——— + —
x,xy) = ——— + —
o Ait|z|  4Awa

joka on Greenin funktio pallolla jossa toinen argumenteista on pallon keskipisteessé.

Poissonin esityskaava: Dirichletin ongelma pallolla

Olkoon ¢ : 9B(0, R) — R jatkuva jolloin u on mééritelty

R2_|y2 - R
- lefg Jono.n) 7‘f£yiddo(z) kun y € B°(0,R)
u(y) := o(y) kun y € dB(0,R)

joka on avoin pallolla B°(0, R) ja on jatkuva suljetulla pallolla B(0, R).

Todistus. Ks. [6] O
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Esimerkki 6.1. Olkoon ¢ jatkuva funktio joka on maaritelty yksikkéympyréan 0B
reunalla. Maaritellaan ratkaisu Dirichletin ongelmaan:

Au = 0 alueella 90B(0,1)

kun u tayttdd reunaehdon wu(z) = ¢(x) kaikilla x € 9B(0,1) ja ¢ on jatkuva.
Kayttamaélla Poissonin esityskaavaa jotta saadaan ratkaisun funktiolle v Dirichletin
ongelmassa. Poissonin esityskaava yksikkOympyréassa on

1—|yl?
w) = [ o), y e B0
dB(0,1) |z —y

missa ¢ on reunachto ja do on pinta-alamittaus yksikkdympyran reunalla. kun y €
0B(0,1) niin u(y) = ¢(y). Olkoon ¢ muotoa

o(x) = cos(f) missd = = (cos(0), sin(h)) € 0B(0,1).

Néin poissonin esityskaava antaa ratkaisun

u(y) = /a 1_—|y|2005(9)d0(:c).

B(0,1) |$ - y|2

7 Yhteenveto

Tassa tutkielmassa esiteltiin Greenin identiteetit ja funktiot sekéd niiden rooli har-
monisten funktioiden teorian kontekstissa. ensimmaéisessi osassa esiteltiin Greenin
ensimmaéinen ja toinen identiteetti, jotka luovat yhteyksia funktioiden derivaattojen
ja integraalien vélilla alueelle ja sen rajan yli. Néitd identiteetteja hyodyntamal-
l1& johdettiin tuloksia, kuten keskiarvo-ominaisuus, maksimiperiaate ja Dirichletin
periaate. Nama tulokset ovat keskeisid raja-arvo-ongelmien ratkaisussa ja tarjoavat
vahvan teoreettisen pohjan niiden analysointiin.

Toisessa osassa tutkielma keskittyi Greenin funktioihin, niiden olemassaoloon,
symmetriaan ja ominaisuuksien tarkasteluun. Erityisesti tarkasteltiin, kuinka Gree-
nin funktiot soveltuvat Poissonin ja Dirichletin ongelmien ratkaisuun. Liséksi tut-
kielmassa kasiteltiin Greenin funktion eksplisiittisia muotoja kahdessa erityistapauk-
sessa: puolitilassa ja pallossa, joissa hyddynnettiin heijastusmenetelméi. Naiden me-
netelmien avulla on mahdollista ratkaista raja-arvo- ongelmia tehokkaasti ja ana-
lysoida harmonisten funktioiden kidyttaytymistd eri alueilla ja erityisesti esiteltiin
Poissonin esityskaava: Dirichletin ongelma pallolla.

Tutkielman péaétuloksena on esitetty, miten Greenin identiteetit ja funktiot tar-
joavat matemaattiset tyokalut harmonisten funktioiden analysointiin, raja-arvo- on-
gelmien ratkaisujen loytdmiseen ja erityisesti Dirichletin ongelmaan. Ne luovat te-
hokkaan teoreettisen kehyksen, joka mahdollistaa esimerkiksi erilaisten optimointi-
tehtavien ja rajojen tutkimisen.
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