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Tutkielma tarkastelee tasokédyrien tasaisuuden mittaamista lukuarvona, jonka maa-
ritelma perustetaan geometriseen Ptolemaioksen lauseeseen. Tarkoituksena on sel-
vittad, missd maarin luotu mitta sopii kayrien tasaisuuden luonnehdinnaksi, mutta
paamadrand on myos madrittdd tavanomaisimpien tasokuvioiden tasaisuus mitalla
mitattuina.

Mitattava arvo on tullut jo aikaisemmissa tutkimuksissa esille, ja sen perusteella
voidaan muotoilla valttdméaton ja riittava ehto niin sanotuille kvasiympyroille. Myos
yhteys K-kvasiympyroita kuvaavaan suureeseen K on olemassa. Silti arvon tutkimus
on toistaiseksi ollut vahaista, joten tutkielma syventyy arvon maérittamisen liséksi
uusien menetelmien kehittamiseen. Padasiallisena tyokaluna téssa tehtavassa ovat
Moébius-kuvaukset.

Lukuarvon tutkimuksen ohella selvitetddn sen yhteyksia toiseen kéyrakohtaiseen
vakioon. Tasoalueille méaéritelty uniformisuusvakio ilmentaé eraéssé esitysmuodossa
samankaltaisia piirteita kuin alueen reunakayralle kehitetty tasaisuuden mitta. Ta-
hén nédennaiseen yhteyteen perustuva tutkimushypoteesi osoitetaan alkuperaisessa
muodossaan osittain vadraksi, mutta otaksuma tulee jalostetuksi saatujen tulosten
perusteella. Vaikka tyhjentdvada kuvausta yhteydestd ei saada, tutkimus paljastaa
samankaltaisuuksia ja eroja tarkasteltavien lukujen luonteissa.
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Johdanto

Geometristen tasokuvioiden kuvailuun on monia tapoja. Siind missé aksiomaattinen
geometria ottaa lahtokohdakseen tietyt perusoletukset, joilla rajataan intuitioon no-
jautuminen mahdollisimman suppeaksi, geometrian sovellukset ja analyyttinen mate-
matiikka tarjoavat kirjon luontevia méareita yhdenmuotoisuudesta aina kaarevuuteen.
Silti ei ole aivan ilmeista, miten kukin luonnollisen kielen kuvaileva méare on tulkittava
matemaattisesti.

Asetetaan kysymykseksemme, mita tasokédyrian pydreydelld ja tasaisuudella voidaan
tarkoittaa, ja miten tdméankaltaista ominaisuutta on mitattava. Valttaméton edellytys
luonnehdinnalle on epéailematta se, ettd ympyra on kuvailtava pyoredksi. Ilmeinen tapa
vaatimuksen tayttdmiseksi onkin aloittaa tunnetusta ja tédsméllisestd ehdosta, joka
liittad ympyran saumattomasti lukuarvoihin. Erés tallainen klassinen geometrian tulos
on Ptolemaioksen lause.

Lause 1 (Ptolemaios). Kun QABCD on syklinen nelikulmio, niin
AB-CD+ AD - BC = AC - BD.

Ensimmaéinen hyva syy tdmén luonnehdinnan valitsemiseen on, ettd kadnteinen
tulos pitaa paikkansa tietyssd muodossa, kun ympyroiksi hyviksytdan myos suorat.
Saamme téasté tarkan ehdon sille, milloin neljé pistetta ovat jarjestettyind ympyréalla.
Lause yleistyy vield tasmallisempéén muotoon epayhtéloné (esim. Berger, 10.9.2).

Lause 2 (Ptolemaioksen epéyhtéld). Nelikulmiolle QABCD on voimassa
AB-CD+ AD - BC > AC - BD,

ja yhtalé patee tarkalleen silloin, kun nelikulmio on syklinen tai pisteet ovat samalla
suoralla jarjestyksessd.

Tamén perusteella saamme luonnehdinnan sille, miten paljon neljan pisteen keski-
nainen asetelma poikkeaa ympyralla sijaitsemisesta.

Maaritelma 1. Kun A, B,C ja D ovat nelja eri pistettd, nimetaédn Ptolemaioksen
luvuksi arvo

AB-CD+ AD - BC
A, B,C, D)= > 1.
Pl ) AC-BD =
Koska tavoitteenamme on luoda tapa mitata nimenomaan kdyrien pyoreytté ja
tasaisuutta, méaaritelmé on taydennettiava kasittamadn kaikki jarjestetyt pistenelikot

kayrilla. Luonnollinen valinta mitattavaksi arvoksi on silloin seuraavanlainen.

Miiritelmi 2. Olkoon J C R? Jordan-kaari tai Jordan-kéyré, ja madritellidn arvo
P(J) =sup p(A, B,C, D),

missd A, B,C' ja D ovat pisteitd jarjestyksessa kayrédltd. Kun lukuarvo on aérellisend
olemassa, kutsumme sita kayran P-arvoksi.



Tallainen maaritelma karakterisoi hyvin ainakin ympyrét seka janat, ja antaa P-
arvon kéénteisluvulle 1/P € [0, 1] mielekkddn tulkinnan kiyrén pyéreytend sikéli kuin
pyoreys ajatellaan yleisessé mielessa kayran tasaisuudeksi. Rajoitus Jordan-kaariksi ja
Jordan-kayriksi ei liene valttaméton, mutta se takaa injektiivisen parametriesityksen
ja niin ollen myo6s tarkan maaritelman jarjestetyista kayrapisteista.

Nyt, kun pyoreys on tullut yhdella tavalla maaritellyksi, seuraa jatkokysymys siité,
kuinka pyoreitd tavanomaisimmat tasokayrit mitallamme mitattuina ovat. Koska kay-
rit ovat suljettuja joukkoja, arvo 1 saavutetaan vain ympyroiden ja suorien osajoukoil-
la, mité sopii olettaakin. Ensimmainen padmaardmme on méaarittaa arvoja tasokayrille
ja kehittda menetelmia nédiden arvojen laskemiseen. Ennen tdhan syventymista teem-
me kuitenkin katsauksen mahdollisiin sovelluksiin ja otamme lisémotiivin tutkimukseen
siita, ettd se tuo samalla osansa myos muiden analyyttisten ongelmien ratkaisemiseen.

Tutkimuksen taustasta ja paamaarista

Tutkittavaksi valittu arvo on ollut esilla jo aikaisemmissa tutkimuksissa, ja sille on
esitetty yhteyksié eritoten kvasikonformisiin kuvauksiin. Téméan tutkimuksen toisena
paamaarana on valottaa naita yhteyksia ja tulostemme seurauksia, kuitenkin ilman pe-
rinpohjaista syventymista itse kvasikonformikuvausten teoriaan. Teemme seuraavassa
yleiskatsauksen aiheeseen.

Kompleksitason kvasikonformiset kuvaukset ovat tason homeomorfismeja itselleen,
joilla kuvauksen dilataatio on rajoitettu jollain arvolla K. Dilataatio itsessdan mittaa
kuvauksen paikallista vaaristymad, ja rajatapauksena K = 1 ovatkin tarkalleen kaikki
konformikuvaukset eli kuvaukset, jotka ovat paikallisesti kulmat sailyttavia.

Kvasikonformisten kuvausten pohjalta voidaan luonnollisella tavalla maéritella
my0s kvasikonformiset ympyrat eli kvasiympyrdt. Laajennetun kompleksitason Jordan-
kiyra J C C on kvasiympyra silloin, kun on olemassa tason kvasikonforminen kuvaus,
joka kuvaa kayran J ympyraksi. Kuvauksen dilataatio liitetdan kasitteeseen puhumal-
la K-kvasiympyroista. Kvasiympyroiden yhteyden méaarittelemaamme P-arvoon osoitti
Ahlfors (1963). Tulkinta seuraavassa muodossa on esitetty mychemmissé artikkeleissa
(esim. Rickman 1966, Blevins 1973).

Lause 3 (Ahlfors). Jordan-kiyri J C C on kvasiympyrd, jos ja vain jos arvo

‘Zl — ZQHZS - Z4| + |Z1 - Z4H22 — 23| B
o |21 — 2322 — 24 = sup p(21, 22, 23, 24)

on ddrellisend olemassa kaikilla jarjestetyilla pistenelikoilla z1, 2o, 23, 24 € J.

Jordan-kéyrat J, joilla P(J) < oo, muodostavat siis varsin mielenkiintoisen kéay-
rien luokan. Silti arvon tutkimus on jaanyt kovin suppeaksi. Merkillepantavin P-arvon
méadrittamiseen liittyva tulos lienee Pasi Seittenrannan lisensiaatintutkielmassa (1996)
esittama todistus seuraavalle lauseelle.

Lause 4 (Seittenranta). Kun J on kolmion reunakdyrd ja o, € (0,7/3] sen pienin

sisakulma, niin
1
P(J)= > 2.

T Qi Qmin —
S11 B




Seittenrannan tutkielma on ansioitunut lisiksi erddn yhteyden toteamisessa kva-
siympyroihin. Tamé yhteys esitetaén seurauksena kahdesta aikaisemmasta tuloksesta.
Otetaan kasiteltaviksemme yksi tulkinta lauseelle, jonka alun perin esittivit Agard ja

Gehring (1965).

Lause 5 (Agard & Gehring). Kun f : R? — R? on K-kvasikonforminen kuvaus ja
a,b,c,d € R? erillisid pisteitd, niin silloin

" @ s T f(d))> = e ( (i s ) )) |

Lauseen funktio ¢g, : [0,1] — [0,1] on homeomorfismi, joka on mééritelty arvoilla
K > 0, ja jossa n = 2 on dimensio (katso esim. Vuorinen 1988, 7.43). Yll4 olevasta
lauseen tulkinnasta saadaan seuraus.

Seuraus 1 (Vuorinen 1990). Kun a,b,c ja d ovat eri pisteitd tdssd jirjestyksessd ym-
pyrdlli ja f on K-kvasikonforminen kuvaus joukossa R?, niin silloin on voimassa

1
= (VD era(1/V2)

< gk-1,

p(f(a), f(b), f(c), f(d))

Seittenranta totesi téstd arvoon P(J) yhteyden, joka ndhdaan helposti kayttamalla
epayhtilon darimmaéistd osaa p(f(a), £(b), f(c), f(d)) < 8K~L

Seuraus 2 (Seittenranta 1996). Jos J on K-kvasiympyrd, niin

log P
K> 14 l0gPl)
log 8

Ndin ollen kolmiot ovat K -kvasiympyroiti arvoilla K > 4/3.

Muista Seittenrannan lisensiaatintutkielman luvuista poiketen sen viimeinen luku,
joka aihetta késittelee, ei ole tullut endé jalkeenpéin julkaistuksi. Sitdkin suuremmalla
syylla tarkastelemme myo6s tutkielmassa esitettyja tuloksia. Monet naista tuloksista
voidaan esittéé yleisesti avaruudessa R™ pateviksi, mutta tasokdyriin liittyvéit tulokset
luonnollisestikin ovat voimassa, vaikka todistus tehdédn ainoastaan tasossa R2, joten
keskitymme itse kisittelemddn siihen samaistettavaa laajennettua kompleksitasoa C.

Tassa tutkimuksessa osoitamme, ettd tietyt P-arvot ja niiden arviot ovat voi-
massa yksinkertaisille tasokéyrille. Tulemme lisdksi todistamaan Seittenrannan esit-
tdmat péaatulokset uusin menetelmin. Sen sijaan, ettd menetelmamme keskittyisivéit
ainoastaan yhden ongelman ratkaisemiseen, pyrimme rakentamaan myos yksinomaan
Mobius-kuvauksiin liittyvid tuloksia ja aputuloksia.

Yhteyden selvittdmisestd uniformisuuteen

Tutkimuksen kolmantena péaétavoitteena on kartoittaa lisdyhteyksia kvasikonformisten
kuvausten aihepiirisséa. Erds samankaltainen suure liittyy tasoalueiden uniformisuuteen.
Perinteinen uniformisuuden méaritelméa on geometrinen, mutta se voidaan osoittaa
yhtéapitaviksi sellaisen maéritelméan kanssa, joka vetoaa kvasihyperboliseen metriikkaan
(Gehring & Osgood 1979). Tutustumme tarkemmin juuri tdhdn méaaritelméén.
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Uniformisuudelle on useita keskendén yhtéapitédvia mééritelmid eri metriikoiden
avulla ilmaistuna, mutta uniformiseen tasoalueeseen G C C liittyy aina vakio, joka
riippuu metriikoiden valinnasta. Kun sitten tarkastellaan kvasihyperbolisen metriikan
avulla maariteltya uniformisuusvakiota Ag alueelle G, ja verrataan sitd reunakédyrin
O0G mééardamaan arvoon P(0G), voidaan havaita himméstyttévid yhtéalaisyyksia.

Siind missd ndytamme luvussa 1 arvon P(J) invariantiksi Mébius-kuvauksissa, va-
litsemallamme tavalla maéritellylla uniformisuusvakiolla Ag on ldhes vastaava kvasi-
invarianssi. Toisaalta niilld harvoilla alueilla, joilla luku A tarkasti ennalta tunnetaan,
voidaan osoittaa, ettd Ag = 1 4+ P(0G), jos OG on yksinkertainen kéyra. Téllaisia
alueita ovat kiytinnossi kuitenkin vain yksikkokiekko B2, puolitaso H? ja sektoria-
lue D, = {re’ | 0 < r,0 < t < «a} pienilld kulmilla a € (0, 7] (Lindén 2005). Myos
joissakin muissa tapauksissa Ag tunnetaan, mutta on otettava huomioon, etté alueen
reunakiyran OG on oltava yksinkertainen Jordan-kéyré, jotta arvon P(OG) méaaritelmé
olisi mielekas.

Se, etta luvut nayttavat kayttaytyvan samankaltaisella tavalla, on motiivinamme
tutkia uniformisuusvakiota luvussa 4. Tarkkojen vakioiden méérittdminen osoittautuu
hankalaksi, mutta tahtaémme hyvien arvioiden luomiseen. Koska tarkoituksena on
tdsmentaa arvojen valisia yhtélaisyyksia, keskitymme etenkin niihin tapauksiin, joille
myo6s P-arvo on maaritettavissa.

Viimeiseen lukuun 5 on koottu lopulliset johtopaédtokset niin P-arvosta kuin unifor-
misuusvakiostakin. Analysoimme tulosten perusteella arvojen yhteisié piirteité ja eroja.
Kuten olettaakin sopii, alustava otaksuma Ag = 1 4+ P(9G) voidaan osoittaa vaarak-
si ja korvata paremmalla kuvauksella lukujen luonteesta. Tésméllinen yhteys jaa toki
avoimeksi, mutta tutkimuksen lopuksi muodostamme uusia hypoteeseja ja kysymyksia
jatkotutkimuksen pontimiksi.



1 Tutkimuksen lahestymistapa ja menetelmat

Alkuperdinen geometrinen ongelmanasettelu, joka otettiin tutkimuksen lahtokohdaksi,
asettaa vain vahén rajoituksia ongelman ratkaisutavalle. Yksinkertaisimmillaan ratkai-
sut voidaan perustaa puhtaan geometrisiin argumentteihin, joilla Ptolemaioksen lause-
kin on todistettavissa. Toisaalta sama ongelma on muotoiltavissa suoraviivaisella ta-
valla analyyttiseksi optimointiongelmaksi, miké lienee luontevinta tapauksissa, joissa
maksimoitavalla arvolla on riittavan yksinkertainen parametrisointi.

Yleisesti ottaen tutkimusongelma on vaativa ratkaistavaksi neljan muuttujan opti-
mointina. Seittenrannan lisensiaatintutkielmassa esitettyjen kaltaisia laskennallisia pe-
rusteluita voidaan hyodyntéa tietyin rajoituksin, ja seuraavissa luvuissa onkin johdet-
tu muutamia tuloksia vastaavaan tyyliin. Ongelman yksityiskohtainen tarkastelu kui-
tenkin osoittaa, etta sen ratkaisemiseen on hyva vaihtoehto. Erds Mobius-kuvauksiin
perustettu menetelma on erityisen kédyttokelpoinen.

Tassa tutkielmassa on tietoisesti valittu ratkaisuun ldhestymistapa, joka painot-
tuu Mobius-kuvausten hyodyntamiseen, koska suora laskennallinen ratkaisutapa ei ole
tehokas monimutkaisissa tapauksissa. Vain perustavimmat tutkielman tulokset on rat-
kaistu tavalla, jossa vedotaan itse ratkaistaviin funktion arvoihin. Sen sijaan todistukset
keskittyvéit palauttamaan ongelmatilanteita kuvauksilla tapauksiin, joille on ratkaisu
onnistuttu muutoin johtamaan.

1.1 Kompleksitason geometriasta ja Mobius-kuvauksista

Vaikka tutkimusongelma on mahdollista muotoilla tasmallisesti myos n-ulotteisessa
avaruudessa, keskitymme tarkeimpéana tapauksena tasogeometriaan ja sen Mobius-
kuvauksiin. Tasogeometristen ongelmien tarkastelussa kaytetdadn laajennettua
kompleksitasoa C = C U {oo}, jossa Mébius-kuvausten ominaisuudet ovat tarkasti
tunnettuja ja yksinkertaisesti maariteltyja.

Tutkielman tuloksissa oletetaan tunnetuksi laajennetun kompleksitason ja Mobius-
kuvausten perusominaisuudet, joista on osa tahdn alalukuun todistuksitta koottu.
Tarkoituksena on kerrata seuraavassa naitd ominaisuuksia ainakin siltd osin kuin ne
ovat myohempien tulosten kannalta olennaisia, mutta perinpohjaista esitysta Mobius-
kuvauksista ei tehdéd. Aihetta on késitelty kattavasti useissa funktioteorian ja geomet-
rian teoksissa (katso esim. Astala 2005, Beardon 2005), joissa viitteet tulevat myos
tarkasti perustelluiksi.

Miiritelma 1.1. Kompleksitason Mobius-kuvaukset w € Méb, w : C — C, ovat

muotoa
_az+ b

w(z) = cz+d
missd a,b,c,d € C ja ad — be # 0. Kun ¢ # 0, niin mééritelldidn w(co) = a/c ja
w(—d/c) = o0, ja kun ¢ = 0, niin maaritelladn w(co) = oo.

Lause 1.2. Madritelman 1.1 pohjalta voidaan osoittaa oikeiksi seuraavat vdittamdt:
(i) Mobius-kuvaukset ovat bijektiivisii kuvauksia laajennetulta kompleksitasolta C
itselleen, ja ne muodostavat ryhmdan Mob kuvausten yhdistamisen suhteen.
(ii) Kolme tason pistetti z1,z,23 € C ja niille mddritetyt kolme kuvapistetti
w1, wa, w3 € C mddrddvit yksikdsitteisen Mébius-kuvauksen w € Mob, jolla w(z;) = w;
kaikilla i € {1,2,3}.



Mobius-kuvausten olennaiset ominaisuudet liittyvat ympyroihin, ja asian yhtenéi-
nen kasittely vaatii, ettd ympyran kasite laajennetaan kattamaan myos suorat. Jat-
kossa ympyrélla viitataan siis yleistettyyn ympyrdadn, joka on joko euklidisen geo-
metrian ympyrd C(a,7) = {# € C : |z —a|] = r > 0},(a € C), tai suora
l(a,b) = {ta+ (1 —t)b : t € R} U {oo},(a,b € C). Kdytamme merkintda C(a, b, c)
kolmen eri pisteen a, b, c € C kautta kulkevalle ympyralle. Erityisesti suorat ovat ym-
pyroité, jotka kulkevat pisteen oo kautta: £(a,b) = C(a,b,00). Lisdksi méaaritelladn
kiekko D(a, b, c) ympyran C(a,b, c) sisiosaa vastaavaksi alueeksi siten, ettd sisapuoli
tulkitaan vasemmaksi puoleksi kierrettiessé pisteet jarjestyksessa.

Lause 1.3. Kun w € Mob on Mébius-kuvaus, niin seuraavat lauseet ovat voimassa.
(i) Jos C C C on ympyrd, niin myds kuvajoukko w(C) on ympyrd.

(7i) Kuvaus w on holomorfisena kuvauksena sekd kulmat ettd suunnistuksen sdilyttiava
konformikuvaus. Kompleksitason kdyrdt leikkaavat samassa kulmassa kuin niiden
kuvakdayrdt, ja erityisesti suunnistetuilla ympyroilld vasemmat ja oikeat puolet
sailyvdt kolmen mddrittelevin pisteen lukusuunnassa.

Maiiritelma 1.4. Neljian pisteen a, b, ¢, d € C perusteella méaritetdin kaksoissuhde

(a—c)(b—d)

la,b,c,d] = @b c—d)

Siinakin tapauksessa, ettd yksi pisteistd saa arvon oo, kaksoissuhde voidaan maéa-
rittdd aarellisend hyoédyntdmalla saantod +oo/oo = £1. Kaksoissuhteen méadarittelyta-
vasta on nédhtéavissa, etta silla on symmetriset muodot

la,b,c,d] = [b,a,d,c] = [c,d,a,b] = [d,c,b,a],
mutta on toisaalta huomattava, ettd vaihtamalla kaksoissuhteessa kolmen viimeisen
parametrin jarjestysta saadaan kuusi arvoa

1 1 1 la,d,c,b] —1
- =1- b.d s — _ ) Uy &y
la,c,b,d] 2,6, ] 1—[a,c,d,b] la,d,b, ] la,d,c,b]

la,b,c,d] =

ja yhdessé symmetrioiden kanssa kaikki 4 - 6 = 4! permutaatiota tulevat tyhjentévasti
kaydyiksi lapi.

Lause 1.5. Kaksoissuhde sdilyy Mobius-kuvauksissa. Toisin sanottuna, kuvauksilla
w € Mob ja pisteilld a,b,c,d € C on voimassa

[w(a), w(d),w(c),w(d)] = [a,b,c,d.

Erityisesti lauseen 1.2 kohdan (i7) esittdméa kuvaus voidaan ratkaista kuuden pisteen
kaavasta [w(z), wy, we, ws] = [z, 21, 22, 23]. Kaksoissuhteen avulla Ptolemaioksen lause
voidaan my6s muotoilla uudella tavalla. Lausekkeiden selkiyttamiseksi kaksoissuhteen
itseisarvolle kdytetaan jatkossa merkintaa |a, b, ¢, d|.

Lause 1.6 (Ptolemaios). Nelji eri pistettd a, b, ¢ ja d ovat jdirjestettyind samalla

ympyralld tarkalleen silloin, kun

la —bl||lc —d| + |a — d||b— ¢
la — c||b — d|

1 =p(a,b,c,d) = = la,c,b,d| + |a,c,d,b| .



Kaksoissuhteen eri muotojen perusteella luvulle saadaan nyt toisella tavalla alaraja
pla,b,c,d) = la,c,b,d| +|a,c,d,b] = [[a, ¢,b,d]| + |1 = [a, ¢, b,d]| = 1,

missa yhtdsuuruus on voimassa silloin ja vain silloin, kun pisteet ovat samalla ympyrél-
14. Lisdksi se, ettd parametrisoinnin suunnalla ei ole merkitysta arvon p(.J) kannalta,
nahdadn myos symmetriasta

pla,b,c,d) =la,c,b,d| + |a,c,d,b| = |d,b,c,a|l + |d,b,a,c| = p(d,c,b,a).

Yhta lailla P(J) sailyy Mébius-kuvauksissa, jotka kattavat erityisesti kaikki avaruuden
siirrot, kierrot ja skaalaukset. Selkeyden vuoksi téssé tutkielmassa pyritdan kuitenkin
kayttaméan aina jarjestysta, jossa pisteet kiertavat kdyran vastapaivaan.

1.2 Merkinnoista

Aiheen késittelyn vaatimat yleisimmét merkinnat on koottu alle taulukoksi viitteineen.
Taman lisaksi merkitsemme Mobius-kuvauksissa pisteiden kuvapisteita heittomerkilla.
Esimerkiksi pisteelle a ja perdkkéisille kuvauksille w, v € Mob merkitdén a’ = w(a) ja
a”" =wv(a') = v(w(a)), ellei kuvausten jarjestyksesta aiheudu epaselvyytta.

Merkinta Merkitys Maar.
[a, b, c,d] Kaksoissuhde, itseisarvo |a, b, ¢,d| = |[a, b, ¢, d]|. s. 6
Ap Metriikoilla méaaritelty uniformisuusvakio alueelle D. s. 37
ang z(t) Suuntakulma kéyrélle, jolla on parametriesitys z(t). s. 30
B™ Yksikkokuula {z € R™ : |2| < 1} C R™
B Puhkaistu kuula B" \ {0}. s. 48
B"(a,r) Avoin kuula {z € R" : |a — z| < r} C R". Erityisesti my6s s. 37
B(a,r) = B*(a,r) ja B"(r) = B"(0,7).
C(a,r) Ympyra {z € C: |z —a| =1}. s. 6
C(a,b,c) Kolmen pisteen a, b, ¢ € C kautta kulkeva ympyra. s. 6
D Yksikkokiekko {z € C: |z] < 1}.
D(a, b, c) Ympyrin C(a,b,c) rajaama tason alue, joka on pisteiden s. 6
kiertosuunnassa kdyran vasemmalla puolella.
D'(a,b,¢)  Kiekon D(a,b, ) ja sovitetun puolitason leikkausalue. s. 24
D, Kulma-alue {re” e C: 0 <r, 0 <t < a}. s. 8
D, 3 Kahden kulman rajaama alue, reunakayrana J, g. s. 14
e Seittenrannan itseissuhdemetriikka (absolute ratio metric). s. 46
H Puolitaso {z € C: Zm z > 0}. s. 23
H"™ Puoliavaruus {(zy, xg,...,z,) € R" : x, > 0}.
Jja j-metriikka (distance ratio metric). s. 36
Jo Kulmakayra J, = 0D,,. s. 8
ka Kvasihyperbolinen metriikka. s. 36
l(a,b) Pisteiden a, b € C kautta kulkeva suora. My0s yleistettyna s. 6
ympyrané £(a,b) = C(a,b, 00).
p(a,b,c,d) Ptolemaioksen luku neljélle pisteelle. s. 1
P(J) Ptolemaioksen arvo kéyralle J. s. 1
R? Puhkaistu avaruus R™ \ {0}. s. 47
op Ferrandin metriikka. s. 47



2 Arvo kolmiolla ja kulma-alueilla

Téssé luvussa tavoitteenamme on rakentaa todistus Seittenrannan lauseelle, joka antaa
P-arvon kolmioille. Ensimmaéinen todistuksemme koostuu tapauskohtaisesti raataloi-
dyista kuvauksista, ja on siten varsin monimutkainen, mutta kuvausten kayttédmisen
edullisuus tulee myohemmin ilmi. Padasiallinen syy suoran laskennan véalttdmiseen on
sen kasvava vaativuus késiteltdvien kayrien monimutkaistuessa. Toisaalta taman luvun
tulokset tulivat todistetuiksi kuvauksilla jo ennen tutustumista Seittenrannan tyohon.
Seuraavissa luvuissa ndemme véahitellen, ettd menetelmén valinta johtaa onnekkaasti
yleisempiinkin tuloksiin.

Luvun rakenne on seuraava: Ensin méaritdmme P-arvon kulma-alueen reunakéyral-
14 siind tapauksessa, etté yksi neljastd pisteestd on kulman kérkipisteena. Sen jélkeen
palautamme muut kulmakayran tapaukset Mobius-kuvauksilla edelliseen. Toisena tar-
kasteltavana kayrana on kaksikulmaisen alueen reunakayré. Viimeiseksi jaa kolmion
tapaus, jonka késittely kuvauksilla kulma-alueiden jalkeen ei ole enda kovin vaativa.
Luvussa 3 kehitamme sitten vield tata lukua yleisempid menetelmid Mobius-kuvausten
rakentamiseksi, esitimme toisen todistuksen kolmiotulokselle, ja siirrymme lopulta tar-
kastelemaan kolmiota monimutkaisempia tasokayria.

2.1 Tarkastelu kulma-alueiden reunalla

Selvitimme ensin arvon P(J,) kulma-alueen D, = {re? | r > 0,0 < 6 < a} reuna-
kiyrélle J, = 0D, = {re*® | r > 0} UR, U {oo}. Tamén alaluvun péétuloksena on
seuraava lause, joka tulee perustelluksi osion lopussa.

Lause 2.1. Kun « € (0, 7], niin kulma-alueen reunakdyrdlle J, on voimassa

1
P(Ja) = sin &
2

Arvon méaarittaminen vaatii, ettd tarkastelu kattaa kaikki jarjestetyn pistenelikon
a,b,c,d € C asetelmat kiyrilla. Symmetrian vuoksi on otettava huomioon vain muuta-
ma erilainen tapa, joilla pisteet voivat asettua kulmakayran kyljille. Erityiseksi osoit-
tautuu tilanne, jossa yksi pisteistd on kayran kulmapisteena.

2.1.1 Yksi piste kulmapisteeni

Aloitetaan maarittamalla arvolle P(J,) alaraja. Tata varten tarkastellaan tapausta,
jossa yksi pisteista on kulmapisteend. Arvon symmetriaominaisuuksien perusteella piste
b voidaan valita kulmapisteeksi seuraavan méaritelméan mukaisesti.

Miiritelmé 2.2. Kun a, b, ¢, d € C ovat tason pisteité, siten, etté pisteestd b avautuu
kulma o = Zcba € (0,7) ja ¢ € (b, d), niin merkitaian

Pl(a) = Supp(a7b> c, d)

Koska arvo ei muutu Mobius-kuvauksilla kuvattaessa, niin rajoituksetta b, ¢ ja d voi-
daan olettaa reaalisiksi ja

Pl(a> = max {Supp<t6ia7 07 Cy d)7 Supp(teia7 07 Cy OO)} )

missa t > 0 ja 0 < ¢ < d ovat reaalilukuja.



Alaraja saadaan nyt johdetuksi, kun pisteet on asetettu sopivasti suhteessa toisiinsa.

Lause 2.3. Kun a € (0,7), niin kulma-alueen reunakdyrdlle J, on voimassa

1

s
SlIl2

P(J,) > Pi(a) >

ja alaraja saavutetaan jo kulmakdyran rajoitetussa osassa.

Todistus. Oikeanpuoleisen epayhtélon todistamiseksi valitaan b = 0, ¢ € (0,1), d = 1
ja a = ce'®, vasen puoli seuraa suoraan sisiltymisestd. Tilanne on kuvan 1 mukainen,
ja arvoksi tulee

ce’ — 0] - Jc — 1] +|ce’ — 1] - [e = 0| |c— 1]+ |ce’ — 1]
|cetr —¢| - |0 — 1] B lete — 1]

p(cei"‘,(),c7 1) =

Kuva 1: Kulma-alue D, ja pisteet sen reunalla.
Koska [ce™ — 1] > |e¢ — 1] ja [e’* — 1] = 2sin §, niin

2ce—1] 1-c
lele — 1] sing’

p(ce™,0,¢,1) >

Valinta ¢ = (sin §)e > 0 antaa alarajaksi p((sin §)ee™, 0, (sin §)e,1) > (sin§)~' — ¢,

missd luku € > 0 on vapaasti valittavissa, joten supremumin méaritelman mukaisesti
on oltava

4 1
P(J.) = Pi(a) 2 sup p(ce™®,0,c,1) >

. o .
ceR4 Sin )

O

Huomautus 2.4. Edellisesta lauseesta seuraa jo se, etta milla tahansa tasokayralla J,
jolla on kulma o € (0, ), on oltava P(J) > (sin §)~'. Olennaisesti funktio (sin £)~! on
aidosti viaheneva vililla (0, 7), joten pienimmét kulmat antavat aina alarajan. Alaraja
on usein hyvé, mutta tulemme nakeméaan, ettd jo monikulmioillakin arvot voivat olla

suurempia kuin minké pienin kulma maaraé.

Maaritetaan seuraavaksi ylaraja. Teemme laskelmat ensin tapaukselle d = oo, koska
voimme hyodyntaa siitd saatavaa tulosta darellisten pisteiden tapauksessa.



Apulause 2.5. Kun t,c € Ry, niin p(te',0,c,00) < (sin §)7".

Todistus. Adretonta koskevia laskusdantoja kayttdamalla saadaan

te’™ — 0]]c — oo| + [te™ — 00]|0 — ¢
|tei™ — ¢||0 — oo

t-oco+00-cC

p(tew‘, 0,c,00) =

[tei> — ¢| - 00
t+c
|tei> — |
t+c

V12 4+ 2 — 2tccos o

missd viimeinen vaihe seuraa kosinilauseesta. Funktio g(¢) on reaalinen ja sen derivaatta
on

c(1 + cos )
g'(t)=(c—1)- 3
(t2 4 ¢ — 2tccos )2
joten pisteessa t = ¢ funktio saavuttaa suurimman arvonsa
2 1

2

Y

Lause 2.6. Kulmilla oo € (0,7) on voimassa Py(ca) = (sin §)~'.

Todistus. Lauseen 2.3 ja apulauseen 2.5 nojalla on osoitettava, etta Pi(a) < (sin §)™!

adrellisilla pisteilld. Olkoot a, b, ¢, d € C sitten pisteita jarjestyksessa kulma-alueen D,,
reunalla siten, ettd kulmapisteend on b. Osoitetaan, etta p(a,b,c,d) < (sin %)*1.

Kuva 2: Kulma-alueen D, reunan pisteet ja niiden kuvat kulma-alueen Ds reunalla.

Koska pisteistd mikéén ei ole 0o, niin kuvan 2 mukaisesti C(b, d, a) on ympyra, joka
leikkaa suoran £(b,d) kulmassa 8 > «. Kun d kuvataan Mobius-kuvauksella pisteeksi
d = oo ja samalla séilytetadn suora £(b, d), niin ympyra C(b, d, a) kuvautuu suoraksi,
joka leikkaa edelleen suoran £(V',d’) kulmassa 3. Nelikko o/, ¥, d" voidaan kuvata
kulma-alueelle Dg, ja apulauseen 2.5 nojalla

missd toinen epéyhtild seuraa funktion (sin (z/2))~' aidosta vihenevyydesta valilla
(0,7). O
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2.1.2 Kulma-alueen muut tapaukset

Tilanteissa, joissa pistetta ei ole kulmapisteena, arvo voidaan rajoittaa sopivilla kuvauk-
silla edelliseen tapaukseen. Aloitetaan tapauksesta, jossa kulma-alueen toisella kyljella
on vain yksi piste.

Lause 2.7. Olkoot a,b,c,d € C jirjestetty kulma-alueen D, reunalle niin, ettei mi-
kddn pisteistd ole kulmapisteend. Jos kulman toisella kyljelld on vain yksi piste, niin

pla,b,c,d) < (Sin 9)_1.

2

Todistus. Olkoot pisteet b, c ja d kulman « oikealla kyljella ja f = Zcba kulma pisteessa
b. Talloin 8 > « ja pisteet a, c ja d ovat S-kulmaisen pisteesta b avautuvan kulma-alueen

o . A o\ !L
reunalla, kuten kuvassa 3. Erityisesti p(a, b, ¢,d) < (sm 5) < (sm 5) . O

NP
/S b ¢ d

Kuva 3: Kulma-alueen D, reunalla olevat pisteet avautuvat kulmaan g > a.

Viimeiseksi tapaukseksi jaa se, ettd kulma-alueen kummallakin kyljelld on kaksi
pistettd. Tasmallisen todistuksen esittamistd varten todetaan ensin aputulos.

Apulause 2.8. Kolmen eri pisteen a,b,c € C kautta kulkevan ympyrdin keskipiste on

(b= )af* + (¢ — a)[b* + (a = b)|c[*
(b—c)a+ (c—a)b+ (a—b)c

Todistus. Keskipiste on ympyran janteiden ab ja bc keskinormaalien leikkauspisteessa.
Parametrisoimalla normaalien suorat luvuilla s,z € R saadaan yhtéloksi (a + b)/2 +
i(b—a)s = (b+c)/2+i(c—Db)t. Yhtalon kompleksikonjugaattina on (a+0b)/2+i(b—a)s =
(b+¢)/2 +i(c — b)t, ja yhtaloparista saadaan ratkaistuksi

1 ab—c)+bla—c)+c(2c—a—Db)

"2 T A= o)+ b(c—a) + &la—b)

Kun arvo sijoitetaan suoran parametriksi, keskipisteeksi tulee sieventamall&

(b= )af* + (¢ = a)[b* + (a = b)|c*
(b—c)a+ (c—a)b+ (a—b)c

;(a—i—b)%—i(b—a)s =
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Lause 2.9. Kun pisteistd a,b,c,d € C kaksi on kulma-alueen D, yhdelld kyljelld ja
loput kaksi toisella, niin p(a,b,c,d) < (sin(a/2))~ .

Todistus. Olkoon piste 0 kulma-alueen kérkena. Rajoituksetta voidaan olettaa, etté
1] < |c| ja ¢,d € Ry niin, ettd tilanne on kuvan 4 vasemman puolen mukainen.
Osoitetaan, ettd ympyrda C' = C(b, ¢, d) leikkaa suoran {te’ | t € R} kulmassa v > a.

C a
a
Co
b)Y
C
04 B by
/N o—1 7 o

Kuva 4: Kaksi pistettda kulman o molemmilla kyljilla. Vasen puoli: Ympyrda C' =
C(b, ¢, d) leikkaa suoran ¢(a,b) kulmassa v > «. Oikea puoli: Ellei piste a ole ympyran
C sisdpuolella, niin sitten taas ympyran Cy = C(c, d, a) leikkauskulma on v > a.

Ottamalla huomioon, etta ¢ ja d ovat reaalisia, apulauseen 2.8 avulla ympyrin C
keskipisteeksi voidaan johtaa

k_(b—c)d2+(c—d)b5+(d—b)c2_b_(d—b)(c—b)
 (b—co)d+ (c—d)b+ (d—b)e b—b

joten ympyran tangentti pisteessa b on {b—i(k—>b)t | t € R}. Tangentin ja reaaliakselin

leikkauspisteelle saadaan yhtalo v = b—i(k—b)t € R, ja konjugoimalla toiseksi yhtéloksi
tulee u = b+ i(k — b)t. Yhtéloparin ratkaisuna on

N b—b . b—b
B k—b+k—b  c+d—(b+b)

josta sijoittamalla saadaan leikkauspiste

bl — b)Y — (d—b)(c—b) _ cd— b
u=b—ilk b)t_b+c+d—(b+l3)_c+d—2Re(b)'

Koska |[b] < ¢ < d, niin u € Ry. Toisaalta Re(zy) = Re(x)Re(y) —Zm(x)Im(y), joten

Re(d — b)Re(c — b) — Zm(b)?
c+d—2Re(b)
Re(d — b)Re(c — b) — Im(b)?
Re(c—b) + Re(d —b)
Re(d —b)Re(c—b) — 0
0+ Re(d —b)
= TRe(c—0b),

Re(u) — Re(b) =

ja erityisesti u < c¢. Tangentti leikkaa reaaliakselin siis valilla [0, ¢) ja kuvan 4 mukaisesti
muodostuu kolmio AOub. Olkoon = Z0ub ja v kulma, jossa ympyra C(b, ¢, d) leikkaa
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suoran {(a,b). Talloin 7 — (a« + f) = ™ — 7, joten v = a+ € (a, 7] on viitetyn
suuruinen kulma.

Jos nyt a on ympyran C(b, ¢, d) sisipuolella, niin pisteet a,b, ¢ ja d voidaan kuvata
Mobius-kuvauksella kulma-alueen D., reunalle siten, etta b on kulmapisteena. Tilanne
palautuu aikaisempaan tapaukseen, jossa p(a,b,c,d) < (sin (7/2))~! < (sin (a/2)) 7.

Mikéli a ei ole ympyrdan C(b,c,d) sisdpuolella, niin kiytetdén sen sijaan ympy-
rad Cy = C(c,d,a), joka leikkaa suoran ¢(a,b) pisteen a lisdksi pisteessi by. Kos-
ka b on ympyran Cy sisapuolella, on oltava |by| < |b| < ¢ ja ympyralla Cy on pis-
teessd, by leikkauskulmana ' > «. Kuvaamalla nyt by pisteeksi oo saadaan piste-
nelikko kuvatuksi kayralle J,/ niin, ettd a on kulmapisteena. Téassdkin tapauksessa
pla,b,c,d) < (sin(7//2))7! < (sin (/2))7!, ja alkuperiinen viite pitia. O

Lauseen 2.1 todistus. Tapaus a = 7 on vaitetyssa yhtéalossa

1
PlJa) = sin §
2

arvolla 1 ilmeinen, ja tapaukset o € (0, 7) tulivat késitellyiksi edellisissa tuloksissa.
Lause 2.6 tiivistaéd tuloksen yhden kulmapisteen tapauksessa, joten symmetrian nojalla
jaa jaljelle tapaus, jossa toisella kyljelld on kolme pistetta (lause 2.7), ja viimeiseksi
tapaus, jossa kummallakin kyljelld on kaksi pistetta (lause 2.9). 0

2.1.3 Mobius-yhtenevat alueet ja kayrat

Jo lauseen 2.6 todistuksessa tultiin kayttaneeksi tietoa, ettd P-arvon rajaamiseksi riit-
taa tuntea arvo jollain asetelman Mobius-kuvalla. Todistus jo pelkédstaan kulma-alueen
tilanteessa antaa arvon P(J) samalla useille muillekin tasokéyrille J. Arvon Mobius-
invarianssi tuottaa jokaiselle kayralle ekvivalenssiluokan sen kuvakéyrista. Kutsumme
tasoalueita Mabius-yhteneviksi, jos niiden vélilla on Mobius-kuvaus, ja laajennamme
kasitteen kattamaan myo6s kayrat. Yksittaisen kulman maaraamallad kulmakayralla J,
on muun muassa seuraavanlaiset Mobius-yhtenevat kayrat.

Kuva 5: Kulma-alueen reunakayran J, kuvajoukkoja erilaisissa Mobius-kuvauksissa.

Olennaisin ero naiden kéyrien ja alueiden vélilla tulee siitd, miten piste oo kuva-
taan. Kuvista on kuitenkin hyvé laittaa merkille, etta joissakin tapauksissa kayran
kiertosuunta voi muuttua tai alueen konveksius ei saily.
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2.2 Kaksikulmainen alue

Luonnollisena yleistyksena kulma-alueesta saadaan kahden kulman « ja [ rajaama
alue D, 3. Kun o, 5 € (0,7) ja o+ [ > m, niin kuvan 6 vasemman puolen mukaisen
kaksikulmaisen alueen kyljet leikkaavat kulmassa v = a+ 8 — 7 € (0,7) alueen ul-
kopuolella. Rajoituksetta voidaan olettaa, ettd kulmien véalinen sivu on reaaliakselilla.
Kun kylkien leikkauspiste kuvataan Mobius-kuvauksella aarettomaéksi, kyljet sailyvat
suorina, mutta reaaliakseli muuttuu kuvan 6 oikean puolen tapaiseksi ympyréksi, jonka
reunaan sisaltyy erityisesti pisteen oo kuvapiste oo’

Kuva 6: Kahden kulman rajaama alue sekd sen kuva-alue Mobius-kuvauksessa.

Olkoon J, g alueen D, s reunakayra. Yhta kulmaa koskevan tarkastelun perusteel-
la on selvéd, ettd P(J,3) > max (sin 0/2)7", 0 € {a, 3,7}. Kulmat « ja f siséltyvit
nimittdin alkuperdiseen kdyradn ja v sen edella mainittuun Mobius-kuvaan. Osoitet-
tavaksi jad, ettda yhtasuuruus pitéa.

Lause 2.10. Kaksikulmaisen alueen D, g reunakdyrille J, 3 on voimassa
P(Jap) = (sin (9/2))_1, 0 = min{«, 5, + 8 — 7}.

Todistus. On jo todettu, ettd P(J,5) > (sin(8/2))”". Merkitaan jilleen v = a +
p —m € (0,7) ja osoitetaan, ettd jokainen jarjestetty pistenelikko sisaltyy johonkin
kulmakayraan J,, jolla 7/ > 6. Jokaisella reunakéyran kyljelld on oltava nyt oma
pisteensé, joka ei ole kulmapiste. Jos néin ei ole, niin jattamalla pois pisteeton sivu
saadaan osajoukko jostakin kulmakayrasta J,, Jz tai J,.

Kuva 7: Suorien ¢(a,b) ja {(c,d) leikkauskulma ~" > ~ avautuu joko toista adreténta
kylked vasten tai sitten on kylkeéd vasten avautuva kulma ~”; jolla v/ > " > ~.

Riippumatta siitd, milld reunan osalla on kaksi pistettd, suorat ¢(a,b) ja ¢(c,d)
leikkaavat kulmassa 7' > +, kuten kuvasta 7 ndhdaén. Koska pisteet saadaan joka
tapauksessa rajoitetuksi kulmaan, joka on véhintddn yhté suuri kuin 6, lauseessa on
voimassa yhtasuuruus. 0J

14



Huomautus 2.11. Lauseen 2.10 todistuksessa johtamamme tulos on seuraavanlainen:
Kun J, 3 on kaksikulmaisen alueen reunakdyrd, niin silloin sen jarjestetyt pistenelikot
a,b,c,d € C voidaan kuvata Mobius-kuvauksella samaan jirjestykseen kulmakdyrille
Jy, missd 0 = min{«, f,a + § — 7}. Jatkossakin monet P-arvoon liittyvit tulokset
tullaan todistamaan téssd muodossa. Silloin yliaraja seuraa lauseesta 2.1 ja alaraja
vastaavan kulman siséltymisesta kayraén.

Tulemme luvussa 3 yleistamaén lauseen 2.10 todistuksen ajatusta konvekseille kayrille.
Toistaiseksi tyydymme kuitenkin lauseen tahan muotoon, silld se on riittdva kolmion
P-arvon osoittamiseen.

2.3 Kolmio

Kolmiossakin suurin arvo palautuu pienimpadn kulmaan. Tamén todistamiseksi on
hyva ensin huomata seuraava seikka kulmista kolmion ja sen ympéri piirretyn ympyran
valilla.

Huomautus 2.12. Kolmion sisakulmat ovat yhté suuret kuin kulmat niita vastaavien
sivujen ja kolmion ympari piirretyn ympyran valilla.

A

‘%> C

Kuva 8: Kolmion sisdkulma « seka vastakkaiset ympari piirretyn ympyréan kanssa muo-
dostuvat kulmat o’ ja o”.

Perustelu. Kun kolmiona on AABC ja o = ZBAC kuten kuvassa 8, niin ympaéri
piirretylld ympyralla kukin kehakulmista o, o’ ja o vastaa samaa kaarta BC, joten
o =ad = a. O

Lause 2.13. Kolmion reunakdyrdn pisteet a,b,c,d € C woidaan kuvata Mdbius-
kuvauksella samaan jdrjestykseen kulma-alueen Dy reunalle, missd kulma 0 € (0, 7]
on vahintaan yhta suuri kuin kolmion pienin sisakulma.

Todistus. Ellei jokaisella kolmion sivulla ole omaa pistetta a, b, c tai d, pisteet sijaitsevat
jo valmiiksi kolmion jonkin kulman sivuilla. Valttamatta on siis myo6s sellainen kolmion
sivu, jolla on kaksi edelld mainituista pisteistd. Rajoituksetta voidaan valita sivuksi
[0, 1] seké pisteiksi b ja c¢. Olkoon kolmas kérkipiste A ja kolmion AAO01 sisdkulmat
vastaavasti «a, 8 ja v kuten kuvassa 9.

Kun pisteet ovat jéarjestyksesséd kolmion reunalla vastapéividan kierrettdessé, niin
niista a ja d sijaitsevat reaaliakselin ylapuolella, kumpikin omalla kolmion sivulla, jotka
kohtaavat pisteessa A. Toinen ympyrdisté C(a, b, ) ja C(b, ¢, d) on sellainen, etté jéljelle
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Kuva 9: Vasemmalla kolmio AA01 ja ympyra, jonka sisdpuolella on kaikki pisteet a, b, ¢
ja d. Oikealla vahvennettuna kayra, jolle pisteet sisédltyvit, ja joka on kuvattavissa
Mobius-kuvauksella kaksikulmaisen alueen reunakayrélle.

jaava neljas piste on ympyran sisdpuolella. Olkoon C' = C(b, ¢, d) téllainen ympyra ja
a ympyran sisapuolella. Toinen tapaus on symmetrinen.

Sivulla 0A on leikkauspiste s niin, ettd a € (0, s]. Koska A on ympyran C' ulko-
puolella, niin kulmalle o = Z0s1 on voimassa o/ > «. Nyt pisteet a, b, ¢, d sisdltyvéat
kuitenkin suljetulle kéyralle, joka on kuvattavissa kaksikulmaisen alueen reunakayralle.
Pisteestd 0 avautuu nimittdin ympyrélle kehédkulma £, jonka sivut leikkaavat ympy-
ran kulmissa o” ja +'. Huomautuksen 2.12 mukaisesti o/ = o/ + f > « ja toisaalta
~" > ~. Kuvaamalla Mébius-kuvauksella pistekolmikko 0, 1, s kolmikoksi 0o, 0, 1 pistei-
den b, ¢, d, a kuvat saadaan jarjestyksessa alueen D,/ o~ reunakéyralle. Koska vastaava
tulos kaksikulmaiselle alueelle on osoitettu jo lauseessa 2.10, kuten huomautuksessa
2.11 todetaan, niin vaite seuraa kolmion tapauksessa. O

Lauseen 4 todistus. Viitteena on, etté

1
P(J) = > 2,

1y Ymin
S1n 2

missé amin € (0,7/3] on kolmion J pienin sisikulma. Lauseen 2.13 perusteella mika
tahansa reunakayran jarjestetty pistenelikko voidaan kuvata kayralle Jy, missa 0 >
Oimin. Funktion (sinz)~! vihenevyyden ja lauseen 2.1 johdosta arvo (sin (apin/2)) ! on
ylaraja, ja toisaalta sama arvo saavutetaan pienimméssa kulmassa. Lauseen epayhtéalo
tulee suoraan arvosta (sin (7/6))~! = 2. O
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3 Yleistetyt kuvausmenetelmat

Téssa luvussa tutustumme ensin Seittenrannan kayttdmadn todistusmenetelméan kol-
miolle ja esitimme osalle todistusta tulkinnan Mobius-kuvausten avulla. Erityisesti
erdan apulauseen tulkinta itsessadan osoittautuu hedelmalliseksi tutkimuskohteeksi, ja
tulemme johtamaan sille yleistyksié ja mielenkiintoisia seurauksia. Vahvennettu apu-
lause on suureksi hyodyksi, kun pureudumme lopuksi konveksien kayrien ja nelikul-
mioiden tarkasteluun. Toiseksi apuvélineeksi néité tarkasteluja varten tarvitaan kul-
miin liittyvid tuloksia, jotka tulevat todistetuiksi apulauseen yleistysten jélkeen.

3.1 Katsaus Seittenrannan tuloksiin

Kenties olennaisimpana osana Seittenrannan todistusta kolmiolle on seuraava apulause.
Tulemme myohemmin todistamaan tdméan tuloksen ja sen yleistyksia.

Apulause 3.1 (Seittenranta 1996). Olkoot « ja B kaksi konveksin nelikulmion abed
vierekkdistd kulmaa, joilla o < . Talloin

1 1
pla,b,c,d) <minq —, — .
sin § " cos &

Sen lisdksi, ettd apulause on térked alkuperaisessé todistuksessa, se on kateva tyo-
kalu tarkasteltaessa muita kayria. Katsotaan, miten tulos soveltuu kolmion tapaukseen.
Seuraavassa on osa lauseen todistusta Seittenrannan esittaméssia muodossa.

Lause 4 (Seittenranta 1996). Kun AXYZ on kolmio, J sen reunakdyrd ja kolmion
pienin sisikulma o, € (0,7/3], niin
1
P(J) = > 2.

1y Ymin
S1n 2

Todistus (Seittenranta). Alaraja P(J) > (sin (amn/2)) ! seuraa suoraan lauseesta 2.3
ja epdyhtélon arvo 2 tulee kulmasta 7/3. Osoitamme, ettd P(J) < (sin (amin/2)) "

Kiertdakoot pisteet a, b, ¢ ja d kiyran J vastapaivadn. Jos kaikki pisteet ovat kolmion
AXYZ samalla sivulla, niin P(J) = 1. Muutoin abed on konveksi nelikulmio. Jos télla
nelikulmiolla on kulmat « ja 3 siten, ettd o < f < 7 — iy tai apin < a < S, niin
silloin p(a,b,c,d) < (sin(a/2))"! apulauseen 3.1 mukaan. Osoitamme, ettd téllaiset
kulmat ovat aina olemassa.

Z

X a b Y
Kuva 10: Nelikulmio abed seké siihen liittyvat kulmat Zbad < apin ja ™ — Zcba < aupiy.
Olettakaamme sitd varten, ettd a ja b ovat samalla sivulla XY, ja ettd kulmilla

on voimassa Zbad < o ja Zcba > T — oy, kuten kuvassa 10. Silloin d € YZ ja
Zdeb > ZZYX > oy, mista vaite seuraa. O
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3.1.1 Yleistyksia ja niiden seurauksia

Lauseen todistus osoittaa apulauseen 3.1 hyodylliseksi tyokaluksi, joten keskitymme
seuraavaksi sen tutkimiseen. Ensin esitdémme apulausetta vastaavan kuvaustuloksen,
josta alkuperainen apulause helposti seuraa.

Apulause 3.2. Olkoon abed konveksi nelikulmio, jolla on sellaiset vierekkdiset kulmat
a ja B, etti 0 < a < B < 7. Silloin on olemassa kuvaus w € Mob, joka kuvaa
kulmapisteet samassa jarjestyksessa kayralle Jy, missd

0 > max{a,m— B} € (0,7]. (1)

Todistus. Tarkastellaan tapausta, jossa « on vastapaiviaan kierrettiessid ennen kulmaa
B, pédinvastainen tapaus on symmetrinen. Rajoituksetta pisteet kiertavit nelikulmion
vastapéivaan, o = Zcba ja = Zdcb. Viite seuraa valittomasti, jos a € C(b, ¢, d), ja
todistus jaetaan kahteen osaan sen mukaan, ettd kuuluuko piste a ympyréaa vastaavaan
avoimeen kiekkoon (b, ¢, d) vai ei.

Kuva 11: Apulauseen 3.2 tilanne tapauksissa (i) a € D(b, ¢, d) ja (ii) a & D(b, ¢, d).

(i) a € D(b,c,d). Suora £(a,b) leikkaa ympyrén C(b, ¢, d) pisteen b liséksi pisteessa
a’. Nelikulmio a’bed on télloin konveksi, koska alkuperdinenkin on. Syklisessé
nelikulmiossa on kulmana Zba’d = m— . Nyt kehdkulma 6, joka on janan [d’, b] ja
kaaren bca’ valilla, vastaa suurempaa ympyran kaarta kuin kehakulmat Zcba’ = «
ja Zba'd. Kuvaukseksi sopii siis tassi tapauksessa esimerkiksi sellainen w € Mob,
ettd w(b) =0, w(c) =1 ja w(a’) = oc.

(ii) a ¢ D(b,c,d). Silloin d € D(a, b, ¢). Kun C(a, b, c)Nl(c,d) = {¢,d’}, niin kaaren abc
ja janan [c, d'] valilla on kulma 6 > 8 > «. Silloin kulma 7 — # vastaa pienempéa
kaarta cd’ kuin kulma « (kaarena cd'a) ja saadaan

T—0<a = O>m—a>n—/7.
Talla kertaa kuvaukseksi sopii w € Moab, jolla w(c) = 0, w(d) =1 ja w(d") = oo.

Tapaus, jossa kulma [ on vastapaivaan kierrettdessa ennen pienempéaa kulmaa «,
ei todistukseltaan eroa olennaisesti eroa edeltdvésta, mutta on huomattava, etta siiné-
kin nelikulmion abcd karkipisteet saadaan kuvatuksi kayralle Jy samassa vastapaiviaan
kiertavassa jarjestyksessa. O
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Apulauseen 3.1 todistus. Kun a ja § ovat kuten apulauseessa 3.2, niin véite seuraa
kaavasta sin((m—03)/2) = cos(/2) ja funktion (sinz) ™" vihenevyydesta valilla [0, Z]. O

Edellista tarkempi tarkastelu apulauseen 3.2 tilanteessa osoittaa, ettd saatu arvio
on vield parannettavissa. Seuraavan geometrisen aputuloksen esittdmisen jilkeen on
vaivatonta muotoilla lauseeksi apulauseen kulmalle 6 toinen arvio, joka on tiukempi
kuin minka epéyhtalo (1) antaa.

Apulause 3.3. Olkoot a,b,c ja d € C nelja eri pistettd, jotka muodostavat konveksin
nelikulmion abed, jolla o, B, v ja 0 ovat pisteitd vastaavat sisikulmat. Silloin ympyroi-
den Ca = C(a,b,d) ja Cc = C(b,c,d) vdlinen ulkokulma on pienempi nelikulmion vas-
takkaisten sisikulmien summista. Sama ulkokulma on myds ympyréoiden Cg = C(a, b, ¢)
ja Cp = C(c,d, a) valilld.

Todistus. Olkoon o+~ pienempi vastakkaisten kulmien summista. Téalloin a+~v < 7 <
B+90. Jos a4+~ = m = [f+4, niin kyseessa on syklinen nelikulmio ja véite pitda. Muussa
tapauksessa ympyrat C4 ja Co leikkaavat vain pisteissa b ja d. Koska oo + v < 7, niin
kehakulmien « ja v kaaret ovat vastaavissa ympyroissé pienempia kuin puoliympyrat,
ja asetelma on kuvan 12 vasemman puolen mukainen.

Kuva 12: Vasemmalla puolella apulauseen 3.3 ympyriat C4 = C(a,b,d) ja Cc =
C(b,c,d), seka niihin liittyvat kulmat. Oikealla puolella vastaava tilanne ympyroilla
Cp =C(a,b,c) jaCp =C(c,d,a).

Erityisesti ympyroiden C4 ja Co muodostamat kulmat suoran ¢(b,d) kanssa ovat
vastaavasti a ja -, silla pisteesta b avautuu kehakulma kaarelle bd kummassakin ym-
pyrassa. Ulkokulman suuruus ympyroiden C4 ja Co valilla on siis a + 7.

Jotta sama ndhdaan todeksi ympyroilla Cp ja Cp, tehddan niille edellisen kaltainen
péattely, jolla paastdan kuvan 12 oikean puolen kuvaamaan tilanteeseen. Koska f+9 >
7, niin talld kertaa kehdkulmat (S ja ) avautuvat janalta [a, c] ympyréiden ulompiin
kaariin asti. Haluttu kulma saadaan komplementtina 27 — (8 +§) = a + 7. 0J
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Lause 3.4. Kun pisteet a,b, c ja d muodostavat konveksin nelikulmion, jonka sisdkul-
mat ovat vastaavasti o, 5, v ja d, niin on olemassa kuvaus w € Mobb, joka kuvaa pisteet
samassa jarjestyksessa kayrdlle Jy, missd

0 = min{a+v,8+6} € (0,7,

Todistus. Rajoituksetta voidaan olettaa, ettd pisteet kiertdvat vastapaiviaan, ja etté
a+y <7 < 40 = 2r—(a+7), kuten apulauseessa 3.3. Olennainen huomio apulausees-
ta on nyt se, ettd pisteet kuuluvat kahden ympyran Cp = C(a,b,¢) ja Cp = C(c,d, a)
leikkauksen reunakayralle alkuperaisessé jarjestyksessaan, kuten apulauseeseen liitty-
van kuvan 12 oikealla puolella. Namé ympyrit leikkaavat kulmassa a+v = 27— (8+9).

a’ ¢ =00

Kuva 13: Ympyroiden Cp = C(a, b, ¢) ja Cp = C(c,d, a) leikkausalueen reunakéyrét, ja
alueiden kuvautuminen kuvauksessa w € Mob. Varjostettuna ympyran Cp ulkopuoli ja
sen kuva-alue.

Ympyroiden leikkauskulmasta tieddmme, ettd on sellainen kuvaus w € Mob, joka
tayttdd ehdot w(a) = 0, w(b) = 1 ja w(c) = oo, ja joka kuvaa nelikulmion karkipis-
teet kayrélle J,4, muuttumattomassa jarjestyksessa. Molemmat ympyrét kuvautuvat
nimittdin suoriksi, ja ympyréan Cp ulkopuoli alemmaksi puolitasoksi, kuten kuvassa 13
on havainnollistettu. [

Lauseen yksinkertaisuudesta huolimatta silli on hyodyllisid seurauksia. Apulause
3.2 seuraa suoraan, koska a+v > « ja toisaalta a4y = 27— (f+9) = (71— ) +(7r—0) >
m— 3. Tamén lisdksi apulauseessa 3.1 annettua ylirajaa Ptolemaioksen luvulle voidaan
my0Os parantaa seurauksen 3.5 mukaiseksi.

Seuraus 3.5. Kun « ja v ovat konveksin nelikulmion abed kaksi vastakkaista sisdkul-
maa, nin

1
bed < ——.
p(&, , G, ) = Sil’laTﬂ

Perustelu. Nimetéaén toisiksi sisdkulmiksi £ ja §. Saamme

. B+0 . 2T —(a+7) . a+y
sin —— = sin ——* = sin ——,

2 2
minka avulla viite seuraa lauseista 2.1 ja 3.4. Kannattaa myos huomata, ettd véitteen
epayhtéalossa on yhtasuuruus silloin, kun lauseen 3.4 mukaisessa kuvauksessa w € Mob
kuvapisteille on voimassa |w(d)| = |w(b)] = 1. Taméa on néhtivisséd apulauseen 2.5

todistuksesta. O
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Yllattavaa kylla, pisteiden muodostaman nelikulmion konveksius ei ole valttamatonta
edellisissé tuloksissa. Tarkasteltaessa ympyroiden leikkausaluetta muissa tapauksissa
eroksi muodostuu se, etta leikkausalueen méaarittaviat kulmat eivit ole samat kuin ne,
jotka ovat ympyroiden valising ulkokulmina. Muotoilemme yleistyksen.

Seuraavassa tuloksessa nelikulmion abed yksinkertaisuus tarkoittaa sité, ettd murto-
viiva abecda muodostaa yksinkertaisen sulkeutuvan kayran. Yksinkertaisuuskin on edel-
lytyksena ainoastaan teknisista syisté, silla yleistysten laajempi muotoilu vaatisi, etta
negatiiviset kulmat ja pisteiden jarjestyksen muuttuminen sallitaan.

Lause 3.6. Olkoon abed yksinkertainen nelikulmio ja o, B, v ja 0 pisteitd vastaavat
sisakulmat. Kun o+~ < m < 46, niin ympyroiden Cg = C(a,b,c) ja Cp = C(c,d, a)
leikkauspisteiden a ja c vdlilld on alue, jonka reunakdyrdlld pisteet ovat jarjestyksessa.
Lisdkst kahden ympyrdinkaaren, jotka muodostavat alueen reunakdyran, vdlilla on kulma
o+ 7.

Todistus. Konveksin nelikulmion tapaus tuli todistetuksi apulauseessa 3.3. Tarkastel-
laan sitten yksinomaan konkaaveja nelikulmioita. Téallaisessa tilanteessa nelikulmiolla
on sisdkulmanaan oikokulmaa suurempi kulma, joksi valitaan g > 7.

Kuva 14: Lauseen 3.6 tilanne. Paksulla kaarella merkitty kulma 7 — § ja kahdella
kaarella kulma g — 7.

Kulma ¢ vastaa nyt ympyralla Cp pisteiden a ja b vélistd kaarta, jolle piste d
ei kuulu. Toista kaarta vastaa siis kehdkulma m — §. Ympyralld Cp kehdkulmana on
21 — (3, joten pisteiden a,b ja c¢ vélistd kaarta vastaa kulma 7 — (27 — ) =  —
7. Naméa kehakulmat voidaan katsoa ympyrankaarten ja janan [a,c| vilisiksi, joten
ympyrankaarten vélinen kulma on

(mr=6)—(B—m=2r—(B+J) =a+7. O

Tastda voimme péatelld seuraavan yleistyksen lauseelle 3.4 oikeaksi. Perustelu on
olennaisesti samanlainen kuin aikaisemmalla lauseella, ja myos tarkennus kuvauksesta
on todistuksen perusteella ilmeinen.

Lause 3.7. Kun pisteet a, b, c ja d muodostavat yksinkertaisen nelikulmion, jonka si-
sdkulmat ovat vastaavasti o, 3, v ja 0, nitn on olemassa kuvaus w € Mob, joka kuvaa
pisteet samassa jarjestyksessa kayrdlle Jy, missd

0 = min{a+~,8+ 0} € (0,7].

Erityisesti p(a, b, c,d) < (sin
=1

g)—1 ja kuvaus w voidaan valita sellaiseksi, ettd se tayttdida
ehdot w(a) =0, w(b) (

, w(c) = oo ja w(d) = te®, missi t > 0. O
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Maininta kuvauksesta tehtiin sen vuoksi, ettd siihen pohjautuvasti lausetta voidaan
kayttaa vield toisen tuloksen perustelemiseksi. Seuraava lause tiedetéddn entuudestaan
pitavéksi ainakin konvekseilla nelikulmioilla (Yaglom, s.146), mutta yleistys ei enéé tee
todistusta yhtdan monimutkaisemmaksi.

Lause 3.8. Olkoon abcd yksinkertainen nelikulmio, jolla on vastakkaiset kulmat « ja
v. Silloin nelikulmion karkipisteet on kuvattavissa Mdobius-kuvauksella kdrkipisteiksi
suunnikkaalle 'b'd'd’, jolla on kulma (ac+y)/2. Erityisesti p(a,b,c,d) = p(a',b',c,d').

Todistus. Lauseessa 3.7 esitetylla kuvauksella w € Mob voidaan kuvata yksinkertainen
nelikulmio abed kulma-alueen Jy reunalle siten, ettd w(a) = 0, w(b) = 1, w(c) = oo
ja w(d) = te? jollakin ¢t > 0, kun § = (a + 7)/2. Vastaava onnistuu suunnikkaalle
a'b'dd, joskin toisella kuvauksella ws € M0ob ja luvulla to > 0. Jos siis onnistumme
osoittamaan, ettd luvuksi ¢, saadaan erilaisilla ehdot tayttavilla suunnikkailla mika
tahansa positiivinen luku, niin ws = wy'w € Méb kiy lauseen kuvaukseksi. Silloin
myos vaite p(a, b, c,d) = p(a’,V/, ', d’) seuraa funktion Mobius-invarianssista.

Otetaan lahtokohdaksi suunnikas, jonka kérkipisteind ovat ' = 0,0 = r,d =
r+se? ja d' = se'/? missé r ja s ovat positiivisia lukuja. Kun suunnikkaan karkipis-
teet kuvataan kulma-alueen reunalle, niin erityisesti niiden méaradmat kaksoissuhteet
sailyvat. Saamme alkuperaiseksi kaksoissuhteeksi luvun

[a/7 b/; C’) d/] = <0 - (r + 5610/2))<r — 8619/2) = TQ — S2ei6 = ]' - (8)26Z6

(0 —7)(r 4 sei/2 — seif/2) r2
Toisaalta kulma-alueen reunalla vastaava kaksoissuhde on

b (0= 00)(1 = tae?) ,
0,1,00,te"] = L =1 —tye
[ , 1,00, 12€ ] (0 _ 1)(00 _ t2619) 2€ -,

joten kuvaus saadaan sopivaksi valitsemalla ¢t = s/r. 0J
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3.2 Kulmatuloksia

Kun nyt on tullut selvéksi, ettd yksi tapa rajoittaa lukua p(a, b, ¢, d) on tutkia nelikul-
mion abed kulmia, voimme syysta suunnata tarkastelumme hetkeksi sithen, minkélai-
sia kulmia konveksien kayrien sisalla voi muodostua. Erityinen mielenkiinto kohdistuu
jéalleen pienimpiin kulmiin.

Lahtokohtanamme on tutkia, minkélainen kulma avautuu reaaliakselilta kahden
pisteen vélille ylemmalla puolitasolla H = {z € C | Zm=z > 0}. Valitsemme siis
kaksi pistettd =,y € H ja tarkastelemme kulmia Zypz, kun p € R. Aédritapausten
loytamiseksi esitamme aputuloksen, jonka olennaisuus ei etukateen ole aivan ilmeista.

Apulause 3.9. Joukkofunktio fp : Rsg — P(H), fp(t) = D(—1,1,it)NH, on aidosti
kasvava joukkojen sisdltymisrelaation suhteen. Ympyrinkaarilla C; = C(—1,1,it) N H,
t >0, on lisdksi voimassa

H=JC

>0
missa C;y N Cy =0, jos t # s.

I G
Kuva 15: Alue fp(t) seké siihen liittyva kulma a = «(t). Alueiden reunakéyrét tayt-

tavat ylemman puolitason H.

Todistus. Selvisti fp(0) = 0, ja kun t > s > 0, niin (s +t)i € fp(t)\fp(s), joten
joukot eroavat toisistaan. Kun aw = Z(—1,it, 1), niin

Q 1 1
sin — = —— — at) = 2arcsin ———.
2 V1+t? (®) V1+t?

Sama kulma « on ympyran ja reaaliakselin valilld, joten kuvaus w € M0db, jolla
w(—1) = 0, w(l) = oo ja w(it) = ™) kuvaa alueen fp(t) bijektiivisesti kulma-
alueeksi D,_,. Koska a(t) on aidosti vdheneva funktio, niin ensimmaéinen véite seuraa.

Toisen vaitteen nayttdmiseksi toteen on osoitettava, etta kukin piste z € H kuuluu
yksikasitteisesti jollekin ympyrankaarista C;. Mutta taméhan seuraa jo siita, etté kolme
pistettd —1, 1 ja z maaraédvat itse yksikésitteisen ympyrén. Koska z ¢ R, niin kaarta
vastaava kokonainen ympyra leikkaa imaginaariakselin kahdessa pisteessi iu ja v,
u < 0 < v, ja nain ollen z € C,,. O

Huomautus 3.10. Vaikka apulauseessa 3.9 funktio «(t) todettiin aidosti vihenevéksi,

on hyvé huomata, etté silti samassa tilanteessa ympyran sidde on parametrin ¢ funktiona
aidosti vaheneva, jos t € [0, 1], ja aidosti kasvava, jos t > 1.
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Olemme valmiita antamaan luonnehdinnan aaritapauksille kulmaongelmassa, joka
mainittiin luvun alussa. Edellisen tuloksen ansiosta saamme samalla tilanteelle muka-
van geometrisen tulkinnan, jota suoraviivainen laskenta ei valttamatta paljasta.

Apulause 3.11. Olkoot x,y € H kaksi eri pistetti ylemmdlld puolitasolla ja z € R.
Talloin kulma |Zzzy| saavuttaa suurimman arvonsa ympyran C(x, z,y) sivutessa reaa-
liakselia. Vastaavasti pienin kulma saavutetaan suoran €(z,y) ja reaaliakselin leikkaus-
pisteessa.

Todistus. Pienintd kulmaa koskeva viite on ilmeinen, silld |Zzzy| = 0 jos ja vain jos
z € l(x,y). Suurinta kulmaa varten tarkastellaan aluetta, joka saadaan sovelluksena
apulauseesta 3.9. Piste

1 Y-
q(t) = S(z+y) +i
( ly — x|

2
on janan [z,y] keskinormaalilla etdisyydella [¢| janasta. Sen avulla miiritelty alue
D(t) =D'(z,y,q(t)) UD'(y, z,q(—t)) koostuu kahdesta apulauseen 3.9 mukaisesta kie-
kon ja puolitason leikkausalueesta

D'(a,b,c) = D(a,b,c) N (a+ (b — a)H),

t (t e R)

jotka on sovitettu tilanteeseen. Nyt luvun ¢ > 0 pienimmat arvot ¢; ja ts, joilla alueen
D(t) puoliskojen reunakéyrit leikkaavat reaaliakselia, maaraavét kaksi pistettd z; ja
29, joissa vastaavasti ympyrat C(x, z;, y) sivuavat reaaliakselia.

U(z,y)

N AN

<1 k <2

Kuva 16: Pisteet z,y € H seka reaaliakselia sivuavat ympyrat C(z, z1,v) ja C(x, 22, 7).
Téssa tapauksessa 0y = |Zxz9y| > 61 on suurin arvo, jonka kulma |Zzzy| saa.

Kun suoran leikkauspiste k € £(z,y) N R on reaalisena olemassa, se jakaa reaaliak-
selin kahteen osaan, joilla kummallakin on paikallinen maksimipisteensa. Apulauseen
funktio a(t) on nimittiin aidosti viheneva ja kulma on kaikilla ympyran kehépisteil-
14 sama, joten sivuamispisteissi z; ja z saavutetaan suoran ¢(z,y) molemmin puolin
kulman maksimipiste.

Konstruktion perusteella on selvid, etta saavutettavat suurimmat kulmat ovat sa-
mat vain jos suora /(x,y) on kohtisuorassa reaaliakselia vastaan, ja ettd maksimaalisia
kulmia on vain yksi, jos suora on yhdensuuntainen reaaliakselin kanssa. Kulmafunktion
a(t) aidosta vahenevyydesta seuraa myos se, ettd kulma |Zxzy| pienenee erkaannut-
taessa maksimipisteista kohti leikkauspistetta k tai daretonta. [l
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Suoralta avautuvan kulman tapauksesta pddsemme varsin helposti tiettyyn konvek-
seja kayrid koskevaan tulokseen. Aloitamme tuloksen osoittamisesta nelikulmiolle.

Apulause 3.12. Kun xaby on konveksi nelikulmio, ja z on piste murtoviivalla xaby,
niin kulma v = Zyzx saa pienimmdn arvonsa, kun z = a tai z = b.

Todistus. Apulauseen 3.11 mukaan suoralta £(a, b) avautuvalla kulmalla on maksimi sil-
loin, kun C(z, z, y) sivuaa suoraa, ja kulma pienenee maksimista erkaannuttaessa kohti
ddretontd tai suorien £(a,b) ja l(x,y) leikkauspistettd k. Koska kyseessda on konveksi
nelikulmio, leikkauspiste k on janan [a, b] ulkopuolella. TAll4 janalla pienin kulma on
siis toisessa paatepisteessa.

Toisilla janoilla [z, a] ja [b,y] on taas heti ilmeistd, ettd pienin kulma saavutetaan
vastaavasti pisteissa a ja b kauimpana pisteista x ja y. Tilannetta on havainnollistettu
kuvassa 17. |

U(x,y)

.

b “~-_£(a’7 b)

Kuva 17: Apulauseen 3.12 kulma v = Zyzx tapauksissa z € [a,b] ja z € [b,y]. Jalkim-
maisessa tapauksessa kulmalla v, = Zybx on voimassa 7, < 7.

Seuraus 3.13. Kun zajas . ..ayy on konveksi monikulmio (n > 1) ja z on piste mur-
tovitvalla xaias . .. ayy, nitn kulma v = Zyzx saavuttaa pienimmdn arvonsa jossakin
kulmapisteessi z = a;, i € {1,2,...,n}.

Todistus. Edellisesta apulauseen todistuksesta tulos seuraa myos kolmiolle, silla tarkas-
telu voidaan rajoittaa kahteen kylkeen. Oletetaan sitten, ettd n > 2. Talloin jokainen
nelikulmio za;a;1y (i € {1,2,...,n — 1}) on konveksi, joten viite seuraa erityisesti
naiden yhdisteen osajoukolle, johon myos kaikki pisteet a; kuuluvat.

Kuva 18: Konveksi monikulmio xajas ... asy ja nelikulmio xasasy sen osana.
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Sama voidaan muodollisemmin ilmaista murtoviivoja kuvastavilla tasojoukoilla

m—1
M(p1,p2, ... pm) = | [P pjs1]
j=1

muodossa

n—1

{ai,as,...,a,} C M(x,a1,a9,...,a,,Yy) C U M(z,a;,a;11,Y). O
i=1

Apulauseen 3.9 nojalla tulos tarkoittaa loppujen lopuksi vain sité, ettd suurin pistei-
den z ja y valinen ympyréankaari, joka leikkaa murtoviivan muissakin pisteissa, kulkee
valttamatta joidenkin karkipisteiden a; kautta.

3.3 Nelikulmio

Siirrymme jalleen itse P-arvojen maarittdmiseen, mihin sovellamme edella esitettyja
tuloksia. Kun tarkasteltavana kayrané on vahintadn nelikulmaisen monikulmion reuna,
P-arvo ei enaé riipu ainoastaan kulmien suuruudesta. Jo nelikulmiolla on tapauksia,
joissa kulmien suuruutta muuttamatta saadaan arvo rajoittamattoman suureksi. Kun
€ > 0, niin esimerkiksi kuvan 19 suorakulmiolle J. on voimassa

_ua+1y1+ﬁg—u-1_|m—1\>1

P(‘]E) > p<i€7 _1707 1) - > M

lie| - 2 € €

milld tahansa positiivisella luvulla M, jos valitaan ¢ < ﬁ

1€

-1 0 1

Kuva 19: Suorakulmio, jonka P-arvo on suurempi kuin 1/e.

Todettakoon myos, ettd kulmien maéaardn perusteella Ptolemaioksen arvolle saadaan
loyha alaraja, koska tarkasteltavana on suljettu yksinkertainen monikulmion reuna-
kayré.

Huomautus 3.14. Kun J on yksinkertainen suljettu n-kulmaisen monikulmion reu-
nakdyra, niin

1 1
Py 2 sin (%) - cos T

Perustelu. Monikulmion sisékulmien «; € (0,27) summa on Y7, oy = (n — 2)7, joten
positiivisista luvuista pienin o, = mina; < (n — 2)7/n < 7. Lauseen 2.3 perusteella
7

P(J) > (sin @=)~1, O

2
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3.3.1 Suunnikas

Tarkastellaan aluksi suunnikkaita. Maaritetdan ensin alaraja suunnikkaan P-arvolle.
Myos suorakulmio siséllytetadn tdhan tarkasteluun.

Lause 3.15. Kun J on suunnikas ABCD, jonka pienempi sisikulma on o € (0, 7] ja
stvujen pituudet v ja s, r > s, niin silloin

1 r 2
> .
P(T) = max {sin %’ \/(25 sina) 1 } )2 (2)

1 <\/r2+2rscosa—|—32 ssin a ) 3)
5 )

ssin o V12 4 2rscosa + s2

b= B i c
' r

Kuva 20: Suunnikas ABCD seké kaksi eri pisteasetelmaa. Oikeanpuoleinen asetelma
on mahdollinen vain tapauksessa %7’ > 5cos Q.

Todistus. Pienimmén kulman perusteella on ilmeisté, ettd P(J) > (sin §)~". Osoitetaan
sitten epayhtalo (3). Koska r > s, niin erityisesti (r + s cos a)/2 > s cos a. Voidaan siis
asettaa pisteet suunnikasmuodostelmaan abed, jossa b = B, d = D ja pisteet a ja ¢
jakavat suunnikkaan koko leveyden (7 + s cos «) puoliksi, kuten kuvan 20 vasemmalla
puolella on esitetty.

Tallaisessa tilanteessa |a — d| = |b — ¢| = (r + scosa)/2, |a — ¢| = ssina, ja

kosinilauseen perusteella |a — b| = |¢ — d| = \/ s?sin® a + |a — d|?. Kun kosinilausetta
sovelletaan vield suunnikkaan pidemmaén lavistajan |b — d| laskemiseksi, saamme
la —d|* + |a — b]?
ssina - \/(7’ + scosa)? + s?sin? a
2la — d|* + s*sin® «
ssina - V12 + 2rscos a + s2
1 (r?+2rscosa + s?cos? ) + 2s?sin® «

2 ssina - V12 4 2rscos a + s2

p(a’7 b7 C7 d) =

mikéd ndhddan samaksi kuin epéyhtalon (3) lauseke.
Epéyhtélon (2) jalkimméisen osan todistamiseksi todetaan ensin, ettd tapauksessa
r < 2scos v epayhtélo (3) antaa suuremman arvon. Silloin nimittéin

2
\/( r >—|—1<\/cot2a+1:

2ssin «

sina’
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ja toisaalta epayhtélon (3) mukaan ehdoista s < r < 2scos « saadaan

1 Vr2+2rscosa + s2 1 V/3r? + s? 1
P(J) > - . > o . > —.
2 ssin o 2 ssin o sin «

Nain ollen voimme keskittya tyystin tapaukseen %r > scos . Asetetaan kaksi pis-
tettd r-pituisen sivun paihin ja kolmas sen keskelle. Silloin tdmén sivun keskinormaali
leikkaa vastakkaisen sivun pisteessa, joka maédritelladn pisteeksi a. Kun b, d ja ¢ ovat
kuvan 20 oikean puolen mukaisesti kantasivun paétypisteet ja keskipiste, niin arvoksi
tulee

2-Lr /(3r)2 + s2sin 5 4% sin2 >
rssin a 2ssin a 2ssin a
ja epayhtélo (2) pitaa paikkansa. O

Kukin lauseen 3.15 antamista alarajoista on olennainen. Epéyhtélon (2) toinen osa
tulee epayhtalon (3) lauseketta suuremmaksi vain suurilla kulman « arvoilla.

Huomautus 3.16. Suorakulmion tapauksessa o = 7 ja (sin %)_1 = /2, joten alaraja
saa muodon

T2
P > 24— +1, ;.
(J>_max{f, =t }

Epéyhtalolla (3) ei ole tassa vaikutusta, silld sen lauseke on suorakulmiolla pienempi
kuin jalkimmaéinen epéyhtdlon (2) osa. Molemmat jéljelld olevat termit osoittautuvat
olennaisiksi vertaamalla arvoja tilanteissa r = s ja r = 3s.

Seuraavaksi maaritamme ylarajan.

Lause 3.17. Kun J on suunnikas, jonka pienempi sisikulma on o € (0, 5] ja sivujen
pituudet r ja s, v > s, niin

1 2 2 2 2
P(J)gmax{ \/( r ) 41, Vr2+2rscosa + s }

sin § ’ 2ssin o ssin a

Todistus. Olkoon abed jarjestetty nelikko suunnikaskéyralld J. Rajoituksetta a ja ¢
voidaan valita pisteiksi, joiden sisiékulmien summa on vahintdan 7. Jos a ja ¢ ovat
samalla sivulla, niin silloin ovat myo6s pisteet b ja d, koska niiden sisdkulmien summa
on korkeintaan 7. Siiné tapauksessa p(a,b,c,d) = 1.

Jos taas a ja c ovat vierekkaisilla sivuilla, niin toinen jaljelld olevista pisteista,
b tai d, muodostaa naiden vélissd kulman, joka on védhintddn suunnikkaan kulman
suuruinen. Suunnikkaan kulmista pienempi on o < m—q, joten pisteité b ja d vastaavien
sisikulmien summa S + § on vahintadn «. Mutta silloin seurauksen 3.5 nojalla

pla,b,c,d) < L < L

U T sin((B+0)/2) T osin(a/2)

Jéljelle jaa tapaus, jossa a ja c ovat vastakkaisilla sivuilla. Tieddmme, ettd kulmien
summa  + § antaa seurauksen 3.5 perusteella ylarajan. Jos nyt etenemme niin, etta
pienenndmme kulmien summaa  + 0, voimme varmuudella sanoa luvusta p(a, b, ¢, d)
sen, ettd yliraja (sin((8 + d)/2))~! kasvaa, ja uusikin yliraja on pitava.
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Kuva 21: Kaksi minimitapausta summalle S+ §, kun a ja ¢ ovat vastakkaisilla sivuilla.

Huomataan, etta seurauksen 3.13 perusteella pienin kulmien summa [ + § saadaan
silloin, kun molemmat pisteet b ja d ovat suunnikkaan kulmissa. Nain ollen ne ovat
joko jonkin sivun tai lavistdjan paatepisteina.

Tarkastellaan ensin néita pisteitd saman sivun paadyissd. Olkoon talla sivulla piste
¢, ja a jaakoon vastakkaiselle sivulle. Mutta apulause 3.11 takaa, etta pisteen a sisé-
kulma on suurimmillaan silloin, kun ympyra C(b, d, a) sivuaa sivua, jolla a on. Koska
vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaisia, optimaalinen paikka pisteelle a on janan bd
keskinormaalin leikkauspisteessa. Tilannetta on hahmoteltu kuvan 21 oikealla puolella.
Riippumatta siitd, onko optimaalinen paikka mahdollinen, saamme oletuksella r > s
kulmien summalle rajoituksen

e \/(T/Q;Sij; sin® o - (\/<23 sin a>2 + 1) i ;

ja ylarajaksi tulee

Pobed) < G S V(stina)g“-

Viimeisenéa kasiteltavané tilanteena on se, jossa b ja d ovat lavistajéan paatepisteiné.
Silloin on selvad, ettd kumpikin muodostaa sisikulman, joka on vahintdan yhta suuri
kuin se, jonka lavistdja muodostaa sivun kanssa. Voidaan rajoittua tarkastelemaan
pienempad kulmista, jonka pidempi lavistaja muodostaa vastakkaisten sivujen kanssa.
Olkoon tdma kulma 6. Silloin (8 +§)/2 > 0 ja

ssin o ssin o

\/(7’+scosoz)2—i—32$in2a VT +2rscosa + 82

sinf =

joten véitteen epayhtalo seuraa. O

Huomautus 3.18. Lauseen ylédraja tuli esitetyksi kolmiosaisena, mutta viimeinen sen
termeistd on ainoa merkityksellinen muita suurempana. Oletuksen r > s perusteella
voidaan nimittéin kirjoittaa

V12 +2rscosa + s - V2+2cosa  2cos(a/2) 1 (1)
ssin - sin « ~ sina sin(a/2)’

ja toisaalta

V12 + 2rscosa + s2 r 2 7 COS (v 1 r 2
ssin « - <ssina> +2$silr120z+sin?a = <23sina) 1
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Talla tavoin ylarajan esitys yksinkertaistuu, mutta todennékoisesti lauseke ei ole
paras mahdollinen. Saamme kuitenkin tietoa P-arvon suuruusluokasta, josta esitimme
seurauksen.

Seuraus 3.19. Kun J on suunnikas, jonka pienempi sisikulma on o € (0, 3] ja sivujen
pituudet v ja s, v > s, niin silloin

;<A+i> < PJ) < A =

V12 + 2rscosa + s2
ssin o ’

Yhdelle erikoistapaukselle saamme tarkan arvon. Huomautuksen 3.18 lausekkeessa
(4) on yhtasuuruus, kun r = s, joten neljakkéadalle on voimassa seuraava tarkka tulos.

Seuraus 3.20. Jos J on neljikkdadan reunakdyrd ja o € (0, 7/2] sen pienempi sisikulma,
niin silloin P(J) = 1/sin(«a/2).

3.4 Konveksit kaaret

Maaritelma 3.21. Olkoon v : [0,1] — C paloittain silein kdyrdn parametriesi-
tys. Arvoilla ¢t € [0,1], joilla +/(t) # 0, madrittelemme sen suuntakulmaksi funktion
ang y(t) = argy/'(t). Jos 7/(tg) = 0 jollain to € (0, 1], niin tdydenndmme mééritelméksi

angy(to) = lim arg~/(t),

ja tapauksessa 7/(0) = 0 kdytamme oikeanpuoleista raja-arvoa (t — 0+). Koska arg
on monihaarainen funktio, teemme valinnan ang v(0) € [0, 27) ja vaadimme, etta pa-
rametrin ¢; € [0,1) arvoilla on voimassa

ang y(t;) — tli)glJr angy(t)| < 2,

ja pisteesséd t; = 1 saman vasemmanpuoleisella raja-arvolla (t — 1—).

Edellisen maéaritelméan mielessd voimme puhua tangentista myos kulmapisteissa
eradnlaisena oikeanpuoleisena tangenttina. Kéyrén sileilla osilla tdmé on luonnollises-
ti yhtenevé tangenttiin. Tasmallisyyden nimissé teemme maéaritelman myos sille, mitéa
tarkoitamme tassa yhteydessa konvekseilla kayrilld. Kuten aikaisemminkin, seuraavas-
sa méaaritelméssé

[,y ={(1—-p)z+py|0<p <1}

on jana pisteiden z,y € C valilla.

Maaritelma 3.22. Olkoon v : [0,1] — C kéyrén J parametriesitys. Jos luvuilla s ja
t,0 < s <t <1, on aina voimassa

Y00, 1) N [v(s), v ()] = [v(s), v ()]
tai

V(0,1 N [v(s), v ()] = {7(s),7(D)}, ()
niin sanomme kéayraéd konveksiksi. Mikéli jalkimmaéinen ehto (5) pétee aina, niin kiyra

on aidosti konveksi. Erityisesti konveksin kdyréan parametriesitys y(¢) on sellainen, etté
angy(t) on monotoninen ja |angy(1) — ang~(0)| < 2.
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Lause 3.23. Kun konveksin kdyrin J parametrisoinnilla ~(t) on wvoimassa o =
lang y(0) —angy(1)| < 7, niin silloin

1
PlJ) < sin 752
Todistus. P-arvo on parametrisoinnin suunnasta riippumaton, joten oletetaan ang -y
kasvavaksi. Valitaan nelja lukua 0 < a < b < ¢ < d < 1. Kayran konveksiuden vuoksi
kaikkien sen tangenttien vélilla suuntakulmat eroavat korkeintaan kulman o« verran.
Toisaalta tangenttien leikkauspisteesta avautuu kéyraa kohti kulma, joka on vahintédan

™ — Q.

Kuva 22: Konveksi kayra J, sithen liittyva kulma « ja esimerkki pisteasetelmasta.

Olkoon pisteiden y(a) ja v(d) tangenttien leikkauspiste k ja siita kayralle avautuva
kulma 5 > 7 — a. Silloin suorat ¢(y(a),v(b)) ja €(k,v(d)) leikkaavat kulmassa 6 >
f. Taméan perusteella voimme sitten todeta, etta suorien £(y(a),v(b)) ja £(v(c),y(d))
leikkauskulma on ¢ > §. Konveksiuden perusteella on nyt ilmeisté, ettd neljé pistetté
ovat jo valmiiksi jarjestyksessa jollain kulmalla ¢ > 7 — a. O

Huomautus 3.24. Koska konveksilla kayralla parametrisointi voidaan tehda kumpaan
suuntaan tahansa, todistus osoittaa aikaisempien tulosten tapaan, etta jarjestetyt pis-
tenelikot voidaan aina kuvata Mobius-kuvauksella kéyrélle Jy, missa 6 > m — a.

Edellisen lauseen perusteella lukua (sin 75%)~! suurempi P-arvo asettaa vaatimuk-
sen maksimaaliselle pisteasetelmalle. Pisteiden on nimittain asetuttava niin, etta niiden
valille ei jad konveksia kaarta, jossa suuntakulma muuttuu vihemmén kuin a.

Lause yleistyy viela siihenkin tapaukseen, ettéd kédyraa jatketaan paatepisteistaan
tangentin suuntaisina siteina. Pisteen oo sisdllyttdminen tulee mahdolliseksi, koska
pistenelikolla abcoo saamme oo € £(a,b) N {(b,c) ja nAméa sekantteja vastaavat suorat
leikkaavat kulmassa 3 > m — «, kuten kuvasta 23 ilmenee.
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Kuva 23: Konveksi kaari, jota on jatkettu padtypisteistaan sateilld kayraksi J.

Taméan sovelluksena tiedamme, etta esimerkiksi seuraavanlainen kahdesta janas-

ta ja ympyridnkaaresta muodostuva tippakayra saa P-arvokseen tarkalleen luvun
(sin(a/2))7!, a € (0, 7).

Z Z/:OO

Kuva 24: Esimerkki kdyrasta, joka palautuu kuvauksella konveksiksi kaareksi.

Liitoskohtien X, Y ja Z kuvaaminen pisteiksi 0, 1 ja oo tuottaa tassa tapauksessa

juurikin sellaisen konveksin kayran, johon edeltiva késittely soveltuu. Kuvausta on
havainnollistettu kuvan 24 oikealla puolella.

Huomautus 3.25. Lauseen 3.23 antama arvio on paras mahdollinen annetuilla ole-
tuksilla. Kun rajatapauksiksi otetaan ympyran kaari ja kulmakéyra, ndhdaén hel-
posti, ettd P-arvoksi voidaan saada téllaisilla kayrilla mika tahansa luku vélilta
[1,1/sin((m — «)/2)], missi « on lauseen mukaisesti suuntakulman muutos.

V

Kuva 25: Konvekseja kaaria J, joilla P(J) € [1,1/sin(v/2)]. Arvo P(J) = 1/sin(5/2),
B € [v, 7], saadaan korvaamalla ympyran kaaren osa kulmalla £.
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3.5 Ellipsi

Viimeisend P-arvon tutkimuskohteena on ellipsi. Muodostamme talla kertaa arvion
tarkastelemalla kulmia, kun venytamme ympyraa yhdessa suunnassa.

Apulause 3.26. Madritelladn funktio f(t) = (arctant)/t arvoille t > 0. Tdlloin f(t)
on aidosti vihenevd, ja lisiksi f(t) — 1, kun t — O+.

Todistus. Derivoimalla saadaan

yon  t—(1+t*)arctant  g(t)
St = (14 )2 (L)

missa funktion g(t) derivaatta
g'(t) = —2tarctant

on arvoilla £ > 0 negatiivinen. Toisaalta lahestyttéessa nollaa oikealta puolelta funk-
tiolle g(t) on voimassa

. 0 2y . () —
t1_1>r0r3rg(t)—0 (14+0%)-0=0,

joten funktioiden g(t) ja f'(t) arvojen on oltava negatiivisia, kun ¢ on positiivinen.
Kéayttamalla 'Hopitalin saantoa saadaan raja-arvo

tant 1/(1+¢t
arctant _ . /(1 +t%)

lim =1,
t—0 t t—0 1
mika osoittaa, ettd myos jalkimmaéinen véite on tosi. O

Seuraus 3.27. Kun x >0, y > 0 ja c € (0,1), niin
arg(x +icy) > c-arg(x + iy).
Todistus. Apulauseen 3.26 nojalla

arctan (¢ y/x) - arctany/x
c-y/x yle

ja toisaalta arg(x + iy) = arctan(y/x). O
Lause 3.28. Olkoot a ja b ellipsin E puoliakseleiden pituudet. Silloin

;<Z+Z> SP(E)SSm(i.W)'

a 2

Todistus. Ympyrad vastaava tapaus a = b toteuttaa selvasti epayhtalot. Oletetaan
sitten, ettd b < a, ja valitaan a puoliakseliksi reaaliakselin suunnassa. Silloin

2.<¢m>2_1<a b))

p(a,bi, —a, —bi) = =513 + .

2a - 2b 2

joten véaitetty alaraja on voimassa. Ylarajan todistamiseksi tarkastellaan ympyréa, joka
skaalataan c-kertaiseksi imaginaariakselin suunnassa. Valinnalla ¢ = b/a kyseessé on
ympyran pienennys ellipsin £ muotoiseksi.
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Ympyralta valitut nelja pistettda muodostavat konveksin syklisen nelikulmion, jolla
on sisikulmat a, 8,7 ja d. Vastakkaisten kulmien summalle on silloin myds voimassa
a+y=m=[0+9.

Jokainen kulmista on kahden janan vélissé. Skaalattaessa imaginaariakselin suun-
nassa kumpikin jana voi muuttaa kulmaansa suhteessa vaakatasoon joko pienemméksi
tai suuremmaksi. Olennainen huomio on, etté silloin, kun kulma pienenee eniten, seu-
raus 3.27 antaa alarajan pienennyksen jélkeisille kulmille. Olettaen, etté vastakkaisten
kulmien summa « + 7 pienenee eniten, skaalauksen jéalkeen vastakkaisilla kulmilla on
voimassa o + 7' € (cm, 7|. Koska edellinen pitda nelikulmiosta riippumatta, lause 3.7
antaa arvion P(E) < (sin(er/2))71. O

Lauseen antamien rajojen vélinen ero ei ole aivan ilmeinen. Teemme ylarajaan sel-
vennyksen, jonka todistamiseksi tarvitsemme seuraavan apulauseen.

Apulause 3.29. Luvuilla x € (0,7/2] on voimassa

42
rcotx > 1 — —
s
Todistus. Rajoitetaan tarkastelu annetulle vélille ja méaaritelladn g(z) = x cot z, jolloin
voimme laskea

, sin 2x — 2x
- T2
g(x) 2sin?x  —
1—=zcotx
" — _2 Lo
g'(z) sin? x
3sin 2z — 2x(2 + cos2z)  h(x)
g///(x) = I = —7.
sin* x sin* x

Koska x cot z — 1, kun = — 0+, ja ¢’(z) < 0, niin on oltava x cot z < 1. Saamme siis
B (z) = 8(zcotx — 1)sin’x < 0,

ja koska h(0) = 0, niin siten g”’(x) < 0. Funktio g”(x) on siis viheneva. Laskemme sen
arvot reunoilla. Selvéstikin ¢”(7/2) = —2 ja ldhestyttdessa nollaa saamme kahdesti (*)
I’Hopitalin séantoa kayttamaélla

—cotx + xesclx

—

. * .
lim ¢"(z) = =2 lim ,
z—0+ 0+ 2sin x cos x
sinxcosxr —x

=0+ sin®xcosx

cos?r —sin?x — 1

~

I
g

—~
*
~

= lim —5 5 —
z—0+ 3sin” x cos? x — sin* x
) -2 2
= lim 5 —5 = ——.
z—0+ 3cos? r — sin“ x 3

Mééritellaén sitten polynomi p saannélla p(x - m/2) = 1 — 22, joten saamme p(z) =
1 — 422 /7% p/(x) = =8z /7%, p/'(x) = —8/7* ja p(x) = 0. Tallsin (g — p)”(z) < 0,
joten (g—p)” laskee positiivisesta arvosta 8 /72 —2/3 monotonisesti negatiiviseen arvoon
8/m? — 2. Nain ollen derivaatalla (g — p)’ on yksittdinen huippu. Toisaalta 1'Hopitalin
saanto antaa

2

sinxcosx —x o coslx—sin?zr—1 0
- Y

lim (¢ — p)'(z) = lim —————
x_>0+( )'(x) o0 sin? r z—0+ 2sinxcosw



ja (g—p)(7/2) = —m/2 —4/m < 0, joten erityisesti myds (¢ — p)’ muuttuu tarkastelu-
valilla positiiviseksi. Myos funktiolla g — p on siis yksittainen huippu, ja se saavuttaa
pienimmén arvonsa toisessa vélin paatepisteessia. Nyt (g — p)(7/2) =0 ja

T COST

Jim (g = p)a) = g 51—,
joten on oltava g > p koko vélilla (0, 7/2]. O

Kun lauseen funktiossa ¢ tdydennetdéan reunalla arvoksi g(0) = 1, niin polynomista
p saadaan sille yllattdvan hyva arvio valilla [0,7/2]. Numeerisen tarkastelun perus-
teella tamén arvion absoluuttinen virhe on korkeimmillaan noin 0, 05. Epayhtalolla on
helppoa osoittaa oikeaksi seuraava tulos.

Lause 3.30. Kun c € (0,1], niin

1 - 4 1( +1)
— < ==+ -]
sin (¢ - 7/2) T 2 c

Todistus. Maaritelldén funktio f : (0,1] — R lausekkeella

1 1/ 1 2
fle) = sm(c7r/2)/2(c+0) - sin(em/2) - (c+1/c)

Silloin sen derivaataksi voidaan laskea

/ . -2 ) 2
f'e) = (1+ ¢2)2sin(cr/2) : ((1 +¢?) - (em/2) cot(em/2) — (1 — ¢ )) :

ja apulauseen 3.29 perusteella (cm/2) cot(cm/2) > (1 — ¢?), joten
—2

7102 Ty ety - Fe D=0 ®)
Koska f(1) =1 ja
. . 4 2 . -1 4
Jim f(x) = Jim (@4 Dsin(en/2)/(er/2) " =

niin véhenevéd funktio saa arvonsa valiltd [1,4/7]. Arvoa 4/7 ei saavuteta missdan
pisteessd ¢ > 0, silld derivaatan lausekkeen (6) mukaisesti on oltava f'(c) < 0 lahella
nollaa. Tésta seuraa alkuperiinen viite. O

Seuraus 3.31. Kun E on ellipsi, jonka pddakseleiden pituudet ovat a ja b, niin

P(E) 4
1< —— < —

(5+2) T

On hyvé pitda mielessd, ettéd lause 3.28 antaa edellistd paremman arvon ylérajalle.
Tulimme vain osoittaneeksi, etta se on suuruudeltaan samaa luokkaa alarajan kanssa.

Arvon maarittamiseksi tehdyt numeeriset testit viittaavat poikkeuksetta siihen, etta
yhtasuuruus annettuun alarajaan olisi voimassa. Toistaiseksi kysymys jad kuitenkin
avoimeksi. Alarajan madrittamistavan perusteella ratkaisu olennaisesti vaatii sen, etta
osoitetaan maksimaalisessa pisteasetelmassa pisteiden asettautuminen péadakseleiden
ja ellipsin leikkauspisteisiin.
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4 Vertailukohde uniformisuusvakiosta

Yhdeksi tutkimuksen tavoitteeksi asetettiin P-arvon yhteyksien selvittdminen muihin
kayrien tasaisuutta luonnehtiviin suureisiin ja erityisesti niin sanottuun uniformisuus-
vakioon. Pyrkimys tulee yksinomaan havainnosta, etté sopivasti méariteltyna vakio on
luonteeltaan samankaltainen kuin P-arvo.

Tasséa luvussa méarittelemme uniformisuuden ja tarkastelemme siihen liittyvéa va-
kiota. Méaaritamme vakiolle uusia arvioita etenkin niilla tasoalueilla, joiden reunakayrié
olemme tarkastelleet P-arvon yhteydessa.

4.1 Uniformisista alueista

Kuten jo johdannossakin tuli mainituksi, alkuperdainen uniformisuuden méaritelmé on
puhtaasti euklidiseen geometriaan perustuva. Uniformisuus koskee alueita D C R™.

Avaruuden R™ aidoilla osajoukoilla etéisyys d(0D, z) joukon reunaan on mééritelty
kaikilla pisteilld z € D. Merkitaan kayran + euklidista pituutta luvulla £4(7), ja olkoot
Yo sV C vy kdyrdn osat, joihin piste x € v jakaa kdyran. Jos nyt on olemassa vakiot a
ja b siten, etta mitka tahansa alueen pisteet x1, 9 € D voidaan yhdistaa suoristuvalla
kayrélla v C D, jolla lisdksi

la(y) < alzi— a2, ja
min{ly(v; ), la(7;)} < bd(OD,x) kaikilla z € 7,

niin kutsumme aluetta D uniformiseksi.

Olemme kuitenkin kiinnostuneet toisesta yhtapitdviasta maaritelmasta, jota varten
vaaditaan kaksi metriikkaa. Maéaritellaén kvasihyperbolinen etéisyys pisteille x,y € G
alueessa G C R"™ arvoksi

dz|
kg(x,y) = inf / |7,
clwy) =l | 667
missé I';, on pisteet z ja y yhdistavien suoristuvien kayrien perhe. Télloin kg on
metriikka ja arvoltaan muuttumaton euklidisen avaruuden isometrioissa. Liséksi aina

on olemassa kéyra, geodeesi, jolla pienin arvo saavutetaan. (Gehring & Osgood 1979.)
Maaritelladan alueessa G myos j-metriikka (distance ratio metric) lausekkeella

| - |z —y|
Ja(,y) = log <1 * min{d(9G, 7)., d(9G, y)}> '

Tama on tarkeé vertailumetriikka, jolla geodeeseja ei kuitenkaan yleisesti ole. Naiden
metriikoiden tunnettuja ominaisuuksia on koottu lauseeksi.

Lause 4.1. Olkoot G ja F alueita (yhtendisia avoimia joukkoja), joilla G C F C R™.
Silloin

1. kg > kr ja ja > jr koko osajoukossa G C F,
2. jo < kg kaikilla joukoilla G C R", ja

3. Sekd jq etta kg sdilyvat similaarisuuskuvauksissa f : R™ — R™. Toisin sanottuna,
kaikilla pisteilld x,y € R™ on voimassa

ka(x,y) = kra(f(2), f(y))  Ja Jolz,y) = jra(f(x), ().
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Lauseen ominaisuudet epayhtaloa jo < kg lukuun ottamatta seuraavat suoraan
madaritelmisté, ja epayhtalon osoittivat oikeaksi Gehring ja Palka (1976). Metriikoiden
avulla uniformisuuden maaritelma tulee seuraavanlaiseksi.

Lause 4.2 (Gehring & Osgood 1979). Alue G C R™ on uniforminen tarkalleen silloin,
kun on olemassa luku A > 1, jolla

kao(z,y) < Ajo(z,y) kaikilla z,y € G.
Téalloin alueen G uniformisuusvakioksi (uniformity constant) méaritellaan

Jatkoa varten edelliseen lisatadn kdytanto, ettd Ag = oo, jos G ei ole uniforminen.
Néin ollen merkinnan Ag kéytto ei vield takaa alueen G uniformisuutta, vaikka Ag
esiintyisi epayhtalossd Ag > ¢ jonkin luvun ¢ € R kanssa.

Nyt, kun uniformisuusvakio on tullut maaritellyksi metriikoiden avulla, selvitdmme
sen arvoja eri alueilla. Koska P-arvon méaaritelmé rajoittuu ainoastaan Jordan-kayriin,
keskitymme tarkastelemaan yhteniisié tasoalueita G C R?, joiden reunakéyrille arvo
P(0G) on mééritettévissa.

Kahdelle avaruuden R"™ osa-alueelle G vakion Ag arvo on hyvin tunnettu. Seka
yksikkokuulalla B™ (Anderson, Vamanamurthy & Vuorinen, Lemma 7.56) etta puolia-
varuudella H" (Vuorinen 1988, Lemma 2.41) vakio on 2. Koska metriikat eivit muutu
euklidisen avaruuden similaarisuuskuvauksissa, tasoon rajoitettuna vakio 2 saadaan
kaikille tason kiekoille ja suoran rajaamille puolitasoille.

Merkittavimmat myohemmat tulokset vakiolle lienee esittényt Henri Lindén véi-
toskirjassaan (2005). Olennaisessa osassa todistuksissamme on seuraava tarkka tulos
kulma-alueille D, = {re? | 0 <r, 0 < § < o}, missi a € (0, 7.

Lause 4.3 (Lindén 2005). Kun « € (0, 7], niin kulma-alueella D, vakio on

Ap, =1+

[e3

sin §

Kun tarkastellaan muita sellaisia alueita G, joilla myos P(0G) voidaan méaritelld,
vakiolle A¢ on ainoastaan arvioita. Tarkasti tunnettujen tapausten B2, H? ja D, koh-
dalla voidaan lisdksi tehdé havainto, etta juuri niilld on voimassa Ag = 1+ P(9G). Tut-
kimme asiaa tarkemmin etsimélld sekéd yhtélaisyyksia ettéd eroja lukujen Ag ja P(OG)
valille.

4.2 Kulmalliset alueet

Aloitamme tutkimuksen alueista, joilla on kulmia. Aikaisempien lukujen perusteella on
jo tunnettua, ettda kulman « sisaltaville reunakéyrille saamme arvion

1
. g‘
sin 5

P(0G) >

Talle tulokselle on vastine uniformisuusvakiolla. Lauseen 4.3 pohjalta rakennamme
seuraavan tuloksen, missé joukko B(z,r) = B?(z,r) on tason kiekko. (B"(z,7) C R" on
z-keskinen ja r-siteinen euklidinen avoin kuula.)

37



Lause 4.4. Kun o € (0,m) on kulma ja alue G C D, on kulma-alueen sellainen
osajoukko, ettd jollain luvulla r > 0 on voimassa

GNB(0,r) =D, N B(0,r), (7)
niin silloin Ag > Ap,, .

Todistus. Vakion méaritelmésté seuraa, ettd jokaista positiivista lukua € > 0 kohden
on oltava pisteet g, yo € D,, joilla

kp.(70,%0) > (Ap, — €)jp. (70, Y0)-

Pisteet x¢ ja yo siséltyvit joukkoon D, NB(0, R), missd R = 2 - max{|zo|, |yo|}. Silloin
erityisesti pisteet /R -z ja /R - yo kuuluvat joukkoon G NB(0, ). Osoitamme ensin,
etta

Ja(r/R-xo,7/R-y) = jp.(T0,Yo)-

Kuva 26: Pisteet xy ja yo kulma-alueessa D, seké niiden (joukkoon G sisdltyvat) ku-
vapisteet kuvauksessa z — (r/R)z.

Kulma-alueessa D, tieddmme, ettd d(0D,, o) ja d(0D,, yo) ovat véalttdmatta koh-
tisuoria etaisyyksiad alueen kylkiin. Koska erityisesti d(0D,,z¢) < |xo| < R/2, niin
|(r/R)xo| <1/2 ja

d(0G, (r/R)xg) = d(ODg, (r/R)xg) = r/R-d(0Ds, o).

Alue G NB(0,7/2) on siis kulma-alueen osa, jossa saavutetaan lyhin etdisyys reunaan
O0G kohtisuorana etaisyytend kulma-alueen kyljistd. Yhta lailla saamme

d<aG7 (T/R)yO) = T/R ’ d(ﬁDaa yO)a
ja merkitsemalld m = min{d(0D,, zo), d(0Da, yo)} voimme péétellé, etta

; r/R-xqg—r/R-
ja(r/R-xo,7/R-yo) = 10g<1—|—|/ T/OR.W{L yo|>

= log (1 + LO — y0|>
m

= JD. (JUO, yo)'
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Seuraavaksi osoitamme, ettd aina on oltava

ka(r/R - xo,7/R-y0) > kp, (%0, Yo)-

Todetaan aluksi, etta jokaisella pisteet r/R - o ja r/R - yo yhdistavalla suoristuvalla
kéayralla v C G on joukossa D, vastine (R/r)v, joka yhdistaa pisteet xq ja yo, koska
(R/r)G C D, kaikilla positiivisilla luvuilla R/r.

Toisaalta kaikilla pisteilld z € G eli pisteilla (R/r)z € (R/r)G C D, on voimassa

d(0G, 2) = r/R-d(O((R/r)G), (R/r)z) < 7/R-d(ODa, (R/r)2).

Olkoon v C G polku alueessa G pisteiden /R - xy ja r/R - yo valilld. Metriikan mééri-
telmasta ja edellisesta toteamuksesta saamme, ettéa
|dz| |dz|
R-20,7/R-y) = int / / .
ka(r/R-zo,r/B-yo) = 1nf [ Zr5m5 2 éélc;v /R - d(0Dy, (R/7)z)

Sijoitetaan lausekkeen integraaliin z = (r/R)w, jolloin dz = (r/R)dw ja parametrin w
kulkema polku I' = (R/r)y on alueessa (R/r)G C D, pisteiden x( ja yo valilla. Taméan
tuloksena

‘ |dz|
L . . > f
a(r/R-xo,7/R - y0o) 7120 r/R-d(0D,, (R/r)z)
_Jdw|
R/'I‘)G d aDaaw
Jdul
F/CDa daDOmw

= kDa (an y0)7

koska polut IV C D, (pisteiden xq ja yo valilld) kattavat erityisesti kaikki polut T' C
(R/r)G. Lopullisena johtopéddtoksend saamme nyt, etta

ka(r/R-xo,7/R - yo) kp. (o, o)
(Ap, — €)ipa. (0, yo)

= (Ap, —¢&)ja(r/R-zo,7/R - yo).

>
>

Koska on olemassa téllaiset alueen G pisteet (r/R)zq ja (r/R)yo , niin on oltava Ag >

Ap, — . Emme asettaneet rajoituksia positiiviselle luvulle €, joten tasté seuraa, etta
Ag > Ap, . O

Seuraus 4.5. Kun G on konveksin monikulmion sisialue ja cmin € (0, 1) monikulmion
pienin sisakulma, niin
Agz14— b
“= 7T sin(amm/2)
Todistus. Tilanteeseen liittyvat metriikat ovat siirto- ja kiertoinvariantteja, joten voim-
me siirtaa pieninta kulmaa o = ayy;, vastaavan kulmapisteen origoksi siten, etta kulman
kyljet ovat kulma-alueen D, kyljilla. Monikulmion konveksiuden vuoksi muunnoksesta
saatu alue G’ sisaltyy kulma-alueeseen. Jos a ja b ovat monikulmiossa kulman kylkien
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pituudet, niin valitsemme r = min{a, b} - cos(a/2). Téll6in alueella G’ ja luvulla r
tayttyy lauseen 4.4 ehto (7). Saamme

AG:AG’ZADazl‘l' O

sin §

Lauseen 4.4 olennaisin rajoitus sen sovellettavuuden kannalta on epéilematta vaati-
mus alueen G C D, sisdltymisesta itse kulma-alueeseen. Tapa, jolla lause tuli todiste-
tuksi, viittaa vahvasti siihen, etta vaatimuksesta voitaisiin luopua. Tekemalla muutamia
lisayksia paastdaankin tdhan tulokseen.

Aikaisempi todistus tehtiin nimenomaan lauseen yleistysta silmalld pitden, ja osa
tehdyista padtelmista voidaan itse asiassa johtaa helpommin kuin todistuksessa esi-
tettiin. Tarked huomio on ensinnakin metriikoiden monotonisuus niin, etta sisaltyvilla
alueilla G C S on aina voimassa kg > ks ja jg > js. Kun edellinen yhdistetdén tietoon
metriikoiden muuttumattomuudesta séteittdisessé skaalauksessa, saamme valittomasti
seurauksena, etta

ka(r/R-xo,7/R-yo) > kp,(r/R-x0,7/R-y0) = kp, (70, Y0)-

Téasmaéllinen integroimispolkujen tarkastelu ei kuitenkaan ollut turhaa, silla se tulee
tarpeelliseksi yleistyksen todistamisessa. Kaytannon eroksi edelliseen muodostuu se,
ettd k-metriikkaa varten paatepisteet on asetettava riittavin lahelle kulmaa nyt myos
sen takia, ettd geodeettinen polku saadaan pidetyksi vastaavan kulma-alueen sisilla.
Kulmaa lédhella oleville paatepisteille voidaan nimittain osoittaa, ettd kulma-alueesta
poikkeaminen aiheuttaisi liian pitkan polun. Taman toteuttamiseksi otamme kayttoon
pienen apulauseen.

Kuva 27: Apulauseessa 4.6 integrointipolulle saadaan alaraja kulmanpuolittajalta.

Apulause 4.6. Olkoot x,y € D, pisteiti kulma-alueessa ja |x| < |y|. Silloin

1
sin§ 7 |z
Todistus. On 16ydettéva integrointipolku, joka tuottaa lyhimmén matkan sateeltd |z
siteelle |y| origosta. Parametrisoidaan polut polaarimuotoon z(t) = r(t)e®, jonka

perusteella erityisesti |dz| > |dr|. Toisaalta etdisyys reunasta 0D, on korkeimmillaan
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kulmanpuolittajalla, joten d(0D,, z) < rsin(«/2). Saamme lyhimmén etaisyyden kul-
manpuolittajaa pitkin kulkevalla janalla, ja kolmioepayhtaloa kayttamalla seuraa

|yl |y]

. |dz| |dr| 1 dr 1 ly|
Do (2,Y) 5 J d(0Dy,2) — J rsin(a/2) ~ sin2 r sing 8 |z|

2 2
|| |z

kuten vaitettiinkin. O

Muotoilemme lauseelle 4.4 yleistyksen, joka poistaa rajoituksen G' C D,.

Lause 4.7. Kun alueella G C R? on voimassa
GNB0,r)=D,NB(0,r)
jollain luvulla v > 0 ja kulmalla o € (0,7), niin silloin Aq > Ap, .

Todistus. Seuraamme lauseen 4.4 todistusmenetelméa, joten kiinnitdmme huomion ai-
noastaan niihin kohtiin, jotka eivéit sellaisenaan toimi tassa yleisemmaéssa tapauksessa.
Luvun r ja pisteiden xg, yo valinta on sama kuin edellisessakin lauseessa. Kun asetamme
vaatimuksen R > 2 - max{|xo|, |yo|}, niin silloin erityisesti

jG<7"/R * 2o, 7”/R : ?Jo) = jDa(:COa yo):

ja voimme keskittyd kvasihyperbolisen metriikan polkuihin.
Koska pisteet xg ja yo on kiinnitetty jokaista lukua e kohden, niin tieddmme luvun
c= %A Do * Do (%0, o). Teemme toisen vaatimuksen luvulle R muodossa
1 iR
2 > c

. og =
sm% max{|zol, |yo|} 7

joka sievenee muotoon
R > 2max{|zol, [yo|} - ec*2(/?),

Otetaan sitten polku v C G pisteiden r/R - zq ja r/R - yo valilla. Pisteiden xq ja yo

vélisen polun (R/r)y on nyt joko

(i) kokonaan kuljettava siteen %R sisalla, tai

(ii) kuljettava siteiden m = max{|zo|, [yo|} ja 3R vili kahdesti.
Tapauksessa (ii) pisteilld z, joilla |z| < 1R, on myés d(O(R/r)G, z) = d(dDa, z), joten
apulause 4.6 antaa

1 iR , ,

kir/mc(To,yo) = 2 — logﬁ > 2c = Ap, Jp.(T0,%0) = Ap, - ja(r/R-xo,7/R-y0),

S1n 3

ja vaite on tassa tapauksessa selvé.
Mutta tapaus (i) on nyt myos ilmeinen, silld geodeesilla (R/r)y on oltava

d(O(R/7T)G, z) = d(OD,, z)
rajoituksen |z| < LR vuoksi. Néin siis téssi tapauksessa
ka(r/R-xo,r/R-yo) = kp,(r/R-xo,7/R - o),
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ja padsemme haluttuun tulokseen samankaltaisella e-ehdolla kuin aikaisemmassakin
lauseessa 4.4. 0J

Olemme tulleet johtaneeksi ensimmaisen nédennaisen yhtélaisyyden P-arvon ja uni-
formisuusvakion vililla: Silloin, kun tasoalueella G on kulma « € (0, ), niin silld on
voimassa Ag > 1+ (sin(a/2))~! ja alueen reunakiyralla P(0G) > (sin(a/2))~ .

Yksi luonnollinen kysymys on, kuinka paljon edellinen yleistyy. Kulmilla g € (, 27)
uniformisuusvakiota ei tarkkaan edes tunneta, mutta tapauksessa G C Djp alaraja
lienee padteltavissi edeltaviaan tapaan. Talloin alueen G uniformisuusvakiolle saataisiin
vahintaankin sama alaraja, jonka Lindén on vaitoskirjassaan johtanut.

Toinen puoli asiasta on alueiden kulmien tulkintatapa. Sama tulos saataneen vie-
1a yleisemminkin kéyrien leikkauskulmille kdyttamallé erilaisia rajallemenoprosesseja.
P-arvon kohdalla tuloksen toteamiseksi riittaa se, etté kéyrélla eri suunnista kulmapis-
tettd lahestyvien pisteiden valinen kulma lahestyy jotakin raja-arvoa, mutta edellisten
lauseiden hengessa tehty tarkastelu uniformisuusvakiolle ei ole yhté yksinkertainen.
Emme syvenny yksityiskohtiin, mutta todistuksessa voisimme edeta seuraavasti.

Valitaan alueen G kulmapiste ja sithen keskitetty r-sateinen kiekko. Tarkastelemme
kiekon ja alkuperiisen alueen leikkausaluetta G’. Tehddan seka alueen G’ sisélle etta
sen ulkopuolelle kulma-alueen osat, joilla on vastaavasti kulminaan « ja 3. Asettelu
tehdadn niin, etta sisapuolelle asetettu osa on kulmaltaan mahdollisimman suuri ja
ulkopuolelle asetettu osa mahdollisimman pieni.

4 .@

Kuva 28: Esitys tarkastelutavaksi yleisesti alueiden kulmilla.

Silloin voimme skaalata kulma-alueen D, pisteet alueen G’ siséille. Télla alueella
saamme d(0D,,z) < d(0G',z), kunhan |z| on tarpeeksi pieni. Saamme kadnteisen
epayhtalon alueelle Dg, joten

jG<x>y> < jDa(xvy) ja k(;(l',y) > kD5($7y)7

jos pisteet tulevat valituiksi tarpeeksi ldheltd alueen kulmaa. Sikéli kuin on mahdollista
rajata kiyrdan kulma néin ja raja-arvona f—a — 0, kun r — 0, niin paattelylla voidaan
paasta ldhelle rajakulman méaaradmaa arvoa.

4.3 Sateittain jatkuvat alueet

Luontevana jatkona kulmien tarkastelulle katsotaan tilannetta, jossa tietyssa mielessa
alueen kulma muodostuu darettomyyteen. Toisin sanottuna tarkasteltavaksi otetaan sé-
teittdin johonkin kulmaan avautuvat alueet, joiden P-arvoa tulimme tutkineeksi muun
muassa luvussa 3.4.
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Aikaisemmissa tarkasteluissa P-arvon Mobius-invarianssin perusteella saimme kul-
maan « avautuville kdyrille helposti alarajaksi P > 1/sin(«/2), mutta uniformisuus-
vakion kanssa tilanne ei ole aivan yhta yksioikoinen. Kumpaakaan metriikoista, kvasi-
hyperbolista metriikkaa saati j-metriikkaakaan, ei voida suoraan maéritelld joukoille,
joihin sisaltyy piste oc.

Osoittautuu, ettd uniformisuusvakiolla on samanmuotoinen alaraja kuin edellisen
alaluvun tuloksissa. Todistamme taman vastaavalla tekniikalla, mutta talld kertaa
skaalaus tehddan suurennoksena.

Lause 4.8. Olkoon o € (0,27) kulma jo G C D, sellainen kulma-alueen osajoukko,
etta
G\ B(0,r) = D, \ B(0,7)

jollain luvulla r > 0. Silloin Ag > Ap,, .

Kuva 29: Sateittain kulmaan o avautuva alue G C D,,.
Todistus. Olkoon € > 0. On sellaiset xg,yg € D,, etté

kp.(70,%0) > (Ap, — €)Jjp. (70, Yo)-

Valitaan R = min{|xo|, |yo|}. Silloin luvuilla ¢ > 1 pisteet (cr/R)xq ja (cr/R)yo ovat
joukossa G. Tarkastellaan j-metriikan arvoja. Néilla on lauseke

(cr/R)|xo — ol )

ja((cr/R)xo, (cr/R)yo) = log <1 + min{d(dG, (cr/R)xo), d(G, (cr/R)yo)}

Kolmioepéayhtélon nojalla pisteilld z € G on voimassa d(0G, z) > d(0D,, z) — r, joten

min{d(aDOM [Eo), d(aDan yO)} - R/C
< Jpa(To,y0) +6

ja((er/Rao, (cr/R)ys) < log <1 ; 70 — 9o )

milla tahansa luvulla § > 0, kunhan ¢ valitaan riittavin suureksi.
Kvasihyperbolisella metriikalla tilanne on téita yksinkertaisempi. Koska G C D,,
niin kg > kp, koko joukossa G, ja skaalausinvarianssista alueessa D, saamme

ka((er/R)xo, (cr/R)yo) = kp, ((cr/R)zo, (cr/R)yo) = kpo (20, o).

Paattelemme, etta

ka((cr/R)xo, (cr/R)yo) > (Ap, —€)(ja((cr/R)xo, (cr/R)yo) — 0),

ja erityisesti epayhtilo kq/jq > Ap, —e — (Ap, — €)d/jc toteutuu joillakin alueen G
pisteilld. Tassd emme valintaa € > 0 rajoittaneet mitenkdan. Luvut § ja jg ovat sen
sijaan riippuvaisia luvusta c. Koska G C D,, niin jg > jp, ja

o 4] o

jo((er/R)zo, (cr/Rygo) ~ jon((er/R)zo, (er/R)yo)  Jow (@0 o)’
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missa jp, (%o, yo) on jo tullut kiinnitetyksi. Nyt luvut € ja ¢ saadaan vield ldhelle nollaa
ja suhde kg/jg ldhelle kulma-alueen uniformisuusvakiota Ap, kuten pitikin. 0J

Huomautus 4.9. Lause 4.8 osoitettiin kulmille o € (0, 27), vaikka tarkka vakion arvo
tunnetaan vain kulmille véalilla (0, 7]. Tapauksessa o € (, 27) vakiolle on olemassa ala-
ja ylarajat (Lindén 2005), joten alueiden D, uniformisuus on kuitenkin taattu.

4.4 Ellipsi

Ellipsin uniformisuus seuraa ympyran uniformisuudesta. Kédytdmme kuvaustulosta
uniformisuuden osoittamiseen ja véljan ylarajan muodostamiseen uniformisuusvakiolle.

Apulause 4.10 (Vuorinen 1988, 3.17). Olkoon f : R™ — R™ bilipschitz-kuvaus vakiolla
L, eli toisin sanottuna

lz —yl/L < |f(z) — f(y)| < L]z —y|

kaikilla x,y € R"™, ja olkoon G C R™ wuniforminen. Silloin fG on uniforminen, ja
erityisests
AfG < L4Ag.

Seuraus 4.11. Kun E on ellipsi, jonka pddakselien pituudet ovat a ja b, a > b, niin
silloin E on uniforminen ja Ap < 2(a/b)*.
Perustelu. Koska Age = 2 ja kuvaus f : R? — R? f(x,y) = (az,by), on ilmeisesti

a/b-bilipschitz, niin viite seuraa suoraan apulauseesta 4.10. 0

Hyvén alarajan saaminen vaatii aina sopivan integroimispolun kvasihyperboliselle
metriikalle. Tallainen kehitetaén lauseessa 4.13. Tarvitsemme ensin aputuloksen.

Apulause 4.12. Olkoon E ellipsialue, jolla OE = {(xq,y0) | (zo/a)*+ (yo/b)* = 1} ja
a>b. Jos (z,0) on ellipsin isoakselin piste, jolla |x| < a — b*/a, niin silloin

d(z,0E) = by/1 — a2x—262 8)

ja pistettd x lahimmdt ellipsin pisteet ovat

(zo, £yo) = (1_2"%2 j:b\/ (C&)Q _ 1) _ (9)

Jos taas (x,0) on isoakselin piste, jolla |x| € (a — b*/a,a), niin d(z,0F) = a — |x| ja
lahin piste on ax/|x|.

Todistus. Implisiittinen derivointi ellipsin yhtilossd (z/a)? + (y/b)? = 1 antaa yhtilon
2z /a*+2yy’ /b* = 0, josta ratkaistaan y' = —xb?/(ya?). Siispa ellipsin pisteessi (o, yo)
olevan normaalin kulmakerroin on yoa®/(zob?) ja vastaavan suoran yhtélé on

y0a2( )
— Yo = —=(x — x9).
Y —% 2ob? 0

Rajoituksella |zg| < a téasta ratkaistaan normaalin ja z-akselin leikkauspisteeksi (z, 0),
missi x = zo(1 — b?/a?). Erityisesti x — a — b*/a, kun 2y — a.
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(%0, Yo)

(w0, —y0)

Kuva 30: Apulauseen pisteet (z,0) ja (xo, yo).

Kéannetaan nyt tarkastelu. Jos otetaan ellipsin isoakselilta keskipiste (x, 0) sisdym-
pyréalle, niin maksimaalinen ellipsiin siséltyva ympyré sivuaa ellipsiéd symmetrisesti jois-
sakin pisteissd (zg, +9o). Tapauksessa |z| < a — b?/a sivuamispisteen x-koordinaatiksi
saamme 7o = z(1 — b?/a®)! ja sivuamispisteiksi ratkeaa (9) ellipsin yhtdlén avulla.

Toisaalta ympyran sade \/ (x — x)? + 9y sievenee muotoon (8).
Toinenkin véite on lopulta ilmeinen, koska ellipsin padkaarevuusympyran sateeksi
osoittautui v?/a. O

Lause 4.13. Olkoon E C C ellipsi, jolla pddakselien pituuksien suhde on a/b > 1.

Silloin
2(v/a? — b?/b) arcsin(va? — b?/a)
log(2(a/b)” — 1) } |

Todistus. Tarkastellaan ensin yleisesti arvoa kg(z,y), kun x ja y ovat ellipsin isoakselin
pisteitd, joilla —a < x < y < a. Silloin vastaava geodeesi v on jana [x,y]. Geodeesin
on nimittain ylitettavéd jokainen vélin (z,y) osavili véhintdan kerran, ja tdmé polun
OSUUS 7y, pisteiden u,v € v valilla on vahintdan osavéalin pituinen. Toisaalta symmet-
rian perusteella etéisyys ellipsin reunaan on maksimaalinen isoakselilla. Tilannetta on
havainnollistettu kuvassa 31.

Ap > max {2,

Kuva 31: Geodeesi ellipsin isoakselilla ja vaihtoehtoinen polku.

Jos x € (0,a — b?/a], niin saamme symmetrisesti pisteille —z ja z lasketuksi

( ) 27 dt 5 a? — b2 , x
—x,x) = = arcsin ————,
) by1—12/(a% — 1?) b VaZ —1?
kun hyodynnetddn apulauseen 4.12 antamaa etdisyyttd d(t,0F). Erityisesti arvolla
r = a — b?/a saadaan

ke

a2 — 12 22
ke(b?/a —a,a —b*/a) = QGT arcsin QT.
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Vastaavasti j-metriikka saa arvon jgp(b?/a — a,a — b*/a) = log(2(a/b)? — 1), ja niin
véitteen toinen osa tulee todistetuksi.

Osoitetaan vield, ettd Ag > 2. TAma voitaisiin tehda jatkamalla integroimispolkua
pisteiden —z; ja x; vilille, z; € (a—0%/a,a), ja asettamalla z; — a. Helpompi ratkaisu
on kuitenkin tehda vastaava rajallemeno pikkuakselilla.

Valitaan y > 0. Kaikilla s € [0,b) on voimassa d(is,0E) = b — s. Saamme

= 2(log b — log(b — y)),

ds
—s

Y
ke(—y,y) = 2/ 2
0

koska aikaisempi geodeesipadtelmé patee molemmilla ellipsin akseleilla. Toisaalta

. 2
Je(=y,y) = log (1 + b_yy> = log(b+y) —log(b — y).

Ottamalla raja-arvo y — b suhteelle k/j saadaan ’'Hopitalin sdannolla

— 2/(b —
lim PECYY) /b =y) =2,
v=b jp(—y,y)  v=r1/(b+y) +1/(b—y)
mika todistaa epayhtélon. 0

Lauseen todistuksessa integrointi tehtiin ellipsin paakaarevuusympyroiden keski-
pisteiden vélilla. Tarkalleen ottaen metriikoiden suhde ei saavuta isoakselilla suurinta
arvoansa juuri téssa pisteessia. Numeerisista testeistd voidaan tehda kuitenkin se paé-
telmé, etta saatu alaraja on likimaérin suhteen suurin arvo. Sellaisena se on vertailua
varten tarpeeksi mainio, eikd funktion kg(—z,x) maksimointiin perehdyta syvemmin.

4.5 Uniformisuusvakion kvasi-Mobius-invarianssista

Jo aikaisemmin tuli mainituksi, ettd uniformisuudella on useita yhtapitavid maégritel-
mid. Tutustumme maéaaritelméaéan, joka perustuu kahteen Mobius-invarianttiin metriik-
kaan. Namé metriikat ovat laheisessd yhteydessa j-metriikkaan ja kvasihyperboliseen
metriikkaan, ja yhteyden osoittaminen paljastaa erdénlaisen kvasi-Mobius-invarianssin
jalkimmaisilla metriikoilla.

Kvasi-invarianssi periytyy samalla uniformisuusvakiolle, joka méariteltiin suhteen
kc/jc perusteella. Tuloksena voimme johtaa uniformisuusvakion arvioita alueiden
Mébius-kuville. Néin voimme tehdi muun muassa alueella R*\B" € R”. Ensimméinen
tarvittavista metriikoista on Seittenrannan esittama.

Miiritelmé 4.14. Olkoon G C R avoin joukko, jolla card(0G) > 2. Maéritelldin
itseissuhdemetriikka (absolute ratio metric) lausekkeella

dc(z,y) = log (1 + sup Ia,rr,b7y|>
a,bcdG

kaikille pisteille z,y € G.

Tamaéa voidaan osoittaa metriikaksi, minké lisdksi se on Mobius-invariantti, kuten
kaksoissuhteen itseisarvo |a,z,b,y| antaa ymmaéartaa. Tiivis yhteys j-metriikkaan on
seuraavan lauseen mukainen.
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Lause 4.15 (Seittenranta 1996). Kaikilla avoimilla joukoilla G C R™ on voimassa
Ja < dc < 2jg-
Toinen kiinnostava metriikka on Ferrandin metriikka.

Miaritelmé 4.16. Olkoon D C R” alue, jolla card(9D) > 2. Tiheysfunktiolla

wp(z) = sup |2 — 4] , x € D\ {o0},

abeoD |T — allx — b

maaritelty integraali
op(x,y) = inf [ wp(t)|dt|
Y€ zy
antaa silloin Ferrandin metriikan (Ferrand 1988, s. 122). Téssa I';, on pisteet = ja y
yhdistavien suoristuvien kéyrien perhe.

Metriikalla on hyviéd ominaisuuksia ja yhteys kvasihyperboliseen metriikkaan.
Lause 4.17 (Ferrand 1988). Olkoon op edellid mddritelty metriikka. Silloin

1. op on Moébius-invariantts.

2. opn ja ogn ovat samat kuin hyperboliset metriikat pgr ja ppn vastaavissa alueissa.

3. kp < op < 2kp kaikilla alueilla D C R™.

Edelliset lauseet yhdessé kertovat, etta luvut kp/jp ja op/dp ovat olennaisesti sa-
maa suuruusluokkaa kaikilla sopivilla alueilla D C R™. Tata kautta suhde kp/jp ja
vakio Ap saavat kvasi-Mobius-invarianssin. Késittely edellyttda silti suurta tarkkaa-
vaisuutta, koska metriikoiden méarittelytavoilla on olennaisia eroja. Ongelmaksi voi
osoittautua se, ettei kp saati jp ole maaritelty adrettomyydessa.

Osaltaan téllainen invarianssi valottaa sitéd yhteyttéd, ettd kulmallisille alueille ja
sateittain jatkuville alueille saatiin samankaltainen epéyhtélo Ag > Ap,. Kohtaa-
vathan suorat (Mobius-kuvausten mielessé) pisteessd oo aina samassa kulmassa kuin
toisaalla leikkaavat. Silti metriikat kg ja jg eiviat ole Mobius-invariantteja kuten ei
myo6skddn suhde kg /jg ole. Ndytdmme esimerkin alueesta G ja kuvauksesta f € Mob,
jolla Ag # Ajpg. Kun valitsemme erityisesti alueiksi yksikkokiekon G = D C C ja
sen komplementin sisdosan, tulee osoitetuksi, ettd Ag voi muuttua reunakayrdn 0G
muuttumatta. Néin ollen suora yhtélo arvojen Ag ja 14 P(0G) vililla voidaan kiistaa.

4.5.1 Yksikkokiekon komplementti invarianssin sovelluksena

Yksi esimerkki alueesta G, jolla epayhtilo Ag > 1+ P(JG) toteutuu, on yksikkokiekon
D sulkeuman komplementti C \ D. Talld alueella on ympyré reunakiyrinidn ja siten

P(9(C\ D)) = P(ID) = 2.

Néaytetddan alaraja vakiolle Ag toteen alueen G = R” \En tapauksessa. Todistukseen
kaytamme tuloksia puhkaistulle avaruudelle R? = R™ \ {0}, jossa kvasihyperbolinen
metriikka on tarkasti tunnettu.
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Lause 4.18 (Martin & Osgood 1986). Olkoot z,y € R? pisteitd puhkaistussa avaruu-
dessa ja olkoon niiden vdlille origosta avautuva kulma ¢ = |Zx0y|. Silloin pisteiden
kvasihyperbolinen etdisyys on

2
y
kro (2, y) = «02 + <log |‘:v’|> 7

ja geodeesindg on (kulmilla ¢ > 0) logaritminen spiraali

r(w) = |z|exp (cu log |y|) .
v ]

Lindén (2005) on osoittanut, ettd Agr = 7/(log 3). Kayttdmalla hyodyksi edellisté
lausetta saamme tamén arvon alarajaksi. Olennaisena osana péddtelméda on se, ettéd
tarkastelemme nyt puhkaistun avaruuden osajoukkoa R™\ B" C R”.

Lause 4.19. Alueella G =R"\ B" on voimassa

Ag >

> 2.
log 3

Todistus. Olkoon x > 1 reaaliluku, joka samaistetaan pisteeseen x = (x,0,...,0) € R".
Silloin

2 2
jo(—z,z) = log (1 + xl) = log (3 + ) :
‘T JR—

x—1
ja toisaalta lause 4.18 antaa alueessa R} kvasihyperbolisen etédisyyden

krp(—z,z) = /72 + (log1)? = 7.

Koska nyt G = R"” \Eﬂ C R?, niin kg > kgry koko alueessa . Saamme raja-arvona

ko(—x,x) kgo(—2,2) s oo T
Jjo(—z,x) — jo(—z, ) log(3 +2/(x — 1)) log 3’
joten on oltava myos Ag > 7/(log 3). O

On vield osoittamatta, ettd R™ \ B" on ylipddtinsi uniforminen. Ylirajan todis-
tuksessa kaytdmme aikaisemmin mainittua Mobius-invarianssia ja tulosta puhkaistulle
kuulalle B? = B" \ {0}.

Lause 4.20 (Lindén 2005). Alue B! on uniforminen vakiolla Agr = Tog3"

Lause 4.21. Alue D = R"\ B" on uniforminen, ja sen uniformisuusvakiolle pitee

arviot - -
< Ap < 4 .
log3d — ¢ = log 3

Todistus. Alaraja tuli jo todistetuksi lauseessa 4.19. Ylarajan todistamiseksi otamme
kaksi pistettd z,y € D C R"™. Silloin Seittenrannan ja Ferrandin metriikat toteuttavat
lauseiden 4.15 ja 4.17 mukaiset epayhtalot

op

0D

2jp Jja
2kp.

Jp
kp

VARV
IA A
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Saamme kp/jp < 20p/0p pisteilld z ja y. Kun nyt kuvaamme alueen kuvauksel-
la f(z) = 1/z, f € Mobb, saamme kuvajoukon fD = B”. Koska z,y # oo, niin
f(z), f(y) # 0. Erityisesti olemme alueessa D' = fD = B, jossa metriikoiden vé-
liset epayhtalot ovat jéalleen voimassa. Kokonaispadtelmana ylarajaksi tulee

kpley) _onley) _ omn(F@)fw) _ kol fW) _,, _, ©
io(ey) = 2 op(my)  bnlf@) fw) = (@) fw) = T g3

kuten vaitettiinkin. O

4.6 Nelikulmiot

Tutkimme uniformisuusvakiota suorakulmioilla ja neljikkéailla. Viittaamme aluksi
Lindénin suorakulmiotulokseen, joka on hyodyksi myos neljakkaiden kasittelyssa.

Suorakulmiot

Lause 4.22 (Lindén 2005, 5.44). Jos R = [0, a] x [0,b] on suorakulmio, jonka sivuista
pidempi on a > b > 0, niin silloin
2a/b— 2
log(2a/b — 1)
Tamén lauseen antama alaraja voidaan ndhda oikeaksi seuraavasti: Tarkastellaan
suhdetta kg/jgr pisteiden = (b/2,b/2) ja y = (a — b/2,b/2) valilld. Koska d(z,0R) <
b/2 kaikilla suorakulmion pisteilld z € R ja yhtalo pétee pisteiden véliselld janalla, niin

< Ap <2(1+ (a/b)?)>.

a—b/2 p
[
knley)  p P 2a—b)fb -
Jr(2,y) log (1 + ‘,%’) log(2a/b—1)

Huomautus 4.23. Lauseen 4.22 alaraja ei saa merkityksellistd arvoa neliolla. Alarajaa
voidaan kuitenkin parantaa, silld aina

Agr > 2.

Taméa nahdéén helposti tarkastelemalla suhdetta kg/jg pisteiden (a/2,b/2 + y) valilla
ja ottamalla raja-arvo y — b/2. Suhteeksi tulee

o [t
b2 U7 log(b/2) —log(b —vy) y—b)2
: — 9. — 2.
log (1+ ) log(b+y) —log(b—y)

Neljikkiidt

Neljakkaat ndhdadn uniformisiksi venyttamalld neliota. Ensinnakin, lause 4.22 antaa
neliolle R uniformisuusvakion ylarajan 8. Toiseksi, neliosté saadaan neljékés kuvauksel-
la f, joka tan(a/2)-kertaistaa toisen diagonaalin. Jos o € (0,7/2) on tuloksena olevan
neljakkddn pienempi kulma, niin kuvaus on L-bilipschitz arvolla L = 1/ tan(«/2), ja
apulauseen 4.10 nojalla
Asg < 8/ tan*(a/2).

Neljakkaan uniformisuusvakiolle saadaan alaraja, joka osoittaa vakion poikkeavan

P-arvon perusteella muodostetusta ennusteesta 1 + P.
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Lause 4.24. Jos G on neljikds, jonka pienempi sisikulma on o, niin silloin

2
Ag > —.
Slni

Todistus. Valitaan neljakkéén pidemmaksi lavistdjaksi jana [—1,1] ja janan toiselta
puolikkaalta piste z € (0,1). Néilla pisteilld etdisyys reunaan on (1 — x)sin(«/2).
Kvasihyperboliseksi etaisyydeksi pisteeseen —z tulee

B Tt B dt ~ —2log(1 —x)
oo =2 og = 2 T T i

T

koska geodeesi on pisteiden yhdysjana. Néin on siksi, ettéd integraalin painotus kullakin
valin [—z, x] osavélilld on pienin juurikin kulmanpuolittajalla, jolla my6s lyhin polku
sijaitsee.

Kuva 32: Pisteasetelma lauseen neljakkaalla.

Toisaalta

2
jo(—z,x) = log (1 + x)

(1 —x)sin§

e e o«
= log (81n2—|—x<2—sm2)> —log ((1—x)sm2),

joten I’'Hopitalin sdéannolla ja sievennyksilla saadaan

. kg(—z,7) . 2 (1—=)!

lim —— = lim —  —— — —

e=1- jo(—z, ) r>1-sin g (sin§ + (2 —sin§)) 12 —sin§) + (1 —x)!
— lim '2a.sin%+x(2—sin%)

z—1— 31115 2
B 2
~ sing
mista vaite seuraa. 0

Alarajan tunteminen neljikkddn tapauksessa antaa samalla myos suorakulmiolle
parannuksen alarajaan. Neliolli on nimittdin o = 7/2 ja siten Ag > 2v/2. Niin ollen
saamme apulauseen 4.10 avulla seurauksen.

Seuraus 4.25. Jos R on suorakulmio, jonka sivujen suhde on a/b > 1, niin silloin

Ar > 2V2 <b>4.

a
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4.7 Kolmiot

Kolmiossa uniformisuusvakio voidaan osoittaa riippuvaksi kahdesta kulmasta. Téssa
tulee selked ero P-arvoon, joka méardytyy suoraan pienimméstd kulmasta. Lindén
(2005) on osoittanut kolmiot uniformisiksi nayttaméalla seuraavan ylarajan oikeaksi.

Lause 4.26 (Lindén, 5.38). Kun A on kolmio, jolla on kulmat o < 3 < =y, niin silloin
Ap, + Ap 1 1 1
Ap < “ b= 2 _
25 Teos(r/2)  cos(v/2) ( T sin(a/2) sin(/m))

Muodostamme uniformisuusvakiolle alarajan. Jo seurauksen 4.5 perusteella on tie-
dossa, etta

1
A > 14+ ———
Azl sin(a/2)’

mutta tdma arvio on vield parannettavissa.

Lause 4.27. Olkoon A kolmio, jolla on kulmat o < 8 < ~. Silloin

1 n 1
sin(a/2)  sin(3/2)

Todistus. Tunnetusti kolmion sisakulmien puolittajat leikkaavat yhdessa pisteesséa. Va-
litaan kulmien o« ja [ puolittajilta pisteet x ja y. Tarkastelemme pisteiden vélisté
kvasihyperbolista geodeesia.

Ensinnékin, tdman polun on kuljettava kokonaan kulmanpuolittajien rajaamassa
osakolmiossa, jonka kulmat ovat a/2 ja (/2. Muulloin mikéa tahansa osakolmiosta
poikkeava polun osuus voidaan korvata kulmanpuolittajien osalla, kuten kuvasta 33
on nahtévissd. Kulmanpuolittajalla polku on lyhyempi ja sen painotus integraalissa
pienempi.

Apr >

!
.
.
.
g .
B/277 -
-

Kuva 33: Pisteiden z ja y vélisen geodeesin on oltava (alimmassa) osakolmiossa, jolle
molemmat pisteet kuuluvat. Paksulla viivalla polku, joka korvaa poikkeavan osuuden.

Otetaan sitten polku téssé osakolmiossa. Paatypisteista lahtevit polun osuudet ovat
kulmanpuolittajilla, mutta ne eivit enda palaa samalle suoralle. Muussa tapauksessa
poikkeavan osuuden voisi jalleen korvata kulmanpuolittajan osalla. Johtopaédtoksena on
se, ettd geodeesi koostuu korkeintaan kolmesta osasta: Molemmissa paadyissa olevista
janoista kulmanpuolittajilla ja kokonaan yhteen osakolmioon siséltyvasta polusta.

Keskimmaéisen osuuden painotus integraalissa maaraytyy kokonaan kolmion yhden
sivun perusteella. Sen vuoksi osuus on puolitason H? geodeesi. Namé ovat ympyrin
kaaria kohtisuorassa itse sivua vastaan. Lisdksi geodeesit tunnetaan sileiksi kayriksi
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x1

T

0 .y @/2 \B/27 1

Kuva 34: Geodeesi seké pisteet x, z1,y; ja y kulmanpuolittajien rajaamassa osassa.

(Martin 1985), joten saamme kulmanpuolittajia sivuavan ympyran. Kun kiinnitetaan
kolmion kantasivu pisteiden 0 ja 1 vélille, ympyran sateeksi voidaan maarittaa

_ sin(a/2) sin(5/2)
 sin(a/2) + sin(8/2)
Olkoot =7 ja y; ympyrankaaren paatypisteet kulmanpuolittajilla kuvan 34 tapaan.
Silloin niiden etdisyydet kolmion kulmista ovat |z;| = r/tan(a/2) ja |y — 1| =

r/tan(f/2). Voimme laskea kvasihyperbolisen etéisyyden toisella kulmanpuolittajal-
la arvoksi

ka(z, 21) = 7| dt  loglzi| —log|z| logr —logtan(a/2) —log|z|
AlZ,21) = tsin(a/2) sin(a/2) B sin(a/2)

|z

Vastaavasti saamme ka(y1,y) = (logr — logtan(/5/2) — log |y — 1|)/sin(8/2).
Tasmennamme vield pisteen y valintaa sellaiseksi, ettd d(y, 0A) = d(z, 0A). Kos-

ka etdisyys reunaan on kohtisuorassa kantasivua vastaan, trigonometrian perusteella

tamén ehdon muodoksi tulee |y — 1| = |z|sin(«/2)/sin(5/2). Talloin saamme arvion

1 L 1
sin(a/2)  sin(B/2)

hae,9) > k(o) + Ealn) =€+ ) (- oo
missd C' € R on luvusta |z| riippumaton vakio.

Koska pisteet x ja y valittiin yhta kauaksi reunasta, jana [z, y] on yhdensuuntainen
janan [0, 1] kanssa, ja euklidiseksi etédisyydeksi voidaan laskea

sin((o + 5)/2)
o=yl =1 —[z[— =1—|z|-D,
sin(8/2)
missd D > 0 on vakio. Vastaava etdisyys j-metriikalla on silloin rajoitettu arvolla

, 1—|z|-D 1
=1 1+ ——— | <1 1+—— | <FE-—-1
NCD Og< + |x|sin(a/2)> = Og( + |x|sin(a/2)> < E —log|a],

missé £ = log(1 + (sin(er/2))~") > 0.
Voimme vihdoin arvioida metriikoiden suhdetta. Kun |z| — 0, niin raja-arvona
saadaan

1 1
ka(z,y) > ¢+ (sin(a/2) + sin(ﬂ/2)> (—log|z|) 2120 1 n 1
ja(z,y) — E —log|z| sin(a/2)  sin(8/2)
Erityisesti tdméa on uniformisuusvakion Ax alaraja. [

52



Huomautus 4.28. Lauseen todistuksessa ympyrankaaren muotoisen geodeesin osan
pituus ei tullut kaytetyksi. Olennaista oli ainoastaan osoittaa keskiosan rajallisuus.
Koska kvasihyperbolinen metriikka on puolitasossa sama kuin hyperbolinen (yleisesti
on voimassa kgn = pgn ), niin keskiosan mitaksi voidaan osoittaa

cos((8 — a)/4) + sin((a + 5>/4>>
cos((F — a)/4) — sin((a + £)/4) )

joka vain kulmista riippuvana vakiona ei olennaisesti vaikuta rajallemenoprosessissa
saatavaan arvoon suhteelle ka/ja.

kA(ﬂfhyl) = log (

Seuraus 4.29. Olkoon alue D C A kolmion yhtendinen osajoukko, johon kuuluu alku-
perdisen kolmion kahden kulman e-ymparistot, € > 0. Toisin sanottuna,

DNB(a,e) = ANDB(a,e) ja
DNB(b,e) = ANB(be),

missd a ja b ovat kolmion kulmapisteitd. Jos tdalloin kulmapisteitd vastaavat kulmat
ovat « ja B, niin

Ap > ! + L

P = sin(a/2)  sin(B/2)
Todistus. Osajoukoilla D C A on aina voimassa kp > ka. Toisaalta lauseen 4.27 pisteet
x ja y voidaan rajoittaa sisiltyviksi vastaavien kulmapisteiden e /2-ympéristoihin, koska
pisteet lahestyvat kulmia raja-arvoinaan. Télla rajoituksella on kuitenkin voimassa
d(x,0D) = d(x,0A), d(y,0D) = d(y,0A) ja jp(x,y) = ja(z,y), joten alarajan on
pidettava myos suhteelle kp/jp seké vakiolle Ap. O

Kuva 35: Esimerkki kolmion osajoukosta D, johon seuraus 4.29 soveltuu.

Lause 4.27 sekd ennen kaikkea sen seuraus 4.29 paljastavat yhden merkittavan
eron uniformisuusvakion ja P-arvon valilla. Siind missa paikalliset reunan ominaisuudet
vaikuttavat jalkimmaiseen yksittaisissa paikoissa, metriikoilla méaaritelty vakio yhdistaa
reunan ominaisuuksia kahdessa paatepisteessa. Palaamme tdhan argumenttiin viel&
seuraavassa luvussa, johon on keratty paatelmat kaikista tuloksista.
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5 Tulokset ja paatelmat

Viimeiseksi tehtavéksi jaa viela tulosten arviointi ja vertailu. Tassa luvussa esitimme
yhteen koottuna kaikki tutkielman paéatulokset johtopaatosten perustaksi. Tavoitteena
on vahvistaa ymmarrysté tarkastelluista arvoista, mutta myos luoda vankka pohja

jatkokysymysten kasittelylle.

Edellisissa luvuissa tulimme selvittaneeksi lukuisia arvoja ja arvioita niin P-arvolle
kuin uniformisuusvakiollekin. Kokoamme ensin P-arvoa koskevat tulokset taulukoksi.
Taulukon tuloksissa on huomattava, ettd joidenkin P-arvoa koskevien kulmatulosten
yleistys on véliton kulmille o € (0,27), koska P-arvon kannalta alueen reunakéyran
kulkusuunnalla ei ole merkitysta.

Alue D tai sen piirre | Reunakéyrén P-arvo P = P(0D) > 1 '
Reunalfayr.a on joko P=1 (Ptolemaios)
ympyra tal suora
Kulma-alue D, jolla o
on kulma « € (0, 27) P = S (2.1)
Alueella on kulma 1
> —— .
a € (07 271') P = sin(a/2) (2 3)
Kolmio, sisdkulmat _ 1 *
Omipn = & < 6 < Y b= sin(amin/2) 108
Kaksikulmainen alue
Dgp, jolla a, € (0,7)| P = m, 0 = min{a, 5, +  — 7} (2.10)
jaa+pB>7
Monikulmio, 1
n kulmaa — cos(m/n) (3'14)
1 T 2
Suunnikas, jolla on P = max {sin(a/2)’ <2ssina> +1 } 81?3
kulma o € (0, 7] | (Vi Trscosats? s6in o '
! > = .

jasivut r > s £z 2 ( ssina T \/T2+2Tscoscx+82) (3'18)

P < Yrit2rscosats® (3.19)

ssina

Suorakulmio, jolla
on sivut r > s

PZmaX{\/Z \/I;Jrl,}

P<y5+1

Neljakas, jolla on

muutos o <

_ 1
kulma o € (0, 7] P=Gem (3.20)
Konveksi kaari,
suuntakulman P< —= (3.23)
2

Ellipsi, padaakseleiden
pituudet a > b

>3 (5+2)

-1
<(m('5) "<t

1

2

(5 +

)
9) (3.31)

a

Taulukossa *10.8 viittaa Seittenrannan lisensiaatintutkielman (1996) kolmiotulokseen,
joka tuli todistetuksi lauseena 4. Muut sulkumerkeissa olevat numeroyhdistelméat ovat
viittauksia tdman tutkielman tuloksiin.
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Paatelmat P-arvosta kiyrien tasaisuuden mittana

Hallitsevana piirteena saaduissa tuloksissa on kédyrien paikallisten ominaisuuksien vah-
va vaikutus P-arvoon. Tamé on toivottavaa varsin suuressa maérin, mutta kattava
piirteiden kartoitus edellyttaa vaikutusten tutkimusta myos sellaisilla ominaisuuksilla,
jotka eivét ole paikallisia. Tallaiset ominaisuudet ilmenevat lahinna ellipseja ja neli-
kulmioita méaarittavien pituuksien suhteista. Toisaalta kolmiota koskevassa tuloksessa
kulmat ovat suorassa yhteydessa sivujen pituuksiin, joten tuloksen esitystapa piilottaa
osaksi sivujen suhteen vaikutuksen.

Arvolla on tarkea piirre, ettd se mittaa kayran kulmat monotonisesti. Laheisesti
kulmia muistuttavat kayran osat tulevat myos mitatuiksi hyvin samankaltaisella tavalla
kuin kulmat, mikd huomattiin konvekseja kaaria kasiteltdessa. Kayrien paikallisten
ominaisuuksien luonnehdinnaksi P-arvo on siis epailematta hyva. Téata tukee myos
arvon sailyminen Mobius-kuvauksissa, jotka ovat konformisia kuvauksia.

On vaikeampaa tulkita kdyrien yleisempien ominaisuuksien vaikutusta P-arvoon.
Ensimméinen havainto on varmasti se, ettda kuvioiden kokosuhteet ovat useimmissa
tuloksissa vahvasti esilla. Tasta on helppoa tehdéd padtelmé, ettd pitkien ja ohuiden
alueiden reunakayrat saavat valttaméttakin suuria P-arvoja. Yksi asia, joka voi jaé-
déa kuitenkin huomaamatta, on se, ettda Mobius-kuvaukset sailyttavit enimmaékseen
vain paikallisia ominaisuuksia. Mébius-invarianssi luvun 2.1.3 hengessa tarkoittaakin
sita, ettd esimerkiksi suunnikkaat ovat P-arvoiltaan yhtenevia kaikkiin niistd Mobius-
kuvauksilla saataviin tasokayriin. Téallaisesta on esimerkki kuvassa 36.

d=0,2+0,3: c=1,2+0,3 ) b
C
/ / R
a:o b:1
d/
a/

Kuva 36: Suunnikas ja sen kuvajoukko Mobius-kuvauksessa z — (1,7 —0,1i —1,5z)7 L.

Kuvan kaltaisessa tapauksessa osana tasaisuuden mittaa voidaan yha pitad kulmien
suuruutta, mutta on eri asia, ovatko ylla olevat kuviot intuitiivisesti endé yhta tasaisia.
Tallaiseen tulokseen péaatyminen on vahintadnkin vaikeaa ilman asiallista matemaat-
tista kasittelya. Tulemme vaistamatta yksittdisen luvun kuvaamiskyvyn rajoille, silla
ajatus tasaisuudesta kasittda niin paikallisia kuin yleisiakin ominaisuuksia.

Kun pidetadn mielessd, ettéd jokainen maaritetyistéd arvoista on keskiméarin lahes
monotonisesti riippuvainen kuvioiden kokosuhteista ja kulmista, voidaan varauksetta
sanoa, ettd tehty valinta tasaisuuden mitaksi on onnistunut. Lienee kohtuutonta vaa-
tia, ettd yksittéiselld suureella edes pystyttéisiin tdysin kattamaan normaalin kielen
luonnehdinta. Jaa tosin tulevien tutkimusten pohdittavaksi, kuinka mittamme sopii
niille tasokuvioille, joita emme tulleet tutkineeksi.
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Uniformisuusvakiosta vertailukohtana

Rakennamme toisen taulukon arvioista uniformisuusvakiolle. Téhdelld () merkityt
numerot viittaavat tuloksiin Henri Lindénin (2005) véitoskirjassa. Vertailun pohjaksi
taulukkoon on sisédllytetty myos tuloksia, joita ei ole vield aikaisemmin tutkielmassa
mainittu. Tallaisia ovat arviot saannollisille monikulmioille ja kulma-alueille D,
suurilla kulmilla « € (7, 27).

Alue D tai sen piirre | Uniformisuusvakio A = Ap '
Kuula B™ tai A—9 T 7.56
puoliavaruus H" 0241
Kulma-alue D,, jolla Am14 1 *1.7
on kulma a € (0, 7] sin(a/2) (4.3)
Kulma-alue D,, jolla A > max {27 211(;)5(32?2(3({3(): /a2)—)7r} 18
on kulma « € (m, 27) A§4(2a_>2<1—|— .(1 2)) :
4.4)
Alueella on kulma (
> = .
e (0.7 Az Ap, =1+ G 4
Sateittain kulmaan
A>A
€ (0,27) avautuva (A>1 1—3: ios o < 1) (4.8)
alue D C D, SeveIE =
Kolmio, sisakulmat A> Sin(;/g) + sin(16/2) (4.27)
a<pg< 1 1 1
- B =7 A < cos(v/2) 2+ sin(a/2) + sin(B/Z)) *5.38

Kolmion osajoukko, ) X
jolla on kolmion kulmat A2 s T st (4.29)
« ja [ ymparistoineen

Ellipsi, padaakseleiden A < 2(a/b)* (4.11)
; 2(v/a2—b2/b) arcsin(va2—b2/a

pituudet a > b A > max {27 Vv 102(2(11/11)2}1) / )} (4.13)
Yksikkokuulan T og < (4.19)
komplementti R \ B" logd — *% — 10%3 (4.21)
Saannollinen n-kulmio 14+ C%(ﬂ ] <AL m *5.39
90/b_2 *5.44

Suorakulmio, jolla 10g(2i1/b—1) < A<2(1+(a/0)?) (4.22)
on sivut a > b A > max {2’ 2\/§(b/a)4} (4.23)
(4.25)

Neljikis, jolla on A> 2 (4.24)
kulma « € (0, 5] A < 8/tan*(a/2) (4.10)

(t Anderson, Vamanamurthy & Vuorinen 1997; o Vuorinen 1988; x Lindén 2005)

Taulukon arvioissa tulee jilleen ottaa huomioon se, ettd alueen D uniformisuus on
taattu ainoastaan silloin, kun luvulle Ap on esitetty ylaraja.

o6



Lahdimme tutkimaan uniformisuusvakiota hypoteesin A = 1 4+ P(0G) pohjalta.
Tuloksillamme alkuperédinen hypoteesi tulee kumotuksi, mutta vakion arvot ovat silti
muodoltaan miltei vastaavia kuin P-arvot. Kuten jo aikaisemmin mainittiin, alueilla
B" H" ja D, (o € (0,7]) yhtdlé on voimassa. Voidaan myos osoittaa, etté ellipseil-
le saadut arviot eivit esta yhtdlon voimassaoloa. Suorakulmioilla ero tulee ainoastaan
hyvin pienilld arvoilla a/b &~ 1 arvioista A > 2v/2(b/a)* > 1+ \/(a/b)2+1 > 1+ P.
Selkeimmillaén erot hypoteesiin ovat yksikkokuulan komplementilla ja kulma-alueilla
D,, kun « > 7. Naissa tapauksissa alue ei ole konveksi, joten uniformisuusvakio kéyt-
taytynee hieman toisin kuin P-arvo alueilla, jotka eivat ole konvekseja.

Heikennetty arvio Ag > 1+ P(0G) siilyy silti mahdollisena kaikissa tapauksissa.
Luvun 4 lopussa saimme hyvén vihjeen uniformisuusvakion ja P-arvon erosta kolmion
osajoukkoja koskevan seurauksen 4.29 myota. Seka kolmiolla ettéd kolmion osajoukoilla
vakio nahtiin méaraytyvaksi ainakin kahden kulman perusteella. Kun tahén lisataan
se, ettéd neljakkaallekin uniformisuusvakion alaraja saatiin ldhestymaélla kahta kulmaa,
niin voidaan kehittda ajatusta vakion luonteesta.

Kuten edellisen luvun lopussa mainittiin, metriikoilla méaritelty uniformisuusvakio
nayttad poimivan alueen ominaisuuksia metriikan molempien pisteiden ymparistoista.
Koska yksittdisen pisteen ymparistosta vakioon aiheutuu nyt mita todennakoisimmin
P-arvon kaltainen termi, uniformisuusvakion arviot kolmiolle ja neljakkaélle tulevat
ymmarrettaviksi. Jatkohypoteesien muodostamisessa onkin otettava huomioon, etté
uniformisuusvakioon tuovat osansa eri kohdat alueen reunasta. Tulosten ja edellisen
hypoteesin nojalla vaikuttaisi silta, ettd vakion termi 1 voisi olla saavutettavissa jopa
misséd tahansa reunan osassa. Sen sijaan termin kasvattaminen ei ole mahdollista, joten
otaksuma Ag > 1+ P(0G) saattaa hyvinkin olla pitava.

Y14 ei tullut vield arvioiduksi, miten vakioon vaikuttavat alueen reunan piirteet,
jotka eivat ole paikallisia. Arviointia vaikeuttaa vakion ylarajojen koko, mutta alarajat
sen sijaan seuraavat lahes lineaarisesti kuvioiden kokosuhteita aivan kuten P-arvokin.
Monissa tapauksissa vakion arvo lienee lahempénéa alarajaa, mikéd vahvistaisi késitysta
arvojen yhteydesta. Taméan tutkimuksen puutteeksi ja arvokkaaksi jatkokysymykseksi
jaakin sen selvittdminen, ettd minkélainen uniformisuusvakion luonne yleisemmin on.
Vastaus epéilematta vaatii kehittyneita menetelmia, mutta todennédkoisesti saisimme
samalla selvityksen yhteydestda P-arvoon.

Tutkimuksen anti

Tassa tutkielmassa kehitimme matemaattisen luonnehdinnan kayrien tasaisuudelle,
tutkimme sen ominaisuuksia ja tutustuimme sekéd sen tunnettuihin ettd naennaisiin
liitoskohtiin muussa matematiikassa. Padttavana osuutena teemme vield katsauksen
tutkimuksen sijaintiin suhteessa muihin tutkimuksiin. Tama on tarpeen, koska toistai-
seksi olemme keskittyneet vain tuloksiin pohtimatta kunnolla niiden seurauksia.
Vaikka otimme ensisijaiseksi padmadriksi tasaisuuden mitan luomisen, tutkimuksen
valiton hyoty tulee ainoastaan sen jo ennalta tunnetuista seurauksista. Johdannossa
lauseena 3 esitetty Ahlforsin (1963) tulos ja seurauksena 2 mainittu Seittenrannan
(1996) tulos liittavit tutkitut P-arvot kiintedsti kvasiympyroihin. Toisaalta tutkimus
tuo oman lisanséd siihen tarkasteluun, jonka Seittenranta lisensiaatintutkielmassaan
aloitti. Tassa suhteessa edistyimme etenkin menetelmien osalta, ja luvun 3 alkupuolella
johdetut tulokset saattavat olla tutkimuksen merkittavin tuote itsenaisiné tuloksina.
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Tutkielman luku 4 on katsottava enemménkin osaksi uniformisuuden tutkimusta
kuin alkuperéisen kysymyksen selvittdmistd. Nédennéisistd uniformisuusvakion ja P-
arvon yhteyksistd ei pystytty johtamaan konkreettista riippuvuutta lukujen valille,
mutta molempia aihealueita kartoitettiin yhteyksien toivossa. Uniformisuusvakion tut-
kimuksessa saatiin sentdan lisdyksia tuloksiin, joita padasiallisesti vain Lindén (2005)
on aikaisemmin esittédnyt. Jossakin méédrin myos tama tausta oikeuttaa uniformisuuden
tarkastelun téssé tutkielmassa.

Kaikkien tulosten jalkeen on pysahdyttava vield pohtimaan sitd, mihin tutkimus
voi jatkossa suuntautua. Luonnollinen tutkimussuunta olisi P-arvon ja uniformisuus-
vakion jatkotutkimus, johon on luotu pohjaa seké Seittenrannan ettd Lindénin tyossa.
Nykyisté yleisempiin tuloksiin pdaseminen varmasti valottaisi lukujen luonnetta enti-
sestadn, ja saattaisi tuoda kaivatun vastauksen siihen kysymykseen, jonka esitimme
lukujen yhteydesta. Jaa viela nahtavéksi, joudutaanko hypoteesi hylkadmaén, mutta
se antaa jatkotutkimukselle hedelmaéllisen tutkimuskysymyksen, johon tamé tutkielma
ei onnistunut vield vastaamaan.

Yhteenvetona tutkimuksesta voidaan lopulta todeta, etta jopa klassisen geomet-
rian pohjalta kehitetyt suureet saattavat kantaa mukanaan mielenkiintoisia yhteyksiéa
nykymatematiikan aiheisiin. Tutkimus pyrki luomaan katsauksen yhteen geometriseen
suureeseen, ja onnistui siind, vaikkakaan taydellisestd suureen kuvauksesta ei voida
puhua. Tulimme tutkineeksi sekd suuretta ettd sen yhteyksia, ja etenimme aiheen tar-
kastelussa odotetusti jonkin verran. Kuten voi olettaakin, jiljelle jai vastaamattomia
kysymyksia ja parannuskelpoisia tuloksia, mutta samalla ne ovat nayttaméssé suuntaa
myOohemmille tutkimuksille.
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