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Téassd matematiikan opettajalinjan pro gradu -tutkielmassa tarkastellaan epéyh-
taloita. Epéayhtalé on matemaattinen lause, joka maéarittda kaksi suuretta tai
lauseketta erisuuriksi ja asettaa ne suuruusjarjestykseen.

Tutkielma voidaan jakaa kahteen osaan. Luvuissa 1 ja 2 méaritelladn epayhtalon
kisite, kdydaan lapi epayhtéloiden perusteita ja esitelladn erilaisia epéayhtalotyyp-
pejé ja niiden ratkaisutapoja. Luvussa 2 ratkaistaan polynomiepéayhtaloita, kaksois-
epayhtéloita, rationaaliepayhtéloitd ja itseisarvoepéyhtéloitd sekéd trigonometrisia
funktioita koskevia epéayhtaloita.

Luvuissa 3, 4 ja 5 esitellddn ja tarkastellaan tunnettuja epayhtaléitd. Luvuissa 3
kiydasan 1api niin keskiarvoepayhtalot ja suuruusjarjestysepayhtalé kuin Cauchy—
Schwarzin, Holderin ja Minkowskin epayhtalot sekd TSebySovin summaepayhtalo.
Luvussa 4 késitellddn kolmioepayhtéloéd, Nesbittin ja Bernoullin epayhtaloita seka
Youngin ja Jensenin integraaliepayhtaloitd. Luvussa 5 kdydaén lapi trigonometri-
sia funktioita sisdltavid epayhtéldita, Jordanin epayhtélo, Huygensin epayhtalo se-
k& Cusa—Huygensin epayhtalo. Kunkin epayhtdlon historiaa késitelladn lyhyesti ja
kayttod havainnollistetaan esimerkein. Lisdksi lukujen 2, 3, 4 ja 5 loppuun on koottu
harjoitustehtévié, jotka liittyvit luvussa tarkasteltuihin epéayhtél6ihin.

Asiasanat: epayhtald.
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Johdanto

"Begin at the beginning,” the King said gravely,
“and go on till you come to the end: then stop.”

— Lewis Carroll, Alice in Wonderland

Kuten varmasti jokaiselta pro gradu -tutkielmaa kirjoittavalta opiskelijal-
ta my6s minulta on kysytty, mita aihetta tyossdni tutkin. Lahes aina kertoes-
sani kirjoittavani epayhtaloista, kysyja jatkaa kysymyksella: "Mita epayhtalot
ovat?”. Monille termi on ollut aivan tuntematon. Olen usein kuullut epéayhta-
l6iden kuulostavan vaikealta, ja moni on epaillyt, ettei voisi itse osata laskea
niitd. Aina vastatessani olen pyrkinyt antamaan termille ensin yksinkertaisen
selityksen ja kertonut, kuinka paljon arkieldméssdmme kidytamme epéyhté-
l6ita, vaikkei termia epayhtalo kaytetdkadn. Todennakoisesti olen joka kerta
antanut saman esimerkin epayhtaloista. Ensimmaistd vuottaan koulussa kay-
va lapsi tietdd, ettd luku yksi on pienempi kuin luku kaksi ja viisi euroa on
suurempi rahaméara kuin puolitoista euroa. Naméa ovat epéyhtaloita, jotka
voidaan kirjoittaa matemaattisin symbolein 1 < 2 ja 5e > 1,50 e. Epéayhtalot
ovat siis yksinkertaisimmillaan lukujen suuruusjarjestyksen vertailua.

Tassa tutkielmassa paneudutaan tarkemmin epéyhtaloihin alkaen epayh-
taloiden perusteista ja padttyen yleisesti tunnettujen epayhtaloiden todis-
tuksiin. Aluksi luvussa 1 kdydédan lapi yhtdlon ja epédyhtdlon méaritelmaét,
minké jalkeen luvussa 2 tutustutaan esimerkein erityyppisiin yhtaloihin ja
epayhtéloihin ja ratkaistaan néitd. Luvussa 2 tulevat tutuiksi niin polyno-
mifunkioita ja trigonometrisia funktioita koskevat epéayhtélot kuin kaksoi-
sepayhtdlot, rationaaliepayhtalot ja itseisarvoepéyhtéalot. Luvuissa 3, 4 ja 5
esitelladn monia klassisia epayhtaloitd, kuten Cauchy—Schwarzin epéayhtalo,
aritmeettis—geometrinen epéyhtélo, Holderin epéayhtélo, Bernoullin epéayhté-
16, Jensenin epayhtéld ja Cusa—Huygensin epayhtalo. Kaikille luvuissa kési-
tellyille epayhtaloille on annettu todistukset, ja niiden kiyttod havainnollis-
tetaan esimerkein. Epayhtéloiden alkuperisté kerrotaan myos lyhyesti, koska
niistd on suomenkielisessé kirjallisuudessa melko viahéan mainintoja. Lukujen
2, 3, 4 ja 5 loppuun on koottu harjoitustehtavia kunkin luvun epayhtiloihin
liittyen.

Selvyyden vuoksi tutkielmassa kiytetddn symbolia A osoittamaan esi-
merkin ratkaisun padttymistd. Symbolilla O ilmaistaan tavanomaiseen ta-
paan, ettd lemman, lauseen tai seurauksen todistus on valmis. Esimerkeissé
ja harjoitustehtivissi esiintyvdd lyhennettd IMO (International Mathema-
tical Olympiads) kiytetddn kun tehtdvéd on ollut ratkaistavana kansainvéli-
sissé matematiikkaolympialaisissa. Lyhenne MO tai MC puolestaan ilmaisee,
ettd tehtéva on esiintynyt kansallisessa matematiikkakilpailussa.
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1 Epiyhtild

“Farbror Melker, vet du vad? Om du inte kan
skriva sa att jag forstar det, da kan du lika
gdrna sluta upp.”

— Astrid Lindgren, Vi pa Saltkrikan

Tassé luvussa esitellddan lyhyesti yhtalon ja epéyhtalon késitteet sekd méaa-
ritelladn muutamia néité koskevia ominaisuuksia.

1.1 Yhtalo

Matemaattista lausetta, jossa kaksi suuretta tai lauseketta méaritellaan yhtéa
suuriksi, kutsutaan yhtaloksi. Yhtalossa symboli = ilmaisee yhtasuuruuden,
ja yhtélo a = b luetaan seuraavasti: a on yhta suuri kuin b.

Maaritelma 1.1. Kaikilla a, b, ¢ € R on voimassa
Refleksiivisyys: a = a.
Symmetrisyys: Jos a = b, niin b = a.
Transitiivisuus: Jos a = b ja b = ¢, niin a = c.
Additiivisuus: Jos a = b, niin a + c=b+ c.
Multiplikatiivisuus: Jos a = b, niin ac = bc.
Liséksi mainittakoon, ettd jos a = b, niin muuttujan a tilalle voi sijoittaa

muuttujan b.

1.2 Epayhtalon maaritelmé

Epdyhtdlé on matemaattinen lause, joka madrittad kaksi suuretta tai lause-
ketta erisuuriksi. Epayhtdloitd ovat esimerkiksi 1 < 3u, —15 < 367,
5 hevosta > 3 autoa ja uj'uy? < aju; + ague. Epayhtélossd erisuuruuden
ilmaisee jokin seuraavista matemaattisista symboleista: <, <, > tai >.

Epayhtaloa symboloivien merkkien selitykset:
< a<b aon pienempi kuin b
< a<b aon pienempi tai yhta suuri kuin b

> a>0b aonsuurempi kuin b
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> a>b aon yhtd suuri tai suurempi kuin b

Lisdhuomiona todettakoon, ettd myos symboli # osoittaa erisuuruuden.
Epéayhtélo a # b luetaan seuraavasti: @ on erisuuri kuin b. Téssé tutkielmas-
sa keskitytdan kuitenkin ainoastaan sellaisiin epayhtéaloihin, jotka osoittavat
termien suuruusjarjestyksen.

Maaritelma 1.2. Olkoot a, b, ¢ € R. Tall6in on voimassa seuraavat ehdot:
Refleksiivisyys: a > a kaikilla a € R.
Antisymmetrisyys: Jos a > b ja b > a, niin a = b.
Transitiivisuus: Jos @ > b ja b > ¢, niin a > c.

Trikotomia: Kaikki a,b toteuttavat tasan yhden ehdoista a < b, a > b
tai a = 0b.

Jos a > 0, niin a on posititvinen. Vastaavasti jos a < 0, niin a on ne-
gatitvinen. Lisdksi a on epdanegatitvinen, jos a > 0, ja a on epdpositiivinen,
jos a < 0. Huomionarvoista on, ettd positiivisen ja negatiivisen maaritelmis-
ta poiketen epédnegatiivisen ja epéapositiivisen madritelmét sisdltavat myos
luvun nolla.

Kahden positiivisen reaaliluvun a ja b tulolle on voimassa ab > 0. Samoin
kahden negatiivisen reaaliluvun ¢ ja d tulolle on voimassa cd > 0. Lisdksi
mikali tulossa on pariton méaédréa negatiivisia tekijoita, tulo on negatiivinen.

Kaydéaan lapi muutamia epayhtaldille madriteltyja ominaisuuksia.

Lause 1.3. Reaaliluvuille a, b ja ¢ on voimassa

I Josa<b, nitna+c<b+c.

Il Josa <b, niina—c<b—ec.

I Jos a <b jac>0, niin ac < be.

1V Jos a < b jac <0, nitn ac > be.
V Jos a > 0, m’in%>0.

VI Jos 0 < a<b, m’z’n%>%.

VII Jos 0 < a < b, niin a®> < b2.

Kohdat I — IV, VI ja VII ovat voimassa myés, jos a < b. T&lloin yh-
tasuuruus on mahdollinen myo6s seurauksissa. Lisdksi kohta V' on voimassa,
kun a < 0. T&ll6in on voimassa % < 0.

3
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Todistus. Todistetaan kohdat I-VII yksitellen.

I

IT

I1I

IV

VI

VII

Koska a < b, niin a—b < 0. Nyt (a+c¢)—(b+c) = a—b+c—c =a—b < 0,
mistéd seuraa, ettd a + ¢ < b+ c.

Koska a < b, niin a—b < 0, ja edelleen (a —¢)— (b—c) =a—b—c+c =
a — b < 0. Epayhtalosta seuraa, ettd a —c < b — c.

Koska a < b, niin a — b < 0. Lisdksi ¢ > 0. Koska negatiivisen ja
positiivisen tekijan tulo on negatiivinen, ac — bc = (a — b)e < 0 ja
edelleen ac < be.

Koska a < b, niin @ — b < 0. Liséksi on voimassa ¢ < 0. Nyt ac — bc =
(a—b)c > 0, koska kahden negatiivisen tekijén tulo on aina positiivinen.
Taten on voimassa ac > bc.

Reaaliluvulle % on voimassa yksi seuraavista: % > 0, % < 0 tai % = 0.

Nyt on osoitettava, ettd vain ensimmdiinen ehto voi olla tosi. Todis-
tetaan tdméa vastaoletuksen avulla. Olkoon % < 0jaa > 0. Nyt
l=a- % < 0. Epayhtéld 1 < 0 on selvésti epdtosi, joten oletus i <0
on myos epéatosi. Néin ollen on voimassa é > 0.

Koska a > 0 ja b > 0, naiden kahden positiivisen tekijan tulo on ab > 0.
Edelleen kohdan V nojalla ﬁ > (. Kerrotaan epayhtéalo a < b puolit-
tain positiivisella termilld -, a

jolloin saadaan =& < % Sievennetaan
epayhtiloa ja saadaan le > %

Oletuksen mukaan a < b. Olkoon nyt ¢ = a, jolloin kohdan III nojal-
la saadaan a®> = aa < ab. Vastaavasti sijoittamalla ¢ = b kohdan III
epayhtiloon saadaan ab < bb = b?. Yhdistamilld edelld olevat epéyh-
tilot saadaan a? < b2

[]

Annetaan lopuksi méadritelmét lukuvéleille ja niista kdytettéaville merkin-
noille. Avoimelle lukuvilille a < x < b kuuluvat kaikki luvut, jotka ovat
lukujen a ja b vililla. Télle lukuvélille kdytetddn merkintdd = € (a,b). Sul-
jetulle lukuvélille ¢ < x < b kuuluvat puolestaan kaikki luvut lukujen a ja
b valilla ja lisdksi luvut a ja b. Talle vélille kiytetdan merkintdd = € [a, b].
Puoliavoimet lukuvilit a < = < b ja a < x < b, joihin kuuluvat luvut valilla
a ja b sekd toinen luvuista a ja b, merkitddn x € (a,b] ja x € [a, b).

Maaritelladn myos lukujoukkojen merkinnét. Joukkoon N = {1,2,3,...}
kuuluvat kaikki luonnolliset luvut, joukkoon Z = {..., -2, —1,0,1,2,...}
kokonaisluvut ja joukkoon Q = {§ |p,q € Z,q # 0} rationaaliluvut. Edelleen

4



1.2 EPAYHTALON MAARITELMA

joukkoon R kuuluvat kaikki reaaliluvut, joukkoon R, = {a|a € R,a > 0}
positiiviset reaaliluvut ja joukkoon R_ = {a]a € R,a < 0} negatiiviset
reaaliluvut. Mééritellddn myos joukko Nuy = {3,4, ...} lukua 2 suuremmille
luonnollisille luvuille, joukko R~y = {a|a € R,a > 1} lukua 1 suuremmille
reaaliluvuille ja R\ {0} = {a|a € R,a # 0} nollasta eroaville reaaliluvuille.
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2 Epayhtalotyyppeja

"Do you mean ter tell me,” he growled at the
Dursleys, “that this boy — this boy! — knows
nothin’ abou’— about ANYTHING?” Harry
thought this was going a bit far. He had been to
school, after all, and his marks weren’t bad. I
know some things,” he said. I can, you know,
do math and stuff.”

— J. K. Rowling, Harry Potter and the

Philosopher’s Stone

Téassd luvussa késitelladn erityyppisia yhtéloita ja epayhtaloita. Poly-
nomiepayhtélot, kaksoisepéayhtalot, rationaaliepayhtalot, itseisarvoepéayhta-
16t ja trigonometriset epayhtélot esitellidn edelld mainitussa jarjestyksessa.
Kunkin yhtalo- ja epayhtélotyypin kohdalla tarkastellaan télle tyypillisié rat-
kaisumalleja, joita havainnollisestaan esimerkkitehtdvin. Luvussa késiteltyi-
hin epayhtéldihin liittyvia harjoitustehtévid on koottu luvun loppuun.

2.1 Polynomiepayhtilo

Téssa luvussa kaydédan lapi polynomiyhtaloita ja -epéayhtaloita ja niiden rat-
kaisumalleja. Funktiota

P(2) = apa™ + ap_12™ ' 4+ -+ a02® + a1z + ay,

missé a,, a,_1,...,a1,ap ovat annettuja vakioita, a,, # 0, n € N ja x muut-
tuja, kutsutaan polynomifunktioksi.

Ensimmadisen asteen yhtilo

Ensimmdisen asteen yhtdlo sisaltdd ainoastaan ensimméistd astetta olevia
tuntemattomia muuttujia. Ensimmaéisen asteen yhtalon yleinen muoto on

a4 ag =0,

missd x on muuttuja, a; ja ag ovat annettuja vakioita ja a; # 0.

Yhtalonratkaisun tarkoituksena on 16ytéa kaikki muuttujan arvot, jotka
toteuttavat yhtalon. Ensimmaéisen asteen yhtélo on ratkaistu, kun yhtalon
toisella puolella on ainoastaan muuttuja, jonka kerroin on 1, ja toisella puo-
lella vakiotermi tai vakiotermit. Ensimmaéaisen asteen yhtéloa ratkaistaessa
seuraavat laskutoimitukset ovat sallittuja: puolittain lisidminen ja vahenté-
minen sekd kertominen ja jakaminen nollasta eroavalla luvulla.
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Esimerkki 1. Ratkaise yhtélo 2a + 17 = —a — 2.

Ratkaisu. Lisataan yhtaloon puolittain muuttuja a ja vihennetaan puolittain
luku 17, jolloin yhtélon toisella puolella on kaikki muuttujia siséltavat ter-
mit ja toisella puolella vakiotermit. Nyt yhtdlo on muotoa 3a = —19. Koska
yhtélon vasemmalle puolelle halutaan muuttuja, jonka kerroin on 1, jactaan
yhtélo puolittain luvulla 3, jolloin saadaan a = —%. Tamaé on yhtalon ratkai-
su, joka voidaan tarkistaa sijoittamalla se alkuperaiseen yhtal66n muuttujan
a paikalle. A

Mikéli yhtaloa ratkaistaessa paddytaan tilanteeseen, jossa yhtalosséa ei ole
endd tuntemattomia muuttujia, yhtalo on joko identtisesti tosi tai identtisests
epatosi. Identtisesti tosi yhtdlé on muotoa 0 = 0, ja se toteutuu kaikilla
muuttujan x arvoilla. Jos yhtélé on muotoa 0 = r, missd r € R\ {0}, se on
identtisesti epatosi. Talloin yhtalo ei toteudu millddn muuttujan = arvoilla.

Esimerkki 2. Ratkaise yhtélo —3(6b+ 2) = b — 3(b— 3).

Ratkaisu. Avataan ensin laskutoimituksissa olevat sulut, jolloin yhtélo on
muotoa

—2b—§:b—36+9.

Siirretdan muuttujia siséltavat termit yhtalon vasemmalle puolelle ja vakio-
termit yhtélon oikealle puolelle ja saadaan

0=
3’

mika on identtisesti epatosi. Yhtélo ei néin ollen toteudu millddn muuttujan
b arvolla. JAN

Ensimmaiisen asteen epiyhtalo

Jos ensimméisen asteen yhtélon yhtasuuruusmerkki korvataan jollakin
epayhtalomerkilla, saadaan ensimmdisen asteen epdayhtalé. Ensimmaisen as-
teen epayhtalo ratkaistaankin oleellisesti samalla tavalla kuin vastaavanlai-
nen yhtéldé yhtd poikkeusta lukuun ottamatta: mikali epayhtalo kerrotaan
tai jaetaan puolittain negatiivisella luvulla, epayhtalon merkki vaihtuu péin-
vastaiseksi (Lause [L.3] kohta IV). Yhtélonratkaisun tarkoituksena on 18ytda
kaikki muuttujan arvot, jotka toteuttavat yhtéalon.

Esimerkki 3. Ratkaise epayhtdlo —c + 11 < 7(c — 3).
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Ratkaisu. Avataan ensiksi oikean puolen sulut ja siirretddn muuttujia sisil-
tavat termit vasemmalle ja vakiotermit oikealle puolelle, jolloin

—8¢c < —32.

Epéayhtalo jaetaan puolittain negatiivisella luvulla —8. Nyt epédyhtélon merk-
ki kddntyy ja saadaan
c>4.

Epéyhtdlo —c+ 11 < 7(c — 3) on siis tosi, kun ¢ > 4. A

Kerrottaessa tai jaettaessa epayhtélod puolittain tuntemattomalla muut-
tujalla on tiedettavé, onko muuttuja positiivinen vai negatiivinen.

Esimerkki 4. Mita arvoja muuttuja k voi saada, jos 4ka — 4k > a?

Ratkaisu. Otetaan epayhtalon vasemmalle puolelle yhteinen tekija 4k, jolloin
epayhtalé on muotoa
4k(a — 1) > a. (1)

Jotta epayhtalo voidaan jakaa puolittain termilld 4(a—1), on tiedettéva, onko
se positiivinen vai negatiivinen. Tutkitaan nyt erikseen tapaukset 4(a—1) > 0
ja 4(a—1) < 0. Jos a > 1, niin 4(a — 1) > 0 ja epdyhtélosta saadaan

k > jutyy- Vastaavasti jos @ < 1, niin 4(a — 1) < 0 ja epéyhtildstd
saadaan k < —%— A

(a—1)"

Toisen asteen yhtalo

Toisen asteen polynomifunktion yleinen muoto on
P(z) = asz® + arx + ag,

missé as, ai, ag ovat annettuja vakioita ja as # 0. Toisen asteen yhtdldssd on
siis ainakin yksi muuttuja, joka on toista astetta. Toisen asteen yhtaloa rat-
kaistaessa pyritdan aina ensiksi tilanteeseen, jossa yhtdlo on normaalimuotoa
ar?+bxr+c = 0. TAmi tapahtuu siirtdmélli kaikki termit yht#lon vasemmal-
le puolelle. Yhtéalon ollessa normaalimuodossa voidaan kiyttad toisen asteen
yhtilon ratkaisukaavaa ¢ = —bEv-—dac V;f_‘l“. Yhtéalon voi vaihtoehtoisesti ratkaista

Esimerkki 5. Ratkaise toisen asteen yhtilo 422 + 5z — 5 = —222 — 6.

Ratkaisu. Siirretaén kaikki termit yhtélon vasemmalle puolelle, jolloin yhtélo
on normaalimuodossa 6z% + 5z + 1 = 0. Kéytetdin seuraavaksi 2. asteen
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- , Iy
yhtilon ratkaisukaavaa o = @

b=>5 jac=1. Nyt saadaan

—5+vb2—-4-6-1 —-5+£+425—-24 —-5+1
€Tr = = = .

, johon sijoitetaan muuttujat a = 6,

2.6 12 12
Yhtalolla on siis kaksi ratkaisua, x = I—;l = —% jaxr = I—g = —%. A

Toisen asteen yhtélon ratkaisujen méaédra on tutkitun polynomifunktion
nollakohtien maéréd. Toisen asteen yhtalolla ratkaisuja, eli nollakohtia, on
aina 0, 1 tai 2. Yhtélon ratkaisujen méaarda tutkittaessa ei tarvitse ratkais-
ta koko yhtaloa; riittda kun laskee yhtalon diskriminantin. Diskriminantti
D = 1? — 4ac médrittelee yhtilon reaalisten ratkaisujen masran. Mikili dis-
kriminantti D on aidosti positiivinen, ratkaisuja on kaksi. Jos diskriminantti
D = 0, ratkaisuja on yksi, ja diskriminantin ollessa negatiivinen yhtalolla ei
ole ratkaisua.

Esimerkki 6. Tutki, kuinka monta ratkaisua toisen asteen yhtalolla —4a? +
14z — 5 = 20 — 6x on.

Ratkaisu. Tutkittaessa yhtdlon ratkaisujen maaraa riittéaa, etta lasketaan yh-
téalon diskriminantti. Siirretdén ensiksi kaikki termit yhtédlon vasemmalle puo-
lelle, jolloin yhtdlé on normaalimuodossa —4x? + 20z — 25 = 0. Sijoite-
taan muuttujat a = —4, b = 20 ja ¢ = —25 diskriminantin laskukaavaan
D = b? — 4ac ja saadaan

D =20 — 4 (—4) - (=25) = 400 — 400 = 0.

Koska diskriminantti D = 0, yhtalolla on vain yksi ratkaisu. A

Toisen asteen epiyhtilo

Toisen asteen epdayhtaldssd on ainakin yksi muuttuja, joka on toista astetta.
Ratkaistaessa toisen asteen epayhtéloa pyritdan aina ensiksi padsemaén ti-
lanteeseen, jossa epiyht#lé on normaalimuotoa ax? + bx 4 ¢ ? 0, missé ? on
jokin epéyhtéalomerkki < , <, > tai >. Koska jatkuvan funktion merkki voi
vaihtua ainoastaan funktion nollakohdissa, ratkaistaan epayhtaloéd vastaava
toisen asteen yhtalo. Sijoitetaan ratkaisut merkkikaavioon, jonka avulla tutki-
taan normaalimuotoisen epayhtalon arvoja nollakohtien ja maarittelyalueen
rajaamissa alueissa, jolloin ndhdéaén, milla arvoilla epayhtélo toteutuu. Vaih-
toehtoisesti epayhtialon arvoja voidaan tutkia kuvaajan avulla, koska toisen
asteen yhtalo on paraabeli, jonka aukeamissuunta riippuu vakion a arvosta.
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Esimerkki 7. Tutki, milli muuttujan z arvoilla epiyhtilé —z? — 10z < 25
on tosi.

Ratkaisu. Siirretdan kaikki termit epayhtalomerkin oikealle puolelle, jolloin
epiyhtdld on muotoa z? + 10z + 25 > 0. Ratkaistaan funktion g(x) = 2% +
10z + 25 nollakohdat muistikaavan (a* +2ab+b?) = (a+b)? avulla. Saadaan

22+ 10x4+25=0
(z+5)* =0,

jolloin funktiolla on kaksoisjuuri z = —5. Funktion kuvaaja on ylospéin au-
keava paraabeli, joka leikkaa z-akselin tarkalleen kerran pisteessid (—5,0).
Kuvasta [1| ndhdédén, ettd funktion g(x) arvot ovat positiivisia kaikkialla lu-

Kuva 1: Funktio g(z) = 22 + 10z + 25 saa positiivisia arvoja, kun z # —5.

kuun ottamatta pistettd (—5,0). Epayhtdlé —z? — 10z < 25 on siis tosi, kun
x # —b. A

Esimerkki 8. Milld vakion k arvoilla funktio f(z) = —kz? — 2kx + 6 saa
vain positiivisia arvoja?

Ratkaisu. Toisen asteen funktio saa ainoastaan positiivisia arvoja silloin, kun
se on ylospéin aukeava paraabeli eiké silld ole yhtaén reaalijuurta. Funktio
f(z) aukeaa ylospdin kun —k > 0 eli k& < 0. Funktiolla ei ole reaalijuuria,
jos diskriminantti D < 0. Tutkitaan siis funktion f(z) diskriminanttia. Si-
joitetaan kertoimet a = —k, b = —2k ja ¢ = 6 diskriminantin laskukaavaan
D = b? — 4ac, jolloin saadaan

D = (—2k)* —4- (k) -6 = 4k* + 24k.

Koska diskriminantin tulee olla negatiivinen, ratkaistaan seuraavaksi epayh-
talo 4k + 24k < 0. Lasketaan ensiksi yhtilon 4k? + 24k = 0 ratkaisut, ja
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2.1 POLYNOMIEPAYHTALO

tutkitaan sitten kuvaajan avulla epayhtialon toteutumista. Etsitddn yhtalon
vasemmalta puolelta yhteinen tekija

4k + 24k =0
4k(k 4 6) = 0.

Tulon nollasdannén nojalla saadaan edelleen 4k = 0 tai £ + 6 = 0. Nain
saadaan tutkitulle yhtéalolle kaksi ratkaisua: £ = 0 tai £ = —6. Tutkitaan ku-
vaajasta, mitd arvoja diskriminantti saa yhtalon ratkaisujen vélilla ja niiden
ymparistossa.

(—6,0) (0,0)

4k* + 24k

Kuva 2: Diskriminantin arvo on negatiivinen valilla —6 < k£ < 0.

Kuvasta[2 nahddén, ettd diskriminantti saa negatiivisia arvoja, kun —6 <
k < 0. Néin ollen alkuperiinen funktio f(z) = —kz? — 2kz + 6 saa vain
positiivisia arvoja, kun —6 < k£ < 0. A

Korkeamman asteen yhtalo

Korkeamman asteen yhtdlon yleinen muoto on
™ 4 a1 2" agr® + ax +ap =0,

missd r on muuttuja, a,,a,_1,...,a1,ay ovat annettuja vakioita, a, # 0 ja
n € N.,. Korkeamman asteen yhtalossa on siis vahintadn yksi muuttuja,
jonka asteluku on suurempi kuin kaksi. Kolmannen ja neljdnnen asteen yh-
taloille on olemassa yleiset ratkaisukaavat, mutta useimmiten on helpompaa
ratkaista yhtalo muilla menetelmilla. Esimerkiksi kolmannen asteen yhtélon,

11
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ax® 4+ ba? + cx + d = 0, yleinen ratkaisukaava on muotoa
| b be o d (=B b d 2+ c Y’
Tr = _— _— _— _— —
27a3 64?2 2a 27a3 64?2 2a 3a  9a?

| =3 be d b be A\ (e Y\ b
T\ 278 T6a2 " 2a <r+6—‘2—> * (3—‘9—) BT
ja neljannen asteen yhtalon yleinen ratkaisukaava on edellistakin pidempi.
Viidennen ja sitd korkeamman asteen yhtéldille ei voida muodostaa yleisia
ratkaisukaavoja.
Kun ratkaistaan korkeamman asteen yhtaloé, siirretdéan aluksi kaikki ter-

mit toiselle puolelle, jolloin toiselle puolelle jéa vain luku 0. Seuraavaksi yh-
talon termeisté pyritddn muodostamaan enintéddn toista astetta olevien poly-

nakin yksi saaduista tulontekijoistda on nolla, joten seuraavaksi tulee laskea,
milld muuttujan arvoilla kukin polynomin tekijéista on nolla.

Esimerkki 9. Laske funktion f(z) = (92° — 122°) (—322% — 322 4 2) nolla-
kohdat.

Ratkaisu. Tassé tapauksessa funktion nollakohtien laskemista ei ole jarke-
vaa aloittaa sieventdmiselld ja sulkeiden poistamisella, koska néin saadusta

yhtalosté
51 45
182° + 152" — —a® — —2° + 92 =0
2 4
on selvisti hankalampi edetd kuin alkuperéisestd yhtalostéd, joka on jo val-
miiksi tulomuodossa.

Kuvasta [3| ndhdaan, ettd funktiolla f(x) on viisi nollakohtaa. Aloitetaan
nollakohtien ratkaiseminen etsimaélla yhteisia tekijoitd. Ensimmaisesta tulon-
tekijistd saadaan yhteinen tekiji —32° ja jilkimmaéisestd tulontekijistd yh-
teinen tekija —%x. Nyt saadaan yhtalo

3 >
3_ 19,5\ (_2.3_2 2 _
(92° — 122 )< 5%~ 1% +x) 0
1
—32°(42* — 3) (—Zx> (62 + 513 —4) =0
%:&(4:@2 —3)(62° + 5z —4) = 0.

12
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Kuva 3: Funktion f(z) = (92% — 122°) (—=32® — 22% 4 z) kuvaaja.

Tulon nollasddnnon mukaan ainakin yksi tulontekijoistd on 0, jos tulo on 0.
Tamén nojalla saadaan

3

Z:c‘*:o, 42 -3 =0 tai 622 + 5z —4 = 0.
Vasemmanpuoleisesta yhtalostd saadaan nelinkertainen nollakohta xz = 0.
Tutkitaan seuraavaksi keskimmaisti yhtilod 422 —3 = 0. Summan ja erotuk-
sen tulon muistikaavaa (a*—b*) = (a+b)(a—0b) kiyttien yhtdlon vasemmalle
puolelle saadaan tulo (22 — v/3)(2z + v/3). Nyt

(22 — V/3)(2z + V3) =0,
ja edelleen tulon nollasddannon nojalla

20— V3 =0 tal 27 +v3 =0
V3 V3

r = — rT = ———

2 2

Tarkastellaan lopuksi kolmatta yhtalod 622 +5x—4 = 0. Toisen asteen yhtilon
ratkaisukaavaa kiyttden saadaan

—5+ /B2 —4-6-(—4) —5+V121 5411
xr = = =
2.6 12 12

jolloin x = % tai x = —

Ol

13
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Funktiolla f(z) = (92° — 122°) (=323 — 22 + ) on siis viisi nollakoh-
V3 : 3
2

x
taa:x:—%,x:——sz,x:%JamZT. A

Mikali yhtélo on bikvadraattinen, eli se on muotoa asx* + a;2% + ay = 0,
voidaan se ratkaista tekemilld sijoitus z? = ¢. Talldin yhtilostd saadaan
toisen asteen yhtilo ast? + a;t + ag = 0, jolla on ratkaisut t = w; ja t =
wy. Koska 2% = t, saadaan nyt 22 = w; ja 2> = w,. Ratkaisemalla nimi
muuttujan z suhteen saadaan bikvadraattisen yhtéalon ratkaisut.

Esimerkki 10. Mitkid ovat yhtélon

(z* —1)* =2(1 — 2" (2)
reaalilukuratkaisut?
Ratkaisu. Ratkaistaan yhtdlo kahdella eri tavalla: ensiksi yhteisten tekijoiden
ja muistikaavojen avulla ja toiseksi sijoittamalla. Yhtalon graafinen tulkinta

kahden funktion, f(x) = (2% — 1)? ja g(z) = 2(1 — z*), leikkauspisteind on
esitetty Kuvassa [4]

Kuva 4: Funktioiden f(z) = (2? — 1)? ja g(z) = 2(1 — x*) leikkauspisteet.

Tapa 1:
Siirretdan kaikki termit yhtélon vasemmalle puolelle, jolloin yhtalo on
muotoa

(> —1)* = 2(1 —2*) =0. (3)

14
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Summan ja erotuksen tulon muistikaavasta (a* —b?) = (a+0b)(a —b) saadaan
(1 —2%) = (1 —2*)(1 + 2?), jolloin yhtélosti (3) saadaan

(2% —1)* = 2(1 — 2*)
(22 —1)* = 2(1 — 2*)(1 + 2?)
(22 = 1)(2® = 1) +2(2* — 1)(z* + 1)

0
0
0.

Otetaan yhtilon vasemmalle puolelle yhteinen tekija (22 — 1). Nyt

(22 = D)(z* = 1) +2(2* = 1)(2* +1) =0
(2 —1) (2" —1+2(2*+1)) =0
(22 = 1)(32° +1) =0,
josta edelleen tulon nollasdannon nojalla saadaan
2 —1=0 tai 32 +1=0.

Vasemmanpuoleinen yhtdlo on summan ja erotuksen tulon muistisdantoa
kiyttaen
> —1=(z—-1(x+1)=0,

josta kidyttden tulon nollasddntod saadaan edelleen z = 1 tai ¢ = —1.
Oikeanpuoleisesta yhtilostd saadaan z? = —%, jolla ei ole ratkaisuja reaa-
lilukujoukossa. Yhtdlon (z? — 1)? = 2(1 — 2*) reaalilukuratkaisut ovat siis
r=1jaxr=—1.

Tapa 2: Siirretddn ensiksi kaikki yhtélon termit vasemmalle puolelle. Nyt
(2?2 - 1) - 2(1 —2%) =0,
josta sieventamélla edelleen

=202 +1-2422* =0
3zt — 222 —1=0.

Sijoitetaan saatuun bikvadraattiseen yhtiloén z? = ¢, jolloin se on muotoa
3t —2t —1=0. (4)

Kaytetdan toisen asteen yhtalon ratkaisukaavaa, jolloin yhtalon ratkai-
suksi saadaan

2+ /2 —-4-3-(-1) 244

13
2-3 6
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Yhtélon (4) ratkaisut ovat ¢t = 1 ja t = —%. Koska aiemmin tehtiin sijoitus
2? = t, on nyt siis 2% = 1 ja 2* = —3. Ensimméisesté yhtélostd saadaan
=1
r = =1,

ja jalkimmaiselld yhtalolla ei ole reaalilukuratkaisuja.
Yhtalolld (22 — 1)2 = 2(1 — 2) on siis reaalijuuret z = 1 ja z = —1. JAN

Korkeamman asteen epiyhtilo

Korkeamman asteen epdyhtdldssd on ainakin yksi tuntematon muuttuja, jon-
ka aste on korkeampi kuin 2. Korkeamman asteen epayhtélon ratkaiseminen
aloitetaan ryhmittelemalld epayhtdlon termit niin, etta kaikki termit ovat
epayhtélon toisella puolella, jolloin toisella puolella on ainoastaan luku 0.

Tarkastellaan polynomifunktiota P(x), joka on identtinen epéyhtélon va-
semmalla puolella olevan polynomin kanssa, jolloin ndiden nollakohdat ovat
den nollakohdat. Tutkitaan polynomifunktion P(x) tekijéiden arvoja nolla-
kohtien ja maarittelyalueen rajaamissa alueissa. Merkitadn naméa merkkikaa-
vioon, josta tulon merkkisd&innon nojalla ndhdaén, milloin epéyhtélo toteu-
tuu. Mikali parillinen maéra tulon tekijoitd on negatiivisia, niiden tulo on
positiivinen ja polynomifunktion arvo téalla valilld on positiivinen. Vastaa-
vasti jos pariton maéra tekijoitd on negatiivisia jollakin tutkitulla véalilla,
tdmé vali on negatiivinen.

Jos polynomifunktiolla P(x) ei ole yhtéén reaalijuuria, polynomifunktio
on kaikkialla joko positiivinen tai negatiivinen riippuen korkeimman asteen
termin kertoimesta. Téalloin epayhtalo on joko tosi kaikilla muuttujan arvoilla
tai se ei ole tosi milladn muuttujan arvolla.

Esimerkki 11. Ratkaise epéayhtilo 223 —2(z% — 1) +3(x — 3) > 2° + 62 — 7.

Ratkaisu. Siirretdan aluksi kaikki termit epayhtélon vasemmalle puolelle ja
sievennetiin vasen puoli. Nyt epiyhtilé on muotoa 23 — 222 — 32 > 0. Tut-
kitaan polynomifunktiota P(x) = x® —2z* — 3z ja lasketaan sen nollakohdat.
Nyt

3 —22% — 32 =0,

mista saadaan

z(z® =22 —3) =0

ottamalla muuttuja x yhteiseksi tekijéksi. Tulon nollasadntod kiyttamalla
saadaan z = 0 tai 2% — 22 —3 = 0. Jilkimmadisesti yhtilosti saadaan edelleen
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ratkaistua nollakohdat © = —1 tai x = 3. Tutkitaan polynomifunktion P(x)
tekijoiden arvoja valeilld (—oo, — 1), (—1,0), (0, 3) ja (3, c0) merkkikaavion
avulla. Merkitddn Taulukkoon [1| pystysarakkeiden vileille nollakohdat x =
—1, 2 = 0 ja x = 3 ja vaakariveille tekijit x ja 22 — 22 — 3 seki alkuperiinen
polynomi z3 — 2% — 3z.

T

|
x? —2x—3 ‘
|

1 0 3
|
|

2 — 222 — 3 ‘ ‘

Taulukko 1: Muodostetaan merkkikaavio funktiolle P(z) = x3 — 222 — 3u.

Polynomifunktion tekijéiden arvot saadaan helposti tulkitsemalla niiden
kuvaajia. Funktio f(z) = z on suora, joka on negatiivinen, kun = < 0 ja
positiivinen, kun x > 0. Funktio g(z) = 2? — 2z — 3 on ylospiin aukeava
paraabeli, joka on negatiivinen, kun —1 < x < 3 ja positiivinen muualla.
Téaydennetadn ndmé merkkikaavioon.

—1 0 3
x - = |+ | +
2 —2x —3 + | - - |+
@ —222-3x - | + | - | +

Taulukko 2: Tutkitaan funktion P(z) = % — 22% — 3z tekijéiden arvoja
merkkikaavion avulla.

Taulukossa olevan merkkikaavion alimmalta riviltd ndhdaan, etta
epiyhtild o3 — 222 — 3z > 0 toteutuu, kun —1 < < 0 tai 3 < = < 0.

Lisiksi 2% — 222 — 32 = 0, kun * = —1, 2 = 0 ja z = 3. Niin ollen alku-
periinen epiyhtilo 22% — 2(z? — 1) + 3(z — 3) > 2 + 6z — 7 toteutuu, kun
-1 <z<0tai3 <z < o0. JAN

2.2 Kaksoisepayhtalo

Kun lausekkeelle on annettu seké alaraja ettéd yldraja, on kyseessa kaksoise-
payhtalo. Se muodostuu nimensé mukaisesti kahdesta eri epayhtalosta. Kak-
soisepayhtalon epayhtalot voidaan tapauksesta riippuen ratkaista joko yhdes-
sé tai erikseen. Mikéli epayhtalot ratkaistaan erikseen, on lopuksi selvitettava,
milld arvoilla molemmat epayhtélot ovat samanaikaisesti voimassa.
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Esimerkki 12. Ratkaise epayhtdlo 0 < 12 — 3(x + 1) < 8. Esitd tulos
lukuvéliné ja lukusuoralla.

Ratkaisu. Ratkaistaan kaksoisepdyhtdlo kahdella eri tavalla. Ensimmaises-
sé ratkaisussa kaksoisepayhtélo pidetddn yhtend kokonaisuutena ja sen mo-
lemmat osat ratkaistaan samanaikaisesti. Toisessa ratkaisussa jaetaan kak-
soisepayhtdlo kahdeksi erilliseksi epayhtéaloksi, joiden ratkaisut yhdistetdan
lopuksi.

Tapa 1: Suoritetaan laskutoimituksia puolittain, kunnes kaksoisepéyh-
talon keskelld on ainoastaan muuttuja x. Aloitetaan vahentdmalld luku 12
kaksoisepayhtalon kaikilta puolilta. Nyt

0< 12-3(z+1) <8
-12<  =3(z+1) <-4

Jaetaan epayhtalo puolittain negatiivisella luvulla —3, jolloin molemmat
epayhtédlomerkit vaihtuvat painvastaisiksi. Epayhtélé on nyt muotoa

4>z+1> il
3
Véhennetaéan lopuksi puolittain luku 1, jolloin saadaan
3>x > l
— 3

Kaksoisepéayhtalo toteutuu néin ollen, kun % < z < 3. Tamé voidaan ilmais-
ta myos lukuvilind =z € [%, 3). Kaksoisepayhtalon ratkaisu lukusuoralla on
esitetty Kuvassa o]

Kuva 5: Lukuvali % < z < 3 lukusuoralla.

Tapa 2: Erotellaan kaksoisepayhtalo kahdeksi epayhtaloksi,
12—3(z+1)>0jal2—-3(z+1) <8,
ja ratkaistaan epayhtalot. Ensimmaéisen epéayhtélon ratkaisu on

12—-3(x+1)>0
—3r > -9
T <3,
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ja jalkimmaisestéd epayhtalosta saadaan

Yhdistetadn saadut epayhtéaloiden ratkaisut, jolloin kaksoisepéayhtélon ratkai-
suksi saadaan % < x < 3, miké voidaan kirjoittaa myos muodossa = € [%, 3).
Kuvassa [0] on ilmaistu graafisesti epdyhtéliden 12 — 3(z + 1) > 0 ja

p— — —@ — —

Kuva 6: Lukuvélit x < 3, x > % ja % < z < 3 lukusuoralla.

12 — 3(z + 1) < 8 ratkaisut seké niistd yhdistdmalld saatu kaksoisepéyh-
talon 0 < 12 — 3(z + 1) < 8 ratkaisu. A

Esimerkki 13. Matematiikan kurssin arvosana maaraytyy neljan valikokeen
sekd loppukokeen perusteella. Jokaisesta kokeesta saa 0—100 kokonaista pis-
tettd. Kurssin lopullinen pistemééré lasketaan painotetun keskiarvon perus-
teella niin, ettd loppukokeella on 6-kertainen painoarvo valikokeisiin verrat-
tuna. Taulukosta |3| ndhd&an, milla pistemédralla kunkin arvosanan saa.

Pistemadra | Arvosana
0-49
50-59
60-69
70-79
80-89
90-100

T W N~ O

Taulukko 3: Arvosanojen méadrdytyminen pisteméaédrin perusteella.

Opiskelijan vélikokeista saamat pistemédrat ovat 81, 94, 89 ja 77. Mika
pistemadra opiskelijan tulee saada loppukokeesta, jotta hédn saisi arvosanan
nelja?
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Ratkaisu. Saadakseen arvosanan nelja tulee koko kurssin pisteméaraksi saa-
da 80-89 pistetta. Kurssin loppukokeella on 6-kertainen painoarvo, joten lo-
pullinen pistemaéra saadaan painotettuna aritmeettisena keskiarvona seu-

raavasti:
_ 81 +94+89+ 77+ 6a
xr =
446 ’
missd a on loppukokeen pisteméara. Koska kurssin lopullisen pistemééran

tulee olla 80-89, saadaan kaksoisepayhtalo

81 4+ 94
+ +89+77+6a§89‘
446

80 <

Ratkaistaan epayhtéalo vaiheittain niin, ettd lopulta kaksoisepayhtalon kes-
kelld on ainoastaan muuttuja a. Nyt

80 S 81+94+4-89+4-77+46a S 89

446
800 <  341+6a <890
459 < 6a < 549
76,5 < a <91,5.

Opiskelijan tulee saada loppukokeesta 77-91 pistetté, jotta hén saisi arvosa-
nan nelja. Jos loppukokeen pistemaara olisi 76 pistetta, arvosana olisi kolme,
ja 92 pisteelld arvosana olisi viisi. A

Kaikkia kaksoisepayhtéloita ei voida ratkaista niin, ettd epayhtaloé on yh-
tend kokonaisuutena. Talloin epayhtéloita on tarkasteltava erilldén, ja niiden
ratkaisut on yhdistettéava lopuksi.

Esimerkki 14. Milld muuttujan k arvoilla epiyhtils 0 < 8k +2 < 1 — 3k2
on voimassa?’

Ratkaisu. Koska muuttujia on sekéd kaksoisepayhtalon keskelld ettd sen oi-
kealla puolella, epayhtdaloa on tarkasteltava kahtena erillisend epayhtalona.
Ensimmaisesta epéayhtalostd 0 < 8k + 2 saadaan helposti k > —i.

Tarkastellaan nyt epiyhtdloa S8k + 2 < 1 — 4k?. Siirretddn kaikki termit
epayhtilon vasemmalle puolelle, jolloin saadaan 4k 4+ 8k + 1 < 0. Tutkitaan
seuraavaksi funktiota f(k) = 4k* + 8k + 1 ja ratkaistaan sen nollakohdat.
Toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaa kiyttéen loydetdén funktiolle f(k) nol-
lakohdat £k = —1 — \/75 jak=—-1+ \/75 Koska toisen asteen termin kerroin
on positiivinen, funktio f(k) on ylospdin aukeava paraabeli, joka on epépo-
sitiivinen, kun —1 — \/7§ <kE< -1+ */75

Yhdistetaén lopuksi ndiden kahden tutkitun epayhtélon ratkaisut, jolloin
alkuperaisen kaksoisepayhtélon ratkaisuksi saadaan —4—11 <k< -1+ \/Tg A
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2.3 Rationaaliepayhtilo
Rationaaliyhtalo

Rationaaliyhtdlé eli murtoyhtalo sisaltdd vahintdan yhden rationaalilausek-
keen g, missé P ja ( ovat polynomeja ja ) # 0. Rationaaliyhtélon ratkaisus-
sa keskeistéd on rationaalilausekkeen sieventdminen pois. Liséksi on kiinnitet-
tava erityistd huomiota méaarittelyjoukkoon, silla muuttujaa ei ole méaritelty
nimittédjien nollakohdissa.

Esimerkki 15. Millda muuttujan & arvoilla yhtalolla

k* =2k  Bk+4
k—4  3k—12

on ratkaisu?

Ratkaisu. Tutkitaan ensin, milld muuttujan k£ arvoilla rationaalilausekkeet
on maaritelty. Koska rationaalilausekkeen nimittaja ei voi olla nolla, saadaan
tédssd tapauksessa molempien lausekkeiden maérittelyehdoksi £ — 4 # 0 eli
k # 4. Kerrotaan ensin yhtdlon molemmat puolet lausekkeella k — 4, joka
madrittelyehdon mukaan on erisuuri kuin 0. Nyt yhtalo on muotoa
5 4
k —2k=—k+-.
3 3
Siirretdaan kaikki termit yhtalon vasemmalle puolelle ja sievennetédan lause-

ketta, jolloin saadaan

11, 4
- —k—-=0
3° 3

<k+é) (k—4)=0.

Tulon nollasdénnon nojalla saadaan k£ + % =0 tai k —4 = 0, joista jalkim-
méinen ei kuulu maarittelyjoukkoon. Téten yhtélolla on ratkaisu ainoastaan,

ja edelleen

kun k = —%. Tarkistetaan lopuksi ratkaisu sijoittamalla saatu muuttujan ar-
vo alkuperéiseen yhtaloon. JAN
Rationaaliepayhtalo

Rationaaliepiyhtilo siséltdd rationaaliyhtdlon tavoin rationaali- eli murto-
lausekkeen. Rationaaliepayhtalon ratkaisemisessa on kuitenkin olennainen
ero verrattuna rationaaliyhtdalon ratkaisemiseen: epayhtéaloa ei voi kertoa ra-
tionaalilausekkeen nimittajélla ottamatta huomioon, onko se positiivinen vai
negatiivinen.
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Rationaaliepayhtéloéd ratkaistaessa varminta on siirtda kaikki termit en-
sin epéayhtalon toiselle puolelle, jolloin toisella puolella on ainoastaan luku
0. Tamaén jalkeen lavennetaan termit samannimisiksi ja, mikili mahdollista,
lilausekkeesta osoittajan ja nimittdjan nollakohdat, koska rationaalilausek-
keen etumerkki voi vaihtua ainoastaan néissa kohdissa ja nimittdjdn nolla-
kohdat rajaavat lisdaksi maarittelyjoukon. Tutkitaan rationaalilausekkeen ar-
voja nollakohtien ja maérittelyjoukon rajaamilla alueilla. Merkitddn nama
merkkikaavioon, josta tulon merkkisadnnon nojalla ndhdaan, milloin epayh-
talo toteutuu.

Esimerkki 16. Millda muuttujan s arvoilla epayhtalo

S S
>
s+1 7 s+3

on tosi?

Ratkaisu. Selvitetdan ensin muuttujan s maéarittelyjoukko. Muuttujaa s ei
ole maéritelty nimittajien nollakohdissa, joten s + 1 # 0 ja s + 3 # 0, joista
saadaan edelleen s # —1 ja s # —3.

Siirretddn molemmat rationaalilausekkeet epayhtédlon vasemmalle puolel-
le ja lavennetaan ne samannimisiksi, jolloin saadaan epayhtalo

s(s+3)—s(s+1)

>0,
(s+1)(s+3) —
ja edelleen
2s >0
(s+1)(s+3) —
Nimittdjan nollakohdiksi saatiin méaarittelyjoukkoa ratkaistaessa s = —1 ja

s = —3. Osoittajan nollakohta on s = 0. Tehdddn merkkikaavio (Taulukko
, johon merkitadn pystysarakkeiden kohdalle saadut nollakohdat ja vaaka-
riveille kaikki tekijat sekd tutkittu rationaalilauseke.

Tutkitaan tekijoiden arvoja véleilld (—oo, — 3), (=3, — 1), (=1,0] ja
[0,00) esimerkiksi tulkitsemalla niiden kuvaajia. Koska kaikki tekijoiden
aste on téssd tapauksessa yksi, merkkikaavion tayttdminen sujuu helposti.
Rationaalilausekkeen arvo tutkituilla vileilld saadaan tekijoiden arvoista
kyseisilla véleilla tulon merkkisdantod kayttden. Mikali parillinen maéaéra
tekijoita on negatiivisia tutkitulla vélilla, rationaalilauseke on negatiivinen
talla valilla. Jos taas parillinen méaara tekijoitd on negatiivisia tutkitulla
valilla, rationaalilauseke on positiivinen talla vélilla.
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2s ‘
s—+1 ‘
s+3 |

2s
(s+1)(s+3)

Taulukko 4: Merkkikaavio rationaalilausekkeelle G 25

(D) (s+3)”
-3 -1 0
I e
s+ 1 - | -]+ | +
s+3 - |+ |+ | +
) B

Taulukko 5: Taydennetty merkkikaavio rationaalilausekkeelle eriﬁ

Merkkikaaviosta, joka 16ytyy tdydennettynd Taulukosta [5] ndhdéén, etté
rationaalilauseke (Hjﬁ on madritelty ja epanegatiivinen véleilla (—3, —1)
ja [0,00). Alkuperiinen rationaaliepdyhtald on téten voimassa, kun —3 < s <

1jas>0. JAN

2.4 TItseisarvoepayhtalo
Itseisarvo ja itseisarvoyhtilo

Geometrisesti tarkasteltuna itseisarvo kuvaa reaaliluvun suuruutta eli sen
etédisyyttd luvusta nolla. Reaaliluvun r € R itseisarvo |r| médritellddn seu-
raavasti:

Maaritelma 2.1. Reaaliluvun r itseisarvo on

i T, kunr >0
rT=
—r, kunr <0.

Reaaliluvun itseisarvo on aina epénegatiivinen, eli |r| > 0 on voimassa
kaikilla » € R. Itseisarvon méaaritelman nojalla kaikilla r, s € R on voimassa
- . . s el .
Ir—s|=|s—r|jal|r-s|=]|r|-|s|. Lisiksi |£| = o kun s € R ja s # 0.

1—3¢2

Esimerkki 17. Tutki yhtéloa |-

3 __
+3=0.
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Ratkaisu. Vihennetddn yhtalosta puolittain luku %, jolloin saadaan

3

5

1 — 3¢
2t

Koska itseisarvon maéritelman mukaan itseisarvo on aina epénegatiivinen,
yhtalo ei ole tosi millidn muuttujan ¢ arvoilla. A

Maaritelma 2.2. Funktion P(z) itseisarvo on

Pl — P(x), kun P(z) >0
Pl = —P(x), kun P(z) < 0.

Itseisarvoyhtdlossd yhtalon toisella tai molemmilla puolilla on itseisarvon
sisaltéva lauseke. Jos itseisarvoyhtdlé on muotoa |P(z)| = r, misséd r € R,
niin sen ratkaisu on P(x) = +£r-.

Esimerkki 18. Ratkaise yhtalo |z| + 1 = 5.

Ratkaisu. Vahennetdan yhtalostd puolittain luku 1, jolloin yhtdlon vasem-
malla puolella on ainoastaan itseisarvolauseke. Nyt |z| = 4, misté saadaan
kaksi mahdollista ratkaisua, x = 4 tai x = —4. A

Itseisarvoyhtélosta |P(x)] = Q(z) saadaan funktion P(x) itseisarvon
mééritelmad kdyttden kaksi yhtdloa: P(x) = Q(z), kun P(x) > 0, ja
—P(x) = Q(z), kun P(z) < 0. Saatujen yhtéloiden ne ratkaisut, jotka to-
teuttavat yhtéaldille asetetut ehdot, ovat itseisarvoyhtalon ratkaisut.

Esimerkki 19. Milli muuttujan a arvoilla yhtils 6a = |1 — 4a?| — 3 on
voimassa?

Ratkaisu. Siirretdén ensin vakiotermi yhtélon vasemmalle puolelle, jolloin
saadaan on 6a + 3 = |1 — 4a?|. Nyt

9 1 — 4a?, kun 1 —4a®? >0
|1 —4a®| =
—(1—4a*)=4a®>—-1, kun1-—4a*<0.

Saadaan siis kaksi yhtilod, 6a + 3 = 1 — 4a?, kun —% <a <1 ja6a+

27
3 =4a®> -1, kun a < —% tai @ > 1. Ratkaistaan ensin yhtilé 6a + 3 =

2

1 — 4a®. Yhtélolle saadaan kaksi mahdollista ratkaisua, a = —1 ja a = —%.
Ensimméinen ratkaisu ¢ = —1 el toteuta ehtoa —% < a < %, joten se ei
voi olla yhtélén 6a + 3 = 1 — 4a? ratkaisu. Ratkaistaan seuraavaksi yhtilo
6a + 3 = 4a® — 1 ja saadaan sen mahdollisiksi ratkaisuiksi a = —3 ja a = 2.
Ratkaisu a = —% ei toteuta ehtoja a < —% tai a > %, joten se ei voi olla
yhtilon 6a + 3 = 4a® — 1 ratkaisu. Itseisarvoyhtélén 6a = |1 — 4a?| — 3
toteuttavat néin ollen muuttujan a arvot a = —% jaa=2. A
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Muotoa |P(z)| = |Q(z)| oleva itseisarvoyhtélo jakautuu itseisarvon méaa-
ritelmén nojalla kahdeksi eri yhtaloksi, P(z) = Q(z) ja P(z) = —Q(x). It-
seisarvoyhtélon |P(x)| = |Q(x)| ratkaisut ovat néin ollen yhtédléiden P(x) =
Q(z) ja P(x) = —Q(x) ratkaisut.

Esimerkki 20. Milld muuttujan x arvoilla yhtilo [3z% + 1| — |5z — 1] = 0
on voimassa?’

Ratkaisu. Siirretdén aluksi termi |5z — 1| yhtélon toiselle puolelle. Nyt yh-

talon kummallakin puolella on itseisarvolauseke, joten se jakautuu kahdeksi

vhtéloksi, 322 + 1 = 5z — 1 ja 322 + 1 = —(5x — 1). Ensimmaéisen yht&lon

ratkaisuiksi saadaan z = 1 ja x = % Jalkimmaisen yhtalon ratkaisut ovat

= —2jax = 0. Yhtdlo [3z% + 1] — [5z — 1| = 0 on téten voimassa, kun
5

x:—g,xzo,ngtaile. A

Niiden itseisarvoyhtéldiden, jotka eivit ole muotoa |P(z)| = r, |P(z)| =
Q(z) tai |P(z)| = |Q(z)|, ratkaiseminen on tyolaampéaa. Tallaisia itseisarvo-
yhtéloita tulee tarkastella osissa sen mukaan, milla muuttujan arvoilla kukin
yvhtélossa esiintyvistd itseisarvojen sisaltdmistéa lausekkeista on positiivinen
tai negatiivinen. Kun ratkaisu on jaettu eri tapauksiin, kukin saaduista yh-
taloista ratkaistaan normaalisti. Ratkaisuista ne, jotka kuuluvat tutkitulle
valille, ovat alkuperéisen itseisarvoyhtédlon ratkaisuja.

Itseisarvoepiyhtalo

Tarkastellaan aluksi kahta lausetta, joiden avulla voidaan ratkaista muotoa
Ir| <ajalr| > a,missd a € Ry jar € R, olevia itseisarvoepdyhtdlditd.

Lause 2.3. Olkoon a > 0 reaaliluku. Epdyhtdls |r| < a on voimassa kaikilla
r € R, jos ja vain jo0s —a < r < a.

Todistus. Todistetaan lause kahdessa osassa. Tutkitaan ensiksi tapausta r >
0. Nyt on voimassa |r| = r. Lisdksi koska a > 0 ja |r| < a, saadaan —a <
0 <r = |r| < a. Néin ollen on todistettu, etté jos |r| < a, niin —a < r < a.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd véite on tosi myos toiseen suuntaan. Oletetaan,
ettd —a <r < a. Koska |r| = r ja r < a, on voimassa |r| =r < a.
Todistetaan seuraavaksi tapaus r < 0. Alkuehdon a > 0 nojalla on voi-
massa 7 < 0 < a. Koska 7 < 0, nyt on voimassa |r| = —r. Tdmén nojalla
on voimassa —r = |r| < a, josta saadaan kertomalla puolittain luvulla —1
epayhtdlo r > —a. Yhdistetddn epayhtalot r < 0 < a ja r > —a ja saadaan
—a < r < a. Osoitetaan vaite vield toiseen suuntaan. Oletetaan, ettd r < 0
ja —a < r < a. Epayhtélostd —a < r saadaan a > —r kertomalla se puolit-
tain luvulla —1. Jélleen on voimassa |r| = —r, joten edellisestd epayhtalosté
saadaan edelleen —a < r = |r|. O
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Lisahuomiona todettakoon, ettd koska reaaliluvun r itseisarvo |r| > 0,
epayhtélo |r| < a on epéitosi kaikilla a < 0 ja r € R.

Esimerkki 21. Ratkaise epéyhtilé |2i — /2| < 3 muuttujan ¢ suhteen.

Ratkaisu. Koska 3 > 0, Lauseen @ nojalla on voimassa
—3<2i—V2<3.
Kaksoisepéayhtalosta saadaan
—34+V2<2i<3+V2

ja edelleen
5 + = <i< > + ! A
——+ —=<i< -+ —.
2 V2 2 V2
Lause 2.4. Olkoon reaaliluku a > 0. Epdyhtdlé |r| > a on voimassa kaikilla
r € R, jos ja vain jos r > a tair < —a.

Todistus. Todistetaan véite ensin vasemmalta oikealle. Olkoon nyt |r| > a.
Jos r > 0, niin |r| = r > a. Jos r < 0, niin on voimassa |r| = —r > a ja
edelleen r < —a. Viite on nyt siis todistettu vasemmalta oikealle.
Todistetaan viite seuraavaksi oikealta vasemmalle. Olkoon nyt r» > a tai
r < —a. Jos r > a, niin on voimassa r > a > 0. Tdmén nojalla |r| =r > a.
Vastaavasti jos r < —a, niin on voimassa r < —a < 0 ja |r| = —r > a. Koska
vaite on nyt todistettu molempiin suuntiin, se on tosi. 0

Koska reaaliluvun r itseisarvo |r| > 0, epayhtald |r| > a, missd a < 0, on
tosi kaikilla r € R.

Esimerkki 22. Milla reaaliluvuilla p on voimassa epéayhtalo
12p+ 3| — 1> V27

Ratkaisu. Lisatdan epayhtdloon aluksi puolittain luku 1. Nyt epayhtdlo on
muotoa

2p+3| > V2 +1.

Koska v/2 + 1 > 0, Lauseen nojalla on voimassa 2p + 3 > V2 +1 tai
2 +3 < —(vV2+1) = —/2 — 1. Epiiyhtilon 2p + 3 > V2 + 1 ratkaisu
on r > \/Li — 1, ja epéyhtilon 2p 4+ 3 < —v/2 — 1 ratkaisu on z < —\% — 2.
Alkuperéinen epayhtalo on siis voimassa, kun z > \/Lﬁ—l taix < —\%—2. A
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Kaikilla 7, s € R on voimassa |r + s| < |r| + |s|. Tété kolmioepéyhtéloksi
kutsuttua itseisarvoepayhtalon ominaisuutta kasitelladn tarkemmin Lausees-
sa 4.1 sivulla |57} Lisiiksi on voimassa |r| < |s|, jos ja vain jos r? < s?. Titi
voidaan kiyttda apuna ratkaistaessa epéayhtéloa, jossa on ainoastaan itseisar-
volausekkeet epayhtalon molemmin puolin.

Jos epéyhtélossia on useampia itseisarvolausekkeita ja lisdksi muita ter-
meja, on epayhtélo ratkaistava jakamalla se osiin. Itseisarvolauseke méari-
telladn paloittain, eli lauseke on erimuotoinen eri reaalilukuvileilla. Tasté
syysta epayhtaloa tulee tarkastella erikseen kullakin valilld ottaen huomioon
milloin kukin itseisarvojen sisélla olevista lausekkeista on positiivinen ja mil-
loin negatiivinen.

Esimerkki 23. Milld reaalimuuttujan u arvoilla epayhtald

3lu+ 1] — |2u — 3|
<

. 3 (5)

on voimassa?

Ratkaisu. Koska epéayhtélossd on nyt useampi itseisarvolauseke, epéayhtaloa
tulee ratkastella osissa. Selvitetdén ensiksi, milld muuttujan u arvoilla lausek-
keet u + 1 ja 2u — 3 ovat epanegatiivisia. Lauseke v 4+ 1 > 0, kun v > —1
ja 2u —3 > 0, kun u > % Tarkastellaan nyt epayhtaloa vileilla v < —1,
-1<u< % jau > % ja sijoitetaan itseisarvolausekkeiden paikalle itseisarvo-
madritelmén mukaan lausekkeen siséltod joko positiivisena tai negatiivisena.

Kun v < —1, sekd v+ 1 < 0 ettd 2u — 3 < 0, joten alkuperiisesta
epayhtélosta saadaan

—3(u+1) + (2u —3)

<3
3

ja sieventamalld edelleen —u < 15, joten epdyhtéld on tutkitulla vililla voi-
massa, kun —15 < u < —1.
Kun -1 < u < %, u+12>0ja2u—3 < 0. Epdyhtélosta saadaan
taten
3(u+1)+ (2u—3)
3

Sieventamaélld epayhtilod saadaan bu < 9 ja edelleen u < %. Epéayhtalo on
néin ollen voimassa tutkitulla valilla, kun —1 < u < %

Kun u > %, on voimassa u + 1 > 0 ja 2u — 3 > 0, joten epayhtélosté (b))
saadaan

< 3.

3(u+1) — (2u— 3)
3

< 3.
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Sieventamélla epayhtélod saadaan u < 3, joten tutkitulla vélilla epayhtélo
on voimassa, kun 2 < u < 3.

Yhdistamaélla eri vélien ratkaisut saadaan, etta epayhtélo on voimassa,
kun —15 < u < 3. A

2.5 Trigonometrinen epayhtalo

Kasitelldan lyhyesti trigonometrisiin funktioihin liittyvia yhtaloita ja epéyh-
taloita. Yleisimmét trigonometriset funktiot ovat sini, kosini ja tangentti se-
ki nédiden kaanteisfunktiot. Oletetaan, etté lukija tuntee nédiden funktioiden
médaritelmét ja tarkeimmét ominaisuudet.

Trigonometrinen yhtilo

Trigonometrisia funktioita sisdltévia yhtéloita ratkaistaessa on tarkead ottaa
huomioon funktioiden jaksollisuus. Mikéili yht&lo on muotoa s(«) = ¢, missé
s(a) on jokin trigonometrinen funktio, tarkastellaan sité ensin tietylld véalilla
ja lisdtaan ratkaisuun funktiolle ominainen jakso. Esimerkiksi muotoa sin o =
t tai cosaw = t, missa t € [—1, 1], olevat yht&lot ratkaistaan ensin vélilla [0, 27)
ja ratkaisuun lisdtaan jakso 2. Muotoa tan o = ¢, missd t € R, olevat yhtalot
ratkaistaan puolestaan ensin vililla (-7, 7) ja ratkaisuun lisitdén jakso 7.
Jos yhtdlo siséltda useamman kuin yhden trigonometrisen funktion, yhta-
164 ratkaistaessa kdytetddan hyvéksi trigonometristen funktioiden ominaisuuk-
sia ja laskukaavoja, jotta yhtélo saadaan sievennettyd muotoon s(a) = ¢. Té-
mén jalkeen yhtalo ratkaistaan normaalisti tarkasteluvali huomioon ottaen.

Esimerkki 24. Olkoon § < 0 < 7 ja cosf = —}—g. Maarité sin 26.

Ratkaisu. Tarkastellaan yht&lod sin? 0 +cos? 6 = 1 ja sijoitetaan cos§ = —12

13"
Nyt
122
in% 6 —— ) =1
sm” 0 + 13

ja edelleen

25
sin?f = —,
169
mistd saadaan
sinf = jzi.
13
Koska sin > 0 valilld [Z, 7], on oltava sinf = 3.
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Kaksinkertaisen kulman sini on sin 26 = 2sin # cos 6. Sijoittamalla tdhan

i — 5 - _12
sinf = % ja cosf = — {3 saadaan

sin 20 = 2 3 —1—2 :—@. A
13 13 169

Trigonometrinen epayhtalo

Trigonometrinen epéayhtéld voi sisaltdd joko yhden tai useamman trigono-
metrisen funktion. Epayhtaloa ratkaistaessa on syyta kiinnittad erityista huo-
miota siithen, milld muuttujan arvoilla tarkastelua tehddan. Lisdksi on hyva
muistaa, ettd funktiot sin v ja cos @ saavat arvoja ainoastaan valilla [—1,1].
Trigonometrisia epayhtéloitd voidaan ratkaista siirtdmaélla ensin kaikki
termit epayhtalon toiselle puolelle ja sieventamalla termeja kéyttden trigono-
metristen funktioiden ominaisuuksia ja laskukaavoja. Tavoitteena on paésté
tilanteeseen s(a) 70, missd ? on jokin epayhtélomerkki. Koska trigonomet-
riset funktiot ovat jatkuvia kaikkialla méaarittelyjoukossaan, voidaan laskea
funktion s(«) nollakohdat ja tarkastella funktion arvoja nollakohtien, vélin
paatepisteiden ja mahdollisten pisteiden, joita ei ole méaritelty, valilla.

Esimerkki 25. Milli muuttujan p € (0, §) arvoilla epéyhtdld
2sin® p > sin? p
on tosi?

Ratkaisu. Siirretdéan ensin kaikki termit epayhtalon vasemmalle puolelle, jol-
loin saadaan

2sin® p — sin p > 0.

Tasta saadaan
2sin psin? p — sin p > 0

ja edelleen
sin? p(2sinp — 1) > 0.

Funktio sin® p > 0, kun p € (0, %). Tulon nollasdénnén nojalla epéyhtéld on
tosi, kun 2sinp — 1 > 0. Ratkaistaan ensin sinp = % ja saadaan ratkaisut
p=7glap= %’r, joista vain p = % on annetulla vélilld (0, 7). Funktio sin p
on aidosti kasvava vililld (0, 3 ), joten sinp > 0, kun § < p < 7.

Epéyhtélo on siis tosi, kun § < p < 7. A
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2.6 Harjoitustehtavia

Tehtava 1. Ainejérjesto Deltan jasenisto koostuu padasaantoisesti Turun Yli-
opiston matemaattisten ja fysikaalisten tieteiden opiskeijoista. Vuonna 2017
ylemmaéan korkeakoulututkinnon suorittaneiden matemaattisten ja fysikaalis-
ten tieteiden opiskeijoiden péadaineet jakautuivat siten, ettd valmistuneista 9
opiskelijan padaineena oli fysiikka ja % péadaineena oli astronomy tai tahtitie-
de. Lisaksi lopuista tutkinnon suorittaneista puolet oli sovelletun matema-
titkan tai teoreettisen fysiikan opiskelijoita, ja loput 13 valmistuivat padai-
neenaan matematiikka. Kuinka monta Deltan jasentd vahintddn on suoritta-
nut ylemmaén korkeakoulututkinnon vuonna 2017, kun oletetaan, etta kaikki
edelld mainitut valmistuneet opiskelijat olivat Deltan jasenia?

Tehtava 2. Olkoon a € R . Osoita, ettd talloin on voimassa epayhtalo

a+—->2.

a

Vihje: (a —1)? > 0.

Tehtiva 3. Olkoot p, g € R,. Osoita, ettd talloin on voimassa epéayhtilo
P q

Sri>o
q P

Tehtava 4. Mitkd reaalimuuttujan w arvot toteuttavat sekd epayhtalon
4—w<2(w—-2)+7

ettd epayhtalon
w(b —w) > 2w?

Tehtdva 5. Madrita funktion f(k) = 1 — k* + ak — 3k — % nollakohtien
lukumaéara vakion a eri arvoilla.

Tehtava 6. Milla reaalimuuttujan p arvoilla juurilauseke
Vp? —8pP +4p
on maaritelty?

Tehtéva 7. Olkoon g(z) = z* — z. Milld muuttujan x arvoilla g(x) < 0, kun

Tehtava 8. Milla muuttujan ¢ € R_ arvoilla epéayhtalo

3
4+3t+t4z§t3+11t2

toteutuu?



2.6 HARJOITUSTEHTAVIA

Tehtava 9. (AMC 2004, A15) Olkoon —4 < x < —2 ja 2 <y < 4. Miki on

lausekkeen
r+y

T

suurin mahdollinen arvo?

Tehtava 10. Milla muuttujan x arvoilla kaksoisepayhtalo
—17<2x—-13<6—-5

on voimassa?’

Tehtéava 11. Ratkaise epayhtélo

x n 4 <
—+ - <z
2 x =
Tehtava 12. Mitkd reaalimuuttujan p arvot toteuttavat epayhtalon
2p—6 1

— <1?
p—3 p*—1

Tehtava 13. Mitkd muuttujan m € R arvot toteuttavat epayhtalon

3

2 - 9
m+1 2m — 5

Tehtava 14. Milla reaalimuuttujan ¢ arvoilla epayhtalo
it — V22 1] > |t — V2|
on voimassa?

Tehtava 15. Olkoon
|s|] >13s —2| —|s —1].

Mité arvoja muuttuja s € R voi saada?
Tehtava 16. Milla muuttujan p arvoilla epayhtalo
cos p < sin 2u
on tosi?
Tehtava 17. Mitkd muuttujan ¢ arvot toteuttavat epayhtalon

tan¢g + 1 <0,
tangp — 1 —

kun ¢ € [0,27)7
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3 KLASSISIA EPAYHTALOITA

3 Klassisia epayhtaloita

"And don’t worry about the bits you can’t
understand. Sit back and allow the words to
wash around you, like music.”

— Roald Dahl, Matilda

Téasséd luvussa esitellddn ja todistetaan muutamia klassisimpia epayhtéa-
16ita. Jokaisen epadyhtédlon historiasta ja kayttokohteista kerrotaan muuta-
malla lauseella, ja kunkin epayhtéalon kiaytosta on heti epayhtalon todistuk-
sen jélkeen esimerkki. Ensiksi tarkastellaan Cauchy—Schwarzin epayhtaloéa
ja keskiarvoepéyhtéloa, josta kiytetddn nimitystda AGHK-epéayhtélo. Néiden
jalkeen tulevat Holderin epayhtéld, Minkowskin epayhtéld, suuruusjarjestyse-
payhtélo seka TsebySovin summaepayhtalo. Luvun loppuun on koottu epayh-
taloihin liittyvia harjoitustehtévia.

3.1 Cauchy—Schwarzin epayhtalo

Seuraavalla epdyhtalolla on monta nimeéd: Cauchyn epdyhtéld, Schwarzin
epayhtdlo, Cauchy—-Schwarzin epayhtdlo, Bunjakovski-Schwarzin epéyhtalo
ja Cauchy—Bunjakovski—Schwarzin epéyhtélo, joiden lisdksi muitakin kom-
binaatioita nimistd Cauchy, Schwarz ja Bunjakovski on varmasti 16ydetté-
vissd. Epayhtdlon on ensimmaéisend maéaritellyt ranskalainen matemaatikko
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) muistiinpanossaan, joka ilmestyi kirjas-
sa Cours d’analyse: Analyse Algébrique [T, s.373-375| vuonna 1821. Vik-
tor Jakovlevits Bunjakovski (1804-1889), vendldinen matemaatikko, yleisti
epayhtélon koskemaan integraaleja vuonna 1859 [6]. Bunjakovskin todistus
ei ollut yleisesti tunnettu, ja vuonna 1885 myo0s saksalainen matemaatikko
Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) todisti epayhtdlon integraalimuo-
don [40, s.315-362|. Epéyhtélon vaiheista on tarkemmin kirjoittanut Steele
kirjassaan The Cauchy-Schwarz Master Class [44].

Cauchy—Schwarzin epdyhtdlélld on erittdin paljon kiyttokohteita niin sar-
jojen yla- ja alarajojen tarkastelussa, integraalilaskennassa kuin vektorilas-
kennassa. Cauchy—Schwarzin epayhtalo on siksikin erittdin térked, ettd sen
avulla voidaan todistaa lukuisia muita epayhtaloitd. Myohemmin, Lemmas-
sa[3.5] todistetaan aritmeettis-kontraharminen epéyhtélé Cauchy—Schwarzin
epayhtéloa kayttaen.

Lause 3.1 (Cauchy—Schwarzin epéyhtéld). Olkoot aq,as,...,a, € R ja
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3.1 CAUCHY-SCHWARZIN EPAYHTALO

bi,bs, ..., b, € R. Tdlléin on voimassa

n 2 n n

Yhtasuuruus on voimassa, jos ja vain jos on olemassa sellainen luku s € R,
etti ay, = sby, kaikilla k € {1,2,...,n}.

Todistus. Todistus pohjautuu Halmetojan [14, s.70-72| ja Dragomirin [12]
s.9-10] todistuksiin. Méaritelladn polynomifunktio f: R — R

n

FO) = (ar + Abe)*.

k=1

Oletetaan, ettd vihintddan yksi luvuista by, bo, ..., b, on nollasta eroava,
silld jos by = by = --- = b, = 0, lause on triviaalisti voimassa.
Nyt kaikilla A € R

n

FO) = (ax + Aby)?

k=1

= (6} + 2hagbi + \b})

k=1
k=1 k=1 k=1

Koska epdyhtdlo f(A) = >.p_ (ar + Abg)* > 0 on selviisti aina tosi, toi-
sen asteen polynomifunktio f(A) = A >0 b +2X> "0 apby + > p_, ai on
epinegatiivinen kaikilla A € R. Niin ollen funktiolla f(\) on enintdén yksi
nollakohta, misté seuraa, ettd diskriminantti

n 2 n n
4 (Zakbk> —4Za§2bi <0.
k=1 =

Siirtdmalld toinen termi epayhtélon oikealle puolella ja jakamalla puolittain

luvulla 4 saadaan )
(Sun) <33
k=1 k=1

k=1

joten epiyhtald (6]) on tosi.
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3 KLASSISIA EPAYHTALOITA

Todistetaan lopuksi yhtédsuuruusehto. Funktion f(A) diskrimininantti

n 2 n n
4<Zakbk> —4) ap Y =0, (7)
k=1 k=1

k=1

jos ja vain jos funktiolla f(X) on tarkalleen yksi nollakohta. Nyt

n

FO) = (ar + Ab)? =0,

k=1

jos ja vain jos a, + Abp = 0 eli ap = —Abg. Olkoon nyt s = —\. Yhtéalosta
saatava yhtdsuuruus

n 2 n n
k=1 k=1 k=1

on tdten voimassa, jos ja vain jos on sellainen luku s € R, ettd a; = sby
kaikilla k& € {1,2,...,n}. ]

Esimerkki 26. Olkoon a?+b*+c? = 1. Méérita yliraja lausekkeelle 7a+5b+c
kdyttiden Cauchy—Schwarzin epayhtaloa.

Ratkaisu. Cauchy—Schwarzin epayhtdlon (Lause nojalla on voimassa
(7Ta +5b+c)® < (7> + 52 + 1) (a® + b* + &2).

Sievennetiin epayhtilon oikeaa puolta ja sijoitetaan a® + b% + ¢ = 1, jolloin
saadaan
(Ta+5b+¢)* <75-1=T15.

Otetaan epayhtélostd puolittain nelidjuuri ja saadaan
Ta +5b+c < V75 = 5V3.
Lausekkeelle 7a + 5b + ¢ saatiin titen yliaraja 5v/3. A

Esitelladn Cauchy—Schwarzin epéayhtalon kiyttoa myos toisella, 1ahteestéa
[54] 16ytyvalla, esimerkilla.

Esimerkki 27. Olkoot aq, as, ..., a, sellaisia reaalilukuja, ettd a; +as+- - -+
a, = 1. Osoita, ettd tdten on voimassa

1
a%+a§+~~+aizﬁ.

34



3.2 AGHK-EPAYHTALO

Ratkaisu. Kéytetadan Cauchy—Schwarzin epédyhtalod (Lause .

(af+ a3+ +a2)(b] + b3+ +b2) > (a1by + agbs + -+ + axb,)?,  (8)
missé by = by = --- = b, = 1. Nyt epayhtalo on muotoa

(@ +ay+-+a2)(P+1+ - +1%)>(ay-14+ag-1+---+a,-1)

ja edelleen
(a2 +a3+--+a2)n>(ay+ay+ - +ay). (9)

Ehdon a; 4+ as + - - - + a, = 1 nojalla saadaan epayhtalosta @ edelleen
(af+a3+---+a2)n> 1.

Jaetaan epayhtalo puolittain luvulla n. Nyt
ﬁ+@+m+ﬁ2%

mikd on haluttu epayhtald. A

3.2 AGHK-epayhtalo

Positiivisille reaaliluvuille ay, as, . .., a, > 0 maaritellidn
n : :
H=—— =, (Harmoninen keskiarvo)
a_ _l_ — _l_ .. + —_
1 az an
= Jaras - ay, (Geometrinen keskiarvo)
ay +as+ -+ an . : : :
A=-1172 " ja (Aritmeettinen keskiarvo)
n

2 +adt- e+ a
_arapt n. (Kontraharmoninen keskiarvo)
ar+as+---+ay,

Tutkitaan seuraavaksi epayhtaloité, jotka koskevat edelld mainittuja keskiar-
voja.

Ensiksi esitellddn yksi tunnetuimmista ja kdytetyimmistd epayhtalois-
ta: aritmeettista keskiarvoa A = w ja geometrista keskiarvoa
G = /ajay---a, koskeva epdyhtdlo, josta kaytetddn nyt myos lyhennet-
tyd nimed AG-epayhtilo. Euklides on todistanut [I7, s. 185-186] epéayhté-
16n vab < 1(a + b) kahdelle positiiviselle luvulle, vaikkakin hinen todis-
tuksensa késitteli varsinaisesti suuruuksien suhdetta. Cauchy todisti ensim-
méisend epéayhtalon kaikille positiivisille reaaliluvuille. Téma todistus, jonka
Cauchy tekee kdyttden induktiota, 10ytyy hénen vuonna 1821 ilmestyneesté
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3 KLASSISIA EPAYHTALOITA

teoksestaan Cours d’analyse: Analyse Algébrique |7, s. 375-377]. Aritmeettis—
geometrinen epayhtalolle 16ytyy lukuisia eri todistuksia, joista 52 16ytyy kir-
jasta [5l s. 56-89]. Seuraavaksi esitettéva todistus seuraa kirjasta [2, s. 5459
loytyvéa todistusta.

Lemma 3.2 (Aritmeettis—geometrinen epayhtald). Positiivisille reaaliluvuil-
le ay,as,...,a, on voimassa

ay+as + -+ an
n

> {faraz - an, (10)

missd yhtasuuruus pdatee, jos ja vain jos a3 = Ay = -+ = Qy,.

Todistus. Todistetaan epayhtalo ensiksi tapauksessa n = 2™, minké jal-
keen jatketaan todistamalla epayhtalo yleisesséd tapauksessa.

Tapaus n = 1 on triviaali. Tarkastellaan epayhtaloa , kun n = 2.
Saadaan

ai + as

5 > \Jaias (11)
M + araz > Jaras.

2

Vihentamalld puolittain /ajas saadaan (/a1 —+/az)* > 0, miké on tosi, kun

muuttujat a;, a; ovat epanegatiivisia. Liséksi (/a1 — y/az)* = 0, jos ja vain

jos a; = as. Tapauksessa n = 2 epayhtalo on siis voimassa.
Todistetaan epayhtdlé seuraavaksi tapaukselle n = 4. Sijoitetaan epayh-

taloon (10) ay = 9E%2 ja a, = 2494 jolloin saadaan

a1+a2—|—a3+a4> aj + as as + aq
4 - 2 2 '

Toistetaan epayhtalo oikean puolen juuren sisélla ja saadaan edelleen

CL1+CL2+CL3+CL4> CL1+CL2 CL3+CL4
4 - 2 2

> \/Va1a2+/asay
= \4/ a1a20a3a4.

Toistamalla taté sijoitusmenetelméaéd voidaan todistaa epéayhtélo , kun
n = 2" ja muuttuja m on epanegatiivinen kokonaisluku.
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3.2 AGHK-EPAYHTALO

Seuraavaksi tulee osoittaa, ettd epayhtéilo on voimassa myos kaikilla muil-
la positiivisilla reaaliluvuilla. Tarkoituksena on osoittaa, ettd epayhtalon ol-
lessa voimassa muuttujalle n, se on yhté lailla voimassa muuttujalle n — 1.

Sijoitetaan epédyhtéaloon (10) a, = %, missd n > 2. Muut

muuttujat epéyhtalossé sdilyvit muuttumattomina. Nyt epayhtélosta

saadaan

+ag+etan
a1+a2+...+an_1+w

n—1

n
a1+a2+--~+an_1
n—1 ’

> /arag - - Gpq v
Todistetaan seuraavaksi, etta

aitaz+-+an—1
ar+ax+ -+ ap_1+ n—1 ap+as+ -+ ap—1

(13)

n n—1

Tutkitaan ensiksi lauseketta @) + %, jolle on voimassa

0+ Q :Q<n—1+1):Q n__ nQ

n—1 n—1 n—1 n—1

Jakamalla saatu yhtélo
Q _ nQ
n—1 n-—1

Q+

puolittain positiivisella muuttujalla n saadaan

Q+:5 _ Q

n n—1

Sijoittamalla tdhin Q = a; + ag + - -+ + a,—1 saadaan yhtls (13, joka on
taten tosi.
Sijoitetaan seuraavaksi yhtélo epayhtaloon . Merkitadn R =

% ja S = ajay - - a,_1, jolloin saadaan

R> S=Rw.

Tama epayhtélod voidaan kirjoittaa muodossa

ja edelleen



3 KLASSISIA EPAYHTALOITA
Korottamalla epéayhtélo puolittain potenssiin—*; saadaan
n—1 # 1 ﬁ
()= ()

R> S,
Epéayhtalo on nyt muotoa

josta seuraa

a1+a2+---+an_1
n—1

> "Yarag - ap_q,

mikéd on haluttu tulos.
Néamaé kaksi saatua tulosta voidaan yhdistéd, jolloin saadaan todistettua
epayhtalo kaikilla kokonaisluvuilla n > 1. O

Esimerkki 28. Suorakulmion piiri on vakio p = 2x 4 2y. Osoita, etté suo-
rakulmion pinta-ala A on mahdollisimman suuri silloin, kun suorakulmio on
nelio.

Ratkaisu. Suorakulmion suurin arvo saadaan AG-epayhtalon avulla. Epayh-

talosta
Tr+y

VI < =

saadaan korottamalla molemmat puolet nelioén

2

r+vy

<[ ——=Z
Z/_< 5 ),

missd ry = A. Sijoitetaan saatuun epéyhtdloon y = § — x. Nyt

AS(L

) -6

joten pinta-ala A on aina pienempi kuin (%)2. Yhtasuuruus patee, kun z =y,
jolloin ehdosta p = 2z +2y = 22+ 2z saadaan z = £. Pinta-ala saa néin ollen

DO (I3

. 2 . .
suurimman arvonsa, A = ({z’) , kun # = y = £ eli suorakulmio on neli6. A

Esimerkki 29. Osoita, ettd epayhtilo

a2 ¥ A b ¢ a
e e ene 14
b2+c2+a2_a+b+c (14)

on voimassa positiivisille reaaliluvuille a, b ja c.

38



3.2 AGHK-EPAYHTALO

Ratkaisu. Kaytetaan AG- epayhtaloa epayhtélon ((14) vasemman puolen kah-
teen ensimmaiseen termiin % 72 ja 1’2 Nyt

2 2
2—2—1—2—2 a? - b2
>4/ ;
2 b2 - c?

mistd saadaan sieventamalla

a?  b? /a2

Epéayhtalon vasemman puolen termeistd saadaan vastaavasti myos

v b2 b

——i-?Z? a_QE (16)
ja
2 2 2
S+ 5= (17)
Lasketaan epéyhtalot , ja yhteen. Saadaan
a2 o 2 2 2
b_2+_2+_2+_2+_2+b_2_2_+25+2b’

Tama on alkuperédinen epayhtéld, joka on néin ollen tosi.

Osoitetaan lopuksi, ettd aritmeettis—geometrista epayhtiloa ei voida so-
veltaa suoraan annettuun epayhtdloon. Kéytetddn AG-epayhtilod ensin
epayhtélon vasemmalle puolelle, jolloin saadaan

2 b2 2
Z_2+c_2+2_2> sla? - b2 c?
3 — V2.2

ja sieventdmalla edelleen
a? v
E—FE—F;ZI-S:S.
Epéayhtalon oikealle puolelle saadaan vastaavasti AG-epayhtéloa kéytté-
malla ,
ot ite S 8 b-c-a.
3 “Va-b-c
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3 KLASSISIA EPAYHTALOITA

Tamaé sievenee edelleen muotoon
b
44 f>1.3=-3
a b ¢

Edella saatujen tulosten perusteella ei voida osoittaa, ettd epayhtalo (14
olisi tosi. A

Seuraavaksi esitelladn geometrista keskiarvoa G = aias---a, ja har-

monista keskiarvoa H = ﬁ tarkasteleva GH-epayhtalo. Epayhta-
aj ag an

16n todistus pohjautuu kirjasta [30, s. 27-30] 16ytyvéédn todistukseen.

Lemma 3.3 (Geometris—harmoninen epayhtéld). Positiivisille reaaliluvuille
ai, g, ..., Ay ON VOUMASSG

n

< ¥ajas - - a,. 18
SEELEE T "

Todistus. Epayhtialon todistus seuraa helposti AG-epayhtélosta . AG-
epayhtédlon mukaan positiivisille kokonaisluvuille aq, as, . .., a, on voimassa

a1+a2+---+an
n

> Majag - - Q.

Koska aq,as,...,a, € R+, niin myo6s niiden kdanteisluvut -+ a—12,. i E
R, , jolloin Lemman 2| ehdot tayttyvat. Kayttamalla AG- epayhtaloa
saadaan

ettt 11 1
77.>71

n - aq as Ay,
1
a1G2 Qp, ’

mistd ottamalla kddnteisluvut puolittain saadaan edelleen

< Yajias - - ay. ]

n
141441
ay as

Esimerkki 30. Osoita, ettd epayhtilo

r+y—+=z

Jryz

on voimassa, kun reaaliluvut z,y, z > 0.

>3

40



3.2 AGHK-EPAYHTALO

Ratkaisu. Ehdon z,y, z > 0 nojalla on voimassa myds <, i, % > (. Kéytetadn

geometris—harmonista epayhtaloa (Lemma termeille %, i ja % Epéayhtalo
on muotoa

3 1 1 1
T+T+1 Ty z
x Y z
Sievennetadn epéyhtalod, jolloin
_ 3 s
rT+y+z \ xyz
Koska z, y, 2>0, saadaan
3 1
<

r+y+z " Yryz
Kerrotaan epayhtélo puolittain summalla = + y + 2z > 0. Nyt

< r+y—+z

SS e

miké on haluttu lopputulos. A

ja harmonista
koskeva epéyhtélo, AH-epéayhtalo.

Maaritelladn myos aritmeettista keskiarvoa A =

keskiarvoa H = ——2%—+
Lily .+ L
1 a an

aitao+--+an
n

Seuraus 3.4 (Artimeettis-harmoninen epayhtald). Positiivisille reaaliluvuil-
le ai,as,...,a, on voimassa

n ay+ay+---+ay,
. 19
To1....4L°S n (19)
al a an
Todistus. Epéayhtilo seuraa Lemmoista [3.2] ja [3.3] O

Esitelladn ja todistetaan AK-epayhtdlo aritmeettiselle keskiarvolle A =
24624 ta?
w ja kontraharmoniselle keskiarvolle K = % Epéyhtalon

todistus on yksityiskohtaisempi versio Halmetojan [14, s.3-4] todistuksesta.

Lemma 3.5 (Aritmeettis—kontraharmoninen epéyhtéld). Positiivisille reaa-
Liluvuille aq, as, . .., a, on voimassa

G tat-tan _aitai+--+ag
n S artaxt -t ay

(20)
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Todistus. Sovelletaan Cauchy—Schwarzin epayhtaloa @ Sijoitetaan b, = 1
kaikilla k =1, ..., n epayhtaloon @, jolloin saadaan

k=1 k=1

ja edelleen
n 2 n
PED
k=1 k=1
Jakamalla epéyhtdlo puolittain summalausekkeella > 7| a; saadaan

n n 2
_1a
§ :ak S nZkfl k

—1 2 ko1 Ok
Jaetaan epéyhtélo edelleen puolittain muuttujalla n ja saadaan

ZZ:1 ak < 22:1 ai
n N ZL ar’

mikéd on epayhtélo . O]

Esimerkki 31. Olkoot x,y, z > 0 reaalilukuja. Osoita, ettd talléin on voi-
massa epayhtalo

(z+y+2)? <

o2 +yr 422 T
Ratkaisu. Sijoitetaan aritmeettis—kontraharmoniseen epéyhtdloon (Lemma
positiiviset muuttujat x, y ja z. Epayhtéloé on muotoa

TH+y+z <x2+y2+z2
3 - r+ytz

Epéyhtalon molemman puolen nimittajéit ovat positiivisia, joten kerrottaessa
epayhtélo puolittain positiivisella termilla 3(z + y + z) saadaan

(x 4y +2)2 <3(2® + 9%+ 2%).
Jaetaan lopuksi positiivisella summalla (z? + y? + 2?) ja saadaan

(x+y+2)? <
24y + 22
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3.3 HOLDERIN EPAYHTALO

Lopulta Lemmoista [3.2] [3.3] ja [3.5] yhdistamailla saadaan monikédyttoinen
ja erittdin hyddyllinen epayhtialo, AGHK-epayhtalo.

Lause 3.6 (AGHK-epéyhtalo). Positivisille reaaliluvuille ay, as, ..., a, >0
on VoIMassa

H<G<A<K, (21)
missa
H= nLl, (Harmoninen keskiarvo)
Zk:l ar
G = (H ak> : (Geometrinen keskiarvo)
k=1
1 n
A=— Z ax ja (Aritmeettinen keskiarvo)
n
k=1
no 2
K = M. (Kontraharmoninen keskiarvo)
D=1 @k
Todistus. Seuraa Lemmoista [3.2] [3.3]ja [3.5] O

3.3 Holderin epayhtalo

Esitelldén ensin painotetuille keskiarvoille méaritelty AG-epéayhtéld, jota kiy-
tetddn todistettaessa Hélderin epdayhtdldd.

Lemma 3.7 (Painotettu aritmeettis—geometrinen epayhtéld). Epdanegatiivi-
sille reaaliluvuille uy, us, ..., u, ja posititvisille reaaliluvuille oy, o, ..., oy,
joiden summa oy + g + -+ - + o, = 1, on voimassa

uPtug? - ulm < aqug + aoug + -+ Q. (22)
Todistus. Epéayhtdlo voidaan todistaa kiyttden Jensenin epayhtélod (Lause
4.13) konkaaville funktiolle f(x) = Inx. Jensenin epayhtilo esitellddn vasta
myochemmin, joten sivuutetaan tarkempi todistus ja jatetaan se lukijalle. [

Holderin epayhtéalon on sen nimesta huolimatta todistanut ensimmaéisena
englantilainen matemaatikko Leonard James Rogers (1862-1933). Rogersin
todistus julkaistiin vuonna 1888 ilmestyneessé artikkelissa [36]. Vuotta myo-
hemmin, vuonna 1889, saksalainen matemaatikko Otto Hélder (1859-1937)
todisti [19] saman, vaikkakin eri muodossa olevan, epiyhtélon. Nykyisessa
muodossaan epéayhtdlon on ensimmaéisend esittdnyt unkarilainen matemaa-
tikko Frigyes Riesz (1880-1956) [35, s.455-457|. Epéyhtélod, joka on tullut
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tunnetuksi Holderin epayhtélona, voitaisiin tdmén perusteella kutsua myos
esimerkiksi nimelld Rogers-Holder—Rieszin epayhtalo. Holderin epéayhtéalon
vaiheista on tarkemmin kirjoitettu teoksissa [25] ja [44].

Hoélderin epayhtaloa kidytetdan arvioimaan summalausekkeita. Esimerkik-
si Minkowskin epéayhtélo (Lause voidaan todistaa Hoélderin epéyhtélon
avulla.

Lause 3.8 (Holderin epiyhtild). Olkoot p,q > 1 ja % +§ = 1. Kaikilla
epanegatitvisilla luvuilla aq, . .., a, ja by, ..., b, on voimassa

i akbk S (i ai) (i bZ) ' . (23)

Seuraavaksi lapikaytéava todistus perustuu kirjoissa [30, s. 50-51] ja [44],
s. 136] oleviin todistuksiin.

=

Todistus. Aloitetaan tutkimalla painotettua aritmeettis—geometrista epayh-
talod (Lemma tapauksessa n = 2. Epayhtéalo on nyt muotoa

utug? < ajug + agus.

1

Sijoitetaan edelliseen a = uy’, b = u3*, & =

a1 ja é = «w, jolloin saadaan

edelleen
ab < 1ap - 1bq. (24)
p q
Jatketaan todistusta sijoittamalla epayhtaloon luvut a = #’zai ja
b= ﬁibi’ missd k = 1,2, ..., n. Lasketaan saadut epayhtalét yhteen, jolloin

niiden summa on epayhtalo

by + agby + -+ anbn _ laf+ay+ - +adh 16 +b5+- - +0b]
n 1 n L — n L\P n L1N\G
(D meran)? O bh)e p ((Zk:l ai)”) q ((Zk:l bi) q)
miks sievenee muotoon

> k1 @br < 12221 aj, 1 122:1 by
1 1 — n n )
(Cry )P (T b)r — Pk 0k 420k b

ja edelleen muotoon

" 11
iy i <-4-=1 (25)

(ko ap)r (i o) P4
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3.4 MINKOWSKIN EPAYHTALO

Kertomalla epéayhtélo puolittain vasemman puolen jakajalla, saadaan
haluttu epayhtalo

LA

1
n n ) n q
San< (3a) (Yu) :
k=1 k=1 k=1
Holderin epéyhtélo tapauksessa p = ¢ = 2 tunnetaan Cauchy—Schwarzin
epéyhtilond (Lause [3.1]).
Esimerkki 32. Osoita, etté positiivisille reaaliluvuille a, b ja ¢ on voimassa
epayhtalo
at + bt + > aPb+ bPe+ Aa.
Ratkaisu. Sijoitetaan Holderin epayhtéloon luvut a; = a®, ay = b3,
as = c3, by = b, by = ¢ ja b3 = a, jolloin saadaan

avpy L
a®b+bPc+ a < ((a®)’ + (b°)" + (2)7)? (b4 1 + aq)% :
Maaritelladn muuttujat p ja ¢ siten, etté epayhtélon oikealla puolella olevien
muuttujien eksponentiksi saadaan luku 4. Tama toteutuu, kun p = % ja
q = 4, jolloin i + é = 3+ 1 =1, miké téyttidd ehdot Holderin epiyhtélon

(Lause toteutumiseen. Nyt saadaan

]

@b+ b3+ ABa < <(a3)% + (63)% + (03) %> (b4 +ct a4)i

= (a4 + bt + 04)% (a4 + b+ 04)%

=at+ 0" + AN
3.4 Minkowskin epayhtalo

Minkowskin epdyhtalé on yleistys Euklidisen avaruuden R™ kolmioepayhtéa-
161le

n

Z(&k+bk)2 S ZG%‘F sz,
k=1 k=1

k=1

missi ag, by € R. Saksalaisen matemaatikon Hermann Minkowskin (1864—
1909) mukaan nimetty epayhtélo esiintyi ensimmaéisen kerran Minkowskin
teoksessa Geometrie der Zahlen vuonna 1896 [50, s. 205].

Lause 3.9 (Minkowskin epayhtéld). Olkoon reaaliluku r > 1. Olkoot lisiksi

epanegatitviset reaaliluvut ay, ..., a, ja by, ..., b,. Tdalloin on voimassa
1 1 1
(Z(ak + bk)r) < (Z a;> + (Z b;;) : (26)
k=1 k=1 k=1
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3 KLASSISIA EPAYHTALOITA

Todistus. Todistus seuraa Mitrinovi¢in todistusta [30, s. 55]. Kirjoitetaan en-
siksi epéayhtalon vasemman puolen summalauseke muodossa

Zak—i-bk Zak ak—i-kal—i-Zbkak—l-bk (27)
k=1

ja sovelletaan Lauseessa [3.8| olevaa Holderin epéyht#los saadun yhtilon
vasemman puolen summalausekkeisiin. Néin saadaan epayhtalot

Zak ap +by) T < (Z ak> (Zn: ay + bk)q(’"_l)> q
k=1
ja
" !
Zbk ag + b)) < (Z b;;) (Z a +bk)q<”>> .
k=1

Lauseen ehtojen mukaan 1 + = = 1, mistd saadaan q = . Talla sijoi-
tuksella ja yllaolewa epayhtalmta kayttaen epiyhtilo (2 saadaan muotoon

Zn:(ak +0y)" < <2”: GZ) T (i(ak + bk)r>

k=1 k=1 k=1

(59 (5e)
(29 (29 o)’

Jakamalla epayhtalo puolittain oikean puolen jalkimmaisella tulontekijalla ja
kiyttamalld aiemmin mainittua sijoitusta % = ’";—1 saadaan

(Zwk - W‘)T < (Z k> + (Z bz) N
k=1 k=1 k=1

miké on alkuperéinen epéyhtélo (26)). O

1

Esimerkki 33. Osoita, ettd positiivisille reaaliluvuille a ja b on voimassa

V3a2 + (b+a)2+ /302 + (a+ D)2 > V7(a+b). (28)
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3.5 SUURUUSJARJESTYSEPAYHTALO

Ratkaisu. Sijoitetaan Minkowskin epayhtaloon

Vi a8 183> a0+ (a + b (20)

positiiviset muuttujat a1 = v/3a, as = b+ a, by = V/3b ja by = a + b. Nyt
epayhtalon (28]) vasemmasta puolesta saadaan epayhtalod kayttaen

V302 + (b+ a)? + /302 + (a + D)2

= (Via) 4 0 (V3D) + (as by
> \/(\/§a+\/§b>2+ ((b+a) + (a+Db))*
- \/<\/§(a—l— b))2 +(2(a +0))*

= /3(a+b)2 + 4(a + b)?
=V7(a+0).

Epéayhtalo

V3a2 + (b4 a)? + /30 + (a + b)2 > VT(a +b),

on siis voimassa positiivisille reaaliluvuille a ja b. A

3.5 Suuruusjarjestysepayhtalo

Suuruusjdarjestysepdyhtilon idea on yksinkertaisinta selittdd esimerkiksi ra-
han avulla. Oletetaan, ettd poydalld on 5 euron, 20 euron ja 100 euron setelei-
td, ja niitd saa ottaa yhteensd kymmenen kappaletta niin, ettd ensimmaisté
setelid saa ottaa kaksi kappaletta, toista setelid kolme kappaletta ja kolmatta
setelid viisi kappaletta. Suurimman rahaméirian saa ottamalla aina mahdol-
lisimman véhén pienempiarvoisia seteleitd ja mahdollisimman paljon suu-
rempiarvoisia seteleitd, eli tdssé tapauksessa kaksi 5 euron, kolme 20 euron ja
viisi 100 euron setelid, jolloin rahasumma on 570 euroa. Vastaavasti pienim-
mén summan, 285 euroa, saa ottamalla setelit painvastaisessa jarjestyksessa.
Suuruusjarjestysepéayhtéilon avulla voidaan siis laskea suurin ja pienin arvo
kahden joukon alkioista muodostettujen parien tulojen summalle.

Madritelladn aluksi permutaatiofunktio o(k): Muuttujan k kiydessa lapi
arvot 1,2,...,n permutaatiofunktio o(k) on sellainen, ettd se saa jokaisen
arvoista 1,2, ..., n tarkalleen yhden kerran. [15] s. 260]
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3 KLASSISIA EPAYHTALOITA

Lause 3.10 (Suuruusjarjestysepéayhtald). Jos reaaliluvuille aq,as, .. ., a, ja
bi,ba, ..., b, pitee a1 < as < --- < a, ja by < by < --- < b, ja lisdksi
bo(1), bs(2), - - - > bom) On jokin lukujen by, by, ..., b, permutaatio, niin on voi-
massa

Z apbp_py1 < Zakba(k) < Z agby. (30)
k=1 k=1 k=1

Todistus. Todistus seuraa teoksesta [49, s.26] loytyvdé todistusta. Todiste-
taan oikeanpuoleinen epéyhtéalo. Tutkitaan aluksi tapausta n = 2. Olkoot
reaaliluvut a; < ag ja by < be. Nyt epayhtélo (as — aq)(be — b1) > 0 on sel-
vasti voimassa, silla kumpikin vasemman puolen tulontekijoistd on epanega-
tiivinen. Kerrotaan vasen puoli auki ja siirretdéan termeja epayhtalon toiselle
puolelle, jolloin saadaan

a1b1 + GQbQ Z a1b2 + agbl.

Tama on haluttu suuruusjérjestysepayhtalo, joten lause on voimassa ainakin
tapauksessa n = 2.

Tutkitaan seuraavaksi yleista tapausta. Olkoot a1 < ay < --- < a, ja
bo(1), bo(2)s - - > bo(n) lukujen by, by, ..., b, sellainen permutaatio, ettd summa
S = a1by1) + a2by(2) + -+ + apbo(n) saa suurimman arvonsa. Oletetaan, etta
i < jja bo(s) > by(j) jollakin indeksien i, j € {1,2,...,n} arvoilla. Tapauksen
n = 2 nojalla nyt on voimassa a;bs(j) + a;jbs) = aibs(y + a;bs(;), mikd on
ristiriidassa sen kanssa, ettd summan S arvo on mahdollisimman suuri. Téten
on oltava a; = a; kaikilla ¢ < j, joille by(;) > by(;) tai vaihtoehtoisesti by (1) <
boi2) < +++ < bg(n), jotta summan S arvo on maksimoitu. Ensimmaisessa
tapauksessa lukujen b,(;) ja bs(;) jarjestystd voidaan vaihtaa, jolloin myos
jalkimmaéinen ehto by(1) < by2) < -+ < bg(n) Oon voimassa. Néin ollen ehto
bo(1) < boga) < -+ - < by on riittdva ja summa S saa suurimman mahdollisen
arvonsa.

Vasemmanpuoleinen epayhtilo todistetaan vastaavasti sijoittamalla per-
mutaatiofunktion b,y sijasta —by ). O

Esimerkki 34. Osoita, ettd luvuille 0 < a < b < ¢ on voimassa
at+ '+ > dPb+ e+ Pa
Ratkaisu. Joukkojen {a3, b, 3} ja {a, b, c} jisenet on jirjestetty samansuun-
taisesti, eli kummassakin joukossa alkiot suurenevat. Nyt voidaan kayttad
suuruusjarjestysepayhtéloa (Lause [3.10)), josta saadaan
aa+ 020+ Ae> aPb+ e+ Ea
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3.5 SUURUUSJARJESTYSEPAYHTALO

mika on yhtéapitava epayhtalon
at + bt + > aPh+ e+ ta
kanssa. YA

Esimerkki 35. Olkoot z, y, z € R,. Osoita, ettd Nesbittin epayhtélo (Lause

1)

x Y z

3
+ + >3
y+z z4+zx x4y 2

on voimassa.

Ratkaisu. Todistus seuraa kirjasta [20, s.16] 16ytyvda Nesbittin epayhtélon
todistusta. Todistetaan epayhtdlé suuruusjirjestysepdyhtilon (Lause
avulla. Jotta suuruusjarjestyspayhtéloa voidaan kayttad, muuttujille on maa-
riteltéva suuruusjérjestys. Epayhtédlo on symmetrinen muuttujien z, y ja z
suhteen, joten voidaan maéaritelld * > y > z. Téten voimassa =z + y >
z+x > y+ z, josta saadaan edelleen yiz > Z_ch > x%y Joukkojen {z,y, z}
ja {ﬁ, Zﬁ, ﬁy} jasenet on nyt jarjestetty samansuuntaisesti laskevaan jar-
jestykseen. Suuruusjérjestysepayhtalon nojalla néille joukoille on voimassa
epayhtalot

x Y oY z x
y+z z4+r x+y y+z z+x T+Y

ja

T Y z z T Y
+ + > + :
y+z z+x T+y y+z z4+r xT+YyY

Lasketaan saadut epayhtalot yhteen. Nyt

T z +z z4+2x x+
2 + 24 >IT2 Y
y+z z+x THY yt+z z+x THY

Sieventamalld saadaan edelleen

T Y z
+ +
yt+z z+x THY

3
> a)
- 2
mika on haluttu tulos. YA
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3.6 TSebySovin summaepayhtalo

Seuraavaksi tarkasteltavasta epayhtélostd kiytetddn nimitystd TSebySovin
summaepdyhtalé erottamaan se todennidkdisyyslaskennassa yleisesti esiinty-
va, T8ebySovin epayhtalostd. Ensimmaéinen maininta venéldisen matemaati-
kon Pafnuti Lvovit§ T8ebysovin (1821-1894) mukaan nimetystéd epayhtélostéa
16ytyy TsebySovin muistiinpanoista [47] vuodelta 1882. Epéyhtélon todistuk-
sen T8ebySov julkaisi [48] seuraavana vuonna. Summaepéyhtalosté on hyotya
esimerkiksi muiden epéyhtéldiden todistamisessa, vaikka sen kayttoa rajoit-
taakin toisinaan ehto muuttujien suuruusjarjestyksesta.

Lause 3.11 (TsebySovin summaepdyhtild). Jos a; > ay > -+ > a, ja
by > by > --- > b,, on voimassa

ZakZbk < nZakbk (31)

Todistus. Todistus seuraa Vaderlindin todistusta [49] s. 25-26]. Tarkastellaan
aluksi summalauseketta

Z Z(akbk — akbl) = Z (Z akbk — Z akbl>
k=1 [=1 k=1 =1 =1
= Z nakbk — Q Zbl
k=1
:nZakbk —ZakZbl
k=1 =1

—nZakbk—;akZbk (32)

Vastaavasti saadaan

ZZ (arby — arby,) = Z (Z arb; — kaal>

k=1 l=1 k=1
DR IE P
k=1 I=1 k=1 =1
= nZalbl — Zalek
=1 =1 k=1
=n akbk - Z ag Z bk (33)
k=1 k=1 k=1
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Yhtaloista ja saadaan

ZZ akbk—akbl +ZZ Clel—Clek =2 (nZakbk—ZakZbk> s

k=1 =1 k=1 =1 k=1
josta seuraa, etta

nZakbk ZakZbk ZZ(akbk — akbl + %
k=1

n

Z albl — albk

k=1 k:l =1 k=1 [=1
= 5 Z Z(akbk — Clkbl + albl — albk)
k=1 I=1
1 n n
= 522((%—@)(51@ — b)) (34)
k=1 I=1

Oletuksesta a1 > ay > -+ > a, ja by > by > --- > b, seuraa, ettd yhtalon
oikean puolen tulontekijat ovat aina samanmerkkiset. Taméan nojalla
((ag — a;) (b — b)) > 0 kaikilla k,l € {1,2,...,n}. Tésta saadaan

%ZZ((% —a;)(by — b)) >0

ja edelleen

niakbk—ZakZbk >0
k=1 k=1

k=1

Tsebysovin summaepéayhtalo saadaan edellisesté siirtdmaélla vasemman puo-
len jalkimméisen termin epéayhtalon oikealle puolelle. O

Huomautus. TSebySovin summaepéyhtilo esiintyy usein myos muodossa
1 ¢ 1 ¢ 1 ¢
— — b | < — )
(33a) (13on) <2
k=1 k=1 k=1
Tamé on tdysin yhtapitava epayhtalon kanssa.

Esimerkki 36. Olkoot a, b ja ¢ kolmion sivut ja A, B ja C niitd vastaavat
kulmat. Osoita, ettd nailla ehdoilla on voimassa

aA+bB—|—cC>7r
a+b+c T 3
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Ratkaisu. Valitaan kolmion sivut niin, ettd niiden pituudet ovat suuruus-
jarjestyksessd a > b > ¢, jolloin vastaavasti A > B > (. Nyt TsebySovin
summaepayhtilon nojalla

3-(@A+bB+cC)>(a+b+c)(A+B+C).
Jaetaan epéyhtélo puolittain lausekkeella 3(a 4 b + ¢), jolloin saadaan

aA+bB+cC _ (a+b+c)(A+B+C) A+B+C
at+b+c T 3(a+b+c) B 3 '

Koska kolmion kulmien summa A+ B+ C = 7, on

aA+bB + cC S A+B+C 7
at+b+c 3 3

3.7 Harjoitustehtavia
Tehtava 18. (Irlanti MO, 1999) Olkoot a, b, ¢ ja d positiivisia reaalilukuja,

joiden summa on 1. Osoita, etta
a® b? c? d?

a+b+b+c+c—|—d+d—|—a

1
>_7
-2

missad yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain josa =b=c=d =
Vihje: Cauchy—Schwarzin epayhtélo.

1
1

Tehtava 19. Osoita Cauchy—Schwarzin epédyhtéloa apuna kdyttden, ettd po-
sitiivisille reaaliluvuille x, y, z on voimassa
1 1 1
(r+y+z)(=+=-+>)>09.
x Yy z
Tehtéava 20. (Lemman [3.3| todistus) Geometris—harmonisen epayhtélén mu-
kaan positiivisille reaaliluvuille aq, as, ..., a, on voimassa

n

L_|_L_|_‘.._|_L
al as

an

< Majag---a,.
Todista ylla oleva epéayhtéilo Cauchy—Schwarzin epayhtaloa
n 2 n n
(Z akbk) < Z a; Z b;
k=1 -
apuna kiyttien.
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Tehtava 21. Osoita, ettd positiivisille reaaliluvuille a, b ja ¢ on voimassa
(a4 0)(b+ c)(c+ a) > 8abe.

Tehtava 22. Olkoon z > 0 reaaliluku. Todista epayhtélo

> 2.

T +

K|

Vihje: AG-epayhtélo.

Tehtéava 23. [22 s. 13] Osoita, ettd epéayhtalo

"Vabr < 2 tﬁb
n

on voimassa kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla a ja b, a # b.

Tehtava 24. Todista epéayhtélo
1-3-5- - -(2n—1) < n™,
missd n € N, kiyttden apuna aritmeettis—geometrista epayhtéloa.
Tehtava 25. Todista epéayhtalo
1-3:5-----(2n—1) <n",
missd n € N, kiyttden apuna aritmeettis-geometrista epayhtaloa.

Tehtava 26. (Lemmantodistus, yhtélo ) Osoita, ettd seuraava yhtalo
on tosi, kun muuttujat a, b ja c ovat positiivisia reaalilukuja:

R S L
4 -3
Tehtivi 27. (Lemman [3.2] todistus) Muuttujat a1, as ja az ovat positiivisia
reaalilukuja. Todista, ettd epayhtalo

al+£;)2+a3 Zm4la1+22+a3

Tehtava 28. Mikd on pienin arvo, jonka lauseke % + % + % + é voi saada, jos
positiivisten reaalilukujen a, b, ¢ ja d summa on 17
Vihje: AH-epayhtalo.

on tosi.
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Tehtava 29. Aritmeettis—harmonista epayhtdlod apuna kiyttaen osoita, etté

epayhtalo
1 1 1
(x4+y+2)(—+-+-)>9
r Yy =z

on voimassa positiivisille reaaliluvuille x, y, z.

Tehtava 30. Osoita geometris—harmonisen epayhtalon avulla, ettd positii-
visille reaaliluvuille a ja b on voimassa

b? a2
— + ﬁ > 2.
Tehtava 31. Miké on suurin arvo, jonka lauseke
1

a? c?

N
voi saada, jos a, b, ¢, d € R.?
Vihje: Sijoita AK-epdyht&loon a; = ¢.
Tehtidvd 32. Olkoot muuttujat a, b, ¢, d € R, sellaiset, ettd a” + b" < 1
ja ¢ +d” < 1. Osoita Hélderin epéyhtiloi kiyttden, ettd tillsin on
voimassa epayhtalo

a? +bd? < 1.

Tehtava 33. (Valko-Venaja MO, 2000) Todista epéyhtalo

ad@ b A (a+b+c)
— >
x oy oz 3x4y+z2)

kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla a, b, ¢, x, y ja z.
Vihje: Holderin epéyhtalo.

Tehtava 34. Todista Cauchy—Schwarzin epayhtalo

(;n; akbk> < ’; a? Z b

reaaliluvuille ay, as, ..., a, ja by, ba, ..., b, kiyttden apuna Holderin epéayhté-
164

Sz ($) (1)

k=1 k=1
missa p,q > 1, % + 5 =1jaay,...,a,,by,...,b, ovat epénegatiivisia reaali-
lukuja.
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Tehtava 35. Laske summan

Vad + 16+ VB + 4+ VB +1,

missi a, b, ¢ € R, pienin arvo, kun a3 + b + ¢ = 24.
Vihje: Minkowskin epayhtalo.

Tehtava 36. Osoita, ettd epayhtilo

VIR + VFE =+ T —ap = 22,

missd a, b, c € R, on tosi.
Vihje: Minkowskin epayhtalo.

Tehtava 37. Osoita, ettd positiivisille reaaliluvuille a, b ja ¢ on voimassa

1 + 1 N 1 S a+b+c
V2 2= abc

Vihje: Suuruusjéirjestysepayhtalo.

Tehtéva 38. (Lauseen todistus) Reaaliluvuille ay, as, as ja by, by, by on

voimassa a; < ag < az ja by < by < b3. Osoita, ettd néilla ehdoilla on

volmassa
3

3
Z arpbp 1 < Z ayby,.

k=1 k=1

Tehtava 39. Josa; > ay, > --- > a, jaby > by > --- > b,, on voimassa

ZakZbk <nZakbk
k=1 k=1

Todista ylla oleva TSebySovin summaepéayhtald suuruusjarjestysepayhtalon
avulla.

Tehtéva 40. (Puola MO, 2006) Olkoot a, b, ¢ positiivisia reaalilukuja, jotka
totetuttavat ehdon ab + bc + ca = abe. Osoita, etté

a* +b! b+t A +at
+ - + - > 1.
ab(a3+0%)  be(b3+¢3)  ca(c® + a?)
Vihje: TsebySovin summaepéyhtalo.
Tehtéva 41. [57, s. 12-13] Olkoot a,b, ¢,d € R,. Osoita, ettd epayhtélo
a® 4+ b+ +d’ > abed(a+ b+ ¢+ d)
on tosi. Vihje: AG-epéyhtéalo ja TsebySovin summaepéayhtéld.
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4 Muita tunnettuja epayhtaloita

Léis mera! ropade Sniff. Hur gick det sen?
Férsokte dronten trampa ihjal er? Ndsta giang,
sa muminpappan mystiskt. Det var spinnande,
va? Men ser du, det dr en av knizarna med
skriveri att sluta ett kapitel just ndar det dr som
hemskast.

— Tove Jansson, Muminpappans memoarer

Téassé luvussa, kuten edellisessé luvussa, tarkastellaan muutamia tunne-
tuimmista epayhtaloista. Kutakin epayhtaloa kasitellessa kerrotaan muuta-
malla lauseella sen historiasta ja kayttokohteista. Epayhtélot todistetaan ja
niiden kayttod havainnollistetaan esimerkkien avulla. Ensiksi tarkastellaan
kolmioepéyhtdlod ja siitd seuraavaa kidénteistd kolmioepayhtaloda. Kolmio-
epayhtéloiden jélkeen esitellddn ja todistetaan hieman vihemmén tunnettu
Nesbittin epayhtélo, Bernoullin epayhtilot sekd Youngin ja Jensenin integaa-
liepayhtdlot. Luvun loppuun on koottu késiteltyihin epayhtéldihin liittyvid
harjoitustehtévia.

4.1 Kolmioepayhtalo

Kolmioepayhtdlé on yksi keskeisimmista epéayhtéloistda matematiikassa. Kol-
mioepayhtdlod kiytetddn niin geometriassa, matemaattisessa analyysissd
kuin vektoriavaruudessa, ja se voidaankin sanallistaa useammalla tavalla
kiyttoyhteydesta riippuen. Kolmioepéyhtalon geometrinen tulkinta tulee kol-
mion sivujen pituudesta: kolmion minka tahansa kahden sivun yhteenlasket-
tu pituus ei voi olla pienempi kuin jéljelle jadvan kolmannen sivun pituus.
Kolmioepéayhtélosta saadaan myos kahden pisteen lyhimméksi etdisyydeksi
suora naiden kahden pisteen vililla. Reaaliluvuille kolmioepayhtalo antaa yla-
rajan kahden luvun summalle. Tasogeometriassa kahden vektorin, « ja v, ja
ndiden summavektorin @+ ¢ pituudet ||, || ja |@+ | muodostavat kolmion,
jos vektorit @ ja ¢ ovat erisuuntaisia. Nyt kolmioepéayhtédlon mukaan summa-
vektorin pituus |7 + | on aina pienempi kuin vektorien 4 ja v’ pituuksien ||
ja |v] summa.

Kolmioepéyhtélo esiintyy kirjallisuudessa ensimméisen kerran Eukleides
Aleksandrialaisen (n. 300 eaa.) teoksessa Stoikheia, Alkeet. Teoksen 1. kir-
jassa, 20. lauseessa Eukleides toteaa, ettd kolmion kahden sivun summa on
suurempi kuin jéljelle jaava sivu. [16, s. 286-287| Yleisesti uskotaan, etta Al-
keet on kokoomateos, joka sisdltdé antiikin kreikassa tunnettuja matemaat-
tisia perusteita ja méaritelmid. Kolmioepédyhtéloa, kuten muitakin teoksessa
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4.1 KOLMIOEPAYHTALO

esiintyviéd lauseita, on ndin ollen kiytetty jo ennen kuin Fukleides kirjoitti
teoksensa.

Lause 4.1 (Kolmioepéyhtild). Kaikilla x,y € R on voimassa
|z 4yl < =]+ [yl.
Todistus. Koska = < |z| ja y < |y| kaikilla z,y € R, saadaan
z+y < |z + ]yl
Koska lisiksi —z < |z| ja —y < |y| kaikilla z,y € R, saadaan
—(zty)=—rv—y=—z+(-y) <|—z[+]-yl=|z[+]y|
Edellisista saadaan
max{z +y, — (z +y)} < [z] +[y]

eli
[z +y| < x| + |yl O

Huomautus. Kolmioepdyht#lo voidaan kirjoittaa myos muodossa |z — y| <
|z|] + |y|. Koska |y| = | — y|, todistus on sama kuin yll4.

Esimerkki 37. Olkoot a ja b reaalilukuja, joille on voimassa |a| < v/2ja |b] <
2v/2. Osoita kolmioepéyhtilod kiyttéen, ettd talloin on voimassa epéyht#ld

la® — b*| < 3v/2]a — b).
Ratkaisu. Tarkastellaan epayhtéalon vasenta puolta. Nyt
la® — b*| = |a + bl|a — b|,

ja edelleen kolmioepéyhtélod (Lause seka lukujen a ja b méarittelyjouk-
koa kayttden

la + blla — b < (Ja] +|b])|a —b] < (V2+2V2)|a—b| =3V2]a—b]. A

Kéaanteinen kolmioepayhtdlé seuraa olennaisesti kolmioepéayhtalosté.
Geometrinen tulkinta kdénteiselle kolmioepayhtélolle kuuluu seuraavasti: kol-
mion minké tahansa sivun pituus on suurempi kuin kahden muun sivun pi-
tuuksien erotus.

Lause 4.2 (Kéénteinen kolmioepayhtald). Kaikilla x,y € R on voimassa

2] = Jy|| < |z —yl.
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4 MUITA TUNNETTUJA EPAYHTALOITA

Todistus. Todistus seuraa kirjasta [28, s. 2-3| 16ytyvdd todistusta. Kolmio-
epayhtalon nojalla

2| =z —y)+y| < |z —y|+ |yl

mistd saadaan edelleen

] — |y < |v —yl.
Vastaavasti

lyl =1y —2) + 2| < |y — 2| + ||,

mista seuraa

yl — || < |y — |
ja edelleen

—(lz[ = lyl) < |z —yl.
Edellisista saadaan
max{|z| —[y[, = (Jz[ = |y])} <[z —yl,

mikd on yhtapitava epayhtalon

|| = Jyl| < [z —y|
kanssa. O

Huomautus. Kéinteinen kolmioepayhtalo voidaan kirjoittaa myos muodos-
sa ||z — |y|| < |z + y|. Koska |y| = | — y|, todistukseksi riittdd ylla oleva
todistus.

Kolmioepéyhtalo ja kdadnteinen kolmioepéyhtalo antavat kahden luvun, x
ja y, summalle seké ala- ettd ylarajan.

Seuraus 4.3. Kaikilla .,y € R on voimassa
[z =yl < [z +yl < |z| + [yl
Todistus. Seuraa Lauseista [4.1] ja [4.2] O

Esimerkki 38. Tutkitaan muuttujan x arvoja, kun z, y € R, 1 < |y| < 3 ja
lz—y| < 1.

Ratkaisu. Kéédnteisestd kolmioepayhtélostd (Lause saadaan
|z =yl <[z —yl < 1.

Téamén perusteella |z| — |y| < 1 ja |y| — |z|] < 1, joten
yl =1 < el <[yl +1,

mistd saadaan edelleen
0<l|z| <4 A
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4.2 NESBITTIN EPAYHTALO

4.2 Nesbittin epayhtalo

A. M. Nesbitt esitti [33, s.37-38] vuonna 1903 epdyhtélon, joka on sittem-
min nimetty hianen mukaansa. Nesbittin epdyhtdlo on hyvin yksinkertainen,
mutta monikiyttoinen. Epayhtalo voi olla avuksi esimerkiksi ratkaistaessa
kolmioihin liittyvid epayhtéloita. Nesbittin epayhtdlon voi todistaa lukuisilla
eri tavoilla, joista esitetdan kaksi.

Lause 4.4 (Nesbittin epéyhtéld). Olkoot x1,xo, x5 € Ry. Talldin on voimas-
sa epdyhtalo
T T I3

- -
x2+.1'3 x3+.1'1 T1 + T2

3
> > (35)

Todistus. Koska muuttujat ovat positiivisia reaalilukuja, todistuksessa voi-
daan kiyttaa aritmeettis—harmonista epayhtéloa (Seuraus . Taméa on hy-
vin yleinen tapa (katso esimerkiksi [31, s.440]) osoittaa Nesbittin epayhtilo
todeksi.

Kun muuttujia on kolme, aritmeettis—harmoninen epéyhtélo (19) on muo-

toa
a) + as + as > 3

= 1 1 1 -
3 a1+a2+a3

Kerrotaan tamé puolittain positiivisella termillé 3(% + % + i), jolloin saa-
daan

1 1 1
(a1 + ag + as) (—+—+—) > 9. (36)
ap a2 as

Olkoot nyt a; = x1 + 22, as = =9 + x3 ja ag = x3 + 1. Sijoitetaan nidma
epayhtaloon , joka on nyt muotoa

! 2 2 s 3 ! T + i) i) + T3 T3 + T o

Tamaéa on edelleen

1 1 1
2(x1 + 22 + 3) + + 29,
r1+T2 x2+T3 23+ 1

josta saadaan

w1+x2+w3+x1+w2+x3+w1—|—x2+$3
1+ T2 To + T3 T3+ o1

9
> 2
-2

ja sieventdmalla edelleen

xs3 sl )
+ +
$1+$2 .’132—1-273 333—1-231

9
3> —.
+ -2
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4 MUITA TUNNETTUJA EPAYHTALOITA

Vahentamalla vield puolittain luku kolme saadaan haluttu epéyhtélo

Zs3 i xy i T2
T1 + T2 LU2+Q?3 $3+Q31

3
> )
— 2
joka on néin ollen tosi. O

Esimerkiss [35] sivulla [49] on kiyty ldpi toinen todistus Lauseelle [.4]

Esimerkki 39. Olkoot a, d ja 6 kolmion sivujen pituudet. Osoita, etté talloin
on voimassa

a+0o o+a a-+a
+ et —

> 3. 37
a a 0 (37)

Ratkaisu. Koska muuttujat a, é ja 6 ovat kolmion sivujen pituudet, on oltava
a, a, 0 € R,. Tamén perusteella nyt on voimassa epayhtélo

i+6  6+a atvia_a+é—a  G+a—a ati—o
—t—t——>—— +——+ ————.  (39)

a a o a a 0

Keskitytaan seuraavaksi tutkimaan epayhtélon (38)) oikeaa puolta

i+o—a oO6+4+a—a a+a—0
5 + - + - .
a a %)
Maaéritellddn muuttujat @ = xo + x3, & = x3 + o1 ja 6 = x1 + T2, missi

x1,To,x3 € R,. Sijoitetaan muuttujat ylla olevaan lausekkeeseen, joka on
sievennyksen jéalkeen muotoa

2.171 21‘2 2[L’3

+ + .
To + T3 T3 — X1 1+ To

Kéytetdan seuraavaksi Nesbittin epayhtaloa (Lause , jolloin saadaan

2.< T I M) X T3 )22.; (39)

To+ T3 T3+T1 X1+ T

Yhdistetadn epayhtalot ja , jolloin saadaan

a+o6 o+a a-+a T T x
4 >2( LR )23
a a 0 Tot+x3 X3+T1 T1+ X2

eli alkuperéinen epayhtalo on tosi. A
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4.2 NESBITTIN EPAYHTALO

Vuonna 1954 yhdysvaltalainen matemaatikko Harold S. Shapiro esitti [41]

s.571] seuraavan ongelman: Olkoon z; > 0, kun ¢ = 1,2, ..., n. Osoita, etti
x X Ly — Tn n

1 2 . 1 Z — (40>
To+x3 T3+ T4 Tpt+ax X1+ x9 0 2

missé yhtdsuuruus toteutuu vain, jos kaikki nimittdjat ovat yhta suuria.

Lisdhuomiona todettakoon, ettd ylla oleva virheellinen ehto x; > 0 on
Shapiron maéaritteleméa. Lauseessa epayhtélon ehto on méaritelty oikein
koskemaan vain muuttujan x; positiivisia arvoja.

Vuosien mittaan useat matemaatikot ovat todistaneet epayhtélon eri ta-
pauksissa. Shapiro todisti itse tapaukset n = 3 ja n = 4, mutta néita to-
distuksia ei ole julkaistu. [10] s. 60-62] F. H. Northover oli ensimméinen, jo-
ka julkaisi todistuksen osoittaakseen, ettd epayhtélo (40|) ei ole tosi kaikilla
muuttujan n arvoilla. Vuonna 1956 julkaistussa todistuksessa [42] s. 191-192]
hén osoittaa vastaesimerkin avulla, ettd tapauksessa n = 20 epayhtalo on
epatosi. Northover kiittad M. J. Lighthillid vastaesimerkistd, joten téallekin
kuulunee kunnia todistuksesta. Tapaus n = 12 oli parillisista luvuista vii-
meinen, joka todistettiin paikkansapitéviksi. Témaéan tekivat E. K. Goduno-
va ja V. I. Levin vuonna 1976 [I3], s. 510-517|. Lopulta vuonna 1989 B. A.
Trosch todisti [46, s. 657-664|, ettd tapauksessa n = 23 epéyhtilo on
tosi. Troschin todistus oli merkittava, silla n = 23 oli viimeinen tapaus, jota
ei ollut aiemmin osoitettu todeksi tai epatodeksi. Shapiron mukaan nimetty
epayhtélo on lopullisessa muodossaan seuraava:

Lause 4.5 (Shapiron epdyhtéld). Olkoon n luonnollinen luku, ja olkoot
1, %o, ..., Ty € Ry. Epayhtdlo

n

Y2 (41)

T i
=1 Tht1 Tt T2

MISSA Tpi1 = T1 J& Tpio = T, ON VOIMASSa, jos toinen seuraavista ehdoista
tayttyy: luku n on parillinen ja n < 12, tai n on pariton luku ja n < 23.

Todistus. Todistus sivuutetaan. O

Lisdhuomiona todettakoon, ettd Shapiron epayhtild tapauksessa n = 3
on Nesbittin epayhtalo.

Esimerkki 40. Olkoot x1,xs,...,x, € R,. Osoita, ettd epayhtélod

n

Z$k+$k+1+fl¢k+2 > (V2 —1)n (42)
= Tkt + Tpyo

on tosi tapauksessa n = 5.
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4 MUITA TUNNETTUJA EPAYHTALOITA

Ratkaisu. Kéaytetdaan ratkaisussa selkeyden vuoksi muuttujien xq, 2o, ..., 5
sijaan muuttujia a, b, ¢, d ja e. Tapauksessa n = 5 epayhtéalon vasen puoli
on muotoa

a+b+c b+c+d c+d+e d+e+a e+a-+bd
- - - -
b+c c+d d+e e+a a-+b

Y

miké voidaan sieventdd muotoon

a b c d e
+l+——+1+ +1+ +1+ +1.
b+c c+d d+e e+a a+b
Arvioidaan ylla olevaa lauseketta alaspéin ja saadaan
a b c d e a b c d e

5> .
b+c+c+d+d+e+e+a+a+b+ b+c+c+d+d+e+e+a+a+b

Saadun epayhtalon oikeaan puoleen voidaan kiyttdd Shapiron epayhtaloa
(Lause [4.5)), jolloin saadaan

a+b+c+d+e
b+c c¢c+d d4+e e+a a+b

5)
> —.
-2
Koska g > (v/2 — 1) - 5, on nyt osoitettu, ettd epiyhtild

b b d d d b
a+b+c +c+ c+ —|—e+ +e—|—a+e+a—|— ><\/§_1)‘5
b+c c+d d+e eta a+b

on tosi. A

4.3 Bernoullin epayhtalo

Bernoullin epdyhtdlon merkitys matematiikassa on suuri. Sen avulla voidaan
arvioida muotoa (1 + h)" olevien termien suuruutta, mutta myos todistaa
lukuisia eri epayhtélditda. Bernoullin epayhtalo on nimetty sveitsildisen mate-
maatikon Jacob Bernoullin (1654-1705) mukaan. Bernoulli esitti epayhté&lon
teoksessaan Positiones Arithmeticae de Seriebus Infinitis [4] vuonna 1689.
Bernoulli ei kuitenkaan ole ensimméinen, joka on keksinyt Bernoullin epayh-
talond tunnetun epayhtdlon. Vuonna 1670 pitdmallddn luennolla englanti-
lainen matemaatikko Isaac Barrow (1630-1677) on kisitellyt epayhtéloa (9]
s.83-85], ja Hofmannin [18, s.176-179] mukaan epéyhtalo esiintyy tétéakin
alemmin, vuonna 1668 ilmestyneessi René Francois de Slusen (1622-1685)
teoksessa Mesolabum [43], s.114-117|. Bernoullin epayhtélon historiaa kési-
telladan enemmén artikkelissa [24].

62



4.3 BERNOULLIN EPAYHTALO

Lause 4.6 (Bernoullin epéyhtélo luonnollisille luvuille). Olkoon n luonnol-
linen luku ja h > —1 reaaliluku. Nyt on voimassa epdayhtalo

(1+h)" > 1+ nh. (43)

Todistus. Todistetaan lause induktiolla. Jos n = 1, epayhtalo on selvéasti
yhtéipitivi. Tapaus n = 2 on my6s tosi, silld (1+h)? = 1+2h+h? > 1+ 2h.
Oletetaan, etté epéayhtald (43)) patee, kun n = k, jolloin

(1+h)*>1+kh. (44)

Kerrotaan saatu epayhtdlo puolittain positiivisella termilla 1+ A, jolloin saa-
daan
(1+h)" > (14 h)(1 + kh),

mika on yhtéapitava epayhtalon
(L+ R > 1+ (14 k)h + kh?
kanssa. Edelleen saadaan
(1+ R > 1+ (1+k)h,

koska termi kh? on positiivinen. Saatu epiyhtilo seuraa téiten suoraan epéyh-
talosta , miké todistaa lauseen. O

Esimerkki 41. Osoita, etta

V3n

n

>v3—1

kaikilla luonnollisilla luvuilla n.

Ratkaisu. Koska n € N, kiytetddn Bernoullin epayhtaloa luonnollisille lu-
vuille (Lause ) Sijoitetaan h = v/3 — 1, jolloin h > —1, epéyhtéloon ([@3).
Nyt

<1+\/§—1>n21+n(\/§—1),

ja edelleen

V3T >1+n(V3-1)>n(V3—-1).

Jakamalla epiyhtild /37 > n(v/3 — 1) puolittain muuttujalla n saadaan

\/3_n>\/§—1. A

n
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Lause 4.7 (Bernoullin epéyhtalo rationaaliluvuille). Olkoon r = § rationaa-

liluku ja h > —1 reaaliluku. Nyt on voimassa epdyhtdlot
(14+h)"<1l4rh, kun0<r<1 (45)

Jja
(1+h)">14rh, kunr <0 tair > 1. (46)
Lauseen todistukset epayhtalolle ja epayhtalolle tapaukses-
sa r > 1 seuraavat laheisesti Saxenan todistusta [56]. Vastaavasti epayhtalon

todistus tapauksessa r < 0 seuraa todistusta [53], s. 3] korjaten todistuk-
sessa esiintyvat virheet.

Todistus. Todistetaan ensin epayhtalo , missd 0 < r < 1. Olkoot
L,...,1,(1+h),...,(1+h) q kappaletta lukuja niin, ettd lukuja (14 h) on p

kappaletta. Nyt naiden lukujen aritmeettinen keskiarvo on @ =1+ %h ja
%

geometrinen keskiarvo on (1+ h)a. Aritmeettis—geometrisen epayhtélon ((10)

nojalla saadaan
D
q

(1+h)s <14 =h, (47)

3

josta saadaan epayhtalo sijoittamalla r = 1—;.
Jaetaan epayhtalon todistus jaetaan kahteen osaan. Todistetaan erik-

seen tapaukset r > 1 jar < 0.
Tapaus 1: r > 1. Tarkastellaan epayhtaloa , joka on muotoa

2
q

(1+h)7 <1+ En,
q

missa § < 1. Korotetaan epayhtélo puolittain potenssiin % > 1 ja saadaan

B

1+h§(1+1—9h> . (48)
4q
Olkoon nyt §h = a, jolloin on myds h = %a. Sijoitetaan nadmé epayhtaloon

ja saadaan

1+ga<(1+a)%.

Pt =
Ehdoista h > —1 ja g > 1 seké sijoituksesta a = §h saadaan a > —1. Olkoon
lisdksi r = z% > 1, jolloin edellisestéd saadaan

l1+ra<(l+a).

Tapaus r > 1 on téiten todistettu.

64
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Tapaus 2: r < 0. Olkoon sellainen n > 0, ettd n > |r|, jolloin 0 < —7 < 1.
Olkoon n liséksi sellainen, ettd on voimassan > —rh jan > rh, joista yhdessa
seuraa —1 < % < 1. Koska —Z < [0,1], epéyhtélosta saadaan

(14h)"<1— %h. (49)

Korotetaan saatu epayhtalo potenssiin —n. Nyt epayhtalo on muotoa

(14h) > (1—%h>_n: ((1—%11)_1)”. (50)

Tutkitaan seuraavaksi epayhtaloa

- ()= (-5 (420

ja jaetaan se puolittain positiivisella termillé (1 — %h), jolloin saadaan

(1 - %h) Tsig %h. (51)

Kaytetaan epayhtaloa alemmin saadun epéayhtalon oikealle puolelle
saatuun lausekkeeseen. Nyt

-1\ " n
((=2)7) = (e Zn)" (52)
n n
mistd saadaan edelleen Lauseen [4.6] nojalla
AN r
<1+—h) 21+n(—h>:1+rh. (53)
n n
Yhdistamaélla epéayhtalot , ja , saadaan epayhtalo
(1+h)" >1+rh,
mikd on haluttu epayhtalo (46]). O

Esimerkki 42. Onko epayhtélo

v/ (2+v7)" < —7+52ﬁ,

missa z € R4, tosi?
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Ratkaisu. Tutkitaan aluksi epéyhtéalon vasenta puolta. Nyt

/(24 vE) = (24 Va)' = (1+14va)7, (54)

johon voidaan kiyttééd Bernoullin epiyhtdlod rationaaliluvuille (Lause [4.7]).
Sijoitetaan h = 1+ /z jar = % epayhtaloon , jolloin saadaan

(1+1+\/E)§§1+§(1+\/E):#. (55)
Yhdistamalla lopuksi yhtélo (54) ja epéayhtalo saadaan
/(2 + \/5)2 < 7—1-52\/5’
joten viite on tosi. A

Bernoullin epéayhtdlo on yleistettavissd koskemaan kaikkia reaalilukuja
reR.

Lause 4.8 (Bernoullin epayhtélo reaaliluvuille). Kaikilla h > —1 ja r € R
0N VOIMassa

(14+h)" <14rh, kun0<r <1, (56)
Jja
(14+h)">14rh, kunr <0 tair > 1. (57)

Todistetaan seuraavaksi Lause [1.§ lukujonon avulla. Idea todistukseen on
Korovkinin teoksesta Inequalities [22), s. 18-21].

Todistus. Olkoon h > —1, ja olkoot 71,79, 73, ... sellainen déreton rationaali-
lukujono, ettd muuttujan ¢ lahestyessa daretonta r; lahestyy lukua r. Jaetaan
todistus kolmeen osaan. Jos r = 0 tai r = 1, niin véite on tosi.

Todistetaan seuraavaksi lause tapauksessa 0 < r < 1. Jos luku 0 < r < 1,
niin on olemassa sellainen n € N, ettd 0 < r; < 1 kaikilla ¢ > n. Nyt Lauseen
nojalla on voimassa (1 + h)" > 1+ r;h kaikilla ¢ > n. Téten

(1+h)" = lim(1+Ah)" > lim(1+rh)=1+rh.
1— 00 71— 00

Todistetaan lause tapauksessa r < 0. Jos r < 0, on olemassa sellainen m € N,
ettd r; < 0 kaikilla ¢ > m. Lauseen [4.7] nojalla kaikilla ¢ > m saadaan
(1+h)" <1+1r:h ja siten
(14+h)"=lim(1+h)" < lim(1+mrh)=1+rh.
1— 0 11— 00

Tapaus r > 1 todistetaan vastaavasti. ]
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Seuraava esimerkki perustuu epayhtéloon, joka l6ytyy artikkelista [1].
Esimerkki 43. Osoita, ettd epayhtilo

(1+%>“>\/E

on tosi kaikilla a € R+ .

Ratkaisu. Koska a € R ja a > 1, osoitetaan epayhtélon paikkansapitavyys
Lausetta ja Bernoullin epéayhtaloa apuna kiyttden. Sijoitetaan h =
\/La epayhtaloon , jolloin se on muotoa

1
1+—=)*>1+4a-

Ja

Blis

Edelleen saadaan

(1+%)“21+\6_f:1+\/6>\/5,

joten annettu epayhtalé on tosi. A

4.4 Youngin epayhtalo

Youngin epdyhtdlo esiintyy ensimmaisen kerran vuonna 1912 julkaistussa ar-
tikkelissa On classes of summable functions and their Fourier series [51],
jonka on kirjoittanut englantilainen matemaatikko William Henry Young
(1863-1942). Yksinkertaisen todistuksen Youngin epéyhtélolle antoivat Har-
dy, Littlewood ja Polya vuonna 1934 ilmestyneessa kirjassaan Inequalities
[15, s. 111]. Tamé todistus esitellddn alla. Ensimmaéisen vain analyyttisid me-
netelmia kayttdvan todistuksen esittivit Diaz ja Metcalf. Heidén todistuk-
sensa [11] on julkaistu vuonna 1970. Youngin epéyhtdloa kiyttden voidaan
todistaa niin Cauchyn (Lause [3.1)), Holderin (Lause kuin Minkowskin
(Lause epayhtalot, kuten Tolsted on artikkelissaan [45] osoittanut.

Lause 4.9 (Youngin epiyhtald). Olkoon f jatkuva ja aidosti kasvava funktio
vilill [0, c], missi ¢ > 0, ja f(0) = 0. Mddgritellidn lisiksi f~ funktion f
kddanteisfunktioksi. Kaikilla a € [0,c| ja b € [0, f(c)] on voimassa

ab < /Oaf(x) dw+/0bf_1(y) dy.

Todistetaan lause helposti kuvan avulla, kuten Hardy ym. [15, s.111].
Vastaava todistus 16ytyy myos esimerkiksi kirjoista [3, s. 15] ja [29] s. 20-21].
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4 MUITA TUNNETTUJA EPAYHTALOITA

b/B/
a X a xr

(a) Tapaus b < f(a). (b) Tapaus b > f(a).

Kuva 7: Funktion f(z) méératty integraali A vélilld [0,a] ja funktion f kddn-
teisfunktion f~!(y) méiritty integraali B vililla [0,b].

Todistus. Olkoon funktion f(x) méérétty integraali A = foa f(z)dz ja funk-
tion f kadnteisfunktion f~!(y) méiritty integraali B = fob fHy) dy.
Kuvista [7a] ja [Th] ndhd&én, ettd méadrattyjen integraalien A ja B yhteen-
laskettu pinta-ala on aina vahinta&n yhta suuri kuin origon ja muuttujien a ja
b madrittelemén suorakulmion pinta-ala. Kuvien perusteella voidaan lisdksi
néhd4, ettd yhtdsuuruus on selvisti voimassa, jos ja vain jos b = f(a). O]

Esimerkki 44. Onko epayhtélo
e? g/ In(z? + 1)dx—|—/ Ver —1dx
0 0

tosi?

Ratkaisu. Funktio f(z) = In(z? + 1) on jatkuva ja aidosti kasvava vililld
[0,¢] ja f(0) = 0. Koska talla vélilla funktiolla f(x) on lisdksi kddnteisfunk-
tio f~!(z) = Ve* — 1, funktio f(z) ja sen kidnteisfunktio f~1(z) toteuttavat
Youngin epéyhtalon (Laused.9) ehdot. Kéyttdmélla Youngin epayhtéloa saa-
daan suoraan annettu epayhtélo, joka néin ollen on tosi. Kuvassa [8| esitetaan
lisdksi tehtdvan graafinen tarkastelu.

A

Seuraus 4.10. Youngin epdyhtildstd seuraa, ettd epdyhtdlo

a? bl
abg _+_7
p q

missd a,b € Ry, p,q € Roq ja % + % =1, on tosi.
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1 2 e 3 x

Kuva 8: Médrétyt integraalit A = [[In(2? 4+ 1)dx ja B = [ VeV — 1dy.

Seuraavaksi lapikaytava todistus seuraa kirjasta [45] s. 4-5| 16ytyvaa to-
distusta.

Todistus Youngin epéyhtélon (Lause mukaan ab < fo x)dr +

fo y) dy. Riittaa siis, ettd loydetaan Youngm epayhtalon ehdot tayttava
funktlo f (7) ja sen kidnteisfunktio f~!(y), joille on voimassa

/f dx—l—/f y<——|—%

Funktio f(z) = 2", r > 0 ja sen kidnteisfunktio f~(y) = y+ toteuttavat
ehdot, joiden mukaan funktion f on oltava jatkuva ja aidosti kasvava funktio
ja lisiiksi f(0) = 0. Téten saadaan

a b a b r+1 Iy
1 1 1 1 a br
b< rd ;d :/_ r—+1 /_ ;—&—1:_ -
a_/ox x+/0y Y 0T+1x +0%+1y r+1+%+1
Olkoon r+ 1 =1p ja % + 1 = ¢, jolloin edellisestd saadaan

a? bl
ab < — + —.
p q

Todetaan lopuksi, ettd valinta p = r + 1, ¢ = % + 1 on ekvivalentti ehdon
% + % = 1 kanssa. Valitsemalla muuttujat p ja ¢ kuten edelld, summa

1+1_1+1_1+r_1+7“_1 -
p ¢ r+1 141 r+1 r4+1 r+1 7
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4 MUITA TUNNETTUJA EPAYHTALOITA

Seuraus on AG-epiyhtils (Lemma [3.2), kun p = ¢ = 2. Lisiksi
Seuraus [4.10| on erityistapaus painotetusta AG-epayhtélosta.

Esimerkki 45. Osoita, ettd luvuille a, b, c,d € R, on voimassa epayhtalo
S+ 0d <1,
kun a® + b8 < 1jac®+d® <1.

- : 8. .8 sl 1 _ 5,3 _
Ratkaisu. Valitaan p = ¢ ja ¢ = 3, jolloin s te=sts= 1. Seuraustam
kiyttamalld saadaan

5 8 3 8 h 3
a’c < 3 (a®)® + 3 (¢*)? = gas + gcg, (58)
ja vastaavasti
5 8 3 8 h 3
Bd® < 3 (v°)° + 3 (&%) = gb8 + gdg. (59)

Laskemalla epéayhtalot ja saadaan
) 3 ) 3 5} 3
a’c + b3 < gas + gcs + gbs + gds = 3 (a8 + b8) + 3 (08 + dg) )
Koska alkuehtojen mukaan a® + % < 1 ja ¢® + d® < 1, on tdmé edelleen
3
8

mika oli todistettavana. AN

5
a5c3—|—b503§§—|— =1

?

4.5 Jensenin epayhtilo

Maéaritellaan aluksi konveksi ja aidosti konveksi funktio. Geometrisesti maa-
riteltyné funktio f(x) on konveksi, jos mitkd tahansa kaksi funktion pistetta
(x1, f(z1)) ja (22, f(22)) yhdistévd jana on aina funktion f kuvaajan ylapuo-
lella. Kuvassa [J] esitetddn funktion konveksisuuden médritelmé graafisesti.

Maaritelma 4.11. Reaalifunktio f on konveksi vélilla L, jos ja vain jos
reaalilukuvalilla L epayht&lo

v+ (1= 7)) < vf(z1) + (1 =) f(z2) (60)

toteutuu kaikilla =1, 2, € L ja v € [0, 1].
Vastaavasti funktio f on aidosti konveksi valilla L, jos kaikilla 1,25 € L,
X1 # To on voimassa aito epayhtélod

fOyr+ (L =7)az) <vf(z) + (1= 7)f(22). (61)
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4.5 JENSENIN EPAYHTALO

V(1) + (1= 7)f(x2)

flymr+ (1 —7)z2)

Kuva 9: Pisteet x; ja xo yhdistédvd jana on aina konveksin funktion f(x)
kuvaajan ylapuolella.

Huomautus. Jos funktio —f on konveksi vilillda L, funktio f on konkaavi
talla valilla. Konkaaville funktiolle ja aidosti konkaaville funkiolle on voimassa

epayhtaloita ja vastaavat epayhtilot

[y + (1 =7y)xa) > vf (1) + (1 =) f(22)
ja

fOry+ (1 =7)z2) > 7 f(21) + (1= 7)f(22).

Maéaritelma 4.12. Olkoon funktio f(z) kahdesti derivoituva reaalilukuvé-
lill& L. Funktio f on konveksi vélilla L, jos sen toinen derivaatta f”(z) > 0.
Vastaavasti jos funktion f toinen derivaatta f”(z) < 0, funktio on konkaavi.

Jensenin epdyhtdlilld voidaan tutkia konveksin tai konkaavin funktion ar-
voja. Sen on ensimmaéisend johtanut saksalaisen matemaatikko Otto Holder
(1859-1937) teoksessaan Uber einen Mittelwertsatz [19] vuonna 1889. [32,
s.341] Epéyhtilo on kuitenkin saanut nimensé tanskalaisen insinéoérin Jo-
han Ludwig William Valdemar Jensenin (1859-1925) mukaan. Jensen todisti
epayhtalon artikkelissaan Sur les fonctions convexes et les inégalités entre
les valeurs moyennes [20] vuonna 1906 kiyttéden todistuksessaan konveksin
funktion méaaritelmaa.

Lause 4.13 (Jensenin epayhtéld). Olkoon f(z) konveksi funktio jollakin
valilla L. Lisdksi olkoot ay,as, ..., a, sellaisia posititvisia reaalilukuja, ettd
Yo a; = 1. Nyt kaikilla x1, 2o, ..., 2z, € L on voimassa

flarzy + agxa + - -+ + apxy) < anf(21) + aof(v2) + -+ + anf(xn).  (62)

Maikdlv funktio f on konkaavi, epdyhtdlon merkki on vastakkainen.
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Todistetaan nyt lause induktiolla kuten esimerkiksi kirjoissa [32] s.339—
314] ja [44} 5. 87-89).

Todistus. Tutkitaan ensiksi tapausta n = 2. Nyt epayhtalo on muotoa

flarzy + asws) < ay f(x1) + aaf(xa).

Koska a1 + as = 1, epayhtdlo on tosi konveksisuuden maaritelméan nojalla.
Oletetaan, ettd epayhtalod on tosi, kun n = k ja tutkitaan tapausta
n = k + 1. Epéyhtdlon (62)) vasemmasta puolesta saadaan

k41 k
/ (Z @i-’Ez‘) =f (Z a;Ti + ak+1$k+1)

=1 =1

1
=f ((1 — ak+1)1—k+1 Za T + akﬂﬂ?kH) ~

Koska tapaus n = 2 on tosi ja (1 —ag41) + ary1 = 1, ylla olevalle lausekkeelle
on Maéritelmén 4.11| nojalla voimassa

k1 I k
(Z a; SL’z) (1—ag)f <— Z aﬂi) + apy1 f(2rs1)

1—a
k1o
k

= —arn)f (Z Liﬂi) + a1 f (1) (63)

i—1 L — agqq
Oletuksen mukaan Z *la; = 1, joten Zle a; = 1 — agy1 ja edelleen
Zle 1_32 o= 1. Koska nyt on induktio-oletuksen nojalla voimassa
f(i_x> S )
— 1 —arn - — 1 —arn i

epayhtalosta saadaan edelleen

k+1 k
(Z a; 9€z) (1 —ags1) Z Lf(f/Ei) + apgr f(Try1)

1—a
— k+1

= Z ai f(x;) + appr f(Tps1)

k+1

:Zaif(m)
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Viite on tdmén perusteella tosi kaikilla luonnollisilla luvuilla n.

Tutkitaan lopuksi epayhtaloa tilanteessa, jossa funktio g(x) on kon-
kaavi. Funktio g(z) on konkaavi vélilld L, jos ja vain jos funktio —g(z) on
konveksi talla valilla. Y1l& olevan todistuksen nojalla konveksille funktiolle
—g on voimassa

= — (a19(x1) + agg(x2) + - + ang(wn)) -

Kertomalla tdmé puolittain luvulla —1 saadaan edelleen

—glarr1 + agwo + -+ - + any,) < —a19(21) — azg(x2) — -+ — ang(xy)

glarzy + asxo + -+ - + apxy) > a19(xq) + asg(za) + -+ - + ang(z,),  (64)
joten Jensenin epayhtélo konkaaville funktiolle on todistettu. ]

Aritmeettis—geometrinen epéyhtilo (Lemma [3.2)) on Jensenin epayhtélon
erikoistapaus.

Esimerkki 46. Olkoot muuttujat a,b ja c positiivisia reaalilukuja, joille on
voimassa a + b + ¢ = 1. Osoita, ettéd néilld ehdoilla on voimassa

a“b’c < a® + b + 2. (65)

Ratkaisu. Otetaan epéyhtélosta (65) puolittain luonnollinen logaritmi, jol-
loin epayhtdlé on muotoa

In(a®’c?) < In(a® + b* + ).
Tutkitaan epayhtalon vasenta puolta. Logaritmien laskusaéntdjen nojalla
In(a®t’c?) = Ina® +Inb* +Inc* =alna +blnb+clne. (66)

Mééritelmén nojalla logaritmifunktio In(z) on aidosti konkaavi véalilla

(0,00), koska funktion toinen derivaatta —=5 < 0 talld vélilla. Liséksi ole-

tuksen mukaan a + b+ ¢ = 1, missd a,b,c € R, joten Jensenin epéyhtéalon
(Lause [4.13) ehdot téyttyvat. Sijoitetaan f(x) = In(x), a; = a, as = b ja
az = ¢ epayhtaloon ja saadaan

alna+blnb+clne<In(a-a+b-b+c-c)=In(a®+b*+ ). (67)
Yhdistamaélla yhtélo ja epayhtalo saadaan
In(a®’c®) < In(a® + b* + %),
mika on yhtéapitava epayhtalon
a’t’ct < a? + b% + 2

kanssa, koska funktio In x on kasvava tutkitulla vélilla. A
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Seuraus 4.14. Olkoon funktio f(x) konveksi valilld L, ja olkoot lisiksi

r1,%o,...,Ty, € L. Ndilla ehdoilla on voimassa epdayhtald
f<xl+$2+--'+$n>Sf($1)+f($2)+"'+f($n). (68)
n n

Mikdli funktio f on konkaavi, epdyhtdlon merkki on vastakkainen.

Todistus. Epéayhtilo seuraa suoraan Jensenin epéayhtilosta (Lause . Ol-
koon nyt a; = as = -+ = a,, = a. Lauseen [£.13| ehdosta a; + -+ + a,, = 1
saadaan n - a = 1 ja edelleen a = %, jolloin epayhtalo konveksille funk-
tiolle on muotoa

Pt et et 1) S 20 + L) 4k 1 (o

ja edelleen

f<x1+x2+---+xn> < f(1?1)+f($2)+"'+f($n).

n o n

Jos funktio f on konkaavi, epayhtéld todistetaan vastaavasti kdyttden
epayhtaloa konkaaville funktiolle. O]

Esimerkki 47. Osoita, ettd mille tahansa kolmiolle AABC, jonka vastaavat
kulmat ovat a, [ ja 7, on voimassa

3v/3

sina + sin § + siny < 5

Ratkaisu. Kulmat «, § ja v ovat vililla (0, 7). Lisdksi funktio sin x on M#éri-
telmén nojalla aidosti konkaavi vélilla (0, ), koska sen toinen derivaat-
ta —sinz < 0 valilld (0,7), joten voidaan kiyttad Jensenin epéayhtaloa
konkaaveille funktioille. Téasta saadaan

sin o + sin 3 + sin vy < sin (a+ﬁ+7)

3 - 3

Koska kolmion kulmien summa on aina o + 5 + v = m, edellisestd saadaan

sin v + sin 8 + siny . (T V3
< sin (—) = —.
3 2
Kerrotaan taméa puolittain luvulla 3 ja saadaan

3v/3

sina+sin6+sin7§7. A
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4.6 Harjoitustehtavia

Tehtava 42. Olkoot x, y ja z kolmion sivut. Osoita kolmioepéyhtaloa kayt-
taen, etta
x Y z

+ +
y+z z+zx x4y

Tehtdva 43. (AMC 2006, 10B) Tarkastellaan kolmiota, jonka sivujen pi-
tuudet ovat kokonaislukuja. Kolmion yhden sivun pituus on kolminkertainen
toisen sivun pituuteen verrattuna ja kolmannen sivun pituus on 15. Miki on
suurin mahdollinen kolmion piirin pituus?

< 2.

Tehtévi 44. Anna luvulle |2? — 2z sinz| yléraja, kun = € [3, 2].
Vihje: Kolmioepayhtalo.

Tehtéva 45. Arvioi lukua |a+b—4| kolmioepayhtalon avulla, kun |a+2| <
ja |b— 6| < 3.

1
2

Tehtava 46. Olkoot muuttujat a, b, ja ¢ kolmion sivut. Todista, ettéd epayh-

talo
a b c

>
b+c—a+a+c—b+a+b—c_

on aina tosi.
Vihje: AG-epayhtélo ja kolmioepayhtalo.

Tehtava 47. Osoita, ettd positiivisille reaaliluvuille x, y ja z on voimassa
epayhtalo
1 214y 1422
+x n +vy " +z >3
Y+ z Z+x r+y
Vihje: Nesbittin epéayhtalo.

Tehtava 48. Osoita, ettd epayhtalo
a*—a > (a—1)?

on tosi, kun a € N.
Vihje: Bernoullin epayhtalo, Lause [4.6]|

Tehtava 49. Osoita, ettd epayhtalo

In(1 + zq)
1= In(1 + z)

on tosi, kun g € Q, ¢ >1jax > 0.
Vihje: Bernoullin epayhtilo, Lause 4.7
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Tehtdva 50. Todista Bernoullin epéyhtélo rationaaliluvuille, (14 h)" > 14
rh, tapauksessa r > 1 ja 1 + rh > 0 epayhtélon avulla.
Vihje: Ehdosta r > 1 saadaan 0 < % <1.

Tehtava 51. Osoita, ettd epayhtilo

(1—5)”21—95
n

on tosi, kunn >z > 1jan,r € R
Vihje: Sijoita h = — Lauseeseen [1.§

Tehtava 52. Olkoot a,b € R, . Osoita, ettd nyt on voimassa epéayhtalo
vy < xlogz — x + €b.
Vihje: Youngin epayhtald. Sijoita f(z) = logz + 1.
Tehtava 53. Osoita, etta positiivisille reaaliluvuille x ja y on voimassa
3vVry < x4+ 2y\/y.
Vihje: Youngin epdyhtélo, Seuraus [4.10]

Tehtéava 54. Funktio f on konveksi vélilla [0, 2]. Osoita, ettd epayhtilo

23+6 2+3 6

Ty Ty X x x x
f(—1+—2 _3>§f(1) f(2)+f(3)
on voimassa kaikilla xy, xq, z3 € [0, 2].
Vihje: Jensenin epayhtalo.
Tehtava 55. Osoita, ettd luvuille z,y, 2 € R, on voimassa

T4y + Z):):erJrz

rty?z" > ( 3

Vihje: Jensenin epdyhtélo, Seuraus [4.14]

Tehtava 56. Olkoot u, v > 0 ja u 4+ v = 1. Maaritéd alaraja lausekkeelle

1\’ 1\?
<u + —> + (v + —)
u v
Jensenin epayhtaloa kiayttéaen.

Vihje: Seuraus {4.14] Sijoita 21 = u + L.
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5 'Trigonometrisia epayhtaloita

But Piglet is so small that he slips into a
pocket, where it is very comfortable to feel him
when you are not quite sure whether twice
seven s twelve or twenty-two.

— A. A. Milne, Winnie-the-Pooh

Téssé luvussa tarkastellaan trigonometrisiin funktioihin liittyvia epéyh-
taloita kuten Jordanin epayhtélod, Cusa—Huygensin epédyhtaloa ja Huygensin
epayhtéloa. Naiden jélkeen esitellidn muutama toistaiseksi nimeton trigono-
metrinen epayhtald. Luvun loppuun on koottu harjoitustehtavia, jotka liitty-
vat luvussa esiintyviin epayhtéloihin. Nyt esitettyjé, ja lukuisia muita, epayh-
taloita kiytetadn madritteleméadn raja-arvoja trigonometrisille funktioille. Li-
siaksi monet geometriaan, ja erityisesti kolmioihin, liittyvat ongelmat voidaan
ratkaista trigonometrisia epayhtéaloita kiyttéen.

5.1 Jordanin epayhtilo

Jordanin epayhtalon uskotaan saaneen nimensa ranskalainen matemaatikon
Camille Jordanin (1838-1922) mukaan. Varmaa tietoa tésta ei kuitenkaan
ole, silla epéayhtalon alkuperasta on hyvin vahéan tietoa, kuten myos artikke-
lissa [34] todetaan. Jordanin epayhtélosta johdettuja epayhtéloita késitellaan
enemmén esimerkiksi artikkelissa [21].

Lause 5.1 (Jordanin epéyhtild). Kaksoisepiyhtdlo

<1 (69)

on voimassa, kun 0 < 60 < 7.

Todistuksen pohjana on kiytetty Mitrinovié¢in todistusta [30} s. 33|.

Todistus. Tutkitaan aluksi tunnettua epayhtilod —5- > 1, missia 0 < 0 < R

cos? 0
Integroidaan epayhtélo puolittain valilla [0, 6], jolloin saadaan

tanf > 0 (70)

kaikilla 0 < 0 < 7.
Tutkitaan seuraavaksi termin # kulkua derivaatan avulla. Nyt saadaan

w0\ = (0 — tanb).

d [sinf 0cosf —sin@  cosb
- 02 Bz
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5 TRIGONOMETRISIA EPAYHTALOITA

Koska vililld (0, 7] on voimassa 62529 > 0 ja epayhtélon ((70) nojalla valilla

[0,Z) on voimassa 0 — tan > 0, on edellisten nojalla vililla (0, 5] voimassa

) ’ 2
i sin 6 <0
de 0 -

epayhtélo

Koska funktio #2¢ on niin ollen jatkuva ja viihenevi vlilld (0, 2], se saa
pienimmén arvonsa 7, kun ¢ = 7. Kaksoisepédyhtalon vasemmanpuolei-
nen epayhtéld on nyt todistettu.

Todistetaan kaksoisepayhtélon oikeanpuoleinen epéayhtalo jakamalla tun-
nettu epayhtéld sinf < 6, missd 6 < 0, puolittain positiivisella termillé 6,
jolloin saadaan

sin @

1.
0<

Alkuperiinen kaksoisepéayhtélo

sin 6

0

<1

SHE®

<

saadaan yhdistamalla saadut epayhtalot. O

Erds hieno ja yksinkertainen todistus Jordanin epéyhtéalolle on esitelty
artikkelissa [52].

Esimerkki 48. Osoita, ettd funktio f(z) = sinx on funktioiden g(z) = x ja
h(z) = 2z valilld, kun 0 < o < Z.

Ratkaisu. Valilla 0 < x < 7 on voimassa Jordanin epéyhtélo

sinx
<

<1

SHES

X

Kerrotaan epéyhtalo puolittain muuttujalla x # 0. Nyt epéayhtélé on muotoa

2
—x <sinz < z. (71)
m
Téten funktio f(z) = sinz on funktioiden g(z) = = ja h(z) = 2x vililld, kun
0 <z < 7. Epdyhtélon graafinen tarkastelu esitetdéin Kuvassa . A

5.2 Huygensin epayhtalo

Seuraavaksi tarkastellaan kahta hyvin samankaltaista trigonometrisia funk-
tioita arvioivaa epayhtaloa, Cusa—Huygensin epdyhtilod ja Huygensin epdayh-
talaa.
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Y g(x)
, F@)!
h(z),
5 X

Kuva 10: Funktioiden f(z) = sinz, g(z) = z ja h(z) = 2z kuvaajat vililld
[0, 3]

b

Cusa—Huygensin epayhtélon on ensimmaisend esittanyt saksalainen pap-
pi Nicholas Cusa (1401-1464), ja sen todisti alankomaalainen matemaatikko
Willebrord van Roijen Snell (1581-1626) vuonna 1631 ilmestyneessé teokses-
saan Cyclometicus. Snellin todistus ei kuitenkaan ollut taydellinen. Kiistatto-
man todistuksen epayhtéalolle esitti lopulta alankomaalainen fyysikko Christi-
aan Huygens (1629-1695). Vuonna 1654 ilmestyneessi teoksessaan De Circuli
Magnitudine Inventa |23 s. 91-215] Huygens kiyttaa Cusa—Huygensin epéyh-
taloa mn likiarvon arvioimiseen. [39] Cusa—Huygensin epayhtélon avulla on
johdettu kasvava méard uusia epéayhtaloité, joita on esitetty esimerkiksi ar-
tikkeleissa [8], [21] ja [38§].

™

Lause 5.2 (Cusa—Huygensin epiyhtilo). Kaikilla x € (O, 5

epdyhtdlo

) on vormassa

sin x coszx + 2

T < 3

(72)

Todistus. Sievennetéén aluksi epiyhtdlod (72)). Koska z > 0, epéyhtéld voi-
daan kertoa puolittain termilla 3z, jolloin saadaan

3sinx < xcosx + 2x

ja edelleen
xcosx — 3sinz + 2x > 0. (73)

Tutkitaan funktiota h(x) = x cos x —3sin z+2z. Jos funktio h(x) > 0 kaikilla
T € (O,g), my0s alkuperéinen epayhtalo on tosi. Tutkitaan funktion h(x)
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kulkua sen derivaatan avulla. Funktion derivaattafunktio on

h'(z) = —zsinz + cosx — 3cosx + 2
= —xsinx — 2cosx + 2,
josta edelleen saadaan
h"(x) = —xcosx —sinx + 2sinx

=sinx — rcosx

=cosrtanx — xrcosw

=cosz (tanz — x).
Koska cosz > 0 jatanx—x > 0 kaikilla z € (O, g), on toinen derivaattafunk-
tio h”(z) = cosz(tanz — ) > 0 kaikilla = € (0, 2). Derivaattafunktio '(z)
on titen kasvava. Kun lisiksi 2/(0) = 0, on h/(z) > 0 kaikilla z € (0, %).

Téstd saadaan edelleen, ettéd funktio h(z) on kasvava. Lisdksi h(0) = 0,
joten h(x) > 0. Téten epayhtalod on voimassa, joten myos alkuperdinen

epayhtalo on tosi. O]
Esimerkki 49. Olkoon 0 < z < 7. Osoita, ettd nyt on voimassa epéyhtilo
2sinx cosT < x cos2x + 2.

Ratkaisu. Koska 0 < x < 7, on lisiksi voimassa 0 < 2r < 7. Taten Lauseen

5.2l nojalla Cusa-Huygensin epayhtélo
sin 2x - cos 2x + 2
2x 3
on voimassa. Kerrotaan epayhtélo puolittain positiivisella termilld 3z, jolloin
saadaan epayhtalo

3 sin 2x < x cos 2z + 2.
Sijoitetaan epayhtaloon sin 2z = 2sinx cos x ja saadaan
3sinx cosx < x cos2x + 2,
mista alaspdin arvioimalla saadaan edelleen
2sinzcosz < xcos2x + 2. A

Seuraavaksi esitelliddn ja todistetaan epéyhtild, josta kiytetddn nimed
Huygensin epayhtélo. Kuten edellé tarkastellun Cusa-Huygensin epéayhtalon,
Huygensin epayhtélon todisti Snell kirjassaan Cyclometicus vuonna 1654.
Todistus oli kuitenkin monin paikoin epdmééarainen, ja vuonna 1654 ilmesty-
neessé teoksessaan De Clirculi Magnitudine Inventa [23] s.91-215] Huygens
todisti myos tdmén epéyhtalon. [39] Huygensin epdyhtélon avulla johdettuja
epayhtéloita tarkastellaan esimerkiksi artikkelissa [37].

80



5.2 HUYGENSIN EPAYHTALO

™

Lause 5.3 (Huygensin epayhtélo). Kaikilla z € [O, 5) on voimassa epayhtdlé

2sinx + tanx > 3x. (74)
Todistus. Tutkitaan funktiota
f(z) =2sinz + tanx — 3z.

Jotta epayhtilo olisi tosi, on oltava f(z) > 0. Funktion arvo pisteessi
z =0 on f(0) = 0. Derivoidaan funktio f(x) muuttujan x suhteen. Koska
sinifunktio sinz on derivoituva kaikilla x € R ja tangenttifunktio tanx on
derivoituva kaikilla = € [0, %), funktio f(z) on derivoituva kaikilla z € [0, %).
Funktion f(x) derivaattafunktio on

f(x) =2cosx + -3

cos? x
2cos’r —3cos’x +1

cos? x

Kaikilla z € [O, %) derivaattafunktion nimittiji cos? z > 0. Mikili osoittaja
2cos® r—3cos? x+1 > 0, on f'(z) > 0. Olkoon t = cosz ja g(t) = 23 —3t>+1,
missé ¢ € [0,1). Funktio

g(t) =2t* =3t + 1
= —2t+1)(2t+1)
= (t—1)>%*2t+1)
on selvésti positiivinen kaikilla ¢ € [0,1). Nyt f(0) = 0 ja f'(x) > 0 kaikilla

z € [0,%), joten funktio f(z) on kasvava tilld vélilld. Koska nyt f(z) > 0,
epayhtald (74]) on tosi. O

Esimerkki 50. Osoita, ettd epayhtalo

tanx .
>xr—sinx

on voimassa kaikilla z € [0, %)

Ratkaisu. Valilla [0, g) on voimassa Huygensin epayhtalo , jonka nojalla

2sinz + tanx > 3x.

Jakamalla tdmaé puolittain luvulla 2 saadaan

tan x

3
sinx + > 53:,
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josta arvioimalla alaspéin saadaan edelleen

tan x
> x.

sinx +

Viéahennetdéan lopuksi puolittain funktio sinz. Nyt

tanx

> —sinz. A

5.3 Muita trigonometrisia epayhtaloita

Esitelldén ja todistetaan muutamia trigonometrisia ja hyperbolisia funktioita

sisaltavia epayhtéloitd. Seuraaville epayhtéloille ei muista epayhtaldista poi-

keten ole esimerkkejé eikd Lausetta lukuun ottamatta harjoitustehtévia.
Seuraava epéyhtilo ja sen todistus l6ytyvét artikkelista [55] s. 8-9].

Lause 5.4. Kaikilla 0 € [—m, 7] on voimassa

0] <

: 0’
sin —| .
2

Todistus. Maéritelldan aluksi funktio f(f) = wsinf — 26, jolle on voimassa
f(0) = f(5) = 0. Derivoidaan funktio kahdesti, jolloin saadaan ensiksi

f'(6) = mcosf — 2
ja edelleen
1"(0) = —7siné.

Koska funktion toinen derivaatta f”(¢) on aina negatiivinen vililld (0, 7],
funktion ensimmaéinen derivaatta f’(f) on aidosti viheneva vililla [0, 7]. Kos-
ka f'(0) =m—2>0ja f'(5) = -2 <0, on vililld (0, F) oltava jokin piste
6o, jolle f'(6y) = 0. Télloin funktio f(#) on kasvava vililld [0, 6] ja viheneva
valilla [0y, 7). Lisaksi vélilla (0, 7) on voimassa f(x) > 0. Koska funktio f(6)

on pariton, kaikilla 6 € [—5, 5] on voimassa

20| < 7| sind)|.
Tama on yhtépitdva epayhtalon
0
0| < 7|sin =
6] < lsin o],
missd 0 € [—7, 7], kanssa. O
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Ennen seuraavan lauseen késittelyd madritelladn hyperboliset funktiot hy-
perbolinen sini, sinh(x), ja hyperbolinen kosini, cosh(z), eksponenttifunktion
avulla. Kaikilla x € R on voimassa

x —Zx

sinhz = c-¢
2
ja
coshy = &€
2

sekd yhtésuuruus cosh? z — sinh?® z = 1. Liséiksi mainittakoon, etté hyperbo-

cosh(z)

IEY
o] 3

Kuva 11: Hyperbolisen sinin sinh(x) Kuva 12: Hyperbolisen kosinin
kuvaaja. cosh(z) kuvaaja.

lisen sinin ja hyperbolisen kosinin derivaattafunktiot ovat D sinhz = coshx
ja D cosh z = sinh x.

Seuraava hyperbolisia funkioita koskeva epayhtéld todistuksineen 16ytyy
artikkelista [21] s.9).

Lause 5.5. Kaikilla 0 € (0,7) on voimassa

0
cosh f < o8 (75)

\/(cos )2 — (sin 9)2'
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Todistus. Madritelldin funktio g(f) = cos? @ —cosh® §(cos? §—sin? #). Funktio
g(#) on valittu niin, ettd mikéli se on positiivinen vililld (0, §), epéyhtélo (75))
on tosi talla valilla. Derivoidaan funktio ¢g(#) kahdesti, jolloin saadaan

g'(0) = sin(20) sinh(260) — cos(26) cosh(26)

ja
g"(6) = 4sin(20) sinh(26).
Koska ¢”(f) on kahden positiivisen luvun tulona positiivinen vililla (0, F),

ensimmaiselle derivaatalle on voimassa f'(#) > f'(0) = 0. Edelleen saadaan
f(0) > f(0) = 0, miki todistaa epdyhtdlon ([75) paikkansapitdvyyden. O

Lopuksi tutkitaan kahta artikkelista [38], s. 148] 16ytyvia epayhtélod. Vii-
tatussa artikkelissa seuraavat epayhtéalot on virheellisesti maaritelty kaikilla
0 > 0 oikean méérittelyvélin 6 € [—7, 7] sijaan. Tamé& epayhtéaloiden méari-
telmissé ja todistuksissa oleva virhe korjataan alla.

Lause 5.6. Kaikilla 0 € [—m, 1] on voimassa

cosfcoshd < 1. (76)

Todistus. Nahdéan helposti, ettd tapaus 0 = 0 on tosi. Méaaritelladn funktio
s(0) = cosf cosh@—1, missd 0 € [—m, 7. Koska funktio s(#) on symmetrinen,
riittad, ettd tutkitaan funktiota véalilla (0, 7r|. Derivoidaan funktio kahdesti,
jolloin saadaan

s'(#) = cosfsinh 6 — sin 6 cosh 6

ja edelleen
s"(#) = —2sinfsinh 6.

Koska funktion toinen derivaatta s”(6) on negatiivinen valilla (0, 7], funk-
tion ensimméinen derivaatta s'(f) on aidosti viheneva talla valilld. Nyt on
voimassa s'(#) < s'(0) = 0 kaikilla 6 € (0, 7]. Koska funktion derivaatta on
negatiivinen vélilla (0, 7], saadaan edelleen s(6) < s(0) = 0, miké on yhtépi-

tava epéayhtalon kanssa. O
Lause 5.7. Kaikilla 0 € [—m, 1] on voimassa
sin @ sinh § < 6°. (77)

Todistus. Tutkitaan aluksi tapausta # = 0. Tamé on selvésti tosi. Maaritel-
144n funktio ¢(f) = 6% — sin @ sinh §. Koska funktio on symmetrinen, riittad,
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ettd todistetaan epéyhtdlon olevan voimassa vililla (0, 7]. Funktion ensim-
méinen ja toinen derivaatta ovat muotoa

t'(6) = 20 — cos @ sinh 6§ — sin 6 cosh 6
ja
t"(0) = 2(1 — cos 6 cosh ).

Funktion toinen derivaatta t”(f) on positiivinen kaikilla 6 € (0, 7] epayhté&lon
(76) nojalla. Tastd seuraa, ettd funktion ensimméinen derivaatta ¢'(6) on
aidosti kasvava talla vélilld. Nyt on voimassa t'(f) > t'(0) = 0 kaikilla 6 €
(0, 7]. Nyt funktio ¢(z) on vastaavasti aidosti kasvava, joten saadaan () >
t(0) = 0. TdAm4 on yhtapitava epayhtalon kanssa, joten lause on tosi. [

5.4 Harjoitustehtavia
Tehtéva 57. [29, s. 110] Osoita, ettd epayhtalo

2 T
l——a<cosa< - —«q«
T 2

on tosi, kun 0 < a < 7.
Tehtéavd 58. Olkoon 0 < 8 < 7. Méaritéd lausekkeelle

tan [ cos
g B

ylé- ja alaraja talla valilla.

Tehtava 59. Osoita, ettd epayhtilo

sin

213
2

on tosi, kun 0 <~ < 7.
Vihje: Jordanin epéyhtalo.

Tehtéva 60. Olkoon 0 < § < . Osoita, ettd nyt on voimassa
6
—0 < dcos 30 + 206.
™

Vihje: Jordanin epéyhtalo ja Cusa—Huygensin epayhtald.
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Tehtava 61. Osoita Huygensin epayhtiloa kiyttaen, ettd epayhtalo
sin 2\ +sin A > Acos A

on tosi, kun 0 < A < 7.

Tehtiava 62. Osoita, ettd on voimassa

sin w

)

2
- <
T

w

kun 0 < |w| < 7.
Vihje: Lause [5.4], sijoita 6 = 2w.
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Kiitokset

Procrastinate now, don’t put it off.
— Ellen DeGeneres

Lopuksi haluan kiittaa
vanhempiani ja sisaruksiani kaikesta. Te olette pienempia kuin kolme.

ohjaajaani F'T Riku Klénia erittdin hyvésta ja kannustavasta ohjauk-
sesta.

Viljaa, joka halusi tulla mainituksi erikseen.
ystaviani kaikesta kivasta, jonka on voinut laittaa opiskelun edelle.
opiskelutovereitani yhteisistd lounashetkista.

sukulaisiani ja tuttujani, jotka ovat odottaneet padseviansd syomadn
kakkua.

kaikkia, jotka ovat osoittaneet kiinnostusta graduani kohtaan.

Graduni ei olisi valmistunut ilman teita.
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