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Tama pro gradu -tutkielma kasittelee luottoriskimallien avulla saatavia yri-
tyksen konkurssitodennéakoisyyksié.

Luottoriskimallit voidaan jakaa karkeasti redusoituihin ja rakenteellisiin malleihin.
Rakenteelliset mallit tutkivat riskia yrityksen sisdisestd nakokulmasta. Siinéd velka-
kirjan hinta esitetdan yhtapitavésti optioiden hinnan avulla. Rakenteellisissa malleis-
sa yrityksen arvolle maaritetaan raja, jonka alittaessa konkurssi tapahtuu. Usein yri-
tyksen arvoprosessin oletetaan noudattavan geometrista Brownin liikettd. Redusoi-
dut mallit késittelevéit riskid ulkoiseen informaatioon perustuen. Niissd konkurssin
oletetaan olevan Poisson-tapahtuma, joka riippuu konkurssi-intensiteetisté.

Rakenteellisista malleista tarkennutaan erityisesti sekid, Mertonin ettd Black—Coxin
malliin. Mertonin mallille esitetdédn parametrien estimointimenetelma kayttden suu-
rimman uskottavuuden estimointia. Redusoiduissa malleissa kasitelladn velkakir-
jan hinnoittelua intensiteettikésitteen avulla. Tamén jéilkeen tarkastellaan Markov-
malliin perustuvaa intensiteettimallia. Lopuksi kasitellddn, miten rakenteellisen ja
redusoidun mallin hyvét puolet on mahdollista yhdistaa.

Asiasanat: luottoriskimalli, redusoitu malli, rakenteellinen malli, Mertonin malli,
konkurssiraja, konkurssitodennakoisyys.
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Merkintoja
Alla listattuna oleellisimmat kdytosséd olevat merkinnét:
14 = Indikaattorifunktio
A = Kumulatiivinen hasardifunktio
BI' = Velkakirjan hinta.
Bl' = Riskittémin velkakirjan hinta
C = Osto-optio
D = Konkurssiraja
DIC =Down-and-in-osto-optio
DOC =Down-and-out-osto-optio
E; = Oman pddoman maira
K = Velkakirjan nimellisarvo
L = Velkavipusuhde
M; = Yrityksen arvon historiallinen minimi
m=p— %02
N (1, 0?) = Normaalijakauma parametreilla p ja o2

N(t,w) = Indikaattori, joka kertoo onko yritys konkurssissa, kun ollaan ti-
lassa (t,w)

P = Myyntioptio

®(x) = Standardinormaalijakauman kertyméfunktio
r = Korko

7 = Konkurssihetki

V; = Yrityksen arvoprosessi

W; = Brownin liike



1 Johdanto

Rahoitusmarkkinat koostuvat eri riskisistd instrumenteista. Jokaisen instru-
mentin hinnan voidaan ajatella olevan riippuvainen kohde-etuutena olevan
yrityksen konkurssiriskistda. Osakkeen tai velkakirjan saa sitd halvemmalla,
mitad todenndkoisempi instrumenttiin liittyvan yrityksen konkurssi on. Kos-
ka konkurssiriskin nousu laskee osakkeen hintaa, vaikutus kohdistuu talléin
my6s optioihin ja kaikkiin muihin yritykseen liittyviin instrumentteihin. Té-
ten varsinkin isojen institutionaalisten sijoittajien voi olla tarpeellista miettia
sijoituksiaan myos konkurssiriskin kannalta.

Yrityksen itsensdkin on hyva olla tietoinen omista riskeistddn. Jokaiseen
investointiin liittyy riski, joka t&lloin lisdéd myo6s oman yrityksen konkurssiris-
kid. Téaten ennen uusia, erityisesti riskillisempid, investointeja tehdessa ny-
kyisen riskitason tunteminen voi olla tarpeellista. Osana riskienhallintaa on
mahdollista katsoa sen hetkistd oman yrityksen konkurssitodennékoisyytta
ja verrata sitd todennékoisyyteen joka saadaan, jos investointi tehdaén. Toi-
saalta, jos vastapuoliriski koetaan merkittaviksi, myos investointiin liittyvan
yrityksen konkurssiriskid voidaan arvioida.

Luottoriskimallit voidaan jakaa karkeasti kahteen kategoriaan: rakenteel-
lisiin ja redusoituihin malleihin. Rakenteelliset mallit pyrkiviat mallintamaan
yrityksen arvon kehittymista ja selvittdmaéén, milloin yrityksen arvo alittaa
ennalta maaratyn konkurssirajan. Talloin tarvitaan tietoa yrityksen pédaoma-
rakenteesta. Useissa malleissa yrityksen arvon oletetaan noudattavan geomet-
rista Brownin liikettd. Redusoiduissa malleissa keskitytdan taysin ulkoisiin
tekijoihin. Rakenteellisen mallin voidaan ajatella olevan lahtoisin Mertonin
mallista |32], joka pohjautuu Black—Scholes-optiohinnoittelumalliin [4]. Vas-
taavasti redusoitujen mallien alkuna voidaan pitda Jarrowin ja Turnbullin
artikkelia [25].

Tamén tutkielman tarkoituksena on esitella erilaisia tapoja tutkia yrityk-
sen konkurssitodennakoisyyksia luottoriskimallien avulla. Tyossa keskitytaan
kasittelemadan muutamaa mallia tarkemmin. Mertonin mallille esitelldéan tapa
estimoida mallin parametrit.

Tutkielman rakenne etenee seuraavasti. Luvussa kaksi esitellddn tarvit-
tavia matemaattisia ja rahoitusteoreettisia kisitteitd ja méaritelmia. Mitta-
teoreettiseen kisitteistoon voi tutustua tarkemmin kirjan [2| avulla. Luvus-
sa kolme késitelldédn redusoituja malleja. Ensin kasitellidn Mertonin mallia,
joka perustuu ajatukselle, ettéd lainan paattymishetkelld tutkitaan, onko yri-
tykselld varaa maksaa velkansa pois. Jos varoja ei ole, yritys asetetaan kon-
kurssiin. Toinen késiteltdva malli on Black—Cox-malli, jossa konkurssi voi
tapahtua kesken laina-ajan. Malli antaa my6s mahdollisuuden asettaa erilli-
sen konkurssirajan. Konkurssirajan asetustavasta riipuen, yritys voi joutua



konkurssiin, vaikka se olisikin kykenevd maksamaan velkansa. Luvun kolme
lopussa esitelldan, miten Mertonin mallin parametrit voidaan estimoida suu-
rimman uskottavuuden menetelmallé.

Luvussa nelja siirrytdan tarkastelemaan redusoituja malleja, joiden kan-
tavana voimana toimii konkurssi-intensiteetin késite. Redusoiduissa malleissa
konkurssin oletetaan tapahtuvan ylldttden. Alussa esitelldén tapoja hinnoi-
tella velkakirja olettamalla jotain takaisinmaksun suuruudesta, kun konkurssi
tapahtuu. Luvun loppupuoli kisittelee Markov-mallia.

Viidennessa luvussa tutkitaan redusoidun ja rakenteellisen mallin yhdis-
tamistéd. [%-mallissa oletetaan, etté konkurssiraja on havaitsematon satun-
naismuuttuja, jonka arvo vaihtelee. Toisessa lahestymistavassa késitellaan
kiinnitettyd konkurssirajaa, joka on satunnainen. Kolmas kasiteltdva malli
olettaa markkinoilla olevan informaation sisdltdvéan kohinaa.

Kuudennessa luvussa tehdédan yhteenveto opinnaytetyosta.



2 Teoreettiset taustatiedot

2.1 Velkakirjat

Velkakirja tai bondi on kahden osapuolen — lainan mydntéajan eli sijoittajan
ja lainan saajan — vélinen sopimus, jossa lainan myontaja myontéaa rahaa lai-
nan saajalle. Lainan saaja lupautuu maksamaan lainan pois méaratylla ko-
rolla ja maératyn ajanjakson aikana. Velkakirjan nimellisarvoksi kutsutaan
summaa, joka maksetaan laina-ajan péaattyessa, lukuun ottamatta mahdol-
lista kuponkikorkoa. Maturiteetti kertoo velkakirjan laina-ajan, eli lopullisen
hetken, jolloin laina maksetaan takaisin. Velkakirjalle on voitu maéaritella ku-
ponkikorko. Talloin ennalta méaaratyin véliajoin maksetaan korko, joka on
ilmaistu prosentteina nimellisarvosta. Velkakirjasta saataviksi rahavirroiks:
kutsutaan kaikkia lainan myontéajélle syntyvia saamisia, eli kuponkikorot se-
k& lainan lyhennykset. Velkakirjaa, joka ei maksa kuponkikorkoja, kutsutaan
nollakuponkilainaksi. Nollakuponkilainassa lainan myontaja myontaé lainaa
alle nimellisarvon verran ja vastineeksi hdn saa maturiteetissa takaisin ko-
ko nimellisarvon. Mydnnetyn summan ja nimellisarvon ero kuvaa sijoittajan
saamaa tuottoa. [14, s.1-4]

2.2 Korko ja nykyarvottaminen

Rahalla on aika-arvo: euro tédnaan on arvokkaampi kuin euro huomenna. Ra-
han hintaa kuvaa korko. Termiinikorolla tarkoitetaan nykyisen korkotason
implikoimaa tulevaisuuden korkotasoa. Jos esimerkiksi tunnetaan vuoden ja
kahden vuoden riskiton korko, nédiden avulla voidaan maarittaa oletettu vuo-
den kuluttua noteerattava vuoden pituinen korko. [28] Nykyarvottamisella
eli diskonttaamisella tarkoitetaan metodia, jossa tulevaisuudessa hetkella ¢
ilmenevd rahamaérd arvotetaan jollekin aikaisemmalle ajanhetkelle ¢ — k.
Tamaén avulla eri ajanhetkien rahamééarat saadaan keskenéén vertailukelpoi-
siksi. Vastaavasti metodia, jossa nykyhetken raha arvotetaan jollekin tulevai-
suuden hetkeksi, kutsutaan korkouttamiseksi. Diskonttaaminen voidaan aja-
tella siis kididnteisoperaationa tulevaisuuden rahan arvon méarittamiselle. Ha-
vainnollistetaan tatd tutkimalla yksinkertaista pankkitalletusta. Sijoitetaan
pankkitilille s euroa rahaa, jolle maksetaan r suuruinen prosentuaalinen kor-
ko nimellisarvosta. Pankkitililld on vuoden jilkeen s(14r) euroa ja n vuoden
jalkeen s(1+r)" euroa. Kéanteisesti on helppo huomata, etté jos tavoitteena
on saada n vuodessa sadstotilille w verran rahaa korolla r, saadaan vaadittu



Diskonttaus

—1 .
(14+r)™

(L+r)"

Korkoutus

Kuva 1: Sddstosumman s korkoutus ja sadstotavoitteen w diskonttaus.

sijoitussumma ratkaisemalla seuraavasta yhtéalosta s.

w=s(1+7r)"
w
§=—-—.
(1+r)n

Siirrytddn tutkimaan n € N vuoden pituisen velkakirjan nykyarvotta-
mista, jossa velkakirja maksaa vuosittain p suuruisen prosentuaalisen koron.
Olkoon velkakirjan nimellisarvo on F'V ja kiytettéva diskonttokorko r. Nyt
jokaisen vuoden korkotulon rahavirta taytyy diskontata eri tekijalla. Ensim-
méinen korko, joka maksetaan vuodenpadsté, diskontataan tekijalla 1 4 r ja
toisen vuoden korko tekijilld (1 4 7)2. Viimeisend vuonna diskontataan seki
korko ettd nimellisarvo tekijalla (1 + r)™. Velkakirjan nykyarvo PV voidaan
laskea seuraavasti:

FV - P 1%
P :
V= Z (I+r) 1+r)"

Jos koron maksu seké diskonttaus suoritetaan m kertaa vuodessa (p ver-
ran vuodessa), lasketaan velkakirjan nykyarvo seuraavasti:

" FV.L FV

[29]

2.2.1 Jatkuva-aikainen korko

Palataan aiempaan pankkitiliesimerkkiin ja tutkitaan, miten koron voi mak-
saa jatkuva-aikaisesti. Oletetaan, ettd talletukselle s maksetaan korkoa m
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kertaa vuodessa, ja r kuvaa vuotuista korkoprosenttia. Téalloin pankkitilille
kertyy ajan saatossa summa

Kun halutaan maksaa korkoja jatkuvassa ajassa, talloin m — oco. Saadaan

w = lim 5~(1+1

)n-m
mM—00 m

)n-rﬂ
r .

=s- lim (1
s M (1+ 2o

Merkitédén r = 7. Kun m — oo, niin x — o0, jolloin jatkuva korko saadaan
muotoon

1
w s (lim 1+ 0"

=s-e™".

[29]

2.2.2 Luottospredi

Luottoriskimalleja vertailtaessa on hyva tutkia mallin hinnoittelemia tuotto-
ja ja verrata niité riskittoméan tuottoon. Téatéd voidaan tutkia luottospredin
S avulla. Luottospredi kuvaa riskittoméan ja riskillisen velkakirjan tuottoe-
roa, kun velkakirjat ovat muilta osin identtiset. Se lasketaan suoraan tuot-
tojen erotuksena. Mielivaltainen velkakirja b voidaan esittda tuoton y avulla
muodossa b(t, T') = e V&1 Tisti saadaan laskettua y

b(t,T) = e DT
Inb(t,T) = —y(t, T)(T —t)

1
t,T)=— Inb(t,T).
y(?) T_tn<7>

Nain ollen luottospredi on

1 Br
St T) =ys —yp = —7— (57
t

T >1.
T_t )7 >

18]



2.3 Optiot

Optiot ovat sijoitusinstrumentteja, jotka voidaan jakaa kahteen luokkaan,
osto-optioihin ja myyntioptioihin. Osto-option haltijalla on oikeus, mutta ei
velvollisuutta, ostaa kohde-etuus ja myyntioption haltijalla on oikeus, mutta
ei velvollisuutta, myyda kohde-etuus maarattyna ajankohtana ennalta maa-
rittyyn toteutushintaan. Option toisen osapuolen eli asettajan taytyy suo-
rittaa kyseinen toimeksianto, jos option haltija ndin haluaa. Optiot voidaan
jakaa myoOs amerikkalaisiin ja eurooppalaisiin optioihin. Amerikkalainen op-
tio voidaan toteuttaa milloin tahansa, kun taas eurooppalainen optio voidaan
toteuttaa vain maturiteetissa. Téasséa opinnaytetyossa kasiteltavit optiot ovat
aina eurooppalaisia optioita.

Optiosopimuksessa maéaritelladan option toteutushinta K seké sen viimei-
nen toteutuspdiva. Osto-option haltija toteuttaa option vain, jos toteutus-
hinta K on pienempi kuin kohde-etuuden markkinahinta V. Télldin option
haltija saa kohde-etuuden hinnalla K ja voi myydéa sen eteenpéin markkina-
hintaan V. Néin tekemélld option haltija saa tuottoa erotuksen Vi — K. Vas-
taavasti option asettaja jaé yhta paljon tappiolle. Jos kohde-etuuden hinta on
matalampi kuin osto-option toteutushinta, option haltija saa saman kohde-
etuuden halvemmalla ostamalla sen markkinoilta markkinahintaan. Myyn-
tioptiossa logiikka on kdénteinen. Optio toteutetaan ainoastaan silloin, kun
kohde-etuuden hinta on korkeampi kuin markkinahinta. Osto-option C' ja
myyntioption P hinta maturiteetissa T" voidaan kirjoittaa seuraavaan muo-
toon:

C = max(Vy — K,0) = —min(K — Vr,0)
P =max(K — Vr,0) = —min(Vr — K,0).
Black—Scholes-kaava antaa eurooppalaiselle optiolle hinnan hetkelle ¢t = 0,
kun oletetaan ettei kohde-etuutena oleva arvopaperi maksa osinkoja:
C =Vy®(dy) — Ke ™ ®(dy)
P =Ke"T®(~dy) — Vo®(—dy),
jossa

In(Vo/K) + (r +0%/2)T
dl = )
ovT
In(Vo/K) + (r — o%/2)T
d = — dl - O‘ﬁ,
i oVT
®(z) on normaalijakauman kertyméfunktio, o kohde-etuuden volatiliteetti ja
r riskiton korko. [22, s. 246-248] Black—Scholes-hinta on aidosti kasvava vo-

latiliteetin suhteen. Taman osoittamista varten esitelldédn seuraava aputulos.




Lemma 2.1. Kun ¢’(z) on standardinormaalijakauman tiheysfunktio ja d;
ja dy ovat méaaritelty kuten aiemmin, talloin

V&' (d)) — Ke ™ ®'(dy) = 0.

»

x

77 JO-

Todistus. Standardinormaalijakauman tiheysfunktio on ®(z) = \/szﬂe
ten

V&' (dy) — Ke "™ ®'(dy)
1

a3 1 a3
e 2 — K——e 72
\ 2T V2T
4 1
_ 6an e 2 — 6an e

1

V2
af

2

=V

_ (d1—ovT)?
2

T
my 1o e 1 direvTdietT
=" ——e 2 —e"t ——e P
V2w V2T

1 d? —20VTd) +03T
% <€an _ 61nK7+frT>.

V21

Koska tavoitteena on saada lauseke nollaan, tutkitaan suluissa olevaa lause-
ketta. Koska molempien kantaluku on sama, riittda tutkia eksponentteja. On
siis osoitettava, etta

rT

—20VTdy + 02T
2

Sijoitetaan kaavaan termin d; laaja muoto, jolloin saadaan

InV=hK - rT.

Y +(r+2)T o7
K oyTREFUEFT T

ovT 2

2T T
:1nK+1nv—1nK+rT+”T - 0—7 T =V
Néin ollen ,
6an . 6lnl(—w-rT — 07
jonka nojalla alkuperdinen véite on tosi. ]

Edellista tulosta hyvéiksikidyttden voidaan osoittaa, ettd Black—Scholes-
hinta on aidosti kasvava volatiliteetin suhteen.

Lause 2.2. Black—Scholes-mallin osto-option hinta
C =Vy®(d)) — Ke ™" ®(dy)

on aidosti kasvava volatiliteetin o suhteen, jossa d; ja ds on mééritelty kuten

edella.



Todistus. Osoitetaan derivoimalla lauseke muuttujan o suhteen. Merkinta

d' viittaa funktion d derivaattaa muuttujan o suhteen. Ketjusddnnon avulla
92(d1(0) — ¢/(d,(5))d} (), jolloin saadaan

do
oC 0%(dy(0)) L 00(di(0) — oVT)
o v do - Re do
— VO (dy(0))d} (0) — K™D’ (dl(a) - aﬁ) (d’l(a) - %oﬁ)

— (o) [vqf (di(0)) — Ke T (dy (o) — aﬁ)}
+ \/TKG_TTCDI(dl(O') - aﬁ).

Lemman 2.1 nojalla suluissa oleva lauseke on nolla. Koska K ja T ovat posi-
tiivisia vakioita ja tiheysfunktio saa aina epénegatiivisia arvoja, saadaan

Z—C = \/TKe_TT@'(dl(J) —Uﬁ) >0 Vo>0.
o

Néin ollen osto-option hinta on aidosti kasvava volatiliteetin o suhteen. [

2.3.1 Rajaoptiot

Rajaoptiot (barrier options) ovat optioita, jotka siséltavit lisdehtoja tavalli-
siin optioihin verrattuna. On olemassa osto-optioita, joissa maaritellaén raja,
jonka osakkeen arvon on ylitettava tai alitettava, ennen kuin optio tulee voi-
maan. Jos kyseista rajaa ei saavuteta, option osto-oikeus ei tule voimaan. Vas-
taavasti voidaan méaritella raja siten, etté jos osakkeen arvo ylittaa tai alit-
taa tdmaéan rajan, menettad optio osto-oikeuden ja optio muuttuu arvottomas-
ti. Myyntioptioissa voidaan toimia vastaavalla tavalla. Optiot, joiden téaytyy
ensin saavuttaa raja ennen voimaantuloa, kutsutaan ”knock-in” -optioiksi.
Vastaavasti, jos rajan saavuttaminen mitéatoi option oikeuden, kutsutaan nii-
ta "knock-out” -optioiksi. Esitellddn kaavat down-and-in- ja down-and-out-
osto-optioiden hinnoille C'DI ja C DO, kun oletetaan, ettd kohde-etuus ei
maksa osinkoja.
Kun H < K, down-and-in-osto-option hinta on

H 2\ o H\2-2
DI = V°<Vo> o(h) — Ke <Vo> o(h — oVT),
jossa
N T + 022/2
o
2
h = M + \oV/T.

oVT



Téamén avulla saadaan down-and-out-osto-optio
CDO =C—-CDI.

Kun H > K, down-and-out-osto-option hinta on

H\ 2\
CDO = Vy®(hy) — Ke ™ ®(hy — U\/T) - VO(V) ®(hs)
0
H\ 222
—rT (=" _
+ Ke <Vo) O (hy U\/TL
jossa
2
2
)= %
o

_m(W/H)
hl_—O'ﬁ + AoVT

_ In(H/W) |
h2_—gﬁ + AoVT.

Down-and-in-osto-option hinta saadaan edellisten optioiden avulla seuraa-
vasti:

CDI = C — CDO.
22, 5.439-441]

2.3.2 Yhdistetyt optiot

Yhdistetty optio (compound option) on optio, jonka kohde-etuutena on jokin
toinen optio. Yhdistetylla optiolla on kaksi toteutushintaa ja kaksi maturi-
teettia: toinen liittyy yhdistettyyn optioon ja toinen kohde-etuutena olevaan
optioon. Tutkitaan osto-optiota C}y, joka oikeuttaa ostamaan toisen option
Cg. Optiolla C'4 on toteutushinta K 4 ja maturiteetti T4 ja vastaavasti optiol-
la C'g on toteutushinta Kp ja maturiteetti Tz. Téssa siis optio C'4 on yhdis-
tetty optio ja sen hintaan vaikuttavat muun muassa muuttujat K, Kg, T4
ja Tp. |22, s.437-438]

2.3.3 Black—Scholes-mallin ongelmia

Black—Scholes-malli kiyttad geometrista Brownin liikettéd osakkeen hintapro-
sessin mallina. Osakkeen hintaan vaikuttaa kuitenkin useat tekijét, joten téy-
sin satunnaisesta prosessista ei todellisuudessa ole kyse. On myos olemassa
niyttod, ettd normaalijakaumaoletus aliarvioi epatodennakoiset tapahtumat



ja ettd tuottojen jakauma on pitkdhéntainen. Mallissa on muitakin epérea-
listisia oletuksia, kuten transaktiokustannusten puuttuminen, markkinoiden
taydellinen likviditeetti seké vakiona pidettava riskiton korko ja volatiliteetti.
Esimerkiksi porssiromahduksen aikana markkinoiden likviditeetti pienenee.

[39]

2.4 Riskineutraali todennakoisyysmitta

Sijoitusinstrumenttien hintaan vaikuttavat useat tekijit. Vaikka néiden teki-
joiden vaikutukset hintaan tunnettaisiin, hinnan esiintymistodennakéisyyk-
sisté olisi silti vaikea sanoa mitddn. Todennakoisyydet olisi kuitenkin hyva
tietad, silla sijoitusinstrumenttien hinnoittelu perustuu odotettujen kassa-
virtojen nykyarvoihin. Jotta odotusarvoja voidaan laskea, tarvitaan tietoa
eri maailmantilojen todennikoisyyksista. Kayttamallé riskineutraalia toden-
nékoisyysmittaa, voidaan todennékoisyydet suhteuttaa nykyisiin markkina-
hintoihin. Riskineutraalin todenndkoisyysmitan olemassaolo tarkoittaa, etta
markkinat ovat arbitraasittomat |24, s.25|. Markkinat ovat arbitraasittomat,
jos ei ole olemassa sijoitusinstrumenttia A, joka tuottaa téysin varmasti pa-
remmin kuin sijoitusinstrumentti B, jollakin aikavélilla.

Jotta voidaan méaritella riskineutraali todennékoisyysmitta, on ensin méa-
riteltéva o-algebra, todennéakoisyysmitta sekd martingaali.

Maaritelma 2.3. [2] Olkoon €2 jokin joukko ja F joukko, joka siséltad joukon
Q2 kaikki osajoukot eli F on joukon 2 potenssijoukko, F = P(€2). Joukkoa F
kutsutaan o-algebraksi, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

e Qe F.
e Jos A € F, niin A¢ € F.

o Jos Ay, Ay, ..., A, € F, niin UAi e F.

=1

Maéaritelmé 2.4. [2] Todennékoisyysmitta o-algebrassa F on funktio
P: F —[0,1], jolle patee

plUa] =Y plal

jossa Aj, As, ... muodostaa ddrellisen tai numeroituvasti adrettémén kokoel-
man erillisid joukkoja o-algebrassa JF.

Maaritelma 2.5. |21, s.126] Olkoon (2, F,P) todennékoisyysavaruus ja
F = {F;,t > 0} perhe, joka koostuu o-algebroista avaruudessa €2, joille
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e ,CF Vt>0 ja
o F, C F;, jos s <t.
Talloin joukkoa F kutsutaan filtraatioks:.

Maaritelma 2.6. [2] Olkoon (9, F,P) todenndkoisyysavaruus ja (F;)e>o
ei-viheneva perhe o-algebran F ali-o-algebroja. Perhe satunnaismuuttujia
(X¢)t>0 on martingaali perheen (F;):>o suhteen silloin ja vain silloin kun
seuraavat ehdot toteutuvat:

e jokainen X; on F;-mitallinen ja integroituva, ja

o E[X;|F,] = X, melkein varmasti, jos 0 < s < t.

Maééritelmi 2.7. [24] Olkoon P9 mitta, jonka alaisuudessa diskontattu hin-
taprosessi D(t)S(t) on martingaali, jossa D(t) on diskonttausprosessi. Lisdksi
jokaiselle tapahtumalle A on toteuduttava ehto P[A] = 0 silloin ja vain silloin
kun P?[A] = 0. Télléin P? on riskineutraali mitta.

Perustellaan riskineutraalin todennékoisyysmitan kiayttoa seuraavan esi-
merkin avulla. Olkoon C' osto-option hinta hetkelld ¢ + 1, jonka arvo riippuu
osakkeen arvosta S hetkelld ¢ 4+ 1. Oletetaan, ettd osakkeen hinnoittelu ta-
pahtuu diskreetein aikavélein ¢,t 4+ 1,¢ + 2, ... ja yhden aikavilin kuluttua
osakkeen hinta on joko aS tai bS, jossa a > b > 0. Niin ollen sijoittaja
toivoo, ettd paadytddn maailmantilaan aS . Maailmantilan aS oletetaan ta-
pahtuvan todennékoéisyydella p ja tilan bS todennékoéisyydella 1 — p. Kuva 2
havainnollistaa tilannetta.

C, = max{aS — K,0}

Cp = max{bS — K, 0}

Kuva 2: Vasemmalla osakkeen ja oikealla option mahdolliset maailmantilat.

Riskiton korko r oletetaan vakioksi. Jotta sijoitusympéristé on arbitraa-
siton, on oltava a > 1 + r > b. Nyt voidaan luoda portfolio, joka koostuu A
madrasta osakkeita S sekd B suuruisesta riskittoméasté sijoituksesta korolla
r. Néin ollen hetkelld ¢ luodun portfolion SA + B arvo hetkelld ¢t + 1 on

aSA+ (14 7r)B, todenndkoisyydella p
bSA + (1 +7)B, todennékdisyydelld 1 — p.
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Jos arvot C, ja (), tunnetaan, edelld mainittu portfolio — joka siis koostuu
riskittomasta sijoituksesta seké osakkeista — voidaan painottaa siten, etté se
vastaa osto-option C' arvoa. Toisin sanoen yhtéaloparille

aSA+(1+7r)B=C,
bSA+ (1+7r)B =

saadaan ratkaisu

_ Cu=C
{A _ (afb)g'
__aCy—bC,
b= (372)(1+r) :
Jotta arbitraasia ei tapahdu, osto-option on oltava saman arvoinen kuin osto-

optiota replikoiva portfolio eli

C=SA+1B

_Ca—Cb_'_ CLCb—bCa

 a—b (a—0b)(1+7)

1 /(A4 r)—-0b a—(1+7)
_1—|—T< a—>b Cot a—>b Cb)'

Nyt voidaan huomata, ettd option arvo ei ole millddn tavoin riippuvainen
todennékoisyydesta p. Jos asetetaan g = %, saadaan

C qCa+ (1 _Q)Cb)a

T +r (
jossa termit ¢ ja 1—q kuvaavat riskineutraaleja todenndkdisyyksié. [20] Koska
hetkien ¢ ja t + 1 option arvot ovat yhta suuret, patee méaritelméan 2.6 mar-
tingaaliehto, jossa yhtélon oikea puoli kuvaa odotusarvoa E@[C(t + 1)|C(t)],
ja jossa E? on odotusarvo riskineutraalin todennikoisyysmitan P? alla.

2.5 Brownin liike ja Iton lemma

Vuonna 1900 julkaistussa Louis Bachelierin vaitoskirjassa esitellddn johdan-
naisten hinnoitelua varten Brownin liikkeeseen pohjautuva malli. Vaitoskir-
jassa analysoidaan johdannaisinstrumenttien hinnan liikettd olettaen, etté
sijoittajat kdyttaisivat hyodykseen kaiken markkinoilla olevan informaation.
Bachelier esittdéd osakkeiden hinnan liikkeen aritmeettisen Brownin liikkeen
avulla, jolloin osakkeiden hintojen oletetaan noudattavan normaalijakaumaa.
Yhtend ongelmana kyseisessd oletuksessa on, ettéd se antaa positiivisia to-
dennékoisyyksid negatiivisille osakkeiden hinnoille. Taémén vuoksi useimmat
mallit kiyttavit geometrista Brownin liiketté, jolloin logaritmisten hintojen
oletetaan noudattavan normaalijakaumaa, ei hintojen itsessaén. |7] [36] [37]
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Brownin liike on jatkuvaa satunnaisliikettéd. Sen matemaattinen malli voi-
daan konstruoida satunnaiskédvelyn avulla. Kiinnitetdan aloituspiste x( aloi-
tushetkelld t = 0. Seuraavalla ajanhetkelld siirrytédén etéisyys Az joko ylos tai
alas. Molempien siirtymien todennékoéisyydet ovat yhta suuret. Tama siirty-
ma ei ole riippuvainen ajasta tai siirtymaa edeltavasta tilasta. Kun Az — 0
ja At — 0 sopivalla tavalla, saadaan jatkuva-aikainen Brownin liike, jossa
siirtymét ovat myos jatkuvia. [35, s.2-5]

Maaritelma 2.8. [35, s.2-5| Brownin liike on stokastinen prosessi W =
(Wi)i>o0, jolla on seuraavat ominaisuudet:

o Wy = 0 melkein kaikkialla.

e Prosessilla W on riippumattomat lisdykset eli
Wy — W1, ..., Wy — Wy ovat toisistaan riippumattomia.

e Prosessilla W on stationaariset lisdykset eli W, — Wy ~ Wiy — Wi,
o Wi — W, ~N(0,t—s).
e t+— W, on jatkuva.

Madéritelmé 2.9. [33, s.25] Olkoon {N,;}:>o kasvava perhe o-algebroja. Pro-
sessia g(t,w) : [0,00) X Q — R™ kutsutaan N;-sopeutuneeksi, jos jokaiselle
t > 0 funktio

w— g(t,w)

on N,-mitallinen.

Maaritelma 2.10. [33, s.25-44] Olkoon W; yksiulotteinen Brownin liike
avaruudessa (2, F,P). Oletetaan, ettd u ja v ovat funktioita

u(t,w),v(t,w) : [0,00) x Q@ — R,
jossa funktiolla v on seuraavat ominaisuudet:

(i) (t,w) — v(t,w) on B x F-mitallinen, jossa B on Borel o-algebra vélilld
[0, 00).

(ii) On olemassa kasvava perhe og-algebroja H;,t > 0 jolle

a) W, on martingaali sigma-algebran H; suhteen ja

b) f; on H;-sopeutunut.
(iii) P[ [ v(s,w)? < o0] = 1.
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Liséksi oletetaan, ettd funktio u on H;-sopeutunut, jossa o-algebralle H,
pétee edelld esitetty ehto (ii), ja

t
IP’[/ lu(s,w)|ds < othZO} =1
0

Nyt It6 -prosessi on stokastinen prosessi X, avaruudessa (€2, F,P), joka on
muotoa

¢ ¢
X; = Xo —|—/ u(s,w)ds —|—/ v(s, w)dWs.
0 0

Stokastisen differentiaaliyhtalon dX;, = puX,dt + o X;dW, ratkaisua kut-
sutaan geometriseksi Brownin liikkeeksi. Se voidaan esittdd myos muodossa

(f dTX: = ut + oW;. Esitellddn seuraavaksi [ton lemma, jota tarvitaan Ito-

prosesseja laskettaessa.

Lause 2.11. [33, s.44] Iton lemma. Olkoon X; It6 -prosessi, jolle pitee
dX; = udt + vdW;.

Olkoon g(t, z) kaksi kertaa differentioituva alueessa [0, 00) x R. T&ll6in my6s

Y;t = g(ta Xt)
on It6 -prosessi, jolle patee
8g(t,Xt) Gg(t,Xt) 18g(t,Xt) 2
dY; = ——dt + ——dX; + - ———-(dX
T A s R O

ja jossa patee saannot

dt -dt =dt - dW, =dW,-dt =0, dW,-dW, = dt.
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3 Rakenteelliset luottoriskimallit

Oletetaan, etta yritystd rahoitetaan ainoastaan omalla padomalla, sekd nol-
lakuponkilainalla, jonka nimellisarvo on K ja maturiteetti T". Yrityksen tay-
tyy siis maksaa summa K pois hetkelld T. Yrityksen omalla padomalla FE,
tarkoitetaan vieraan padoman vahentédmisen jéalkeen yritykseen jaavaa paa-
oman madrad, joka kuuluu osakkeen omistajille [30]. Oletetaan myos, etté
finanssimarkkinat ovat kitkattomat, kaupankéiynti tapahtuu jatkuvassa ajas-
sa, riskiton korko on positiivinen vakio ja yrityksen arvo V; noudattaa geo-
metrista Brownin liiketta. Lisdksi tutkittava yritys on yleisen kaupankdynnin
kohteena. [18]

3.1 Mertonin malli

Mertonin malli [32] nojautuu velkakirjan maturiteetissa vallitsevaan tilan-
teeseen. Jos yritykselld ei ole varaa maksaa velkojaan pois velkasopimuk-
sen umpeutuessa, joutuu se talléin konkurssiin. Velkakirjan hintaa ldhde-
tddn muodostamaan Black—Scholes-optiohinnoittelumallin avulla. M&aritel-
laan konkurssiajanhetki 7 seuraavasti:

T:{T, jos Vip < K (3.1)

oo, muulloin.

Jos yritys joutuu konkurssiin, tallin velkojat ottavat yrityksen haltuunsa.
18]

Yrityksen arvoa V ei voida suoraan havaita, mutta arvoprosessin voi aja-
tella funktiona, jossa yrityksen oma padoma kuvautuu yrityksen todelliseksi
arvoksi [8]. Yrityksen arvon kehittymisen oletetaan noudattavan geometrista

Brownin liiketta:
avy
7:udt+0th, %>O,
t

jossa u € R, o > 0 ja W, on Brownin liike [18]. Tutkitaan logaritmimuunnosta
g(t,z) =Inz,

jossa g on kaksi kertaa jatkuvasti differentioituva. Kéytetddn Iton lemmaa
2.11, ja suoritetaan ensin derivointi. Funktio ¢ ei riipu suoraan muuttujasta
t, jonka vuoksi ensimmaéinen osittaisderivaatta on nolla.

9g(t,x 9g(t,x 10%g(t,
dg(t,z) = ggt Vgt + géx )dz+§%(dm)2
=0
1191,
—O‘f‘;diﬁ—f—E%E(dﬂj) .
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Sijoittamalla © = V, saadaan siis

1 19,
dg(t,V;) = dInV;, = th% + éa—vt(d‘/i) :

Sijoitetaan jalkimmaiseen termiin dV; = pV,dt + oV;dW4, jolloin

1 11
dlnV; = 7-dVi - §V—t2<dvt>2
1 11 2
1 11
= —dV, - S — [(m/tdt)Q + 2uVEadtW, + (oV;dW,)?).
v, 2V,

Koska (dt)? = dtW; = 0 ja (dW;)? = dt, saadaan

| 12

= —dV, — =L o
gy
1 1

= —dV; — ~o%dL.
pi g

Sijoitetaan seuraavaksi edelliseen yhtéléon alkuperédinen ehto dv‘f = pdt +

odW, ja integroidaan puolittain valilla [0, ¢]. Madritelmén nojalla Wy = 0.
Saadaan

1
dInV, = pdt + odW; — §a2dt
t t 1
/ dlnV, = / (nds + odW, — Eazds)
0 0
1
InV,—InVy =ut+ oW, — 502t.
Siirretdan lopuksi In V{ toiselle puolelle ja kiytetddn logaritmin méaritelmaa

1
ant:ut—i-aWt—EUQt—HnVO

12 1.2
‘/t _ eut+th7§a' t+nVp _ ‘/Oe(ufgo' )t+0Wt. [337 562]

Merkitéén vield m = p — 02, jolloin
‘/t — ‘/Oemt—ﬁ—JWt‘
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Yrityksen arvo Velkakirjan arvo Oma pédoma
Ei konkurssia Vip > K K Vi — K
Konkurssi Vr < K Vor 0

Taulukko 1: Velkakirjan ja oman pddoman arvot tilanteessa, jossa konkurssi
on joko tapahtunut tai er ole tapahtunut.

Koska Wy ~ N(0,T), standardoiduksi muuttujaksi saadaan
7z = Wrop — % ~ N(0,1) eli Wy = Zv/T. Témén avulla saadaan kon-

g

kurssin todennékoisyys p(7T):

p(t) =P[Vp < K| =P[Voe™ """ < K|

K

Vo

:P[mT+0WT<lnL} :P[aZﬁ<1nL—mT] ‘WT:Z\/T
InL—mT| InL —mT

ovT ]_ ( oVT )’

—P |:€mT+O'WT < E
0

— P[lnem™ 7 < In I =

P|Z < (3.2)

jossa L = % on alkuhetken velkavipusuhde. Asettamalla parametrin p ar-

voksi riskittomén koron r, saadaan vastaava riskineutraali todennakéoisyys:

PO[Vp < K| = @ (mL - “\/_T"Q/Z)T) 17,

Kun oletetaan, etté yritys ei voi ostaa omia osakkeitaan tai ottaa uutta
lainaa, voidaan tilannetta kuvata taulukon 1 avulla. Jos velkakirjan matu-
riteetissa yrityksen arvo ylittda velkakirjan nimellisarvon (Vr > K), talloin
yritys maksaa velkansa pois, jonka jalkeen omaa péddomaa on jaljella Vi — K.
Jos velkakirjan nimellisarvo on yrityksen arvoa korkeampi (Vi < K), tél-
16in yritys menee konkurssiin ja velkojat ottavat yrityksen haltuunsa. Velko-
jat saavat konkurssipeséstd summan V7, joten he kéirsivat tappioita yhteensé
summan K — V7. Téten joukkovelkakirjan B arvo hetkelld T' koostuu ndiden
kahden mahdollisen maailmantilan minimisté:

BY = min(K,Vy) = K — max(0,K — Vy) = K — P(o, T, K,r, V;).

Kaavassa (3.2) normaalijakauman sisilli olevaa termis BL—mT

ST kutsutaan myéhem-

min konkurssi-etiisyydeksi (distance to default).
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Kyseinen joukkovelkakirja vastaa portfoliota, joka sisdltdd yhden riskitto-
mén lainan nimellisarvolla K ja maturiteetilla T" seké asetetun eurooppalai-
sen myyntioption toteutushinnalla K ja paattymishetkella T". Téaten joukko-
velkakirjan BY luottoriskin voidaan ajatella tulevan osto-optiosta. Yrityksen
oman padaoman méaara Ep hetkelld T" on vastaavasti:

Er =max(0,Vy — K) = C(o,T, K, r,Vp). (3.3)

Oman pddoman médrd on siis sama kuin eurooppalaisen osto-option arvo
toteutushinnalla K ja maturiteetilla 7.

Oman pidoman Ep sekii luottoriskilainan B hinta voidaan siis esittii
optiohintojen avulla. Black—Scholes-hinta osto-optiolle antaa oman padoman
arvoksi

Ey=C(o,T,K,r, Vo) = Vy®(d,) — Ke "™ ®(dy), (3.4)
jossa
~ In(Vo/K)+ (r+02/2)T

dy =
oT
In(Vy/K r—o?/2)T
gy = ROBE) + =7/ DTy 7
oVT
Oman pddoman madrd Fp on monotonisesti kasvava yrityksen volatili-
teetin suhteen, kuten todettiin lauseessa 2.2, joten osakkeenomistaja hyotyy
aina yrityksen volatiliteetin kasvusta.

Edella johdettiin nollakuponkilainalle kaava
Bl = Ke7™ — P(o,T,K,r,Vj).

Sijoittamalla tdhén Black—Scholes-myyntioption hinnan, saadaan
By = Ke " — [Ke "®(—dy) — Vo®(—dy)]
— KT~ [Ke (1 B(d)) — V(1 - (dy))]
=Ke ™" — [Ke ™" — Ke ""®(dy) — Vo + Vo®(dy)]
= Ke ™ ®(dy) + Vo — Vo@(d,).
Yhtaloa hieman muokkaamalla saadaan yrityksen arvo méaritettya velkakir-

jan arvon ja oman padoman summana kiyttden tietoa, ettd oma padoma
voidaan esittda osto-option avulla:

Vo = BL +Vop®(dy) — Ke "'®(dy)
= Bl +C(0, T, K, 7, Vp)
= B; + E.
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Aikaisemmin todettiin, ettd oma piiioma Fy ja velkakirjan hinta Bl riip-
puvat velkavipusuhteesta L = % Nyt huomataan, ettd nédiden summa ei
kuitenkaan riipu siité. [18]

3.1.1 KMYV-malli

KMV-malli noudattaa hyvin paljon Mertonin mallia, mutta se sisdltdd muu-
tamia muunnelmia. Mertonin mallissa velan oletetaan koostuvan yksittai-
sesta lainasta. Todellisuudessa yritykselld voi olla useita eripituisia lainoja,
joista jotkin ovat lyhytaikaisia ja toiset pitkdaikaisia. KMV-mallissa erotel-
laan pitkét ja lyhyet lainat. Néin ollen KMV-mallissa muuttujan K tulkinta
muuttuu ja se madaritelladn lyhyiden ja pitkien lainojen summana, jossa pit-
kit lainat saavat painotuskertoimen 0,5:

K = lyhyet lainat + 0,5 - pitkat lainat.

Toinen mallissa tapahtuva muutos on siihen sovellettava historiallinen da-
ta. Mertonin konkurssitodennékoisyyden kaava (3.2) asettaa konkurssietéi-
syyden lnj;TmT normaalijakaumaan, kun taas KMV vertaa konkurssietéisyyt-
ta historialliseen dataan. Téalloin otetaan historiallisesta datasta huomioon ne
yritykset, joiden etdisyys konkurssiin on ollut saman suuruinen ja tutkitaan
kuinka monta naistd yrityksistd on mennyt konkurssiin tietyn ajan sisalla.
Saatu historiallinen todennékéisyys on nyt siis myds tutkittavan yrityksen

konkurssitodennékoisyys samalle aikavilille. [38] [6]

3.1.2 Mertonin mallin ongelmia

Mertonin mallin etuna on, etté sithen voidaan soveltaa Black—Scholesin optio-
hinnoittelumallia. T&ta varten taytyy kuitenkin tehda oletuksia, joilla sovi-
tetaan yrityksen markkina-arvoprosessi, korkotaso ja padomarakenne Black—
Scholes-mallin vaatimusten mukaisiksi. Mertonin malli on helppokayttoinen,
mutta sen oletukset eivit vastaa hyvin todellisuutta.

Mertonin mallin ongelmana on sen yksinkertainen konkurssin maéaéaritte-
ly. Yritys ei voi mennéd konkurssiin ennen laina-ajan paattymisté, tapahtui-
pa yrityksen arvolle mité tahansa. Vasta laina-ajan paattyessa katsotaan yri-
tyksen arvoa ja todetaan mahdollinen konkurssi. Mertonin mallille ominaista
on myos konkurssin ennustettavuus. Koska yrityksen arvoprosessin oletetaan
noudattavan geometrista Brownin liikettd ja konkurssi tapahtuu vasta ma-
turiteetissa, ennustaminen helpottuu, kun lahestytddan lainan maturiteettia.
Tamén seurauksena konkurssi ei tule yllatyksena ja mallin implikoima luot-
tospredi pysyy pienend. Ongelmana on myos yrityksen padomarakenne, joka
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on todellisuudessa paljon monimutkaisempi, kuin mita malli olettaa. Vakio-
na pidettava korkokanta on saanut myos kritiikkid. Stokastisena késiteltévé
korkokanta voisi parantaa mallin tarkkuuta. [13]

3.2 Kuponkikorolliset velkakirjat

Oletetaan, ettéd yritys, joka ei maksa osinkoja, laskee liikkeelle kupongillisen
velkakirjan. Kuponkimaksuja X;, on yhteensd n kappaletta ja ne tapahtuvat
ajanhetkilla ¢;, jossa ¢ = 1,...,n kertoo kuinka monennesta kuponginmak-
suhetkesta on kyse. Yritys rahoittaa kuponkimaksut kerdamalld uutta omaa
padomaa osakkeen omistajilta laskemalla liikkeelle yhdistetyn option, jonka
toteutushinta on kuponkikoron X, suuruinen. Optio kohdistuu uuteen op-
tioon, jolla maksetaan seuraava kuponkikorko aina velkakirjan maturiteet-
tiin asti. Viimeiselld maksuhetkelld ¢, option toteuttaminen takaa, ettei vel-
kojat ota yritystd haltuunsa. Velkakirjan maturiteettihetkelld option hinta
on velkakirjan nimellisarvo liséttyna kuponkikorolla X; . Jos jollakin hetkel-
14 optiota ei toteuteta yritys menee konkurssiin ja velkojat ottavat yrityksen
haltuunsa.

Olkoon t; hetki heti kupongin i maksamisen jélkeen ja ¢; juuri ennen
kuponginmaksuhetked. Hetkelld ¢, velkakirjan arvo on

Bt;_l = min(‘/%n717 X, 4+ Bti_l)'
Vastaavasti hetkelld ¢, _, velkakirjan arvo on

Bti_Q - min(‘/;n—27th—2 + Bt+ )

n—2

ja néin ollen
B,- =min(V,,, Xy, + B+) Vi=1,..,n—1.

Kuponki kannattaa maksaa ainoastaan, jos maksun jalkeen yrityksen arvo
on suurempi kuin yrityksen velat eli V;, |, > V}n_l, jossa th_l on yhtélon
E,, (V) — X;,_, = 0 ratkaisu. Téssd F;,_, viittaa option hintaan kuten
kaavassa (3.4). Jos velat ovat suuremmat kuin yrityksen arvo, télléin option
haltia ei suostu toteuttamaan optiota ja kuponki jadd maksamatta. Nain ollen
yritys menee konkurssiin ja velkojat ottavat yrityksen haltuunsa.

Koska kyseesséd on yhdistetty optio, taytyy hinnoittelu suorittaa rekursii-
visesti: hetkelld nolla optio A kohdistuu toiseen optioon B, joten on ensin
selvitettdva option B hinta, jotta voidaan hinnoitella optio A. Velkakirjaa
hinnoiteltaessa on huomioitava jokaiseen maksuun siséltyvé epavarmuus. Ar-
tikkelissa [15] saadaan kupongillisen velkakirjan hinta seuraavaan muotoon,
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huomioiden jokaiseen maksuun sisdltyvan epavarmuuden:

Py=> E[X,Z)],
t

jossa Z; on stokastinen diskonttaustekija, toiselta nimeltdan hinnoitteluydin
(pricing kernel) [5, s.6-7]. Tamé&n pohjalta artikkelissa [15] hinnoitellaan vel-
kakirja yhdistetyn option avulla. Monimutkaisuutensa vuoksi hinnoittelukaa-
va ja sen johtaminen sivuutetaan. [15]

Viitoskirjassa [23] tutkitaan Lehman Brothersin konkurssitodenn#koi-
syyksié kiyttden muun muassa edelld esitettya kuponkikorkomallia. Lehman
Brothers meni konkurssiin 15. syyskuuta 2008 [41]. Viitoskirjassa todetaan,
etta malli antoi maaliskuun 2008 tiedoilla yli 35% todennékoisyyden sille, ettd
pankki joutuu konkurssiin seuraavan vuoden sisalla ja yli 60% todennakoisyy-
den konkurssin tapahtumiselle seuraavan kahden vuoden sisélla. Seuraavan
vuoden sisdlld tapahtuvan konkurssin todennéakéisyys huhti-kesdkuussa oli al-
le 5%, mutta heina-elokuussa todennakoisyydet nousivat noin 10%:iin. Kah-
den vuoden konkurssitodennakdisyyksissa huhtikuun-kesédkuun arvot ovat al-
le 11% ja tamén jalkeiset havainnot ylittavat yli 20% todennakoisyyden. Maa-
liskuussa malli siis selvésti ndkee konkurssin todellisen uhkan.

Viitoskirjassa todetaan, ettd pankki sai touko-kesdkuussa lisédd lyhytai-
kaisia varoja, joiden avulla konkurssiriski aleni. Tamén voinee selittad, mik-
si ainoastaan maaliskuussa konkurssitodennakoisyydessé nékyy selva piik-
ki. Kyseinen tulos ei yksindén riitd sanomaan mitdan mallin validiteetista.
Sen enempéd syy-seuraus suhteeseen paneutumatta voidaan kuitenkin tode-
ta, ettd malli ainakin onnistui antamaan korkean konkurssitodennéakéisyyden
Lehman Brothersille vain puoli vuotta ennen konkurssin tapahtumista.

3.3 Black—Cox-malli

Mertonin mallin konkurssin mééaritelmén ongelmana on, ettd konkurssi ei
voi tapahtua kesken laina-ajan. Yritys on voinut kuluttaa kaikki rahansa
heti lainan saannin jilkeen siten, ettei tulevia kassavirtoja ole odotettavissa.
Tassékin tapauksessa Mertonin mallin mééritelman mukaan yritys ajautuu
konkurssiin vasta lainan erdéntyessa.

Monimutkaistetaan mallia muokkaamalla konkurssin magritelméaa. Ote-
taan kiyttoon kisite konkurssiraja D € (0,Vp), joka kertoo alimman mah-
dollisen yrityksen arvon, jolla yritys ei vield joudu konkurssiin. Muokataan
konkurssiajankohdan 7 € (0, co] méédritelmé ajanhetkeksi, jolloin yrityksen
arvo V; alittaa ensimmaisen kerran konkurssirajan D. Yleisesti

T=inf{t >0:V, < D}. (3.5)
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Olkoon M, aikavilin (0, ¢] alin arvo:

M, = min V.
s<t
Koska konkurssihetkellda V. = D, muokataan yrityksen arvonmuodostusta
siten, ettd sen alaraja on D:

V= Vbemt+o'Wt’ jOS ‘/;5 Z D
e D, muulloin.

Nyt konkurssirajan ylityksen todennékoisyys on
p(T) = P[Mr < D] = P[min(Vpe™ ") < D]

s<T

. D
= ]P’[rsril%l(ms +oWs) <In (70) ].

Aritmeettisen Brownin liikkeen historian minimiarvo on jakautunut kééntei-
sen Gaussisen jakauman tavoin (inverse Gaussian), jonka avulla saadaan

ln(D/JVO&— mT> N (%)ﬁ@(ln(D/UVo\/)T—l— mT>.

Tamékadn konkurssin méaaritelmé ei ole itsendisesti tdysin toimiva. Se
toimii hyvin, jos konkurssiraja asetetaan suuremmaksi kuin velkakirjan arvo
(D > K). Talloin velkakirjasijoittajat ovat suojassa konkurssiriskilté. Sijoit-
taja saa maturiteetissa koko lainan nimellisarvon takaisin, jos yrityksen arvo
ei tipu laina-aikana konkurssirajan alapuolelle (My > D). Jos yrityksen arvo
alittaa konkurssirajan (D > My > K), télloinkin velkojan rahat on turvattu.
Yritys asetetaan konkurssiin, jolloin sijoittajat ottavat yrityksen haltuunsa.
Yrityksen omistajat eivat saa mitadn, vaikka velkojen maksun jalkeen yrityk-
selle jaisikin rahaa. Téten sijoittajat saavat itselleen summan D eli enemmén
kuin mité olisivat saaneet, jos konkurssia ei olisi tapahtunut.

p(T) = <1><

D>K Mpr>D Mr<D
Velkakirjan arvo K D

Taulukko 2: Velkakirjan arvo tilanteessa, jossa konkurssiraja on asetettu vel-
kakirjan nimellisarvon yldapuolelle.

Konkurssin mééaritelmé ei anna kuitenkaan taytta turvaa velkakirjasijoit-
tajille, jos konkurssiraja asetetaan velkakirjan nimellisarvoa alemmalle tasol-

le (D < K). Jos yritykselld menee hyvin ja sen arvo maturiteetissa on yli
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D<K Mr>D Mpr<D
Velkakirjan Vp > K K D
arvo Ve < K Vp D

Taulukko 3: Velkakirjan arvo tilanteessa, jossa konkurssiraja on asetettu vel-
kakirjan nimellisarvon yldpuolelle.

velkakirjan nimellisarvon, ongelmaa ei ole. Jos yrityksen arvo alittaa kon-
kurssirajan D, talloin yritys menee konkurssiin ja velkojat saavat ainoastaan
summan D < K. Jos yrityksen arvo jaa kuitenkin konkurssirajan ja velka-
kirjan nimellisarvon valiin (D < Vp < K), yritykselld ei ole varaa maksaa
velkojaan. Uuden méaaritelméan nojalla yritys ei ole konkurssissa, vaikka se ei
pysty maksamaan velkojaan. Asettamalla konkurssiraja velkakirjan nimelli-
sarvo alemmalle tasolle, sijoittajat ovat alttiita konkurssiriskille. Téméa on-
gelma voidaan ratkaista yhdistamalla esitetty uusi konkurssin maéritelma
ja Mertonin mallin konkurssin maaritelma. Vaihtoehtoisesti voidaan tehda
konkurssiraja riippuvaiseksi ajasta siten, ettd maturiteetissa konkurssiraja
on D(T) = K. [1§]

1% 1% 1%
Mr
K K " K A h—r
Mr
D DH——
Mr
t t t
(a) My > K (b) K> My > D (¢) My < D

Kuva 3: Oranssi prosessi kuvaa yrityksen mahdollista arvoprosessia, kun kon-
kurssiraja on asetettu velkakirjan nimellisarvoa alemmalle tasolle D < K.
Kuvassa (a) tapaus My > K, kuvassa (b) tapaus K > My > D ja kuvassa
(c) tapaus My < D. Ainoastaan tapauksessa (c) yritys on mennyt konkurs-
stin.
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3.3.1 Yhdistetty konkurssien maaritelma

Merkitéain Black—Cox-mallin konkurssin mééritelmaé 7 ja Mertonin mallin
konkurssin mééritelmdd 72 (katso kaavat (3.5) ja (3.1)). Yritys on konkurs-
sissa, jos yrityksen arvo on laskenut alle konkurssirajan D tai jos velkakir-
jan maturiteetissa yrityksen arvo on alle velkakirjan nimellisarvon. Yrityksen
konkurssihetki on siis edelld esitettyjen konkurssimééritelmien minimi. For-
maalisti méaaritelladn

7 = min(7', 7?).

Uusi maéaaritelma takaa konkurssiin joutumisen, jos velkoja ei pystyta
maksamaan pois. Nyt todenndkoisyys, ettd yritys on mennyt konkurssiin
hetkeen T" mennessé, on

D
min(mt + oW;) > In (—) , mT 4+ oWy >InL].
t<T Vo

Kayttamalla yhdistettyéd jakaumaa aritmeettisesta Brownin liikkeesté ja sen
historiallisesta minimisté, saadaan

nlL—m 2 In(D?/(KVp)) +mT
e B G R CEa L]

Saatu todennékdisyys on nyt korkeampi kuin Mertonin mallin antama toden-
nakoisyys. Tama johtuu osittain uudesta konkurssin méaéritelméasta. Uuden
konkurssin maaritelméan nojalla yritys joutuu konkurssiin heti, kun konkurs-
siraja alitetaan. Mertonin mallissa yrityksen arvo saattoi pudota alle lainan
nimellisarvon, mutta nousta takaisin nimellisarvon yli lainan paattymishet-
keen mennessd. Néin ollen uusi konkurssin méaritelmé havaitsee enemmaén
konkursseja, joka nikyy kaavassa konkurssitodennékoisyyden nousuna.

p(T) = @<

Toisena konkurssitodennéakéisyyteen vaikuttaa konkurssiraja, jota nosta-
malla yritys ajautuu helpommin konkurssiin. Konkurssirajasta riippumat-
ta Black—Cox-malli ei anna Mertonin mallia pienempia todennékéisyyksié.
Jos asetetaan konkurssiraja D — 0, téalloin termi In D — —oo, joten ker-
tyméafunktion arvo ldhestyy nollaa. Myos termi % lahestyy nollaa. Jéljelle
jéa ainoastaan lausekkeen ensimméinen termi, joka vastaa Mertonin mallin
antamaa todennakoisyyttd. Taméa kuitenkin tarkoittaa Black—Cox-mallissa
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sitéd, ettd yritys menee konkurssiin vasta, kun se on arvoton (V; = 0). Merto-
nin mallissa konkurssihetkella yrityksen arvo voi olla paljon suurempi. Téssé
mielessa konkurssitodennéakdoisyydet eivat ole vertailukelpoisia.

Oman pddoman maara maturiteetissa on

ET = maX(O, VT — K):H-{MTED}a

jossa 14y on indikaattorifunktio, jolle pétee

1, josze A
IL{A}($) = {

0, muulloin.

Oman paddoman méaérd on sama kuin down-and-out-osto-optio, jossa yrityk-

sen arvo on V', toteutushinta K, konkurssiraja D < K ja maturiteetti 7'

Down-and-out-osto-optio on arvoton, jos oman paddoman arvo tippuu alle

konkurssirajan D. Nain ollen

D\ %+1 D\ %+1
)7

Eo = C(o,T, K,r,Vy) — V‘)(VO) U B(hy) + KeTT<70

jossa C' on tavallisen osto-option hinta, ja jossa

L (r+02/2)T +1n (D*/(KVp))
:l: p— .
oT

Nyt voidaan huomata, ettd down-and-out-osto-optio on korkeintaan sa-
man arvoinen kun tavallinen osto-optio. Vastaavalla tavalla kuin todenné-
koisyytta tutkittaessa, muuttujan D ldhestyessd nollaa, termit % ja ®(hy)
lahestyvéat nollaa ja jaljelle jaa tavallisen osto-option hinta.

Vastaavasti velkakirjan arvo maturiteetissa on

Br=K— (K —Vp)"+ Vp — K)' 1<y

ho),

Viimeinen termi (Vi — K) 1, <py kertoo lisén, jonka velkojat saavat kon-
kurssipesésté, jos konkurssiraja D on asetettu korkeammalle tasolle kuin ve-
lan nimellisarvo K. Velkakirjan arvo maturiteettihetkelld on aina vihintdan
D siinakin tapauksessa, ettd konkurssiraja on asetettu alle velkakirjan nimel-
lisarvon. Jos yrityksen arvo olisi alittanut konkurssirajan aiemmin, velkojat
olisivat ottaneet valittomasta alitushetkelld yrityksen haltuun, jolloin velka-
kirja ei enédé olisi olemassa maturiteettihetkell.

Velkakirjan arvo voidaan esittda myos portfolion avulla, joka koostuu ma-
turiteetilla T" ja toteutushinnalla K olevasta osto-optiosta sekd down-and-in-
osto-optiosta DIC seka riskittomaésta velkakirjasta maturiteetilla 7" ja nimel-
lisarvolla K:

Bl = Ke7™ — P(o,T,K,r,Vy) + DIC(0,T, K, D,r,Vp).
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Velkakirjan arvo on siis sama kuin Mertonin mallin antama velkakirjan arvo
lisdttynd down-and-in-osto-optiolla:

Dy 7+l D

By = Vi — Clo, T, K,r, Vo) + VO<—> U (hy) + Ke'T (-) T B(h).
Vo

[18]

3.3.2 Ajasta riippuvainen konkurssiraja

Vaihtoehtoisesti voidaan maéritelld konkurssiraja ajasta riippuvan funktion
D(t) avulla, jossa D(t) < K jokaisella ¢t < T. Tutkitaan konkurssirajafunk-
tiota

D(t) = Ke =Y,

jota voidaan ajatella velkakirjan nimellisarvon K diskonttaamiseksi ajanhet-
keen t korolla r. Yritys menee konkurssiin hetkella

T=inf{t > 0:V; < D(t)}.
Todetaan, etta
Vi < D(t) & VyemttoWe < e (T

K
<:>mt—|—aWt<lnv—r(T—t)
0

s m-rit+oW;<InL —rT.
Taman avulla saadaan konkurssin todennékoisyys

p(T) =P[min ((m — )t + oW,) <InL —rT].

t<T

Seuraavaksi tarvitaan aritmeettisen Brownin liikkeen historiallisen mini-
min jakauma ajautumaparametrilla m — r, jonka avulla saadaan

InL —mT lnL+(m—2r)T)
ovT ovT '

Omaa pddomaa Ep vastaava portfolio hetkelld 7" muodostuu eurooppalaises-
ta down-and-out-osto-optiosta toteutushinnalla K ja ajasta riippuvaisesta
konkurssirajasta D(T):

Er = (Vo — K) "Ly >peys

jossa M, = ming.q Vo™ 5tWs on yrityksen arvon historiallinen minimi
muokattuna aritmeettisella kasvutekijalla m — r ja konkurssirajalla D(T') =

K.

p(1) = o ) + (e T)E o
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Velkakirjaa BT hetkelld T vastaava portfolio koostuu down-and-in-osto-
optiosta, myyntioptiosta seka kateisestda K:

Bf = K — (K = Vp)* + (Vi = K) " Liapenimyy-
[18]

3.3.3 Usean senioriteetin lainat

Yrityksella voi olla usean eri senioriteetin lainoja. Lainojen senioriteetti maa-
rad, missé jarjestyksessa velat maksetaan pois. Tamaé on oleellista silloin, kun
yritys ei pysty maksamaan kaikkia velkojaan pois. Télloin korkeimman se-
nioriteetin laina maksetaan ensin pois. Vasta tdmén jélkeen siirrytdan mata-
lamman senioriteetin lainojen maksamiseen. Seniorilaina on takaisinmaksu-
tilanteessa etuoikeutetussa asemassa verrattuna juniorilainaan.

Senioriteetti V < Ky | K; <V <K+ Ky |V > K|+ K,

Seniorlaina V K, K,

Juniorlaina 0 V- K, K,
Osake 0 0 V - K| — Ky

Taulukko 4: Arvopapereiden arvot eri yrityksen varallisuustilanteissa.

Velkakirjan hetken ¢ hinta B(V,t; K, D) on yrityksen arvon V' funktio ja
lisdksi se riippuu sopimuksessa méaaritellysta velkakirjan arvosta K ja kon-
kurssirajasta D. Néin ollen juniorilainan J(V,t) hinta on

J(V,t) = B(V,t; K1 + K3, D) — B(V,t; K1, D),

jossa ensimmaéinen termi viittaa yhdistettyyn lainan arvoon eli seniorlai-
na -+ juniorlaina, vihennettyna seniorlainan arvolla. Jos V' < K, talloin
B(V,t; Ky + Ko, D) = B(V,t; K1, D) eli juniorvelkakirja on arvoton. [3]

3.3.4 Black—Cox-mallin ongelmia

Black—Cox-menetelmé on itsessdén jo monimutkainen ja se monimutkaistuu,
jos korkorakenne ajatellaan stokastisena tai konkurssiraja asetetaan yrityksen
tunnusluvuista riippuvaiseksi. Taten on vaikea esittda yrityksen arvoa tai
konkurssitodennéakoisyyksié suljetussa muodossa.

Kuten Mertonin mallissa, my6s Black—Cox-mallissa yrityksen konkurssin
ennustettavuus paranee, kun laina-aika lyhenee. Konkurssi ei ole yllatyksel-
linen tapahtuma ja néin ollen lyhyen ajan luottospredi on ldhelld nollaa. [13]
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3.4 Mertonin mallin parametrien i ja o estimointi

Kun tavoitteena on estimoida Mertonin mallin parametrit p© ja o, yhtena
vaihtoehtona on ratkaista yhtéalopari. Ensimmaéisessa yhtalossé voidaan kayt-
taa hyviksi kaavassa (3.3) kiytettyd identiteettia Ey = f(Vi,t) , jossa f(x,t)
on Black—Scholes-hinta eurooppalaiselle osto-optiolle. Yhtéloparin toinen osa
on By, = % f.(V;)V;, joka on saatu kéyttdmalld Iton kaavaa aikaisempaan
kaavaan (3.3) [18]. Tamé yhtélopari voidaan ratkaista numeerisesti [34]. Ar-
tikkelissa [8] ndhdaéan kyseisessé ratkaisutavassa yhtend ongelmana sen, etté
yhtéloparin toinen yhtalo on johdettu kiyttden ensimmaéista yhtaloa.

Toisena vaihtoehtona voidaan kiyttad suurimman uskottavuuden mene-
telméa. Esitelladn tdma menetelma tarkemmin. Ennen sitd on kuitenkin saa-
tava yhteys yrityksen arvon V; ja sen oman padoman F; vilille.

Olkoon X n-ulotteinen vektori, joka koostuu satunnaismuuttujista, joita
ei voida havaita ja joiden jakauma kuuluu perheeseen {Fy,6 € ©}, jossa ©
on joukon R¥ avoin osajoukko. Oletetaan, etti sen tiheysfunktio f(x;6) on
olemassa ja se on kahdesti differentioituva molempien parametrien suhteen.
Vektori havaittavia satunnaismuuttujia Y saadaan havaitsemattoman vek-
torin X muunnoksena. Téméa muunnosfunktio 7' : R™ — R” on injektio ja
ottaa parametrikseen havaitsemattoman vektorin # € © seké muunnettavan
vektorin X. Titen Y = T(X;6), joten X = T~(Y;6). Oletetaan myos, etté
T on jatkuva ja kahdesti differentioituva molempien parametrien suhteen.

Logaritminen uskottavuusfunktio havaitulle datalle Y on [(Y; 6). Suurim-
man uskottavuuden estimoinnissa pyritdan loytaméan jokin 8* € © eli joukon
© sulkeumasta alkio, jolle

(Y;6%) =supl(Y;0).
0cO

Seuraavan lauseen avulla saadaan yhteys vektorien X ja Y uskottavuusfunk-
tioille.

Lause 3.1. [§] Jos muunnos vektorista X vektoriin Y tapahtuu alkioittain
eli y; = T;(z;; 0) jokaiselle 4, niin silloin

n

[(Y;0) = Ix(#:(0),i =1,..,n;0) = ) _In
=1

dx;

dTi(isz’(é); 0) )’

jossa 2;(0) = T, H(yi; 0).
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Aiemmin saatiin, ettd V, = Voe™ Wt Témin avulla saadaan
V o Vemt+UWt o V€ m(t—14+1)+o(Wi—1+Wi—Wi_1)
_ V@ m(t—1)+oW;_ 1€m+U(Wt We—1)
— %,16m+U(Wt7Wt71)

‘/t — 6m+U(Wt—Wt—1)
Vi
Vi 1,
In :m‘i‘U(Wt—Wt,l):ﬂ_—U +U<Wt—Wt,1>.
Vi 2

Ominaisuuksien W; — W,_; ~ N(0,1) ja a+ bN(u,0?) = N(a + bu, b*c?)
avulla voidaan todeta, etta
Vi 1

12 2
Vo N(p 20,0).

In

Téamén avulla voidaan muodostaa logaritminen uskottavuusfunktio havaitse-
mattomalle muuttujalle V;. Artikkelin [9] mukaan tiheysfunktio tulee kertoa
termllla =, koska muuttuja V; ei ole suoraan havaittavissa. Koska X; = In %
ja ensunmalnen havainnon indeksi 7 = 1, niin uskottavuusfunktio on

71 (Xi —p+50°)%\ 1
Lv(V},tZI,...,n,,u,aQ):H — exp(— o 2 )VZ

1=

—(\/2;7)71_1@(})(_i< H+U )Hvl

=2

~ () e (- ) T (-0

=2

() o (- S A - S

1=2

s I

s I

ja vastaava logaritminen uskottavuusfunktio

ly(Vi,t =1,...,n,u,0%
n—1 (X - 0’
=1In [(ﬁ) exp(—z 5;2_ )exp( Zln\/)]

1=2

=(n—1)In ((27m2)_%) - Z (X — HJ+ 27" Zan

i=1

__n—l 2 _L - Vi _ 1212 :
= 5 In(27o”) 2022::[111(%_) ,u—l-za] Zz:;lnvl.




Lauseen 3.1 nojalla saadaan logaritminen uskottavuusfunktio havaitulle muut-
tujalle Ey:

I(Ei§ 9); 9)
e |

a (T~
lp = (T Y(E;:0),i =1, ...,n;0) — Zm‘d ( -
i=1

n—1 ) 1 < Vi(o) 1 52
= 1n(27ra)—FZ[IH—F(%_I(U))—M%—ﬁa}

1=

" " dT(T~Y(E;; 0);0
-3 i) = 3| L0

Koska T(T~(FE;)) = E;, saadaan

Y

u dT (T~ (E;; 0);0 u dE, u
Z21n‘ <dVE(U)> >|_§;1n _dvi@\_g;m(dl)

silld lemman 2.1 nojalla

oE; 0 In(Vi(o)/K) + (r+ o2 /s)T
v a‘/i(o—)w")@( T )
g (I0(Vi(0)/K) + (r —o®/s)T
~ Ke <1>( — )
=&(dy) + %@’(dl)‘/i(la) — KeTTCI)’(dg)ViU) = &(dy)
Nain ollen
n—1 ) 1 < Vi(o) 1 o2
lg=— 5 In(270”) — 257 2 1 <%1(J)> —p+ ot ]
=) V(o) =) Ind(dy). (8]

Osittaisderivoimalla uskottavuusfunktiota parametrin p suhteen saadaan
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suurimman uskottavuuden estimaatti ji:

9 0 -1 ¢ Vi(o) \? L, Vi(o) L 5o
@ZE:@@Z[m(vi_l(a)) _2(“_50)1n<m_1(a>>+(“_§”)]

1=

n

= —LQZ [— 2pln Vi(gi ) + u — 1#02 + 104]

202 0u pr Vi_i(o) 2 4
I & Vi(o) L,

=53 3 [—2In (Vi_1(0)> + 2 — o ]

_ —%[(n— 12— 50%) —Zln(vtfzi((j;)ﬂ —0

Suurimman uskottavuuden estimaatin [ esitys on riippuvainen muuttu-
jasta Vi(o). Uskottavuusfunktiota ei voida derivoida muuttujan o suhteen,
koska Vi(o) ei ole analyyttista muotoa. Néin ollen muuttujan V(o) arvot
on ratkaistava muilla keinoin. Kiinnittamalld muuttuja o saadaan Black—
Scholes-yhtélosta (3.4) ratkaistua V(o) numeerisesti. Valitaan n kappaletta
testattavia volatiliteetin arvoja, joiden joukosta valitaan paras estimaattori.
Olkoon tama valittu volatiliteettien joukko

Y={0,€(0,9) | 0441 —0;=€>0, Vi=1,..,n}

Ylarajaksi s voidaan asettaa esimerkiksi luku 0,8, silld osakemarkkinoi-
den volatiliteetti pysyy suurella todennéikéisyydelld sen alapuolella. Esimer-
kiksi VIX-indeksi, joka kuvaa odotettua 30 péivin volatiliteettia, on saanut
historiassaan suurimmaksi volatiliteetin arvoksi noin 0,8 [42][40].

Seuraavaksi valitaan jokaista oman pddoman méaarad E; kohden sellainen

Vi(o*), jolle

|E,— C(o*,T,K,r,V(0")| < |E— C(04, T, K,r,V(0;))| Voi# 0" €.
(3.6)
Jos o* ei ole yksikésitteinen, talloin voidaan esimerkiksi valita sellainen o*,
joka antaa pienimmén arvon muuttujalle V.
Nyt muodostetaan uusi joukko ¥*, joka sisaltdd ne joukon ¥ alkiot, joil-
le on olemassa sellainen havainto Ey, ettd ehto (3.6) patee. Néin ollen on
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olemassa kuvaus h : (E,¥*) — V. Téten havaintoaineiston E ja volatili-
teettijoukon »* avulla saadaan odotusarvolle p suurimman uskottavuuden
estimaatti j1. Tamén jidlkeen saadaan myos volatiliteetille suurimman uskot-
tavuuden estimaatiksi

0 = argmax le(f E).
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4 Redusoidut luottoriskimallit

Konkurssitodennékoisyytta voidaan myos tutkia ilman, ettéd késitellddn yri-
tyksen sisdista tilannetta. Téllaisessa késittelyssa ei oteta kantaa konkurssin
syihin. Konkurssi tapahtuu Poisson-prosessin hyppyhetkelld, jolloin konkurs-
si tapahtuu yllattaen.

Monet luottoriskien kanssa tekemisisséa olevat ammattilaiset taipuvat re-
dusoitujen mallien puoleen, koska ne ovat matemaattisesti helpommin seu-
rattavia. Lisdksi redusoidut mallit ovat sopivampia, koska ei ole mahdollista
saada taydellistad informaatiota konkurssihetkesté eiké odotetusta konkurssis-
ta selviytymisintensiteetistd. Vaitteet nojaavat oletukseen, ettd mallin kayt-
tajalla on yhta paljon tietoa kuin markkinoilla yleisesti, tehden redusoidusta
mallista realistisemman. Redusoidun mallin heikkoutena on taloustieteellisen
nékokulman puute. [1, s.3]

Artikkelissa [27]| pohditaan rakenteellisten ja redusoitujen mallien kiytto-
tarkoituksia ja niiden informaatiojoukkojen eroa. Rakenteellisen ja redusoi-
dun mallin erona voidaan ajatella olevan informaatiojoukon valinta: redusoi-
dussa malleissa informaation oletetaan olevan markkinoiden havainnoimaa,
kun taas rakenteellisessa mallissa tarvitaan tietoja yrityksen sisdisesté ti-
lanteesta. Tama taytyy huomioida mallia valitessa. Jos yritys haluaa tutkia
yrityksensa konkurssiriskia, talloin rakenteellinen malli sopii tilanteeseen pa-
remmin. Jos taas halutaan arvioida riskejé sijoittajan ndkokulmasta, talléin
redusoidut mallit toimivat paremmin.

4.1 Intensiteettiin nojautuva malli

Merkitdan muuttujia 74,75, ... jonkin tapahtuman tapahtumisajoiksi. Jono
(T;) on homogeeninen Poisson-prosessi intensiteetilla A, jos tapahtumien vé-
liset ajat eli T;,; — T; ovat toisistaan riippumattomia ja eksponentiaalisesti
jakautuneet parametrilla A\. Tapahtumien lukuméaara N; valilla [0, ¢] on

Ne=> z<y-

Nyt N = (N;)i>0 on homogeeninen Poisson-prosessi intensiteetilld A, jos li-
saykset N;— N, ovat toisistaan riippumattomia ja ne ovat Poisson-jakautuneet
parametrilla A(t — s) jokaiselle s < t.

Intensiteettiperustaisen ldhestymistavan perusoletuksena on, ettd kon-
kurssihetki asetetaan yhté suureksi ensimméisen hyppyhetken kanssa. Kon-
kurssihetki on

T =inf{t > 0| N; > 0}.
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Konkurssihetki 7 = T} on eksponentiaalisesti jakautunut parametrilla 7 ja
konkurssitodennéakoisyydeksi saadaan

F(T)=Pr<T]=1-e".

Konkurssi-intensiteetti A saadaan laskemalla konkurssiin siirtymisvauhti eh-
dolla, ettd konkurssia ei ole vield tapahtunut:

Y P[Te(t,t—i-h]}7'>t]_l‘ P[t <7 <t+h]
T o h ~ oo hP[T > t]
o F(t+h) -F() . Fit+h-F{) 1
Tano h(L—F(t))  woor h 1-F()
_ [
b 1_—P7(t>‘ (4-1)

Konkurssiriskisten nollakuponkisten velkakirjojen hinnoittelu on suora-
viivaista intensiteettiperustaisella lahestymistavalla. Tutkitaan tapaa nimel-
ta nimellisarvon takaisin saanti (recovery of face value). Korostetaan riskit-
tomén nollakuponkilainan merkintéié yléviivan avulla merkinnilld, 5. Olete-
taan, ettd konkurssin tapahtuessa, velkojat saavat takaisin osuuden R € [0, 1]
yksikkohintaisesta velkakirjasta, jonka maturiteetti on T'. Oletetaan, etté kor-
ko r > 0 on vakio. Téten riskittémén nollakuponkilainan hinta on B = e™"7.
Jos takaisinmaksuosa R maksetaan hetkelld T, talloin saadaan konkurssiris-
kisen velkakirjan hinta hetkelld nolla:

Bl = ]EQ[ “T(Lipory + Rlpery)] =eT(e™ + R(1 — 7))
G M 4 R—Re™ AT) =e T (e_;\T(l — R)+ R)

(e™1-R)+R+(1—R)—(1—R))

—TT((1 R)(e ™M1 —1)+ R+ (1—R))

—rT( e—AT) + 1)

= BI(1- (1 - R)(l ),

=By — BI(1 - R)P?[r <T]. (4.2)

rTe

Taman avulla riskillista velkakirjaa voidaan késitella riskittomaéané, kun kéy-
tetddn riskineutraalia intensiteettii A. Ta4mé& on intensiteettiperustaisen la-
hestymistavan keskeinen ominaisuus.

Toinen mahdollinen tapa on nimeltdén samanarvoinen takaisinsaanti (equiv-
alent recovery). Yrityksen mennessd konkurssiin, velkoja saa takaisin osuu-
den R € [0, 1] vastaavasta riskittoméstd nollakuponkilainasta. Erona ensim-
maiseen tapaan on, ettd lasketaanko osuus R riskittomastd vai riskillisestéd
velkakirjasta.
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Kolmatta tapaa kutsutaan osittaiseksi takaisinmaksuksi (fractional recov-
ery). Siina velkoja saa takaisin juuri ennen konkurssihetkeéd olevasta mark-

kinahinnasta Bl = Pm Bl osuuden R € [0,1]. Témin jilkeen havaitaan,
—T

onko yritys mennyt konkurssiin. Jos konkurssi ei toteudu, velkojille ei koidu
tappioita. Kun R oletetaan vakioksi ja takaisinmaksu tapahtuu konkurssi-
hetkella 7, saadaan

By =E?[e7 M L{rary + ¢ TRB 1<y

Tama voidaan tulkita seuraavasti: jos konkurssia ei tapahdu, velkoja saa ra-
hansa taysiméaariisend takaisin. Jos konkurssi tapahtuu, todennékoisyydella
R* velkoja saa rahansa tdysimééaridisena takaisin ja todennikoisyydellda 1 — R*
velkoja ei saa mitdan. Velkojan ndkokulmasta "merkitykseton konkurssi” ta-
pahtuu siis intensiteetilld AR*. Vastaavasti konkurssi, jossa velkoja ei saa ta-
kaisin mitd#in, tapahtuu intensiteetilli A(1 — R*). Jos asetetaan konkurssissa
tuleva takaisinmaksuosa R nollaksi kaavassa (4.2), saadaan

By =By —Bj(1—-RP?r <T|]= B} — By (1-P?r >1T))
= BIP9r > T) = Bje M = ¢ T,

Kun tdhén syotetdan saatu ehtoa R = ( vastaava konkurssi-intensiteetti

A(1 — R*), saadaan
BOT _ 6f(r+(17R*)5\)T.

Konkurssitilanteessa velkojat menettavit ennen konkurssihetkeé olevas-
ta markkinahinnasta B osuuden 1 — R € [0,1]. Uudelleenorganisoinnin
jalkeen yritys voi padstd pois konkurssitilasta, mutta myShemmin ajautua
sithen uudelleen. Taméan vuoksi esitetdan maturiteetin 7' omaavan velkakir-
jan tuotto satunnaismuuttujan RV avulla, jossa Ny € N on tapahtuneiden
konkurssien lukumééara hetkeen 7" mennesséd. Kun R on vakio ja konkurssien
lukumédra noudattaa Poisson-jakaumaa, velkakirjan hinnaksi saadaan

By =E%e "RV = ey " R'PY[Ny = k|
k=0

T - k(/_\T>k AT — 2 2
=e ZR T e Zg—e
k=0

k=0
_ 6—(T+A)T€R)\T _ 6—(r+>\—Q/\)T

— o (rHA=RNT
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Téten useamman kerran tapahtuva konkurssi laina-aikana ei vaikeuta mallin
kiytettavyytta.

Yksinkertainen homogeeninen Poisson-prosessi voidaan yleistdd seuraa-
valla tavalla: muuttujaa N kutsutaan epahomogeeniseksi Poisson-prosessiksi
parametrinaan deterministinen intensiteettifunktio A(¢), jos lisdykset N; — Ny
ovat riippumattomia ja

1 t ko
]P)[Nt — NS = k] = E(/ A(u)du) effs /\(U)du,

kun s < t. Talléin konkurssitodennakdisyydeksi saadaan
Pir<T]=1-PNy=0=1- o~ Jo Mwdu
[17]

4.1.1 Takaisinmaksutermi jatkuvana funktiona

Tutkitaan lainaa, joka on konkurssitilanteessa arvoton. Oletetaan, ettd cp =
¢(Xr) on summa, joka velkakirjasta saadaan maturiteetissa 7". Olkoon c ra-
joitettu mitallinen funktio. Oletetaan, ettd korko on r, = g(X;), jossa g on
rajoitettu mitallinen funktio. Velkakirjan hinta liikkeellelaskuhetkelld on

By = E@ le” Iy TSdSCT]l{T>T}].
Odotusarvon ominaisuuksien avulla saadaan
By = ERfe o ¥ el o] = B[R o "% cpll oy |(X)ser]].
Kun prosessi X on tiedossa, talloin ¢ ja r tunnetaan, jolloin saadaan

= EC[e~ I ™8P > T|(X,)aer]].

Koska konkurssihetki on epahomogeenisen Poisson-prosessin ensimmaéinen
hyppyhetki, saadaan

- EQ [6_ ‘fOT TSdSCTe_ fOT )\Sds] — ]E,Q [CTe_ f()T(/\s'f""’s)dS]‘

Tutkitaan nyt tilannetta, jossa konkurssitilanteessa velkakirjasijoittajat
saavat takaisin summan R,. Oletetaan, ettd R on rajoitettu stokastinen
prosessi. Oletetaan edelleen korkorakenne stokastiseksi. Méaaritellidn By =
Bl + BE, jossa B}’ on velkakirjan arvo hetkelld 0, kun konkurssia ei tapahdu
ja BE velkakirjan arvo, kun konkurssi tapahtuu:

Bém = EQ[e_ fOTTSdSCTIL{T>T}],
BE =E9e K R 1 repy).
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Termii Bf' voidaan muokata kiyttden odotusarvon ominaisuuksia seké Fu-
binin lausetta integrointijérjestyksen vaihtoa varten. Saadaan

BE = E9Efe™ o "R 1, <y (X,)s<r]]

=E° [/ e~ Jo TsdsRu]l{ugT}k(u)du]
T ° N

= / E@[e™Jo "% R k(u)]du,
0

jossa k(u) on ehdollisen konkurssitodennékoisyyden tiheysfunktio, kun tun-
netaan polku (Xj)s<7 jokaiselle 0 < u < T'. Black—Cox-mallissa tamé funktio
on

d " .
k(u) = @PQ[T < ul(Xy)s<r] = @(1 — e Jo Asdsy = )\ e Jo Asds

Taméan avulla saadaan
T
BE = / EQ[e~Jo s 4A)ds B\ Jdu.
0

18]

4.2 Luottoluokituksiin liittyva Markov-malli

Tutkitaan konkurssitodennakoisyyksia luottoluokitusten avulla. Kuvataan eri
luottoluokituksia &darelliselld joukolla S = {1,2,..., K}, jossa 1 kuvaa riskit-
tominta luokkaa, K — 1 kuvaa riskillisinta luokkaa ja K kuvaa konkurssitilaa.
Oletetaan, ettd konkurssitilaan joutuessaan yritys ei voi enda tehdad mitaan
poistuakseen konkurssista. Konkurssitila K on siis absorboiva tila eli tila,
josta ei voi siirtyd endd muihin tiloihin.

Jatkuva-aikainen aikahomogeeninen Markovin ketju {n; : 0 < ¢t < 7}
voidaan madritellda K x K kokoisen siirtyméamatriisin

A1 A2 A3 .. ALK
)\271 )\2 )\273 e )\273/
A= :
AK—11 AK-12 AK-13 --- AK-1K
0 0 0 . 0

avulla, jossa \;; < 0 jokaiselle ¢, 7 ja

K
A== > Ny i=1..K

j=1,ji
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Matriisin termit A;; kuvaavat intensiteetteja, joilla tilasta ¢ siirrytdan tilaan j.
Matriisin viimeinen rivi kuvaa absorboivaa tilaa, joten sen jokaisen siirtymén
intensiteetin on oltava 0.

Oletetaan, etté on olemassa yksikiisitteinen riskineutraali mitta P?, joka
tekee normalisoinnin jalkeen kaikista riskittomista ja riskillisista velkakirja-
hinnoista martingaaleja. Normalisoinnissa kaikkien arvopapereiden hinnat on
suhteutettu yhteen valittuun arvopaperiin [10, s.5|. Tamén oletuksen nojalla
markkinat ovat téydelliset ja arbitraasittomat. Oletetaan lisdksi, ettd ris-
kineutraalin todennékoisyysmitan alla generaattorimatriisi voidaan esittaa
muodossa

¢ q~1,2 51’3 cee 51,1(
42,1 q2 42,3 e 42y
A=U@)A = : ,
6_71(—1,1 @(-1,2 EjK—l,Z% cen aK—l,K
0 0 0 o 0

jossa U(t) = diag(pi(t), ..., px—1(t), 1) ja g;; kuvaa riskineutraalia siirtymi-
sintensiteettid riskiluokasta ¢ riskiluokkaan j. Jokainen p; on deterministinen,
aidosti positiivinen funktio, jolle patee

T
/ pi(t)dt < oo, i=1,...,K—1.
0

Todennékoisyys sille, etta riskiluokassa i oleva velkakirja (1, = i) el mene
konkurssiin hetkeen 7" mennesséd havainnointihetkelld ¢, on

P >T) =Y G;(t,T) =1—Gix(t,T),
J#FK

jossa 7" = inf{s > ¢ : n, = K}. Lauseke seuraa suoraan oletuksesta, etta
konkurssitila on absorboiva. Tamén avulla voidaan laskea ehdollinen selviy-
tymistodennakoisyys kiinnitetylle riskiluokan ¢ lainalle:

P >T+1 N7 >T] PPl >T+1]
PO > T] P27+ > T]

PO > T+ 1) > T) =

Nyt on mahdollista laskea velkakirjahinnat riskillisille nollakuponkilai-
noille. Méaaritelldadn maturiteettihetken T omaaville velkakirjoille hetken ¢
hinnat, jossa v(t,T') on riskillisen velkapaperin ja p(t,T") on vastaava riskit-
toméan velkapaperin hinta. Riskittoméan velkapaperin hinta on t&lloin

ple.7) = B2 [70]
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ja riskillisen
B(t)
T :EQ[— Rl,.. 1y ]
o(t, T) =B | pogy (Rlre<ny + Lromy)
jossa R < 1 kuvaa riskillisen velkakirjan konkurssitilanteessa maksamaa
osuutta. Kun oletetaan stokastista prosessia noudattavan riskittomén koron
olevan riippumaton konkurssiriskisté riskineutraalin mitan P alaisuudessa,
saadaan
B(t)
6T) = BR | 2 B (R1ecry + 1o
v(t,T) = E B(T)) i (RBlgre<ry + Lizeomy

=p(t,T)(R+ (1 — R)P?[r* > T).
Tasséa siis saadaan takaisin summa R todennakoisyydelld yksi ja loppusum-
ma (1 — R) saadaan takaisin todennikoisyydelld, ettd konkurssia ei tapahdu.

Termi p(¢,T) diskonttaa tuotot hetkeen ¢. Huomionarvoista on, etté jos yri-

tys on ajautunut konkurssitilaan ennen hetkeé ¢, télloin velkapaperin v(¢,T')

odotettu tuotto on R - EQ[%] = R - p(t,T). Koska konkurssi on absorboi-

va tila, velkapaperilla ei ole endd mahdollisuutta saada koko nimellisarvoaan
takaisin. Néin ollen konkurssissa olevan yrityksen velkapaperin termiiniko-
rolle pétee fi(t,T) = f(t,T), jossa f' kuvaa riskiluokan i termiinikorkoa ja
f vastaavaa riskitonté termiinikorkoa.

Termiinikorko f(¢,T) riskiluokan 4 nollakuponkilainalle on fi(t,T) =
% Inv(t, T), joten sijoittamalla tihin v saadaan

fit,T) = —8% Inv'(¢,T)

_ (—RT(T)p(t, T)— (1 —R)yr(T)p(t, TPt > T]
p(t,T)(R+ (1 - R)P?[r > TY)
(1= R)p(t, T) g Pr > T] )
p(t,T)(R+ (1 — R)PQ[r > T1)
or(T) + (1 = R)r(T)P9r > T] — (1 — R)2P9[r > T
R+ (1— R)P[r > T]
(R + (1= R)POr > T))r(T) — (1~ R) P9 > T
R+ (1 - R)PQr > T]
(1 - R)ZP9r > T]
R+ (1—- RP9[r > 1]
kun t < 7*. Yleisemmaé&ssi muodossa saadaan
" (1—- R) &P > T]
R Y1 - RPO[r > T

=r(T)

fi(taT) = f<t7T>
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Jalkimmaéinen termi on kokonaisuudessaan positiivinen, silla
0 0
—PUr >T]= —=(1-P°[r<T
ol 17> Tl = 55( [r<T))
o T
=—— (1) =—f(T) <0.
5 | 5T = =1

[26]
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5 Rakenteellisen ja redusoidun mallin yhdista-
minen

Edellé todettiin, ettd rakenteelliset luottoriskimallit tuottavat pienia sprede-
jé: konkurssi ei siis ole yllattava tapahtuma. Jotta konkurssista saadaan yllét-
tava tapahtuma on irtauduttava téydellisen informaation oletuksista. Vaih-
toehtoina on olettaa, ettei yrityksen arvoprosessia V' tai konkurssirajaa D
pystyté paitteleméaan

Jokainen luottoriskimalli perustuu konkurssihetkeen 7(w). Se on satun-
naismuuttuja, jonka arvo riippuu maailmantilasta w. Konkurssihetki ei kui-
tenkaan ole tiedossa. Luottoriskimallia kdytetdan konkurssihetken jakauman
seké velkakirjan hinnan estimoinnissa. Késitellddn konkurssihetked indikaat-
torin N(t,w) avulla, jossa

N(t.w) = {o, t < 7(w)

1,  muulloin

Kasitelldadan konkurssiprosessia havaittavan informaation avulla. Olkoon
E[X|F;] ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujasta X . Todennékoisyys kon-
kurssin tapahtumiselle ennen hetkeé ¢, ehdolla, ettd prosessi JF; tunnetaan,
on

F(t,w) = E[N()|F] = Plr < t|F].

5.1 Konkurssirajaa ei havaita: /?-malli

Rakenteellisessa I?-mallissa sijoittajat havaitsevat yrityksen arvoprosessin V,
joka noudattaa geometrista Brownin liikettd. He eivit kuitenkaan havait-
se konkurssirajaa. Yritys menee konkurssiin, kun yrityksen arvo laskee alle
konkurssirajan. Téalloin konkurssi tapahtuu yllattaen. Mikd tahansa yrityk-
sen yrityksen arvo voi olla konkurssirajana. I? -mallissa konkurssiraja ole-
tetaan havaitsemattomaksi, jatkuvaksi satunnaismuuttujaksi, jonka toden-
nékoisyysjakauma G on funktio G : (0,V(0)) — [0, 1]. Funktion G jakau-
ma on riippumaton yrityksen arvoprosessista. Funktio G (M (t,w)) kertoo
todennéakoisyyden, ettd hetkelld ¢ maailmantilassa w konkurssiraja on vilil-
14 [0, M (t,w)]. Taméa raja pitaa alittaa, jotta yritys on konkurssissa. Kun
hetkelld ¢ ollaan maailmantilassa w, yritys on silloin konkurssissa todenné-
koisyydella

Plr <t|F]=F(t,w)=1-G(M(t,w)) t>0,

jossa M (t,w) on pienin yrityksen arvo hetkeen ¢ mennessia. Mééritelladn seu-
raavaksi hasardifunktio luottoriskimalleja varten. Hasardifunktio A antaa eh-
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dollisen konkurssi-intensiteetin. Se maaritelldan todennékoisyydeksi, etta yri-
tys menee konkurssiin lyhyelld aikavélilla dt ehdolla, etté yritys ei ole men-
nyt konkurssiin aiemmin. [31] Kumulatiivinen hasardifunktio A on jatkuva,
ei-vaheneva funktio, joka voidaan esittdd muodossa

Alt,w)=—In(1—- F(t,w)). (5.1)

Redusoidussa mallissa kumulatiivinen hasardifunktio vastaa kumulatiivista
Intensiteettia:

A(t,w) = /0 t (s, w)ds.

I?-mallissa kumulatiivinen hasardifunktio on
Alt,w) = —InG(M(t,w)).

I? -mallissa kumulatiivista hasardifunktiota ei voida mé#rittdéd intensitee-
tin h avulla. Jos néin olisi, kumulatiivinen hasardifunktio voitaisiin esittda
integraalina muodossa

Alt,w) = /0 h(s.w0)ds.

jota derivoimalla muuttujan ¢ suhteen saataisiin intensiteettifunktio h. Ole-
tetaan funktion G olevan differentioituva. Siséfunktio M (¢, w) on ddrettoméan
monessa kohtaa vihenevé, mutta tamé joukko on nollamittainen [21, s.15].
Téaten sisdfunktion derivaatta on melkein kaikkialla 0, jolloin myds A = 0.
Kun kumulatiivisen hasardifunktion polut oletetaan jatkuviksi, t&lloin
velkakirjojen hintoja voidaan estimoida. Tutkitaan valtion liikkeelle laske-
maa nollakuponkilainaa, joka maksaa maturiteetissa 1" yhden euron takai-
sin. Konkurssin tapahtuessa, sijoittaja ei saa takaisin mitdan. Merkitdan ris-
kitonta korkoa muuttujalla 7 (¢, w). Velkakirjan hinta hetkelld t < 7 on

p(t,T) = Byl I r@ds+A0-AT)) ¢ <,

jos prosessi p on jatkuva konkurssihetkella. Erityistapauksessa, kun asetetaan
r = 0 saadaan konkurssitodennéakoisyydeksi

Plr <t]=1-p(0,t) =1—E[e *®].

Kumulatiivisen hasardifunktion méaéritelméda (5.1) voidaan kiyttdd aina,
kunhan mallin ehdollinen konkurssitodennékoisyys on monotoninen, jatkuva
jasille pétee F'(t,w) < 1. Viimeinen ehto takaa, etté yritykselld on aina mah-
dollisuus valttaa konkurssi. Kun F(¢,w) < 1, kumulatiivinen hasardifunktio
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on hyvinmaéritelty. Joillekin malleille kaikki edelld mainitut ehdot eivit kui-
tenkaan pade, jolloin niitd varten on kiytettdva yleisempéad kumulatiivisen
hasardifunktion maéritelméaa. Esimerkiksi, jos yrityksen arvoprosessi siséltaa
hyppyjé, sen minimiprosessi saattaa sisiltdaé hyppyjé, jolloin ehdollinen kon-
kurssitodennakoisyys ei ole jatkuva. Hyppyja varten otetaan kdyttoon kom-
pensaattoritermi. Sen tarkoituksena on kompensoida tapahtunutta hyppya
[16]. Maéaritelladn kumulatiivinen hasardifunktio yleisemmin seuraavasti:

[t dK(s,w)
A(t,w)—/o 1—F(s,w)’

jossa K(t,w) on ehdollisen konkurssitodennékéisyyden F'(¢,w) kompensaat-
tori. Kompensaattorilla on seuraavat ominaisuudet: Kompensaattori on ei-
viaheneva ja alkaa nollasta. Stokastisen prosessin Z ja sen kompensaatto-
rin erotus on martingaali. Kompensaattori on ennustettava prosessi, vaikka
taustalla oleva prosessi Z ei olisikaan ennustettavissa. Liséksi, konkurssi on
mahdotonta ennustaa silloin ja vain silloin, kun kompensaattorin polut ovat
jatkuvia. [19]

5.2 Satunnainen konkurssiraja

Kiinnitettya konkurssirajaa voidaan myos késitella satunnaismuuttujana. Maa-
ritelladn konkurssiraja D todennédkoisyysavaruudessa (€2, e,P), joka kuvaa
markkinoiden satunnaisprosessia. Todennékoisyysavaruus on varustettu filt-
raatiolla (F;, ¢t > 0), joka sisdltda tiedon yrityksen kaikista varoista. Konkurs-
sirajan D oletetaan riippuvan yrityksen kokonaisarvosta (V;);>o. Merkitddn
kertyméfunktiota Fp(S) =P[D < S] = fo fp(u)du, jossa Fp(S) € (0,1) jo-
kaiselle S < M;. Se kertoo todennakmsyyden etta havaintoarvo S on kon-
kurssirajan D ylapuolella. Muuttuja M; on yrityksen historiallinen minimi eli
M; = ming<; V;. Konkurssihetki on edelleen 7 = inf{t > 0,V; < D} ja liséksi
voidaan todeta, ettd {rp > t} = {D < M,}. Satunnainen konkurssiraja D
tiheysfunktiolla f voidaan tulkita epdhomogeenisen Poisson-prosessin ensim-
méiseksi hyppyhetkeksi, jossa konkurssirajainten81teett1 on Ap. Intensiteetti
Ap saadaan derivoimalla hasardifunktiota Ap(M;) = fo Ap(u)du.

Konkurssiraja D noudattaa konkurssi-intensiteettimallia, jos on olemassa
positiivinen, oikealta jatkuva ja vasemman raja-arvon omaava JF;-sopeutunut
prosessi Ap seké e-mitallinen satunnaismuuttuja £ ~ Exp(1), joka on riippu-
maton sigma-algebrasta Fo, = \/, -, F: toteuttaen ehdon

= inf{S € [0, M,) : Ap(S) > ¢}

Madritelméssa 2.9 todettiin prosessin X olevan J;-sopeutunut, jos prosessi
X on F;-mitallinen jokaisella ajanhetkella ¢.
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Konkurssi-intensiteetin Ap voi tulkita todennakoisyydeksi, etta konkurs-
siraja D alitetaan pienelld aikavililld dt. Prosessi (Mj):=s>0 sijaitsee rajan D
yléapuolella kunnes saavutaan ajanhetkeen ¢, jolloin rajan alituksen todenné-
koisyys on

)\D(Mt) = M — lim ]P)[Mt-‘rh <D< Mt]

11— Fp(M,) »>0  hP[D < M,

Olkoon Hyy, = 1{p>u,y ja sen filtraatio s, = o{(s,t) € R%,s <t\D >
M, My < Mg} = o(DV M,). Oletetaan, ettd markkinoilta saatava informaa-
tiojoukko koostuu konkurssirajan havaintovirrasta. Mallin ajatuksena on, et-
té jokainen #},,-mitallinen satunnaismuuttuja Y voidaan kirjoittaa muodos-
sa

Y =h(DV M) = h(D)lps>n,y + h(M)L{p<nsy,

jossa h on Borel-funktio.

Oletetaan, ettd u > t. Tavoitteena on selvittda todenndkoisyys, etté yritys
ei ole konkurssissa hetkelld u, kun tila ¢ tunnetaan eli P[D < M,|5#,,]. T4~
mén vuoksi johdetaan esitysmuoto funktiolle h(M;). Oletetaan, ettd konkurssi-
intensiteettifunktio Ap on olemassa ja satunnaismuuttuja Y = h(D) on %
-mitallinen jollekin Borel-mitalliselle funktiolle A : R, — R. Erityisesti Y on
0, -mitallinen, jolloin

E[Y[H,] = MD)1p>ar,y + MMu) 1 p<nr,y- (5.2)

Kun kerrotaan tdma yhtélo puolittain termilla 1;p<yz,) ja otetaan puolittain
odotusarvo, saadaan

E[E[Y | A1 perr}] = E[M(D) 1o ny Lpenry + h(Mu)perry Tipensy)]

Ratkaistaan yhtéalosta h(M;). Koska Y on riippuvainen konkurssirajasta D, se
voi saada minké tahansa arvon h(D), jossa D € [0, M;). Odotusarvon sisalla
oleva indikaattorifunktio 1yp<y,) rajoittaa integroinnin ylirajan tasolle M;.
Saadaan

E[Y Lipeny] o' h(M,) fo(M,)dAp (M)
P[D < M,] Fp(M,)
SN B(M)e AP ORI dA p(M,,)

_ Tl . (5.3)

h(My) =

Nyt sijoittamalla yhtdlo (5.3) yhtéloon (5.2), saadaan

Lip<nsy M _
E[Y|A#,] = h(D)Lp>nry + %/0 h(M,)e 4P M)g AL (M,).
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Oletetaan, ettd konkurssirajaa ei ole alitettu hetkeen t mennessé. Asetetaan
Y = h(D) = L{p<m,}, jolloin satunnaismuuttuja ¥ kuvaa yrityksen konkurs-
sitilan bindariseksi muuttujaksi oletuksella, ettd konkurssirajan D on voimas-
sa. Jos kyseinen raja johtaa konkurssitilaan, talléin ¥ = 0, muulloin Y = 1.
Néin ollen odotusarvo satunnaismuuttujasta ¥ huomioi jokaisen mahdolli-
sen konkurssirajan D € [0, M;) ja vastaa todenndkoisyyttd, ettd yritys ei
joudu konkurssiin. Néin ollen todennékdisyys, etta yritys ei ole konkurssissa
hetkella ¢, on

PID < My|#s] = E[L(p<rry|H0s,]

1 My M,
_ {D<M;} / o S )‘D(M“‘)dadAD(Mv)
0

1 — e Ap(M)

1 My )
B % /0 Ap(M,)e~ o™ Ao (a)dagyr

kun ¢ < u. Integrandi on muotoa — f'(z)g'(f(z)), joten saadaan

My
= 1 ]1{1)—<14Agt(];\4t) / _e_fon Ap(Ma)dex
€ 0

L{p<ns) Mu ) p(Mg)da
— —1 — efAD(Mt) (1 — 6f0 D )

Vastaavasti saadaan

ﬂ{D<Mt} Me — (Mo )\ 5 (M,)da
=T e o [, Aol St Ap(Ma)da g

My
J— —AaAp t
1—e N

e H{DZM@ ; (el Ap(Ma)da _ o J5" Ap(Ma)day
— e D t

1 u
e L

[12]

5.3 Epataydellinen informaatio yrityksen arvoprosessis-
ta

Kun velkakirja on jalkimarkkinoilla, velkakirjasijoittajia ei pideta taysin in-
formoituna yrityksen tilasta. He eivat voi suoraan havaita yrityksen arvopro-
sessia V', vaan saavat ajoittain kohinallista tietoa V; jokaisella ajanhetkella
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t. Oletetaan, ettd Y(t) = InV; = Z(t) + U(t), jossa U(t) on normaalisti ja-
kautunut ja riippumaton prosessista Z(t). Jokaisella hetkelld ¢ € [0, c0) my6s
havaitaan, onko yritys jo viety konkurssiin. Téten havaittava informaatio-
joukko eli filtraatio on jalkimarkkinoilla

A= o({Y (1), .Y (tn), Lipes : 0 < 5 < t}),

jossa t, <t.

Yksinkertaisuuden vuoksi mallissa oletetaan, ettd osakekauppaa ei kay-
dé julkisilla markkinoilla. Liséksi omistajat, jotka johtavat yhtiota eivat voi
kiyda kauppaa julkisilla velkakirjamarkkinoilla. Témén johdosta informaa-
tiojoukko pysyy yksinkertaisessa muodossa ja voidaan valttda monimutkaiset
epasymmetriseen informaatioon liittyvat ongelmat. [11]
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6 Paatelmat

Rakenteellinen malli keskittyy yrityksen siséisiin asioihin. Malli vaatii toi-
miakseen tietoa yrityksen varoista. Tavallisen sijoittajan silmin tata proses-
sia ei voida suoraan havaita. Konkurssin mééritelman vuoksi konkurssi ei
ole yllattdava tapahtuma. Kun laina ldhestyy maturiteettia, ennustettavuus
paranee ja tdmaéan vuoksi velkakirjojen tuotto on hyvin lahella riskitonta tuot-
toa. Mertonin mallin parametreja estimoitaessa artikkelissa [8] oletetaan, etté
yrityksen arvo kuvautuu yrityksen oman padoman maariksi ja tdmén kadn-
teiskuvausta hyvéksikayttden saadaan arvioita yrityksen arvosta. Mikaan ei
kuitenkaan takaa, ettd kyseinen kuvaus on edes olemassa.

Redusoiduissa malleissa paastaén irti yrityksen siséisisté oletuksista. Vel-
kakirja hinnoitellaan riskittomén ja riskillisen osuuden avulla. Néin ollen saa-
tu konkurssitodennékoisyys on tédysin markkinoiden implikoima. Jos olete-
taan markkinoiden olevan tehokkaat, talloin velkakirjan hinta sisaltdé kaiken
markkinainformaatio ja néin ollen on oikein hinnoiteltu. Néin ollen konkurs-
sitodennékoisyys vastaa markkinoilta saatua informaatiota.

Markov-mallissa velkakirjat luokitellaan omiin luottoluokkiin, joiden avul-
la tehddan padtelmia konkurssitodennédkoisyyksista historiallisen informaa-
tion avulla. Alun perin yritykset siis luokitellaan omiin luottoluokkiinsa.
Historiallisen datan avulla on mahdollista maarittda siirtymaéintensiteetit eri
luottoluokitusten vélilla. Luottoluokitusmetodeita pyritdan kuitenkin aina
parantelemaan. Talloin annettava luottoluokitus on riippuvainen aikakaudes-
ta, jolloin luokitus annetaan. Jos eri ajanjaksoina on kaytetty eri luottoluo-
kitusmetodia, talloin naiden aikakausien tulokset eivat ole keskendan téaysin
vertailukelpoisia.

Toisaalta, luottoluokitukset ovat tehty, jotta yrityksen riskit saataisiin
vertailukelpoisiksi. Néin ollen on kohtuullista olettaa, ettd luottoluokitukset
ovat riittdvin tarkkoja antamaan suuntaa antavia lukuja. Konkurssitoden-
nékoisyyksien tarkoituksena on antaa yleismaallinen kuva konkurssiriskista.
Malli ei kuitenkaan pysty erottelemaan saman luottoluokituksen sisélla olevia
asioita.

Rakeenteellisen ja redusoidun mallin yhdistdmisessd pyritddn tuomaan
molempien menetelmien hyvét puolet esille. Rakenteellinen malli kuvaa hyvin
yrityksen sisdista tilannetta, mutta siind konkurssi ei ole yllattava tapahtu-
ma. Ottamalla rakenteelliseen malliin mukaan lisdé satunnaisuutta, saadaan
konkurssin tapahtumisesta yllattéava.
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