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Matemaattinen kielentaminen on jonkin asian, kuten ilmion tai ongelman, kuvaa-
mista matematiikan kielen avulla. Téssd tutkielmassa tarkastellaan, milld tavoin
matemaattinen kielentdminen esintyy opiskelijoiden matematiikan ylioppilaskoerat-
kaisuissa, ja 10ytyyko matemaattisessa kielentédmisessa eroja lyhyen ja pitkdn mate-
matiikan ylioppilaskoeratkaisuiden valilla. Matemaattinen kielentdminen on keskei-
nen osa matematiikan osaamista ja sen arviointia. Lukion matematiikan sahkoisty-
misen myo6té sen opiskelu on muuttunut erilaiseksi, koska opettajille ja opiskelijoille
on tullut kdyttoon erilaisia sdhkdisen oppimisympériston tyckaluja. Kynéé ja pape-
ria kiiytetdan nykydan vain viahan opiskeltaessa. Sdhkoisten tyokalujen kiyttd voi
johtaa virheellisiin ratkaisuihin, jos niiden kayttdja ei ymmarra niita taysin.

Tutkielma perustuu neljadn matematiikan ylioppilaskoetehtévadan vuosilta 2019-2022,
joissa esiintyy matemaattista kielentdmisté. Aineisto on saatu Ylioppilastutkintolau-

takunnalta. Se on korpusaineisto, joka sisdltdd anonyymisti sadan kokelaan ratkaisun

neljasta eri ylioppilaskoetehtavasta. Kaksi aineiston tehtavaa on lyhyen matematii-

kan ja kaksi pitkdn matematiikan ylioppilaskokeesta.

Tutkielmassa kdytettiin niin sanottua kolmen kielen mallia, jossa kielind ovat ma-
tematiikan symbolinen kieli, luonnollinen kieli ja kuviokieli. Kaikkia kolmea kiel-
ta kaytettiin kaikissa paitsi yhdessa tehtavissda. Eniten opiskelijat kayttivat mate-
matiikan symbolikieltd ja vahiten he kayttivat kuviokieltd ratkaistessaan tehtavia.
Useamman kuin yhden kielen ratkaisuja oli useita, mutta myos yhden kielen ratkai-
suita 16ytyi aineistosta. Kolmen kielen avulla ratkaistuja tehtavia oli jonkin verran,
mutta selkedsti vihemman kuin kahden kielen ratkaisuja. Ratkaisumallit jaoteltiin
Jorma Joutsenlahden esittdmien mallien mukaan. Ratkaisumalleista suosituin oli
kertomusmalli ja toiseksi suosituin oli tiekarttamalli. Myos standardimallia ja muita
ratkaisumalleja oli jonkin verran. Vahiten ratkaisumalleista kiytettiin paivakirja- ja
kommenttimallia.

Asiasanat: Matematiikan ylioppilaskoe, matemaattinen kielentdminen, kolmen kie-
len malli, ratkaisutavat, sahkoinen ylioppilaskoe
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1 Johdanto

Matematiikan ylioppilaskirjoitukset kokivat muutoksen vuonna 2019, kun matema-
titkan ylioppilaskoe siirtyi paperisesta kokeesta sidhkoiseksi (Yle abitreenit, 2016).
Tama muutos loi opetukseen, arviointiin ja myos itse matematiikan ongelmien rat-
kaisuihin uusia haasteita. Matematiikan sdhkoinen ylioppilaskoe tehdédan abitti-
jarjestelméssé, jossa opiskelijalla on kdytossédén monia erilaisia tyokaluja (Ylioppi-
lastutkintolautakunta). Néiden tyokalujen, kuten esimerkiksi GeoGebran ja kaavae-
ditorin, avulla opiskelijan on tuotettava ratkaisunsa.

Matematiikan opetus ja oppiminen on muuttunut sdhkoisten kokeiden myota.
Lukio-opiskelijoiden ja opettajien on osattava tuottaa matematiikkaa sdhkoisesti.
Tama on suuri muutos, varsinkin juuri lukion aloittaville opiskelijoille, jotka viela
yléakoulussa opiskelivat matematiikkaa pédasiallisesti kynélld ja paperilla. Lukiossa
heidédn on opittava uusi tapa luoda matematiikkaa uusilla vélineilla ja tyokaluil-
la. Tama& voi aiheuttaa vaikeuksia, koska matematiikan oppimisen lisdksi heidédn on
opittava uusien sidhkoéisten tyokalujen kaytto. Tama niin sanottu kulttuurishokki voi
aiheuttaa motivaation puutetta, joka vaikeuttaa matematiikan ymmértamista. Ma-
tematiikan opiskelu ei ole pelkistdan laskimen kiyton osaamista ja asioiden ulkoa
oppimista, vaan aihepiirien asiat on myos ymmarrettava. Kun opiskelija sisdistda
ja ymmartaé opiskeltavan asian, hén pystyy yhdistdméaén sen muihin aiheisiin ma-
tematiikassa (Opetushallitus, 2015). Monien lukiomatematiikan kurssien aihepiirit
liittyvét toisiinsa tai ainakin joitain opiskeltavia aiheita tarvitaan useammassa kurs-
sissa.

Matemaattisella kielentdmiselld tarkoitetaan matemaattisen ajattelun ilmaise-
mista kielen avulla suullisesti tai kirjallisesti (Joutsenlahti 2009). Se on keskeinen
osa matematiikan osaamista ja sen arviointia (Morgan, 2001). Sen avulla opiskelija
kykenee ilmaisemaan omia matemaattisia ajatuksiaan selkedsti ja jasentdméan nii-
té seké kirjallisesti ettd symbolisesti (Joutsenlahti & Perkkild, 2022). Kielentdmisen
kiytto opiskeltaessa voi myos auttaa opiskelijoita ymmartamasan aihepiirin asioita
paremmin. Matematiikan sdhkoisissa ylioppilaskokeissa vaaditaan opiskelijoilta pe-
rusteluita omiin ratkaisuihinsa seké kykya kuvata ajatusprosessiaan ymmarrettéavis-
ti digitaalisessa muodossa. Sdhkoiset tyokalut mahdollistavat monipuolisen ilmaisun,
kuten tekstin, kaavojen ja visuaalisten esitysten kiyton (Joutsenlahti & Kulju, 2010).
Matemaattinen kielentdminen ei ole pelkistaén yhden ilmaisutavan osaamista, vaan
monen ilmaisutavan samanaikaista monipuolista kayttod ymmarrettavasti. Taman
takia matematiikan kielentdmisen idea nakyy myo6s lukion opetussuunnittelmassa.

Téassé tutkielmassa tarkastellaan, milld eri tavoin matemaattinen kielentdminen
esiintyy opiskelijoiden ylioppilaskoetehtavien ratkaisuissa. Tutkimuksen paamaara-
nd on tunnistaa erilaiset opiskelijoiden kidyttdmét ratkaisumallit seka kielet, joita
heidédn ratkaisuissaan esiintyy. Tutkimuksen toinen paamaara on tutkia esiintyyko
pitkdn ja lyhyen matematiikan ylioppilaskoeratkaisuissa kielentdmisen eroja. Tut-
kimusaineisto perustuu neljaan eri matematiikan sihkoiseen ylioppilaskoetehtavaan
vuosilta 2019-2022, joista kaksi on pitkdn matematiikan ja kaksi lyhyen matema-
tiikkan ylioppilaskokeista. Naiden vuosien ylioppilaskokeet perustuvat vuoden 2015
lukion opetussuunnitelman perusteisiin. Ylioppilastutkintolautakunnalta saatu kor-
pusaineisto on tutkimuskayttoon tarkoitettu sadan kokelaan ratkaisuja sisaltava ai-



neisto. Jokainen ratkaisu on anonyymi ja satunnaisesti valittu.

Téamaé tutkielma etenee teorian kautta aineiston tarkasteluun ja siitd tutkimus-
tuloksiin ja johtopa#toksiin. Tutkielman toinen luku késittelee sdhkoisia ylioppilas-
kirjoituksia, matemaattisen kielentdmisen teoriaa ja sen hyotyja seké lukion opetus-
suunnitelman nakokulmaa sithen. Luvussa kolme késitelladan tutkimuskysymykset,
tutkimusaineisto ja analyysiprosessin kuvaus. Luku kolme siséltdad myos tutkittavien
tehtéavien tehtédvanannot, hyvian vastauksen piirteet seka malliratkaisut. Luvussa nel-
ja kasitellaan tutkimuksen tulokset tehtavikohtaisesti ja luvussa viisi pohditaan tut-
kimuksen luotettavuutta ja tuloksia.



2 Teoria

Tassé luvussa kasitelldan tutkimukseen liittyvien aiheiden teoriaa. Kappaleessa 2.1
kisitelladn matematiikan sahkoista ylioppilaskoetta, kappaleessa 2.2 kisitelladan ma-
temaattisen kielentdmisen teoriaa ja kappaleessa 2.3 kerrotaan miten matemaattinen
kielentaminen esiintyy vuoden 2015 lukion opetussuunnitelmassa.

2.1 Matematiikan sihkoinen ylioppilaskoe

Tassa kappaleessa kasitellddn matematiikan sahkoisté ylioppilaskoetta ja sen raken-
netta, tyokaluja ja eri tehtavatyyppeja vuosilta 2019-2022. Vuoden 2022 jilkeisia
muutoksia ei tassa tyossd huomioida. Kappaleen pédasiallisena ldhteend toimii Yli-
oppilastutkintolautakunnan verkkosivusto (Ylioppilastutkintolautakunta).

Lukion ylioppilaskirjoitukset kokivat astettaisen sdhkoistymisen vuosina 2016-
2019. Matematiikan ylioppilaskirjoitukset sahkoistyivit viimeisend oppiaineena vuon-
na 2019. Ensimmaistd kertaa ylioppilaskirjoitukset olivat téysin sdhkoiset vuoden
2019 kevaan kirjoituksissa. Kokeiden sdhkoistymisen ideana oli esimerkiksi aineisto-
jen laajentaminen, kuten videoiden lisédminen aineistoihin. Sédhkoistymisen tavoit-
teena oli my6s harjoittaa opiskelijoiden kykyé hyodyntaé tietoteknisid apuvélineita
ja sdhkoisia tiedon lahteitd. Ylioppilaskirjoituksien muutos sdhkoiseen muotoon hel-
potti myos huomattavasti logistiikkaa, koska paperikokeet jaivit pois. (Yle abitree-
nit, 2016)

Matematiikan ylioppilaskoe on Ylioppilastutkintolautakunnan laatima koe, jon-
ka tarkoituksena on mitata onko opiskelija omaksunut lukion opetussuunnitelman
mukaiset tiedot ja taidot matematiikassa. Liséksi opiskelijoilta odotetaan lukiokou-
lutuksen tavoitteiden mukaista kypsyytta. Ensin kokeen tarkastaa lukion matema-
tiikan opettaja ja lopullisen tarkastuksen tekee Ylioppilastutkintolautakunta. Koe-
tehtédvien arvioinnissa huomioidaan vastaus ja tehtdvanannon mukaisesti myos opis-
kelijan perustelut ja vilivaiheet lopputuloksen tueksi.

Matematiikan ylioppilaskoe on kolmiosainen koe, jossa on vastattava kymme-
neen tehtavian kolmestatoista tehtavasta. Tehtavit arvioidaan pistein 0-12 eli ko-
keen enimmaispisteméédra on 120. Kokeen kolme osaa ovat A, Bl ja B2. Tehtavityy-
pit A- ja B-osan vililld ovat erilaisia, koska A-osassa ei ole kiytossa kaikkia tyokaluja
joita matematiikan ylioppilaskokeessa on tarjolla. A-osan palautettua opiskelija saa
kiyttoonsa kaikki tyokalut, mutta tdmén jélkeen hén ei voi palata endéd A-osan teh-
taviin. A-osassa tehtavatyypit voivat olla esimerkiksi valinta-, yhdistelytehtavia ja
my0s kirjoittamista vaativia yksinkertaisia tuottamistehtéavid. B1l- ja B2-osa sisélté-
vat monipuolisempia matemaattisten ongelmien ratkaisuja seké tiedon yhdistamistéa
ja analysointia vaativia tehtdvid. B-osien tehtévissd on valinnavaraa, kun taas A-
osassa kaikki tehtavit ovat pakollisia.

Teknisia tyokaluja on useita matematiikan ylioppilaskokeessa. Teknisilla tyoka-
luilla tarkoitetaan esimerkiksi laskinohjelmia ja matematiikkaeditoria. Matematiik-
kaeditori toimii opiskelijoiden ratkaisuiden kirjoitusalustana. A-osassa on kiytossi
vain rajoitettu méaara teknisid tyokaluja. Esimerkiksi SpeedCrunch-laskinohjelma,
GNOME-laskin ja KCalc ovat A-osassa kiytossa olevia tyokaluja. Naiden avulla voi
suorittaa yksinkertaisia laskutoimituksia, mutta ei soveltavia laskuja tai graafisia



piirustuksia. B-osassa opiskelijalla on kaikki tekniset tyckalut kdytossaan. Esimer-
kiksi GeoGebra, TI-Nspire CAS ja LibreOffice Calc ovat opiskelijan kdytosséd. Néi-
den B-osan tytkalujen avulla opiskelija pystyy suorittamaan vaativampia laskuja ja
piirtdmadn kuvaajia esimerkiksi tehtavien havainnoinnin avuksi. Nadiden laskinohjel-
mien liséksi opiskelijalla on koko kokeen aikana kiytossd MAOL-digitaulukko, jossa
on matematiikassa tarvittavia kaavoja ja termeja.

2.2 Matemaattinen kielentaminen

Matemaattisella kielentdmiselld tarkoitetaan jonkin asian, kuten ilmicn tai ongel-
man, kuvaamista matematiikan kielen avulla. Taméan avulla jokin reaalimaailman
ongelma voidaan muuntaa matemaattiseksi malliksi ja toisin péin. (Joutsenlahti &
Perkkild, 2022) Yhtélot, kaavat, graafit ja matemaattiset lausekkeet ovat esimerkke-
jé matemaattisista malleista. Matemaattinen kielentdminen on tyokalu omaan ajat-
teluun seké arviointiin (Joutsenlahti & Réttya, 2015).

2.2.1 Kolmen kielen malli

Kirjallinen matemaattinen kielentdminen voidaan jakaa niin sanotusti kolmen kie-
len malliin, joihin kuuluvat matematiikan symbolinen kieli, kuviokieli ja luonnollinen
kieli. Kolmen kielen mallissa kiytetéén rinnakkain néitd kolmea eri kieltd (Joutsen-
lahti & Kulju, 2010). Témén sisdistaminen auttaa opiskelijaa ymméartamédn seké
esittdmadn omaa matemaattista ajattelua.

Kolmen kielen mallista voidaan tehd&d neljan kielen malli, kun puhutaan ma-
temaattisen kielentamisen kirjallisen osuuden lisdksi suullisesta ja toiminnallisesta
osuudesta. Neljatta kieltd kutsutaan taktilliseksi toiminnan kieleksi. Tahan kuuluvat
esimerkiksi toimintamateriaalit ja kehollisuus. Toimintamateriaalit voivat olla esi-
merkiksi alakoulussa kdytettdavat murtokakkupalat tai lukion oppikirjoissa tehtéaviin
liitetyt appletti-tehtavét, jossa tietokoneen hiirella voi ohjata virtuaalista materiaa-
lia. (Joutsenlahti & Réttya, 2015)

Matematiikan symbolisen kielen avulla pyritdén ilmaisemaan tehtévien mate-
maattisia ratkaisuja. Kieli koostuu esimerkiksi matemaattisista kaavoista, yhtaloista
ja merkinno6istd. Tamé on tiivis ja tarkka tapa ilmaista matematiikkaa. Matemaat-
tista ratkaisua voi olla vaikea ulkopuolisen ymmaéartaé, jos se sisdltdd pelkistdan
matematiikan symbolista kielta.

Joskus voi olla hankala hahmottaa matemaattista ongelmaa pelkin symbolisen
kielen avulla. Graafit ja kuviot ovat hyvd keino mallintaa ja hahmottaa ongelmaa.
My6s omaa ajatusta hahmottava piirustus tai tarkemmat piirustukset esimerkiksi
geometriassa, auttavat opiskelijoita tehtévian ratkaisussa ja asian ymmartamisessa.
Kuviokielen avulla on hyva tukea omaa ajattelua ja muita kolmen kielen mallin
kielia.

Luonnollinen kieli on hyvin térked osa matemaattista kielentdmista. Varsinkin
nuorille opiskelijoille on téarkedd saada matemaattinen kieli selitettyad heille heidédn
omalla aidinkielelladn. Téamé& auttaa opiskelijoita ymmartamasan aiheita ja yhdis-
tdméan niitd toisiinsa. Luonnollinen kieli auttaa opiskelijoita jisentdmadn omaa
ajatteluaan.



Matemaattiset tehtavat lukiossa vaativat naita kaikkia kolmea kieltéa jollain ta-
valla. Joskus riittda ratkaisu pelkéilla symbolisella kielella ja joskus voi tarvita vain
kahta néistd kolmesta kielestd. On myos tehtiviéd, joiden ratkaiseminen edellyttaé
kaikkien kolmen kielen kayttod. Luonnollisen kielen kiytté matematiikan tehtévis-
sé auttaa myos opiskelijoita ymmartamadn tekeméinsa ja opettajia ymméartdmaan
ratkaisussa kiytettya ajattelua.

Matematiikan kieli Luonnollinen kieli

AL

Kuviokieli

Kuva 1. Kolmen kielen malli, perustuu lahteeseen (Joutsenlahti & Kulju 2010).

2.2.2 Ratkaisumallit

Matemaattinen kielentdminen voi esiintyé opiskelijoiden ratkaisuissa monilla eri ta-
voilla. Téssé luvussa kiydaan lapi Jorma Joutsenlahden rakentamia malleja mate-
matiikan tehtédvien ratkaisemiseksi (Joutsenlahti, 2009 & 2010). Kaydaan lapi vii-
si erilaista ratkaisumallia, joiden avulla matemaattisen tehtdvin ratkaisu voidaan
esittdd. Nama mallit ovat standardi-, kertomus-, tiekartta-, kommentti- ja paivakir-
jamalli. Kuvassa 2 on visuaalinen ndkymaé miltd jokainen néistd ratkaisumalleista
nayttad. (Joutsenlahti 2009)

Standardimalli on yksinkertaisin néista viidesta ratkaisumallista. Siiné ratkaisu
esitetdan pelkistadn matematiikan symbolikielella. Ratkaisu etenee tehtédvinannosta
suoraan laskujen kautta ratkaisuun ja vain lopputuloksessa on mahdolliset yksikot.
Opiskelija, joka kiyttiad standardimallia tehtévien ratkaisemiseksi, pyrkii toistamaan
esimerkkitehtavista tai kirjasta opittua mallia siitd, miten tehtava esitetadn. Tama
ratkaisumalli ei tue ratkaisun esittdmistad muille vaan joudutaan luottamaan siihen,
ettd ratkaisun lukija ymmaértaa ratkaisun pelkin matematiikan symbolikielen avulla.
Téasséd mallissa myos huolimattomuusvirheet voivat pilata koko ratkaisun, jos vali-
vaiheista ei ymmaérretd, mita opiskelija on yrittanyt tehda. Téma ratkaisumalli so-
pii hyvin esimerkiksi aritmeettisiin tehtaviin, sekd monivalinta tehtévien ratkaisun
l6ytamiseen.

Kertomusmallissa selitetdédn ja perustellaan vaiheittain, mita tehtévan ratkaisus-
sa tapahtuu. Tama on vaiheittainen ratkaisumalli matemaattiselle tehtavéalle, jossa
kiytetadn sekd matematiikan symbolikieltd ettd luonnollista ja kuviokieltd. Taméan
tapaisen ratkaisun esittdminen muille on paljon mieluisampaa kuin standardimallin



esittdminen, koska siind kerrotaan mita milldkin vaiheella tarkoitetaan. Luonnollisen
kielen ja kuviokielen tehtévana on tukea matematiikan symbolikielta, jolloin ratkai-
sun ymmartaminen ja seuraaminen on helpompaa. Tama ratkaisumalli sopii hyvin
esimerkiksi lukion tehtévien ratkaisuihin.

Tiekarttamalli muistuttaa standardimallia, mutta siind on alussa luonnollista
kieltd ja kuviokieltd tukemassa matematiikan symbolikieltd. Tehtavén ratkaisun lu-
kija ndkee heti ratkaisun alussa opiskelijan ajatukset ja perustelut omalle tuloksel-
leen. Tama ratkaisumalli sopii hyvin esimerkiksi lyhyisiin tehtaviin, koska pidem-
missa tehtavian ratkaisuissa lukija voi kadottaa opiskelijan ajatuksen.

Kommenttimallissa on kaksi saraketta, joista toinen on matematiikan symboli-
kielelle ja toinen luonnolliselle kielelle ja kuviokielelle. Ratkaisun jokaista vélivai-
hetta kommentoidaan. Tamaé ratkaisumalli sopii hyvin pedagogiseen kiyttoon, jossa
opettaja opettaa laskujen eri vaiheita. Kommenttimalli ja kertomusmalli ovat hyvin
samankaltaisia ratkaisumalleja, mutta luonnollinen kieli ja kuviokieli on sijoitettu
ratkaisuissa vain eri paikkoihin.

Péivikirjamalli etenee standardimallin mukaisesti, mutta siind on kohta, jossa
opiskelija kiayttaa luonnollista kieltéa tai kuviokieltd. Tama kohta on usein ongelma-
kohta opiskelijalle, jossa han kiyttda tukenaan muita kielid kuin vain matematiikan
symbolikieltd. Tamé ei ole lukijalle paras mahdollinen malli, mutta pedagogisesti
ajatellen siind usein nakyy kohta, jossa opiskelijalla on ollut vaikeuksia. Vaikeissa
kohdissa opiskelija voi mahdollisesti kokea oppimista ja joutua jasentdmaan mate-
maattista ajatustaan.

STANDARDI KERTOMUS TIEKARTTA KOMMENTTI PAIVAKIRJA

Matematiikan

symbolikieli Luonnollinen kieli

Kuviokieli

Kuva 2. Ratkaisumallit, perustuu l&hteeseen (Joutsenlahti 2009).

2.2.3 Matemaattisen kielentdmisen hyodyt

Matemaattisen kielentamisen hallitseminen on hyvin tarkea osa matemaattista osaa-
mista ja ajattelua. Se auttaa jisentdmédn ja ratkaisemaan matemaattisia ongelmia,
ja sen avulla monimutkaiset pulmat voidaan pilkkoa pienempiin ja selkedmpiin osiin.
My6s matemaattiset mallit on helpompi yhdistda muihin eri tilanteisiin, kun hallit-
see matemaattisen kielentdmisen taidon.

Opiskelijan monipuolinen kirjoittaminen matemaattisissa tehtavissa edistda ma-
tematiikan oppimista, kehittdd matemaattista ymmartamisté, parantaa opiskelijoi-
den asenteita matematiikkaa kohtaan ja helpottaa opettajan arviointityota (Morgan,
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2001). Perustelu on matematiikan soveltamista, jossa opiskelijan on kiytettava mate-
maattista ajattelun taitoa. (Matematiikka: ndkokulmia opettamiseen ja oppimiseen,
2004) Tamé edellyttdd rakenteiden ymmértamistd ja matematiikan yhdistamisté
reaalimaailman asioihin.

Matemaattisen kielentamisen taito luo myo6s mahdollisuuksia luoda uudenlaisia
ajattelumalleja ja niiden kautta tuoda uusia ndkokulmia ongelmanratkaisuihin. Kun
opiskelija kielentdd matematiikkaa, hén jésentdd omaa matemaattista ajatteluaan.
Hénen itsetuntonsa saattaa myos kasvaa ja héan uskaltaa ilmaista omaa ajatteluaan
enemmaén ja koko ajan paremmin.

Opiskelijat voivat my6s tukea toisiaan keskustelemalla eri ndkokulmista ja ratkai-
suvaihtoehdoista. Toisten opiskelijoiden kanssa keskustelu voi myos avata ja opettaa
uusia kasitteitd opiskelijoille. Muiden opiskelijoiden tehtédvien ratkaisujen tarkista-
minen ja niistd keskusteleminen voi auttaa ndkemaén virheita ja oikeita ratkaisuta-
poja, miké edistdd omaa oppimista. MyOs omien tehtévien lapikdyminen sanallisesti
auttaa opiskelijaa tunnistamaan omia virheitdan.

Matemaattisen kielentdmisen osaaminen auttaa opetuksessa ja opiskelijan ar-
vioinnissa. Matemaattista kielentdmistd harjoittava opettaja voi saada luokkahuo-
neissa aikaiseksi hyvid matematiikkaan liittyvia keskusteluja ja tdmé auttaa opet-
tajaa kehittymadan kuuntelijana. Keskustelu matematiikasta ja siihen liittyvista ai-
heista auttaa opiskelijoita kehittdméin omaa matemaattista ajatteluaan ja jésenté-
madn eri matematiikan ongelmia. Opiskelijoiden oppimisprosessi on helpompi huo-
mata, kun he kielentéviat matematiikkaa ja kertovat luonnollisen kielen avulla miten

he ovat esimerkiksi ratkaisseet kyseisen tehtdvén. (Joutsenlahti 2003, Joutsenlahti
& Kulju 2010)

2.3 Matemaattinen kielentaminen lukion opetussuunnitelmas-
sa

Téassé tutkimuksessa tarkastellaan vuoden 2015 lukion opetussuunnitelmaa, koska
tutkittavat tehtavit ovat vuosilta 2019-2022. Vasta kevadn 2023 ylioppilaskokeessa
huomioitiin sekd vuoden 2015 ettd vuoden 2019 lukion opetussuunnitelmat ja syk-
systé 2025 ldhtien ylioppilaskokeet ovat vuoden 2019 opetussuunnitelman mukaiset.
Taméan kappaleen péadasiallisena ldhteend toimii vuoden 2015 opetussuunnitelma
(Opetushallitus, 2015).

Lukion opetussuunnitelmassa esiintyy matemaattinen kielentdminen eri tavoin.
Matemaattisen kielentdmisen tavoitteena on vahvistaa opiskelijoiden kykyé kayttaa
ja ymmartad matematiikan kieltd, mikd on keskeisté seké jatko-opinnoissa etta ar-
kielamassa. Myos opetuksen tehtava liitetddn matemaattiseen kielentamiseen ja sii-
né otetaan huomioon, kuinka opiskelijoita on opetettava kiyttamaan sekd puhuttua,
ettd kirjoitettua matematiikan kielta.

Matemaattisen kielentdmiseen liittyvid tavoitteita on monia lukion opetussuun-
nitelmien perusteissa. Opiskelijoita rohkaistaan ilmaisemaan ajatuksiaan matemaat-
tisesti, suullisesti seka kirjallisesti. Téssé keskeistd on looginen paattelykyky seka
perusteluiden esittely. Myés erilaisten esitystapojen, kuten symbolisen, suullisen ja
graafisen esitystavan, hallitseminen on opiskelijoille térkedd. Naiden esitystapojen
osaamisen taito auttaa opiskelijoita kiyttdméaan matemaattisia kisitteitd ja merkin-
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toja ymmarrettavasti. Lukion opetussuunnitelmassa todetaankin, ettd opiskelijaa
tulee tukea ja rohkaista kidyttdmé&an ajattelua tukevia piirustuksia, kuvia ja vélinei-
ta. Nailld matemaattisen kielentédmisen taidoilla opiskelija my0s pystyy argumentoi-
da matemaattisesti paremmin.

Pitkén ja lyhyen matematiikan opiskelijoilta odotetaan ymmaéarrettéavasti eri tasoi-
sia asioita. Pitkdn matematiikan opiskelijalta odotetaan kykya arvioida perustelujen
patevyytta, seka laatimaan ratkaisuilleen perusteluita. Lyhyen matematiikan osalta
perusteluja ei mainita suoraan, mutta heidén on myos osattava kuvailla matemaat-
tisia ilmiGita ja selittdd niitd matematiikkaa apuna kayttéden. Vaikka eroja pitkin ja
lyhyen matematiikan tavoitteissa on, molemmissa on selked yhteinen tavoite. Seké
pitkéssé etta lyhyesséd matematiikassa opiskelijoilta ei odoteta ulkoa opettelun taitoa
vaan matematiikan ymmartamista.



3 Tutkimuksen toteutus

Téassa luvussa kasitellddn kaikki tutkimuksen toteuttamiseen vaiheet. Luku 3.1 ka-
sittelee tutkimuskysymykset, luku 3.2 késittelee tutkimuksessa kédytetyn aineiston ja
luvussa 3.3 on analyysiprosessin kuvaus. Luvussa 3.4 esitellaén tutkimuksessa kéyte-
tyt tehtavat ja niiden tehtédvanannot, hyvan vastauksen piirteet seka malliratkaisut.
Tassé tyosséd kaytetyt malliratkaisut on laadittu tutkijan toimesta.

3.1 Tutkimuskysymykset

Tutkimuksessa pyritddn 16ytamaédn vastauksia seuraaviin tutkimuskysymyksiin:

1) Milla eri tavoilla matemaattinen kielentdminen esiintyy opiskelijoiden matema-
tiikan ylioppilaskoeratkaisuissa?

2) Esiintyyko matemaattisen kielentdmisen eroja pitkén ja lyhyen matematiikan yli-
oppilaskoeratkaisuissa?

3.2 Tutkimusaineisto

Taman tutkimuksen tavoitteena on tutkia milld eri tavoin matemaattinen kielenté-
minen esiintyy opiskelijoiden matematiikan ylioppilastehtavaratkaisuissa. Tutkimuk-
sen tavoitteena on myos selvittad esiintyyko matemaattisen kielentdmisen eroja pit-
kin ja lyhyen matematiikan ylioppilaskoeratkaisuissa. Tutkimuksessa perehdytaan
yksittdisten matematiikan sdhkoisten ylioppilaskoe tehtéavien ratkaisuihin aikavélilla
2019-2022.

Tutkimusaineiston tehtavit ovat Ylen abitreeni sivuilta loydetty selaillen vanhoja
ylioppilaskokeita (Yle Abitreenit, 2015). Tutkimuksen toteuttamiseksi haettiin Yli-
oppilastutkintolautakunnalta tutkimuslupaa kahdeksaan eri ylioppilaskokeen tehté-
vaan. Tehtavéit sisaltdavat 100 satunnaisesti valittua anonyymia ratkaisua kuhunkin
analysoitavaan tehtdvadn. Tutkimuksen lopulliseksi tehtdvamaaraksi valittiin saa-
dusta aineistoista nelja sopivinta tehtévas.

Kaksi valituista tehtévistda ovat lyhyen matematiikan ylioppilaskokeesta ja kak-
si pitkdn matematiikan ylioppilaskokeista. Pitkéin matematiikan tehtavat ovat Bl-
osion tehtavia ja lyhyen matematiikan tehtavit ovat molemmat B2-osiosta. Jokaises-
sa neljassa tehtavassa pyydetaan opiskelijoita joko perustelemaan ratkaisunsa tai se-
littdmé&an sanallisesti tehtavadn liittyvia asioita. Kahdessa tehtavissa voidaan myos
hyodyntéaa kuviokieltd ja yhdesséd tehtévissa sita vaaditaan. Tehtavit valittiin tut-
kimukseen, koska niiden ratkaisuissa opiskelijat kiyttavat paljon matemaattisen kie-
lentédmisen eri kielid ja tdten myos ratkaisumalleja.



3.3 Analyysiprosessi

Aineiston analyysi jaettiin eri vaiheisiin. Ensimméisessé vaiheessa tarkasteltiin kaik-
kien kahdeksan valitun tehtévan ratkaisuja ja tutkittiin, mitka tehtéavit ovat sopivia
tdhén tutkimukseen. Téma vaihe karsi pois puolet tehtéavista ja jaljelle jai neljan
tehtavin ratkaisut tutkittavaksi. Puolet aineistosta karsittiin pois, koska ne eivit
sopineet tarpeeksi hyvin tdmén tutkielman aiheeseen.

Toisessa vaiheessa analysoitiin aineiston neljaa jéljelld olevaa tehtavaé tarkem-
min matemaattisen kielentdmisen ndkokulmasta. Téssa vaiheessa tutkittiin kaikki
sata ratkaisua jokaisesta tehtévistd uudelleen ja kirjattiin ylos tilastoa opiskelijoi-
den kiyttamista ratkaisumalleista ja eri kolmen kielen mallin kielistd. Ratkaisumal-
lit kirjattiin ylos (standardi-, kertomus-, tiekartta-, kommentti- ja paivékirjamalli)
ja ratkaisut laitettiin niihin sopivaan kategoriaan. Téssa vaiheessa kaikkia ratkaisu-
malleja ei saatu omaan kategoriaan, joten ne kirjattiin ylos uutta analyysia odot-
tamaan. Ratkaisumallien lisdksi analysoitiin, mitd eri kolmen kielen mallin kielid
(matematiikan symbolinen kieli, luonnollinen kieli ja kuviokieli) opiskelijat kdytti-
vat ratkaisuissaan. Aina, kun jokin kieli esiintyi opiskelijan ratkaisussa, se kirjattiin
ylos taulukkoon. Jos jossain ratkaisussa kiytettiin kaikkia kolmea kielté, liséttiin
taulukkoon jokaisen kielen kohdalle uusi lukema.

Kolmannessa vaiheessa analysoitiin viela kerran ilman ratkaisumallikategoriaa
olevia ratkaisuja. Jos tallakdén analysointikerralla niité ei saatu sijoitettua ratkai-
sumallikategoriaan, niin ne sijoitettiin uuteen kategoriaan nimeltd "muu." Tallaisia
ratkaisuja olivat esimerkiksi tyhjat ratkaisut tai ilman matematiikan symbolista kiel-
ta tehdyt ratkaisut.

Analyysin viimeinen vaihe sisélsi havaintojen taulukoinnin ja tarkistusvaiheen.
Havaintojen taulukointia hyodynnettiin tutkimuskysymyksiin vastaamisessa. Taulu-
kointi my0s auttoi tunnistamaan tehtéviakohtaisia huomioita, kuten eniten kiytettyja
ratkaisumalleja ja kielid. Analyysin tarkistaminen auttoi kasvattamaan tutkimuksen
luotettavuutta ja tarkkuutta.
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3.4 Tehtavanannot, hyvan vastauksen piirteet ja malliratkai-
sut

3.4.1 Syksy 2019, pitkd oppiméaira, tehtava 5. Polynomiepayhtilo

Ratkaise epiyhtilo x® — 222 — 112+ 12 > 0. Voit kiyttid esimerkiksi laskinohjelmis-
toa. Selitd sanallisesti (enintdén 1 000 merkilld), miten polynomifunktion tulomuo-
toa p(z) = (x —a)(x —b)(x —c) voidaan kiyttdad epdyhtalon p(x) > 0 ratkaisemiseen,
kun a < b <ec.

3.1] ja [4,0] [3+3
Pidtepisteet vadirin 242
Yhtélon ratkaisut r = -3, z =1 jax =4 1
Jokaiselle tekijille selvitetadn, milld vililld se on negatiivinen. 2
r<a,r<bjax<e 2
Jokaiselle osavilille katsotaan, kuinka moni tekija on negatiivinen (esimerkiksi
kulkukaaviolla). 1
Jos negatiivisia tekijéitd on pariton mééri, niin tulo on negatiivinen, muuten
ei-negatiivinen. 1
TAI
Tulon nollasdinté mainittu (tms) / antaa funktion nollakohdat a, b ja ¢ 1+2
p(z) = 0 ratkaistaan testipisteilli TAI kulkukaaviolla TAI kiyttden 3. asteen
polynomin ominaisuuksia 1
selitys, miten edellinen rivi tehdédén 2
Laskettu tapaus, jossa a, b ja ¢ konkreettisia lukuja max 4
Kiytetty konkreettisia lukuja a, b ja ¢ esimerkkind, mutta sanallinen selitys ylei-
nen max 6
Pelkké kuva, jossa hahmotellaan kuvaajan kulku max 4

Kuva 3. Hyvén vastauksen piirteet (YTL, 2019a)

Epiyhtilo voidaan ratkaista GeoGebralla. My6s funktion nollakohdat on ratkaistu ja funktion kuvaaja on auttamassa tehtdvin

hahmottamisessa.
= Ratka'\se[x]—2x2—11xA1220) 1 )
= [ 3<x<1,x>4} =]

O plx) =¥ -2x2-11x+12
12 = Ratkaise(p(x) = 0) : 15
= fx=-3,x=1x=4}
a = p(-5)
= -108
b = p(-2)

=18

c=p(2)

= -10

d = p(5)

= 32

+ Sydttkenttd...

Epiyhtéltn ratkaisuon —3 < o < 1 tai x > 4

Polynomifunktion tulomuotoa p (z) = (¥ —a) (x — b) (# — ¢) voidaan kéyttda epayhtilon p(z) > 0 ratkaisemiseen, kun

a<b<c, koska siind ndkyy funktion nollakohdat (a,b,c). Nollakohtien avulla voi tehdi kulkukaavion. Sijoittamalla funktioon
testipisteitd nollakohtien vililtd ja ulkopuolelta saadaan kulkukaavioon halutut merkit.

Kun p () < 0 merkitidn — , kun p(x) > 0 merkitiin +

a b

———T1 Kulkukaavion merkistd nihddin milloin p (z) > 0
pla) =] + =

Kuva 4. Malliratkaisu
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3.4.2 Kevit 2019, lyhyt oppimaéara, tehtavia 11. Harrin palkka

Harri saa palkkaa 4 200 euroa kuukaudessa ja hénen tuntityéméaarénsa on 155 tun-
tia kuukaudessa. Han arvioi tuntipalkkaansa seuraavalla tavalla: Jos tuntityomdd-
rdni olisi 160 tuntia ja palkkani 4 000 euroa, niin tuntipalkkani olisi 4 000/16=25.
Tdssd ei ole otettu huomioon 200 euroa palkasta, joten virhe on runsas euro tun-
tia kohti; palkka on siis runstaat 26 euroa. Todellinen tyotuntimddard on 155, et 160,
Ja suitd tulee varmaankin pient virhe, joten todellinen tuntipalkka on ehkdpa 27 euroa.

11.1. Kuinka monta prosenttia enemmén tai vihemmaéan Harri arvioi saavansa palk-
kaa tunnilta kuin hén oikeasti saa?

11.2. Selitd Harrin paattelyn vaiheita ja arvioi, perustuuko péaéttely péteviin arvioi-
hin.

Arvion mukaan Harrin kuukausipalkka olisi 155 - 27 = 4185 2
cli ﬁ = 0,3571 ... % = 0,36% vihemméan kuin mitd hin todellisuudessa saa. 1
Harri laskee ensin, miké olisi tuntipalkka, jos tyGtunteja olisi 160. 1
Hin arvioi le;rnﬂn = arjﬁ%n + fgﬂ =25+41,..., joka on oikein. 4
Seuraavaksi hin ottaa huomioon, ettd tdma tulos pitiisi kertoa luvulla :E:[: jotta

saisi oikean tuntipalkan, 1
ja kiyttad arviota @ = % joka on varsin hyvva, silla % = 1'35 1
Harrin jarkeily perustuu siis péteviin arvioihin. 1
Paattelyn patevyyttd perustellaan ensimmaéisen kohdan vastauksella. +0

Kuva 5. Hyvén vastauksen piirteet (YTL, 2019b)

11.1. Lasketaan Harrin oikea tuntipalkka
4200 € €
= 27,09677... = 27,10 —
155 h ’ T h
Harrin arvio omasta tuntipalkastaan oli 27 €/h. Verrataan Harrin arviota todelliseen tuntipalkkaan.
27 € — 27,09677... €
—_—————— = —0,00357... &~ —0,3
27,09677... € 0035T.... =~ —0,36%

Eli Harri arvioi saavansa noin 0,36% viahemmdn palkkaa tunnilta kuin hin oikeasti saa.

11.2. Ensimmdiseksi Harrin arvioinnissa hén pyoristda palkan lahimpdan tuhanteen ja ty6tunnit 1ihimpdian kymmeneen.
Naiden avulla hin laskee tuntipalkkansa.

Sitten hén arvioi, etta palkasta pois jatetty 200 € kasvattaa tuntipalkkaa noin yhdella eurolla. Hyva arvio, mutta
tuntipalkkaansa silld vahan aliarvioi, koska
200 € €
=125 —
160 h h

Harri myts kaytti arvioinnissaan 160 tuntia, vaikka oikea tuntiméard oli 155. Lasketaan tuntimaérien suhde
160 h

T =1,032258... kerrotaan Harrin arvioima 26€ tuntipalkka télld suhdeluvulla ja saadaan tuntipalkka

26 E - 1,032258... = 26,8387... E =~ 27 E
h h h

Oikean tuntipalkan ja tdmén arvion ero selittyy aiemmin lasketulla arviolla, jossa 200€ nostaa tuntipalkkaa vain eurolla eikd
1,25 eurolla.

Voidaan siis todeta Harrin padttelyn perustuvan pdteviin arvioihin.

Kuva 6. Malliratkaisu
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3.4.3 Kevit 2022, pitkd oppiméira, tehtiava 8. Jatkuva, mutta ei deri-
voituva funktio

Anna esimerkki jatkuvasta funktiosta f : R — R, joka ei ole derivoituva kohdassa
x = 1. Perustele erotusosamaaran

f@)—r)

z—1

avulla, miksi funktio ei ole derivoituva kohdassa x = 1. Perustele lisiksi funktion
jatkuvuus.

Annettu esimerkkifunktio f: R — R..
Esimerkkifunktio on jatkuva. 1p.
Mainittu, etta funktio on jatkuva muualla kuin kohdassa z = 1. 1p.

Tarkistettu, ettd limy, ,;- f(z) = lim,_,;+ f(z) = f(1) (yksi yhtdsuuruus puuttuu 1 p.)
TALlim,y; f(z) = f(1) (mikali soveltuva ja tehty oikein) 2p.
TAIjatkuvien fj ja f2 avulla paloittain maaritelty funktio ja fy (1) = fa(1).

ylldolevista riveista riij piste Esimerkkifunktio ei ole derivoituva kohdassa z = 1 (myés 2p.

epajatkuva kay).

Laskettu vasemmanp inen raja-arvo erotu aaralle. 2p.

Laskettu oikeanpuoleinen raja-arvo erotusosamadralle. 2p.

Funktion Féytyy olla jatkuva ja I?s'aksi on mainittu, ettd funktio ei ole derivoituva, koska erotusosamaarén 2p.

toispuoleiset raja-arvot ovat erisuuret.

Tehtévan erillisohjeet

Erotusosamaéran voi laskea my&s kaavalla limp_ge w tai késkylla

RajaArvoVasen((f(x)—f(i))/(x—l)_ 1) tms.

Undefined laskimesta ei kelpaa perusteluksi sille, etta raja-arvoa (tms.) ei ole olemassa.

Funktio ei ole madritelty pisteessa z = 1, esim. z ﬁ (0+1+0+1+0+0+0). max 2 p.
os:itied i into.filkokeet/2022-03-23_M_filgrading-instructions.htmi o3
|
8/22, 3:34 PM Hyvan piirteet: FI — ik, pitia

Funktio ei ole madritelty joko valilla |—oo, 1] tai |1, 00[, esim. /T — & (0+0+1+1+[2+0 tai 0+2]+0). max 4 p.

Perusteltu derivoituvuus sijoittamalla £ = 1 erotusosamaaran sievennettyihin lausekkeisiin ilman
mink&anlaista viitetta raja-arvosta, viimeisilta kolmelta rivilta (1+1+0).

Kuva 7. Hyvén vastauksen piirteet (YTL, 2022a)

z, kunz<l

Funktio f:R— R, f(z) = {1 o 2 > 1

on jatkuva, mutta ei derivoituva kohdassa x = 1.

Funktion jatkuvuuden osoitus;

Kun x > 1, on olemassa vili, johon x kuuluu siten, ettd funktio on tilld vililld méddritelty lausekkeella 1. Vakiofunktio on
jatkuva eli funktio f on jatkuva, kun x > 1.

Kun x < 1, on olemassa vili, johon x kuuluu siten, ettd funktio on tilld vililla médritelty lausekkeella x. Polynomifunktio on
jatkuva eli funktio f on jatkuva, kun x < 1.

Funktio on jatkuva kohdassa x = 1, jos
lim £ () = lim f(z)=F(1)
21 x3 14
limz=lim1=1

z—1 s-+1+

1=1=1

Funktion raja-arvo on siis sama kuin funktion arvo kohdassa x = 1. Funktio on siis jatkuva my&s kohdassa x = 1. Téten
funktio f on siis jatkuva.

Osoitetaan derivaatan mdaritelmén avulla, ettd funktio ei ole derivoituva kohdassa x = 1. Funktio on derivoituva, jos
erotusosamédrén raja-arvo on olemassa samassa kohdassa x = 1.

2l e
z—1 21—
x)—f(1 -
lim M= lim 1-1 = lim 0=0
21+ r—1 a4+ x—1  2ol+

Erotusosamdiran vasemmanpuoleinen ja oikeanpuoleinen raja-arvot eivét ole yhtdsuuria kohdassa x = 1, joten funktio f ei ole
derivoituva kohdassa x = 1.

Kuva 8. Malliratkaisu
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17 x . 1
6 iy -4 -3 -2 b

A = Leikkauspiste(f,, g) H

= (11) i

Hahmotetaan funktiota vield kuvaajien avulla. Kuvasta ndhddén funktion olevan jatkuva kohdassa x = 1, mutta ei derivoituva,
koska siihen syntyy terdvé kulma eli kohtaan x=1 ei muodostu yksikasitteista tangenttisuoraa.

Kuva 9. Malliratkaisun mahdollinen liséys

3.4.4 Syksy 2022, lyhyt oppimééara, tehtidva 11. Lintujen talviruokinta

Lintuharrastaja on aloittanut lintujen talviruokinnan. Han on hankkinut uuden, ku-
van 11.A ja videon 11.B mukaisen lintujen ruokintalaitteen.

1. Mallinna lintujen ruokintalaitetta sopivan sarmién avulla. Piirrd kuva sarmiosta
ja laske sen tilavuus.

2. Valmistajan ilmoituksen mukaan ruokintalaitteen tilavuus on noin 1,6 litraa. Pe-
rustele, mistd ero valmistajan ilmoittaman tilavuuden ja osatehtéavan 11.1 arvion
valilla muodostuu.

3. Kuinka monta kertaa tyhjan ruokintalaitteen voi tayttad 25 kilogramman sakilli-
sestd auringonkukansiemenié, kun siemensekoituksen tiheys on 0,460 kg/dm3? Kéy-
ta ratkaisussasi valmistajan ilmoittamaa ruokintalaitteen tilavuutta.

Kuva 10. Lintulauta (YTL, 2022b)
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Kuva 11. Lintulaudan mitta aineiston videosta (YTL, 2022b)

Kuva 12. Lintulaudan mitta aineiston videosta (YTL, 2022b)
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Kuva 13. Lintulaudan mitta aineiston videosta (YTL, 2022b)

Ideasarake Toteutussarake Pisteet

Piirretty sarmio, jonka pohja on

Kolmio tai Katkaistu kalmio. Pituudet noin 18, 20 ja 14 (cm) (1 p.). S&rmié oikein 1 p. 1+2 p.

Pohjakolmion korkeus (b = ‘/202 — (18/2)2 = 17,86 (cm))

‘ (1 p.), sarmién pohjan ala
Lasketaan tilavuutta A=zh/2 (=18 h/2 ~ 160,75 (cm?)), sirmisn tilavuus 1+2p.
(18 - h - 14/2 a2 2250,43 (cm®)) eli noin 2,3 litraa (1 p.).

(Taman kohdan pisteita vain sarmiolle.)
Alakohdan erillisohjeet
Kokelaan ilmoittamat pituudet saavat poiketa oikeasta 1 cm kumpaan suuntaan tahansa.

Tyyppivirhe: Kokelas mallintanut kartioksi. Tall6in ensimmaiselta rivilta maks. 0 + 1 ja toiselta rivilta

. . L . o max2p.
maks. 1 + 0 (pisteet ansaitaan oikeista pituuksista ja tilavuudesta) P
Tyyppivirhe: Kokelas mallintanut suorakulmaiseksi sarmitksi. Talldin ensimmaiselta riviltd maks. 0 + 1 ja max 2
toiselta rivilta maks. 1 + 0 (pisteet ansaitaan oikeista pituuksista ja tilavuudesta) P
Tyyppivirhe: sérmién pohjan pinta-ala 18 - 20/2. max5p.
Luetellaan eroihin johtavia asioita Valmistajan mittauksen epétarkkuus (mitattu esim. vetomitalla),
(kaksi riittaa). mallin epatarkkuus (laite ei ole suora sarmio, esim. syvennykset

huomiocimatta), levyn paksuuden vaikutus, kolmion alakarki ei tayty, 0+2 p.
laitetta ei ehka voi tayttaa aivan tayteen tai laite ei ehka tyhjene
kokonaan.

Kuva 14. Hyvén vastauksen piirteet osa 1 (YTL, 2022b)

; . 25 (kg) N

Jaetaan siementen massa tiheydella. 07400 (g/a) (= 54,35 litraa siemeni). 1+1 p.

Jaetaan sakin tilavuus sailion 54.35

tilavuudella l:ﬁ (l()” ~ 33,97 ~ 34 (tai pyoristetty alaspain 33). 1+1p.
hitps://tiedostot.ylioppil into.filkokeet/2022-09-20_N_fi/grading-i ions. htm! 13115
1/15/22, 9:41 AM Hyvan piirteet: Fl - ikka, lyhyt

TAI

Kerrotaan tiheys ja ruokintalaitteen 0,46 (kg/1) - 1,6 (1) = 0,736 (kg) 11

tilavuus. P-

Jaetaan sakin massa edella saadulla 25(kg) _ 33,97... eli n. 34 kertaa (tai 33 kertaa) 1+1

=33,97...elin. .

massalla. 0,736 (kg) P

Alakohdan erillisohjeet

Lasku omalla tilavuudella. max 3 p.

Kuva 15. Hyvén vastauksen piirteet osa 2 (YTL, 2022b)
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1. Lintulauta muistuttaa sarmiétd muodoltaa ja sen pohja on tasakylkinen kolmio. Videosta nahdaan pohjan mitat.
Tasakylkisen kolmion kanta on 18 cm ja kylki 19,5 cm. Videosta nikyy sarmion korkeus 13,5 cm.

Piirretdan mallikuva sarmiosta ja merkataan sarmion mitat siihen.

a=18.0

h,=13.5

Kuva 16. Malliratkaisu osatehtava 1. osa 1

Pohjan korkeusjana jakaa kannan puoliksi. Kanta siis jakaantuu 18 em

9 9
L]

= 9 ¢m osiin. Alla on mallikuva sarmicn pohjasta.

Ratkaistaan sirmion pohjan korkeus Pythagoraan lauseella.
h? + 9% = 19,5* Kéytetddn solve toimintoa

h =417,298... (cm) valitaan positiivinen, koska sivun pituus ei voi olla negatiivinen.

Seuraavaksi lasketaan sarmion pohjan pinta-ala
-h 18 cm-17,298.. cm

A, =20 LT O 155,689 cm?
2 2

Ja lopuksi pyydetty sarmion tilavuus

V = Ay - hy = 155,689... cm? - 13,5 cm = 2101,809... em® =~ 2100 em® = 2,11

Kuva 17. Malliratkaisu osatehtava 1. osa 2

2. Ruokintalaitteen todellinen tilavuus on 11.1 kohdan arviota pienempi, koska sitd ei valttamitta ole taytetty tayteen
valmistajan mit Myds pohjakolmion alareunat ovat sarmién sisalla ja tasakylkisen kolmion ajateltiin olevan
pystysuora. Myos kohtaa, johon linnut tulevat sydomaan aiheuttaa tilavuuksien vilille eroja.

3. Lasketaan ruokasékin tilavuus
25 ki
—ig = 54,347... dm® = 54,347...1

0,460 o3
Tayttokertoja on talldin
54,437... 1

e~ 96T =

Kuva 18. Malliratkaisu osatehtéva 2. ja 3.
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4 Tutkimustulokset

Tassé luvussa késitellaan tutkimustulokset ja muutama esimerkki opiskelijoiden rat-
kaisuissa esiintyneestd matematiikan kielentédmisesta aiemmin esitetyista tehtavista.

4.1 Syksy 2019, pitkd oppimaara, tehtava 5. Polynomiepayh-
talo

Tama tehtava oli pitkén matematiikan ylioppilaskokeen Bl-osion tehtavé, jossa tar-
koituksena oli ratkaista epayhtalo ja selittdd sanallisesti, miten polynomifunktion
tulomuotoa voidaan kiyttaa hyviksi epdyhtdlon ratkaisemisessa. Tehtdvinannossa
on ohjeistettu, ettd ratkaisussa voi kidyttda laskinohjelmistoa hyvéiksi epayhtéalon
ratkaisemiseksi. Tehtdvinannossa on myd6s ohjeistettu antamaan sanallinen selitys
tulomuodon hyo6dyisté.

Tehtévassa esiintyi kaikkia kolmea kieltd kolmen kielen mallista, kuten taulu-
kosta 1 ndhdédin. Aineiston sadasta ratkaisusta ldhes kaikissa esiintyi matematiikan
symbolista kieltd. Luonnollista kielta esiintyi 76 eri ratkaisussa ja kuviokielta vain 31
ratkaisussa. Luonnollisen kielen puute noin joka neljinnessé ratkaisussa on yllattava
tulos, koska tehtédvan annossa ohjeistettiin kiyttamadn sanallista selitysta. Tulok-
sista myos yllatti kuviokielen vihainen maéra, koska tehtavin mallintaminen usein
auttaa opiskelijoita hahmottamaan tehtédvin ratkaisua. Ratkaisuissa nékyi myos ku-
viokielen vaarinkayttoa, jossa piiretystd kuvaajasta katsottiin suoraan epayhtalon
ratkaisu ilman mitdén laskutoimituksia. Kuvassa 19 on esimerkki kokelaan ratkai-
susta, jossa tehdadn nain.

Taulukko 1. Tehtéavassa "Polynomiepayhtéald" esiintyneet kielet. Samassa ratkaisussa
voi esiintyd enemmén kuin yksi kieli.

Kielentamiseen kaytetyt kielet Maara
Matematiikan symbolinen kieli 97
Luonnollinen kieli 76
Kuviokieli 31

Muodostetaan vhtilén kuvaaja
‘

-1f
-2
-3
-4
5k

-6
Kuvaajan perusteella }-'hr:i]'dxs -2 —llz+12> 0, kun
Bz lyzzd

Vastaus: —3 ST S 1z =4

Kuva 19. Kokelas 19 tehtavéssd "Polynomiepayhtalo", katsotaan ratkaisu vain
kuvaajasta.
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Opiskelijat kiyttivat usein ratkaisuissaan useampaa kuin vain yhté kielté. Yleisin
kahden kielen kombinaatio oli matematiikan symbolinen kieli ja luonnollinen kieli.
Ratkaisuissa nahtiin myos kolmen kielen kombinaatioita eli ratkaisuja, joissa oli ma-
tematiikan symbolista kieltéd, opiskelijan omaa &didinkieltéd sekd kuviokielta. Kuvassa
20 ndhdaan esimerkki, jossa kokelas kayttaa kaikkia kolmea kieltd tehtavéin ratkai-
sussa. Namaé kolmen kielen ratkaisut olivat usein todella hyvia ja vastasivat tehté-
vanantoon mallikkaasti. Jos tehtéva oli ratkaistu kayttaen vain yhtéa kielta, ratkaisu

oli puutteellinen.

Lasketann funkiion farvoja vilcilliF < —3 —8<2<]l 1<z <dpz>4

fu): -2 x2-11- 0412 Valmis
A-4) -40
A-2) 18
Az “10
A5l 32
1
i
=11
| I}
|2
| 1
II
|
| W f1lx) =)
|

Valilli < =3 funktion arvot ovat negAnIvISia.
Vililli =3 <2 <1 funkiion arvot ovat positivisia
Vililli 1 < 2 < 4 funktion arvot ovat negatiivisia,
Valilli & > 4 funktion arvot ovat positiivisia.

E |ch.l\'l|lu|u" _k:_ llx+12 2> D...gcmuu, kn=3 <<l yiz>4

Kuva 20. Kokelas 1 tehtévéssé "Polynomiepéyhtilo", kolmen kielen malli.

Ratkaisumallaista selkeésti suosituin oli kertomusmalli, kuten taulukosta 2 néh-
daan. Tiekarttamalli myos esiintyi 17 kertaa sadasta eri ratkaisusta. Pelkdstdan ma-
tematiikan symbolista kieltéd siséltdva standardimalli nédkyi ldhes joka viidennessa
ratkaisussa. Tamé standardimallin lukumaéra on yllattavin suuri, vaikka tehtévan-
annossa painotetaan selittdmaéaédn sanallisesti. Standardimallilla ei ole mahdollista
saada taysia pisteita kyseisestd tehtéavasta. Paivakirjamallia kéytti kuusi opiskelijaa
ja vahiten kiytetty malli oli kommenttimalli, jota oli kolme kappaletta. Muita rat-
kaisumalleja oli my6s kolme kappaletta ja nédihin kuuluivat ratkaisut, jotka olivat
tyhjia tai kayttivat pelkiastaan luonnollista tai kuviokielté.
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Taulukko 2. Tehtévassa "Polynomiepéayhtéalo" esiintyneet ratkaisumallit.

Ratkaisumalli Maara
Standardimalli 19
Kertomusmalli 51
Tiekarttamalli 17
Kommenttimalli 3
Paivékirjamalli 6
Muu 3

4.2 Kevat 2019, lyhyt oppimaara, tehtava 11. Harrin palkka

Tama tehtava oli lyhyen matematiikan ylioppilaskokeen B2-osion tehtéavé, jossa tar-
koituksena oli laskea, kuinka monta prosenttia enemmén tai vihemman Harri arvioi
saavansa palkkaa tunnilta kuin hén oikeasti saa. Tehtdvian toisen osan tarkoituk-
sena oli selittda sanallisesti Harrin tehtavinannossa esitettyja paattelyn vaiheita ja
arvioida perustuuko hénen péaéttelynsa péateviin arvioihin.

Tehtavan ratkaisuissa esiintyi vain kahta kieltd kolmen kielen mallista, kuten
taulukosta 3 ndhdadn. Odotetusti kuviokieltd ei esiintynyt yhdessdkiin aineiston
ratkaisussa. Kuvasta 21 ndhdédén yhden kokelaan ratkaisu kahdella kielelld. Kaikis-
sa paitsi yhdessa opiskelijoiden ratkaisuissa oli luonnollista kieltd. Yksi ratkaisu oli
tehty pelkédstdan matematiikan symbolikieltd kiyttden. Luonnollista kieltd kiytet-
tiin molempia aéripéita hipoen. Loytyi seké lahes esseetd muistuttava ratkaisu etta
vain yhden virkkeen ratkaisu. Matematiikan symbolinen kieli puuttui seitsemésta
ratkaisusta, vaikka sitd tarvittiin laskettaessa tehtdvin ensimmaistd osaa. Kuvassa
22 néhdaan kokelaan ratkaisu, jossa ei kdytetd laskutoimituksia, vaan han on lait-
tanut vain vastauksen esille.

Taulukko 3. Tehtavissa "Harrin palkka" esiintyneet kielet. Samassa ratkaisussa voi
esiintyd enemmén kuin yksi kieli.

Kielentamiseen kaytetyt kielet Maara
Matematiikan symbolinen kieli 93
Luonnollinen kieli 99
Kuviokieli 0

senttien osuus joka jéi harrilta laskematta on noin 0.4% hénen palkastaan. Toisin sanoen harri saa 0.4% palkkaa tunnilta mité han arvioi.

Kuva 21. Kokelas 22 tehtavissd "Harrin palkka", kahden kielen kombinaatio.
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11.1
Hén arviol saavansa noin 0,33% vihemmiin kuin oikeasti.

Kuva 22. Kokelas 11 tehtéavéssa "Harrin palkka", ei laskutoimituksia esitetty, vaan
pelkké lopputulos.

Taulukosta 4 ndhdaén, ettd kertomusmalli oli aineiston ratkaisumalleista eniten
kiytetty kokelaiden ratkaisuissa. Tiekarttamalli oli toinen suosittu tapa tehda teh-
tavan ratkaisu. Aineistossa oli yksi pelkdstddn matematiikan symbolista kieltd sisél-
tava ratkaisu eli tehtéva oli ratkaistu standardimallin mukaisesti. Muu-kategoriaan
on laitettu tyhjat ratkaisut sekéd pelkéstddan luonnollista kieltd siséltavét ratkaisut.
Suurin osa aineiston ratkaisuista olivat matematiikan symbolisen kielen ja luonnol-
lisen kielen kombinaatioita.

Taulukko 4. Tehtévassa "Harrin palkka" esiintyneet ratkaisumallit.

Ratkaisumalli Maara
Standardimalli 1
Kertomusmalli 68
Tiekarttamalli 24
Kommenttimalli 0
Paivakirjamalli 0
Muu 7

4.3 Kevat 2022, pitka oppimaara, tehtava 8. Jatkuva, mutta
ei derivoituva funktio

Téasséd pitkdn matematiikan ylioppilaskokeen Bl-osion tehtévissa tarkoituksena oli
antaa esimerkki jatkuvasta funktiosta, joka ei ole derivoituva kohdassa x = 1. Teh-
tavassid vaadittiin myos perustelu erotusosaméaédrian avulla, miksi funktio ei ole deri-
voituva kohdassa x = 1, ja piti perustella funktion jatkuvuus.

Taulukosta 5 ndhdééan, ettd kielentdmista esiintyi tdméan tehtévian ratkaisuissa
kaikilla kolmella kolmen kielen mallin kielelld. Opiskelijoiden &idinkieli eli luonnol-
linen kieli esiintyi 93 kertaa aineiston sadasta eri ratkaisusta. Matematiikan symbo-
linen kieli esiintyi myds ldhes kaikissa aineiston sadassa ratkaisuissa. Tehtédvananto
antoi valmiiksi kaavan, jota opiskelijat voivat kayttaa ratkaistaessaan tehtavaa ja
silti 6 opiskelijaa ei kdyttanyt ollenkaan matematiikan symbolista kieltd. Kuviokie-
li esiintyi opiskelijoiden ratkaisuissa tasan puolissa aineiston ratkaisuissa, mikd on
tahén tehtavadan odotettu tulos. Kuviokieli auttaa tarkistamaan oman funktion ja
havainnollistamaan ratkaisua, kuten kuvassa 23 nahdéan. Jotkin kuviokielta sisélté-
vat ratkaisut osasivat hyvin yhdistaa yksikésitteisen tangentin teorian kuvioon, joka
osoitti opiskelijoiden osaavan yhdistad kuvion hyvin tehtédvan ideaan.
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Taulukko 5. Tehtéavéssa "Jatkuva, mutta ei derivoituva funktio" esiintyneet kielet.
Samassa ratkaisussa voi esiintyd enemman kuin yksi kieli.

Kielentamiseen kaytetyt kielet Maara
Matematiikan symbolinen kieli 94
Luonnollinen kieli 93
Kuviokieli 50

Tarkistetaan myés kuvaajan avulla

On niikywvissé, ettd funktio on jatkuva kohdassa x=1.
Funktio ei ole derivoituva, koska pisteeseen A piirretty tangentti olisi nolla

Kuva 23. Kokelas 50 tehtavéssé "Jatkuva, mutta ei derivoituva funktio", tarkistaa
ratkaisun kuvaajan avulla ja kertoo miksi kuvaaja sopii tehtavinantoon.

Taulukosta 6 ndhdaén kokelaiden kiyttdméat ratkaisumallien maaridt. Ratkai-
sumalleissa kertomusmalli oli selkeésti eniten esiintyvé, koska se esiintyi 71 ker-
taa sadasta aineiston ratkaisusta. Tiekarttamallia kdytti 16 opiskelijaa ja pelkas-
tdan matematiikan symbolista kieltéd sisaltavid standardimalliratkaisuja oli vain yk-
si. Kommentti- tai paivakirjamallia kdytti opiskelijoista kuusi, kolme kommentti-
mallia ja kolme péivikirjamallia. Muita ratkaisumalleja oli kuusi kappaletta ja ne
olivat joko tyhjid ratkaisuja tai pelkdstddn luonnollista ja/tai kuviokielta sisdltavia
ratkaisuja.
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Taulukko 6. Tehtavassa "Jatkuva, mutta ei derivoituva funktio" esiintyneet ratkai-
sumallit.

Ratkaisumalli Maara
Standardimalli 1
Kertomusmalli 71
Tiekarttamalli 16

Kommenttimalli
Paivakirjamalli
Muu 6

Opiskelijat kdyttiviat usein enemmaén kuin yhta kielta ratkaistaessaan tehtavaa.
Yleisin kombinaatio oli luonnollisen kielen ja matematiikan symbolisen kielen kom-
binaatio. Aineisto sisilsi my6s hyvian méaéarin opiskelijoiden ratkaisuja, jossa kéytet-
tiin kaikkia kolmea kieltd. Kuvasta 24 nidhdéan yhden kokelaan ratkaisusta osa, jossa
kiytetadn kolmea kieltd. Yhden kielen ratkaisuyrityksid aineisto sisélsi vahén alle
10 kappaletta. Néissé ratkaisuissa pyrittiin usein osoittamaan funktioiden sopivuus
tehtdvanantoon ainoastaan kuvaajien tai luonnollisen kielen avulla. Aineistossa oli
myo6s yksi pelkalla matematiikan symbolisen kielen avulla ratkaistu tehtava.

Funktio:

_[—2+3 ,z>1
F@={g-1 .z<1

Funktion kuvaaja:

1.5

05

7 |
-¥5 !
Tarkastellaan derivoituvuutta kohdassa x=1:

Oikean puolen erotusosamiifirin raja-arvo:

i LEZI0 _ y 243 (P 43)

z=41+ z—1 =1+ z—1 laskimella
lim M]
x>1 x-1
-2

Kuva 24. Kokelas 25 tehtavéssa "Jatkuva, mutta ei derivoituva funktio", kiyttia
kolmea kieltd ratkaisussaan.
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4.4 Syksy 2022, lyhyt oppimaara, tehtava 11. Lintujen talvi-
ruokinta

Téssa lyhyen matematiikan ylioppilaskokeen B2-osion tehtévéassé tarkoituksena oli
mallintaa tehtdvin aineistossa esiintyvaé lintujen ruokintalaitetta sopivan sdrmion
avulla. Opiskelijoiden tehtéaviné oli piirtda kuva sdrmiosté ja laskea sen tilavuus. Té-
mén jalkeen tehtdavin toisessa osassa opiskelijoiden tehtévané oli perustella, mista
mahdolliset tilavuuden arvioiden erot valmistajan ja itse lasketun tilavuuden valilla
voivat johtua. Tehtédvan kolmannen osan tarkoituksena oli laskea valmistajan ilmoit-
tavan tilavuuden avulla, kuinka monta kertaa tyhjéan ruokintalaitteen voi tayttaa 25
kilogramman séakillisestd auringonkukansiemenia.

Tehtévien ratkaisuissa esiintyi matemaattista kielentdmisté kaikilla kolmen kie-
len mallin kielelld, kuten taulukosta 7 ndhdain. Kuviokielen véhéinen esiintymis-
méara opiskelijoiden ratkaisuissa oli yllattéva tulos. Aineiston sadasta opiskelijoi-
den ratkaisuista vain 66 opiskelijaa piirsi kuvan sdrmiosté tai ainakin yritti piirtas.
Tama on yllattavan alhainen médra, koska tehtdvanannossa pyydetddn hyvin sel-
kedsti mallintamaan kuva sdrmiosta. Matematiikan symbolista kielta oli 83 ratkai-
sussa, mikd on jo parempi tulos kuin kuviokielen kanssa. Silti 18 ratkaisua oli ilman
mitadn laskelmia tai niiden yrityksid, vaikka tehtdvanannossa selkeésti pyydetaan
laskemaan eri asioita. Kuvassa 25 on osa kokelaan ratkaisusta, jossa on kuvan lisék-
si pelkké vastaus ilman laskutoimituksia. Luonnollista kieltd esiintyi 70 opiskelijan
ratkaisussa. Tamaéakin tulos on melko alhainen, koska tehtdvinannossa pyydetaan
perusteluita tilavuuden arvion erolle valmistajan ja itse lasketun tilavuuden valilla.

Taulukko 7. Tehtévéssé "Lintujen talviruokinta" esiintyneet kielet. Samassa ratkai-
sussa voi esiintyd enemmaén kuin yksi kieli.

Kielentamiseen kaytetyt kielet Maara
Matematiikan symbolinen kieli 83
Luonnollinen kieli 70
Kuviokieli 66
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leveys dem

1.
Pinta-ala =80m?

Kuva 25. Kokelas 46 tehtéavissa "Lintujen talviruokinta", kielentdmisen vaikeuksia.

Taulukosta 8 nahdain kokeilaiden kdyttamat ratkaisumallit ja niiden lukumaéé-
rat. Ratkaisumalleista eniten kéytettyja olivat kertomus- ja tiekarttamalli, joista
kertomusmallia kdytettiin opiskelijoiden ratkaisuissa 42 kertaa ja tiekarttamallia 32
kertaa. Kolmanneksi eniten esiintyi muita ratkaisuja, jotka olivat tyhjid tai sisdlsi-
vét ainoastaan luonnollista kieltéd ja/tai kuviokieltd. Pelkidstdan matematiikan sym-
bolista kielta sisaltdvia ratkaisuja eli standardimallin mukaisia ratkaisuja oli nelja
kappaletta. Saman verran oli kommenttimallin mukaisia ratkaisuja. Paivakirjamal-
lia kaytti yksi opiskelija ratkaistaessaan tehtavia.

Taulukko 8. Tehtévéssd "Lintujen talviruokinta" esiintyneet ratkaisumallit.

Ratkaisumalli Maara
Standardimalli 4
Kertomusmalli 42
Tiekarttamalli 32
Kommenttimalli 4

Paivakirjamalli
Muu 17

Eri kielten kombinaatioita ratkaisuissa esiintyi seuraavasti: matematiikan sym-
bolisen kielen ja luonnollisen kielen kombinaatio oli opiskelijoiden ratkaisuissa eni-
ten kiytetty kombinaatio. Hyvid kolmen kielen kombinaatioita l6ytyi jonkin verran,
mutta opiskelijoilla oli usein vaikeuksia kielentdmisessa naissakin ratkaisuissa. Suu-
rin ongelma aineiston sadan ratkaisuin keskuudessa oli selkeésti kuviokielen kéiytta-
minen oikein ja sen yhdistdminen muihin kieliin. Suorakulmaisen sérmion kayttoda
tehtavan ratkaisussa esiintyi myos muutaman kerran, vaikka tehtédvinannon aineis-
tosta nahdéaan, ettd kyseesséd ole suorakulmainen sarmio. Kuvasta 26 ndhdaén osa
yhden kokelaan ratkaisusta, jossa hén yrittda mallintaa suorakulmaista sarmicté ja
laskea sen tilavuutta. Ruokintalaitetta myos piirettiin ja sen tilavuus laskettiin usein
kartion tai pyramidin tapaisesti.
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d=va +b +¢2
A =2(ab + ac + bo)
V= abc

1.
Piirretdsin siirmit

NI

/C

Lasketaan tilavuus V=14, 18, 20

Kuva 26. Kokelas 78 tehtévassd "Lintujen talviruokinta", suorakulmainen sdrmio
ja vaikeuksia kuviokielen kanssa.

26



5 Pohdinta

5.1 Luotettavuus

Tutkimuksen luotettavuuteen vaikuttavat keskeisesti sekéd aineiston koko, ettd sen
kasittelymenetelmat. Téassa tutkimuksessa hyddynnetty aineisto koostui Ylioppilas-
tutkintolautakunnan kokoamista aidoista ylioppilaskirjoitusten ratkaisuista vuosilta
2019-2022, joissa oli edustettuna kaikkia eri arvosanoja. Aineiston arvosanaskaala
on normaalijakautunut samalla tavalla kuin ylioppilaskirjoitusten arvosanatkin. A&-
ripddn arvosanoja, kuten I ja L, on vihemmén ja keskivertoarvosanoja, kuten C
ja M, on enemmaén. Voidaan siis todeta, ettd aineisto edustaa kattavasti tyypillista
kokelasjoukkoa.

Tutkimuksen otoskoko koostui neljén erilaisen matematiikan sdhkoisen ylioppi-
laskokeen tehtédvan ratkaisuista, joista kaksi olivat lyhyen matematiikan ja kaksi pit-
kéin matematiikan ylioppilaskokeista. Otoskoko oli tutkimuksen tavoitteisiin ndhden
riittava, mutta tuloksia ei voida pitdd yleistettaving, silla tarkastelun kohteena oli
vain 400 kappaletta ylioppilastehtévien ratkaisuja. Laajempi otoskoko olisi tuottanut
monipuolisemman katsauksen matemaattisesta kielentamisesté.

Tamaéan tutkimuksen tuloksista vastasi vain yksi henkilo, mikd voi luoda erilai-
sia riskejd eri tulkintavirheisiin. Vaikka tutkimusaineisto kdytiin useaan otteeseen
lédpi, on tutkimuksessa mahdollisuus eri virheisiin ja virheellisiin paételmiin. Tutki-
musaineisto sisilsi myos todella lyhyité ratkaisuja esimerkiksi luonnollisella kielella,
mutta ratkaisun lyhyydestd huolimatta analyysissa tuloksiin merkattiin, etta kokelas
on kiyttinyt luonnollista kieltd. Samanlainen tulos olisi voinut tulla todella laajasta
ja kattavasta luonnollista kielta sisaltavésta ratkaisusta.

Rajallisista resursseita huolimatta tutkimuksen tulokset olivat hyodyllisié, koska
samoja matemaattisen kielentdmisen ratkaisutapoja esiintyi paljon. Myos selkeéd ero
lyhyen ja pitkdn matematiikan ratkaisuiden valilla 16ytyi, kuten seuraavassa kappa-
leessa kerrotaan. Tutkimus tarjoaa hyodyllistd informaatiota matemaattisesta kie-
lentamisestda matematiikan sédhkoisissa ylioppilaskokeissa, vaikka tuloksia ei voida
yleistaé kaikkiin kyseisen oppiaineen kokeisiin.

5.2 Tulosten tarkastelu

Tamén tutkimuksen tarkoituksena oli selvittda milla eri tavoin matemaattinen kie-
lentdminen esiintyy opiskelijoiden matematiikan ylioppilaskoeratkaisuissa. Tutki-
muksen tarkoituksena oli my0s selvittda esiintyyké matemaattisen kielentdmisen
eroja pitkin ja lyhyen matematiikan ylioppilaskokeen ratkaisuissa. Tutkimuksen tu-
losten avulla selvitettiin, mité eri kielid opiskelijat kiyttivit kolmen kielen mallista
ja miten paljon. Tulosten avulla myo0s selvitettiin, mité eri ratkaisumalleja opiskelijat
suosivat eri tehtdvien ratkaisuissa.

Matematiikan symbolista kieltd kiytettiin 367 ratkaisussa. Tamén tutkimuksen
400 ratkaisusta 33 opiskelijaa ei kiyttdnyt matematiikan symbolista kieltd matema-
tiikan ylioppilaskoetehtaviad ratkaistaessa. Pienin prosentuaalinen maara kyseisen
kielen kaytosta oli syksyn 2022 lyhyen oppimé&aran tehtévassa 11 Téassa tehtavis-
sd vain 83 opiskelijaa kiytti matematiikan symbolista kieltd. Toisessa tdman tut-
kimuksen lyhyen matematiikan tehtévéassa 93 opiskelijaa kiytti matematiikan sym-
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bolista kieltd. Pitkin matematiikan molemmissa tehtavissa yli 90 prosenttia kaytti
tata kieltd. Pitkdn matematiikan tehtévien ratkaisuissa kaytettiin enemmaéan mate-
matiikan symbolista kielta. Jokaisen tehtavén ratkaisemiseen vaadittiin tata kielté,
joten erot eivét selity tehtédvanannolla. Jokaisen tehtévan tehtdavinannossa ilmoitet-
tiin selkeésti, ettd matematiikan symbolista kielté olisi tarpeellista kiyttaa tehtavan
ratkaisemiseksi.

Luonnollista kieltd kdytti ratkaisussaan 338 opiskelijaa. Aineistossa yhteensi 62
opiskelijaa ei kdyttdnyt omaa didinkieltdén tehtavas ratkaistaessaan. Valituista vuo-
sien 2019 ja 2022 syksyn tehtavisséd oli vahiten luonnollisen kielen kdyttoa ratkai-
suissa. Toinen néisté oli pitkédn ja toinen lyhyen matematiikan tehtava. Syksyn 2022
lyhyen matematiikan tehtéavéssd 11 vain 70 prosenttia opiskelijoista kaytti luonnol-
lista kieltd ja syksyn 2019 pitkdn matematiikan tehtéavissa 5 tdma prosentti oli 76.
Kevaén tehtédvissa luonnollisen kielen kéytto oli paljon yleisempéad. Kevaan 2022 pit-
kian matematiikan tehtavassa 8 93 prosenttia opiskelijoista kaytti luonnollista kielté
ratkaisussaan, kun taas kevaalld 2019 lyhyen matematiikan tehtavéssa 11 tama pro-
senttiosuus oli jopa 99. Nama erot ovat erikoisia, koska jokaisessa tehtavinannossa
pyydetaan perusteluita tai selittdmista.

Kuviokieli oli vihiten kdytetty kieli kolmen kielen mallista. Sité esiintyi tutki-
muksen 400 ratkaisusta yhteensa 147 kertaa. Vain toisessa lyhyen matematiikan teh-
tavin ratkaisuissa esiintyi kuviokielta. Tamé syksyn 2022 tehtéva 11 oli geometrian
tehtava, jossa tehtdvanannossa pyydettiin mallintaa kuva. Vaikka tehtavinannossa
selkedisti pyydettiin kuvaa, niin vain 66 prosenttia aineiston ratkaisuista sisélsi jon-
kinlaisen kuvan. Tutkimuksen toisen lyhyen matematiikan tehtévén ratkaisuissa ei
esiintynyt yhtdan kuviokieltd, mikéa oli ihan odotettu tulos tehtdvanannon perus-
teella. Molemmissa tutkimuksen pitkdn matematiikan tehtédvien ratkaisuissa esiintyi
kuviokieltd, vaikka tehtdvénannoissa ei suoranaisesti vaadittu tétd. Pitkdn mate-
matiikan kevaan 2022 tehtédvéssd 8 puolet aineiston opiskelijoista kaytti avukseen
kuviokieltd tehtdviéd ratkaistaessa. Syksyn 2019 pitkdn matematiikan tehtivissa 5
viahén yli 30 prosenttia aineiston ratkaisuista sisélsi kuviokieltd. Osa opiskelijoista
kdytti kuviokieltd tukemaan tai hahmottamaan tehtdvin ratkaisua, kun taas osa
opiskelijoista yritti ratkaista tehtédvan pelkdn kuviokielen avulla.

Kuten on todettu aikaisemmin, matemaattinen kielentdminen ei ole vain yhden
kielen hallitsemista vaan néiden kolmen eri kielen yhdistdmisté toisiinsa. Tehté-
vien ratkaisuissa nakyi kahden ja jopa kolmen kielen kombinaatioita. Yleisin kah-
den kielen kombinaatio oli matematiikan symbolisen kielen ja luonnollisen kielen
kombinaatio. Toisena kahden kielen kombinaationa oli kuviokielen ja matematiikan
symbolisen kielen kombinaatio. My6s muutamia luonnollisen kielen ja kuviokielen
kombinaatioita esiintyi, mutta ndma olivat vajaita tai epatarkkoja ratkaisuja. Kaik-
kien kolmen kielen kombinaatiota esiintyi kolmen tehtavan ratkaisuissa, pois lukien
lyhyen matematiikan kevadan 2019 tehtavan 11, jossa ei esiintynyt kuviokieltd ol-
lenkaan. Kolmen kielen kombinaatioita esiintyi enemmén pitkdn matematiikan rat-
kaisuissa kuin lyhyen matematiikan ratkaisuissa. Yhden kielen ratkaisuja esiintyi
enemman lyhyen matematiikan ratkaisuissa. Tétd yhden kielen ratkaisujen luku-
maaraa nostaa huomattavasti syksyn 2022 lyhyen matematiikan tehtéava 11, jossa
esiintyi monta pelkilla kuvalla yritettyé ratkaisua. Pitkin matematiikan yhden kie-
len ratkaisut painottuivat syksyn 2019 tehtévaan 5, jossa oli 19 ratkaisua pelkalla
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matematiikan symbolisella kielella.

Opiskelijat kdyttiviat ratkaisuissaan monenlaisia ratkaisumalleja. Suosituin rat-
kaisumalli oli kertomusmalli, jossa opiskelija vuorottelee matematiikan symbolisen
kielen ja kuviokielen/luonnollisen kielen kanssa. Aineiston ratkaisuista 232 kappa-
letta oli kertomusmallin mukaisesti ratkaistuja, joten yli puolet ratkaisuista oli té-
méan mukaisesti tehtyja. Tiekarttamallia kiytti 89 opiskelijaa ja standardimallia 25
opiskelijaa. Namaé olivat seuraavaksi eniten kaytetyt ratkaisumallit. Kommentti- tai
paivakirjamallia ei moni opiskelija kdyttdnyt, mutta niiden mukaisia ratkaisuja oli
muutama. Kommenttimallin vah&dinen kiaytto voi johtua sdhkoisesta alustasta, jossa
ratkaisu esitetdan. Tahan on vaikea saada kommenttimallin tyylisesti matematiikan
symbolinen kieli toiselle puolelle ja muut kielet toiselle puolelle. Muita ratkaisu-
malleja, eli niitd jossa ei matematiikan symbolista kielta ollut, oli yllattdvan mon-
ta. Naitd muita ratkaisumalleja esiintyi enemmén lyhyen matematiikan kuin pitkéan
matematiikan tehtévissa.

Matemaattisen kielentdmisen eroja oli pitkdn ja lyhyen matematiikan valilla
muutamia. Vaikka aineisto on todella pieni osa koko kuvaa, samoja eroja tehta-
vien ratkaisujen vililla 16ytyi. Merkittavin ero ndiden kahden oppiméaran valilla oli
kielentamisen laadussa ja tarkkuudessa. Lyhyen matematiikan ratkaisuissa kielen-
tdmisessd oli enemmén ongelmia kuin pitkdn matematiikan ratkaisuissa. Suurin ero
oli GeoGebran tai muun sdhkdisen tyokalun avulla piiretyt kuvat tai graafit. Pit-
kéissd matematiikassa opiskelijat olivat oikeaoppisesti piirtdneet tehtavaéa avustavia
graafeja tai kuvia, kun taas lyhyen matematiikan opiskelijoilla oli selkeésti vaikeam-
paa saada kuviokieli oikeanlaiseksi. Moni lyhyen matematiikan opiskelija oli jattanyt
syksyn 2022 tehtavéssad 11 kuvan kokonaan piirtamétté, vaikka tehtdvanannossa si-
ta selkedsti pyydettiin. Pitkdn matematiikan tehtdvinannoissa ei erillisesti pyydetty
kuviokieltd, mutta moni opiskelija oli silti sitd kiyttdnyt omaa ajatustaan tukemaan.

Matematiikan symbolisen kielen eroja oli myos lyhyen ja pitkdn matematiikan
ratkaisujen vélilld. Lyhyen matematiikan opiskelijat kayttivat paljon vihemmaén kaa-
vaeditoria. He kirjoittivat tekstikenttéén useasti omat matemaattiset laskunsa. Pit-
kin matematiikan ratkaisuissa kaavaeditoria kaytettiin hyvin. Lyhyessd matematii-
kassa myos esiintyi enemmaén ongelmia nayttada mitd on tullut tehtya. Esimerkiksi
tehtavin ratkaisuksi on esitetty pelkkéd vastaus, mutta ei ollenkaan kerrottu miten
tali mistd tuo vastaus on saatu. Pitkdn matematiikan tehtdvien ratkaisuissa naita
ongelmia ei matematiikan symbolisen kielen kanssa ollut paljoa. Yleisesti voidaan
todeta pitkdn matematiikan tehtdavien ratkaisuissa olevan matematiikan symbolisen
kielen olevan laadukkaampaa ja paljon laajempaa.

Luonnollisen kielen kiytossa eroja ei ollut merkittavasti pitkéan ja lyhyen mate-
matiikan ratkaisuiden vélilla. Molemmissa oli yksi tehtéava, jota ratkaistaessa luon-
nollista kieltd kaytettiin hyvin paljon. Molemmissa oli myos yksi tehtavéa, jota rat-
kaistessaan opiskelijat kidyttiviat vihemmaéan luonnollista kieltd. Pitkdn matematii-
kan ratkaisuissa luonnollinen kieli oli hieman laadukkaampaa ja tehtavin odotuksiin
osuvampaa. Lyhyessd matematiikassa luonnollisen kielen kaytto oli vélilla hieman
epatarkkaa ja pakotetun oloista.
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5.3 Johtopaatokset

Tutkittavien tehtavien ratkaisuissa esiintyi hyva méara matematiikan kielentdmista.
Jokainen ratkaisu ei tietenkdan ollut mallisuoritus, jonka aiheena oli matemaattinen
kielentaminen, mutta yritysta kielentdd omaa matematiikkaa oli suurimmalla osalla.
Aineistoa tutkiessani yllatyin luonnollisen kielen maardsta ratkaisuissa, koska itse
en ole pitanyt sen kiyttod itsestddnselvyytend. Tehtavanannot mahdollisesti saivat
opiskelijat kiyttamadn luonnollista kieltd odotettua enemmén. Eroja oli lyhyen ja
pitkdn matematiikan kielentdmisessd, mutta sekéén ei ole suuri yllatys. Onhan niiden
opetussuunnitelmissakin eroja kielentamisestd puhuttaessa.

Tutkimuksen perusteella voidaan todeta yleisimmét tavat, joilla opiskelijat rat-
kaisevat tehtavidan, seké yleisimmaét kielet kolmen kielen mallista joita he kiyttavét.
Ratkaisumalleista yleisin on kertomusmalli ja tiekarttamalli toiseksi yleisin. Mate-
matiikan symbolinen kieli on yleisin opiskelijoiden kiyttama kieli ja luonnollinen kie-
li toiseksi yleisin. Kolmen kielen mallista kuviokieltd he kiyttavat viahiten. Voidaan
myo0s todeta matemaattisen kielentdmisen olevan iso osa matematiikan opettamista
ja opiskelua, koska sita esiintyi paljon.

Ongelmat kielentdmisessa olivat yleisempiéd lyhyen matematiikan ratkaisuissa.
Varsinkin GeoGebran kéytto oli monille vaikeaa. Pitkdn matematiikan kuviokieli oli
paljon parempaa ja tarkempaa. Tamé voi johtua ihan matematiikkaan kéytetyis-
td tunneista, joita opiskelijoilla pitkédssd matematiikassa on yleisesti enemmén. Erot
voivat my0s johtua motivaatiosta matematiikan opiskeluun ja varsinkin ylioppilasko-
keeseen valmistautuessa. Nama GeoGebran kiyton ongelmat johtivat vélilla siihen,
ettd opiskelija ei ollenkaan edes yrittanyt piirtdd kuvaa, miké voi viitata opiskelijoi-
den omien matematiikan taitojen epauskoon.

Tata tutkimusta voidaan hyddyntda vaikka matemaattisen kielentdmisen in-
tegroimisessa matematiikan opetukseen laajemmin. Jatkotutkimusideana voisi ol-
la vaikka tutkimus, jossa tutkitaan syitd kielentdmisen eri ongelmille. Olisi myo6s
mielenkiintoista tutkia miten matemaattinen kielentdminen nékyy opetuksessa niin
lukiossa, kuin ylédkouluissakin.
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