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1 Johdanto

Kiilatulon maéritteli ensimmaista kertaa preussilainen matemaatikko ja kielitietei-
liji Hermann Grassmann 1800-luvulla[2]. Grassmannin kehittdmét matemaattiset
teoriat olivat kuitenkin aikaansa edelld, ja ne saivat tunnustusta matemaattisissa
piireissa vasta vuosia julkaisunsa jéalkeen.

Nykyisin kiilatulo ja sen avulla maéariteltdvat k-vektorit ja k-muodot ovat va-
kiintunut osa modernia matematiikkaa, muun muassa differentiaaligeometriassa.

Tassa tutkielmassa tarkastellaan ensisijaisesti kiilatulon méarittelyé tensoreiden
avulla, jonka jalkeen kiaydaan lapi hieman kiilatuloavaruuksien ominaisuuksia. Tut-
kielma ja kaikki siiné esiintyvét todistukset perustuvat Sergei Winitzkin teokseen
Linear Algebra via Exterior Products [1].

2 Sopimuksia ja merkintoja

Tutkielmassa esiintyvét vektoriavaruudet ovat aina aérellisulotteisia. Kaikkien vek-
toriavaruuksien kerroinkuntana toimivat reaaliluvut R. Nollavektorista kaytetdan
merkintdad 0. Vektoreita merkitadn lihavoiduilla kirjaimilla.

3 Duaaliavaruus

Vektoriavaruudelle V voidaan méaaritelld niin sanottu duaaliavaruus V*, joka koos-
tuu lineaarikuvauksista vektoriavaruudelta V sen kerroinkuntaan R. Alla esitelty
duaaliavaruuden tarkka maaritelmaé.

Maaritelma 1. Olkoon V vektoriavaruus. Talloin sen duaaliavaruus V* on kaikkien
sellaisten lineaarikuvausten f* : V' — R joukko, joihin pétee

fflu+Av) =f(u)+ M*(v), Vu, ve V, YA € R.

Duaaliavaruuden V* alkioita f* kutsutaan duaalivektoreiksi, ja avaruuden V* nolla-
vektorina toimii funktio, joka kuvaa kaikki vektorit v € V nollaan. Kaksi duaalivek-
toria v* ja u* ovat samat, jos niille patee

vi(v)=u*(v) Vv eV
Koska kuvaukset f* € V* ovat lineaarisia, duaaliavaruus V* on vektoriavaruus.

Maaritelma 2. Vektoriavaruuden V* duaalivektorit v*,u* € V* operoivat vekto-
reihin x,y € V seuraavien saantojen mukaisesti:

(u" 4+ v7)(x) = u’(x) + v*(x), (1)
u'(x +y) =u'(x) +u’(y), (2)
Au'(x) = A(u”(x)), (3)
u’(Ax) = A(u’(x)). (4)



3.1 Duaalikanta

Kuten avaruudelle V' my6s sen duaaliavaruudelle V* voidaan méaritelld kanta. Ol-
koon ey, ...,e, avaruuden V kanta. Silloin miké tahansa vektori v € V voidaan

esittda muodossa
n

VvV = Z vjej.
j=1
Vektorin v komponentin v; voidaan ajatella olevan vektorin lineaarinen funktio,
koska

n n n
u+A\v = ZUjej —I—)\Zvjej = Z(UZ + vj)e;, AeR, ueV.
— — o
Téamén johdosta vektorin u + Av ensimmainen komponentti olisi siis u; + Av,. Vas-
taavasti vektorin muut komponentit v, voidaan tulkita vektorin v lineaarisina funk-
tioina eli duaalivektoreina. Olkoot sitten ef, .., e} vektorin v komponentit. T&lloin
duaalivektorit ej, .., e; muodostavat avaruuden V* kannan.

Lause 1. Duaalivektorit ey, .., e;, muodostavat avaruuden V* kannan, ja avaruuden
V* dimensio on sama kuin avaruuden V dimensio.

Todistus. Osoitetaan ensin laskemalla, ettd mikd tahansa vektori f* € V* voidaan
esittdd duaalivektorien {e}} lineaarikombinaationa

n n

F(v) =) _vje;) = Y _v;f (e;) Ze

j=1 j=1

Olkoon «; = f*(e;), a; € R, jolloin f*(v) voidaan kirjoittaa muotoon

Zaj v)=f = Zaj

Vektori f* on téten siis kirjoitettu duaalivektorien {ej} lineaarikombinaationa.

Tarkistetaan vield, ettd duaalivektorien ej, ..., e’ joukko on lineaarisesti riippu-
maton. Jos joukko ei olisi lineaarisesti riippumaton, olisi olemassa lineaarikombinaa-
tio >, Aiej = 0 jossa kaikki duaalivektorin komponentit \; eivét ole nollia. Kéyte-
taan sitten lineaarikombinaatiota vektoriin ey, k € {1,...,n}

= (Z Aied)(ex) = M, ke {1,...,n}.

Taten siis kaikki komponentit A\, ovat nollia. Taten vektorit e, .., e; muodostavat
kannan avaruudelle V* ja avaruuden V* dimensio on sama kuin avaruuden V di-
mensio. O

Mainittakoon vield lopuksi, ettd avaruuden V' kantaa {ey, ..., e} vastaavalle du-
aalikannalle {ef, ..., e}} on olemassa seuraava hyodyllinen ominaisuus:
e;(e;) = 0ij.

Huomautus 1. Avaruus V on kanonisesti isomorfinen avaruuden V** kanssa. Todistus
sivuutetaan.



4 Tensorit

Vektoreille ja vektoriavaruuksille voidaan maéaritella tensoritulo, joka on erittain hyo-
dyllinen tytkalu muun muassa fysiikassa. Yleisesti ottaen matemaattisissa teksteissé
tensorit maaritelladn universaaliominaisuuden avulla, mutta tassa tutkielmassa ne
méadritelladn vektoriavaruuksien tensoritulon alkioina, joille pétevit alla mainitut
laskusaannot.

Kahden vektorin a ja b tensorituloa merkitdan a® b. Vastaavasti kahden vekto-
riavaruuden V' ja W tensorituloa merkitaan V @W . Maaritelladn seuraavaksi tarkasti
vektoriavaruuksien tensoritulo.

Mddritelmd 3. Kahden vektoriavaruuden V' ja W tensoritulo on uusi vektoriavaruus
V ® W, jonka alkiot ovat muotoa

ViOWI+..+Vv,QwW,, v, e V,w; € W. (5)

Oletetaan myos, ettéd mille tahansa vektorille v, w, vy 5, Wy 5 ja vakiolle A € R péatevét
seuraavat saannot:

Aveaw)=(Av)@w=v® (Aw), (6)
(VI+Vo) OW =V QW =V, QW, (7)
VR (W) + W) = VR W + VR Wws. (8)

Avaruuden V®@W alkioita kutsutaan tensoreiksi, ja ne ovat muotoalb|ja niille patevat
saannot [6] [7] ja [8] Lisdhuomiona mainittakoon, ettéd tensoriavaruuden nolla-alkiona
toimii alkio 0 ® O jota merkitdin téassa tutkielmassa symbolilla 0.

4.1 Tensoritulon ominaisuuksia

Tassa luvussa esitellddn lyhyesti térkeitd tensoritulon ominaisuuksia. Todistukset
sivuutetaan ajan saastamiseksi.

Lause 2. Olkoon V' ja W wvektoriavaruuksia, ja {e1,...e,} ja {f1,..£,,} jotkin niiden
kannat. Tdlloin tensorit {e; ® f;|1 < i < n,1 < j < m} muodostavat avaruuden
V@ W kannan.

Lause 3. Tensoriavaruuden V @ W dimensio on vektoriavaruuksien V' ja W dimen-

sioiden tulo eli dim(V @ W) =dim V-dim W
Huomautus 2. Avaruudet V @ W ja W ® V ovat isomorfiset.

Esimerkki 1. Olkoon {ei,...e,} avaruuden R" kanta ja {fj,...f,,} avaruuden R™
kanta. Tensorivaruuden R™ ® R™ alkiot ovat talloin muotoa

k
ZV,‘ Q@ w;, v, € R", w; € R".

=1



Vektorit v; ja w; voidaan esittad kantavektorien lineaarikombinaatioina:

v, = Z Aij€j, W; = Z,uilfb Aij, i € R.
j=1

=1

Talloin siis

k k n m n o m k n m
Z V,QW; = Z(Z )\z’jej>®(z piafy) = Z Z(Z Nijita) (e;@f;) = Z Z Cjie;@f;,
i=1 i=1 j=1 =1 j=1 1=1 i=1 j=1 1=1

jOSSEL le = Zle )\ijuil.

Ylléolevasta esimerkisté ilmenee, ettd avaruuden R” ® R™ alkiot voidaan esittéda
n X m-matriiseina, joiden alkioina ovat komponentit Cj,1 < 7 < n,1 <1 < m.
Edelleen tensorien laskusidanndisté seuraa, ettd tensori

Z Z leej & fl

j=1 1=1

voidaan kirjoittaa muodossa D7 | e; ® wj, jossa w; = ", Cyf;. Titen mikd
tahansa tensori A € V®W voidaan kirjoittaa min(dim V', dim W) termin summana.

4.1.1 Korkeamman asteen tensoritulo

Myos useammalle kuin kahdelle vektoriavaruudelle voidaan maéritella tensoritulo.
Kun V,U ja W ovat vektoriavaruuksia, voidaan mééritelld niiden tensoritulo V' ®
U ® W jonka alkiot ovat muotoa

ViU QWi+ ...+Vv,Ru, dw,, v, e V,u, € Uw; € .

Samoin kuten mééritelméssé [3] oletetaan, ettd sdannot [5] [0} [7] ja [§] péatevit.
Talloin V ® U ® W on vektoriavaruuksien tensoritulo, ja sen alkioita kutsutaan
tensoreiksi.

Madritelmd 4. Tensoritulon aste. Vektoriavaruuksien tensoritulossa voi esiintya k-
kappaletta vektoriavaruuden V kopioita, ja vastaavasti siiné voi esiintya n-kappaletta
duaaliavaruuden V* kopioita. Tall6in sanotaan, ettd avaruuden

V. eVel'g..V*

—~ N

k n

tensorit ovat astetta (k,n). Talloin esimerkiksi vektorit ovat asteen (1,0) tensoreita
ja skalaarit asteen (0,0) tensoreita.



4.2 Tensorien ja lineaarikuvausten yhteys

Tensorituloavaruuden V ® V* alkiot voidaan samaistaa lineaarikuvausten kanssa ja
jokainen lineaarikuvaus A € End (V') voidaan samaistaa jonkin tensorin A € V@ V*
kanssa. Osoitetaan seuraavaksi, miten tensori A méarittaa lineaarikuvauksen.

Lemma 1. Tensori A € V ® V*, joka voidaan kirjoittaa muodossa

k
A::ZVjQZ)f;,
J

midrittelee lineaarikuvauksen A € End(V) sddnndlli

k
Ax = Z £l (x)v
J

Todistus. Todistetaan ensin, ettd maéaritelty kuvaus on lineaarinen eli maaritelty
kuvaus toteuttaa sédnnon A(x + \y) = Ax + \Ay.
Koska f; on lineaarikuvaus V' — R, seuraa ettd

k

Ax+\y) = fi(x+Ay)v Zf;(xvj—l—)\ij(y)vj:flx—l—)\Ay.
j=1 =1

M»

Jj=1

Kuvaus on siis lineaarinen.

Vield pitéisi todistaa, ettd tensorin A maarittelema lineaarikuvaus Aei riipu ten-
sorin esitystavasta. Tamé voidaan todistaa suhteellisen suoraviivaisesti kayttamalla
saantoja [6] [7] ja [§] joten se sivuutetaan.

]

Vastaavasti lineaarikuvauksen A avulla voidaan miéritelld tensori A siten, etté
kyseessé oleva tensori madrittelee lineaarikuvauksen A lemman [I| avulla. Olkoon
{Vv1, ..., v} jokin avaruuden V kanta. Maaritelldén sitten duaalivektorit f;, saannolla

ff = vi(Ax),vx €V,

jossa {v;} on duaalikanta. Tdten muodostettu tensori A = > 7, v, ® f} operoi
vektoriin x lemman [ mukaisesti:

[ZVk(X)f* X—Z Vk—ZVk Vk—AX

k=1
Viimeinen yhtasuuruus patee, silla

Jokainen avaruuden V ® V* tensori siis méarittaa lineaarikuvauksen V- — V' ja
jokainen lineaarikuvaus A € End V maérittaa tensorin A € V ® V*. Osoitetaan nyt,
ettd avaruudet End V' ja V ® V* ovat isomorfiset.



Lause 4. Lemman |1 mukainen kuvaus A — A on bijektiwinen lineaarikuvaus ava-
ruuksien V@ V* ja End V wdlilld, joten avaruudet ovat isomorfiset.

Todistus. Lemman [I] kuvaus “: V ® V* — End V on lineaarinen, silld kuvauksen
madrittelyn perusteella tensori A+AB € V@ V*, A B €V ®V* kuvautuu lineaa-
rikuvaukseksi A + \B. Bijektiivisyyden todistamiseksi todetaan ensin, etté jokainen
lineaarikuvaus A voidaan kuvata tensoriksi valitsemalla duaalivektorit, kuten aiem-
min esitettiin. Osoitetaan sitten ettd kaksi eri tensoria A, B € V ® V* kuvautuvat
lemman [I] kaavan avulla aina eri lineaarikuvauksiin.

Oletetaan ensin, etté kaksi eri tensoria A ja B kuvautuvat samaan lineaariku-
vaukseen eli A = B. Kuvauksen " lineaarisuudesta seuraa, etta A-B=A-B=0
eli nollasta eroava tensori C' = A — B kuvautuu nollakuvaukseksi C' = 0. Koska ten-
sori C' voidaan kirjoittaa muodossa ), v, ®c; kannassa {v;} ja C # 0, on olemassa
vahintaan yksi nollasta eroava duaalivektori cj.

Oletetaan, ettd vektori ¢} # 0, jolloin on olemassa vektori x € V/, jolle cj(x) # 0.
Operoimalla tensorilla C' vektoriin x lemman [I| mukaisesti saadaan:

0=Cx = kac,’;(x) = vici(x) + ... + vici(x) + ...
k

Tamé on kuitenkin ristiriita, silld oletuksen mukaan C = 0. Kuitenkin vek-
torit {v,} muodostavat avaruuden V' kannan, jolloin miké tahansa niiden lincaa-
rikombinaatio, jossa kaikki kertoimet eivét ole nollia, ei voi olla nolla. Téaten siis

VeV *=EndV. [l

My6s korkeamman asteen tensorit voidaan samaistaa lineaarikuvausten kanssa,
silla vektoriavaruuksien tensoritulo on myos vektoriavaruus. Yleisemmin voidaan
osoittaa, ettd muotoa V ® W™ olevat tensorit ovat isomorfisia lineaarikuvausten
V' — W kanssa, joissa V' ja W ovat eri vektoriavaruuksia. Alla esitetty muutama
tiivistetty esimerkki.

Esimerkki 2. Avaruus V ® V ® V* voidaan tulkita isomorfiseksi kaikkien lineaari-
kuvauksien V' — V ® V kanssa. Edelleen voidaan osoittaa, ettd V @ V @ V* =
Hom(End V,V) jne.

Esimerkk: 3. Tensorituloavaruus V* @ V* ® V ® V voidaan samaistaa avaruuden
Hom(V,V* ® V ® V) kanssa, ja edelleen vaikkapa avaruuden Hom(V @ V,V ®@ V)

kanssa.

5 Kiilatulo

Tensoritulon liséksi vektoreille voidaan mééaritelld myos niin sanottu kitlatulo, jota
merkitadn symbolilla A. Téassd luvussa esitetddn ensin kiilatulon tarkka méaéritelma
ja sen jalkeen tutkitaan sen ominaisuuksia ja geometrista tulkintaa.



Mdaaritelmd 5. Olkoon V vektoriavaruus. Kiilatuloavaruus V' A V mééritellddn ava-
ruuden V' ® V' aliavaruudeksi, jonka kaikki alkiot ovat muotoa

V1®V2—V2®V1,V172 eV

olevien alkioiden lineaarikombinaatioita. Yksittdinen alkio vi A vy € V AV on
tensorinotaatiossa muotoa v; ® ve — vo ® vi. Avaruuden V A V alkioita kutsutaan
my0s bivektoreiksi.

Lause 5. Kaikille alkioille vi AN vy € V AV pdtevit seuraavat sadnnot:

Vi AVyg = —Vy A Vi, (9)
()\Vl) N\ Vg = )\(Vl VAN V2>, A E ]R, (10)
(Vi+ Vo) AX=ViAX+VaAX,Vx € V. (11)

Ominaisuutta 9 kutsutaan antisymmetrisyydeksi.

Todistus. Kiilatulon laskusdannot seuraavat suoraan tensoritulon laskusdannoista.

O

Kiilatulo voidaan my6s maéaritelld useille vektoreille. Esimerkiksi avaruus V' A
V AV koostuu avaruuden V ® V ® V' alkioista, jotka ovat muotoa

a®b®c—b®a®kc+cakb—-—c®ba+b®c®a—ak®kc®b,

ja kaikista néiden alkioiden lineaarikombinaatioista. Kuten aiemmassa tapauksessa,
tatéa kiilavektoria voidaan myos merkitd lyhyemmin a A b A c. Antisymmetrisyys
on voimassa tassikin tapauksessa, miké tarkoittaa sité, ettd minké tahansa kahden
vektorin paikan vaihto kiilatulossa muuttaa tulon negatiiviseksi. Eli siis esimerkiksi
aAbAc = —bAaAc. Kiilatulo on my6s assosiatiivinen, eliaAbAc = (aAb)Ac =
aN(bAc).

Yleisemmin kiilatuloavaruus k-kappaleelle vektoriavaruuksia V' méaritellaén seu-
raavalla tavalla:

Mdidritelmda 6. Olkoon V' vektoriavaruus. T&lloin sen asteen k kiilatulopotenssi on
asteen (k,0) tensorituloavaruuden aliavaruus, joka koostuu kaikista tensoriavaruu-
den tiettyd muotoa olevista tensoreista. Tarkemmin sanottuna kyseinen aliavaruus
muodostuu tdaysin antisymmetrisistd tensoreista. Kuitenkin tassa tutkielmassa kési-
telladn korkeamman asteen kiilatuloavaruutta suoraan kiilatulon ja sen ominaisuuk-
sien kautta. Asteen k kiilatulopotenssista kiytetddn merkintid AV, ja se koostuu
muotoa
ViAVe AN LAV AV, VeV

olevista alkioista ja kaikista niiden lineaarikombinaatioista. Lauseen [5] méérittelemét
sdAnnot ovat voimassa kaikille avaruuden AFV alkioille. Erityisesti alkioille pétee
my0s, etté kiilatulossa minké tahansa kahden vektorin paikan vaihto muuttaa tulon
negatiiviseksi.

Esimerkiksi avaruudesta V AV voidaan kiyttaa merkintad A2V . Notaatiota AFV
kiyttien voidaan myos tehdi samaistukset A°V = R ja A'V = V. Avaruuksien A*V
alkioita kutsutaan k-vektoreiksi.



Esimerkki 4. Laskemista k-vektoreilla. Olkoon V' = R3  ja {e;,e,, e3} jokin sen

kanta. Magritelldan sitten vektorit a = S(e; — e3), b = 2(e; —e3) ja ¢ = —2e; +

5ey — 3es. Lasketaan kantaa kiyttiden k-vektorit aAb jaaAbAc:

1
aAb= §(e2—e3)/\2(e1—eg)
= (eg —83)/\(61 —eg)
=eyNe —e3/Ne —ey Ney+ez3 /ey

=—e; Ney+e Neg—ey Nes.

Lasketaan my6s 3-vektori a Ab A c:

aAbAc=(aAnb)Ac
=(—e; Ney+e Ne3—ex Aes) A(—2e; + Hey — 3es).

Sulkeiden poistamisen jélkeen 3-vektorit, joissa sama vektori esiintyy useammin kuin
kerran, supistuvat nolla-alkioksi kiilatulon antisymmetrisyyden vuoksi. Esimerkiksi
erdalle laskussa esiintyville alkiolle pétee: e; Aey Ae; = —es Aep Aep = 0.

Sulkeiden poistamisen jélkeen siis jaljelle jadvat termit, joissa sama vektori esiin-
tyy vain kerran:

aAbAc=3e; ANe; Aes+5e; Aes Aey+ 2e; AesAey
:(3—5+2)el/\e2/\e3:0.

Vektorien lisdksi kiilatulo voidaan maaritelld myos duaalivektoreille. Tall6in ava-
ruuden AFV* alkioita kutsutaan k-muodoiksi. Midritelliin seuraavaksi, miten k-
muodoilla voidaan operoida k-vektoreihin:

Madritelmd 7. k-muoto f] A ... Af operoi k-vektoriin vy A ... A vy seuraavalla tavalla:

D (DI (Vo) £ (Vo))

(e

jossa lasketaan summa yli kaikkien joukon (1,...,%) permutaatioiden yli. Maaritel-
méssi esiintyvi termi (—1)°! tarkoittaa permutaation merkkia.

Annetaan seuraavaksi havainnollistava esimerkki, miten esimerkiksi 3-muoto ope-
roi 3-vektoriin:

Esimerkki 5. Operoidaan 3-muodolla p* A q* A r* 3-vektoriin a A b A c:

(p"ANq"Ar*)(aAbAc)

=p*(a)q’(b)r*(c) — p*(b)q"(a)r*(c)
+p*(b)q*(c)r*(a) — p*(c)q"(b)r*(a)
+p*(c)q*(a)r*(b) — p*(a)q*(c)r’(b)



5.1 Avaruudet AFV

Tutkitaan seuraavaksi muutamia perustavanlaatuisia avaruuksien AV ominaisuuk-
sia.

Lause 6. Olkoon N wektoriavaruuden V dimensio. Silloin mikd tahansa avaruuden
ANV wektori voidaan kirjoittaa muodossa ay A ... A ay_.

Todistus. Todistetaan lause induktiolla avaruuden V' dimension N suhteen. Induk-
tiotodistuksen alkuaskel on N = 2, jolloin lause pitda paikkansa. Oletetaan sitten,
ettd lause pétee (N — 1)-vektoreille N-ulotteisessa avaruudessa. Osoitetaan sitten,
ettd taman seurauksena lause patee myos N-vektoreille NV + 1-ulotteisessa avaruu-
dessa.

Olkoon {ej,...,eny1} N + l-ulotteisen avaruuden kanta. Silloin mikd tahansa
N-vektori voidaan kirjoittaaa muodossa

w=o1ex N... \Neny1 +tage; ANeg N\ ... Nexyyp + ...

+anei AN...Ney_1 N\ enit1 + ani1€1 VANPPVAN ey,

jossa kertoimet {o;} ovat vakioita, ja termejd on enintddn N + 1 kappaletta.
Tulos seuraa suoraviivaisesti, kun kiilatulossa esiintyvat vektorit kirjoitetaan kanta-
vektorien lineaarikombinaatioina ja lasketaan niiden kiilatulo.

Muokataan sitten lauseketta niin, etta vektori ey, siirretdén sulkeiden ulkopuo-

lelle:

W = (01162 N..Ney+...+aye AL A eN_l) A enNt1
+anypier A... ANey

= w A enNt1 -+ aAN4+1€q VANRVAN en,

jossa N — 1 vektori ¢ on siis suluissa oleva lauseke. Oletetaan ettd ¢ # 0, silla
muutoin ei ole mitddn todistettavaa. Olkoon siis v # 0, jolloin on olemassa ainakin
vksi vakiokerroin «; joka ei ole nolla. Oletetaan sitten todistuksen helpottamiseksi,
ettd kerroin ay # 0. Sivuhuomiona mainittakoon, etté oletus ei vaikuta todistuksen
oikeellisuuteen. Nyt w voidaan kirjoittaa muotoon:

aN41

w:w/\eNH—i—aNHel/\.../\eN:w/\(eNH—l— eN).
Maaritellaan sitten vektori ay seuraavasti:

aN+1

ay ‘= en4q + ey.

aN
1 on (N — 1)-vektori, joka on kiilatulo N-ulotteisen avaruuden vektoreista. Ky-
seisen vektoriavaruuden kantana toimivat vektorit {ei,...,e,}. Induktio-oletuksen
mukaan se voidaan siis kirjoittaa joidenkin vektorien {a;} tulona ¢ = a; A...Aay_;.
Nyt siis N-vektori w voidaan kirjoittaa muodossa:

w=a AN...\Nay_1 Nay.



Téten miké tahansa avaruuden AV ! vektori voidaan kirjoittaa joidenkin vekto-
rien {a;} kiilatulona.
m

5.1.1 Lineaarikuvaukset avaruuksien A*V vililla

Koska avaruudet AFV ovat vektoriavaruuksia, niiden vilille voidaan mééritelld line-
aarikuvauksia. Esimerkiksi seuraava kuvaus AFV — AFHLY

Ly:w—alhw,
jossa a € V, on lineaarinen. Taméa voidaan todeta suoraviivaisesti laskemalla:

La(w+ M) =aA (w+ M)
=aAw+daAw = Lyw+ ALyw'.
Tarkastellaan sitten kuvauksia A¥V — A1V silld ne ovat tarpeellisia todistet-
taessa muita avaruuksien A*V ominaisuuksia.

Olkoon a* jokin avaruuden V* vektori. Méiiritelliin kuvaus ly- : A2V — V
sdannolla

lax(VA W) = a"(v)w — a*(w)v.

Laajennetaan sitten kuvauksen méaaritelméa niin, ettéd siitd tulee kuvaus [, :
ARV — ARV Annetaan kuvaukselle seuraava induktiivinen méiritelmé:

Maéaritelladn lisdksi, miten kuvaus kuvaa summan:

las (T + X)) =l (T) + Ma (@), 7,0 € NFV X € R.

Olkoon esimerkiksi w = vy A ... A vi; € AFV. Lasketaan miten se kuvautuu
kuvauksella ,-:

las(Vi Ao Avg) =a" (V) Va A o AV —a¥ (Va) Vi AV A LA v
o (DA (Vi) Vi A A VR

Lause 7. Induktiivisesti médritelty kuvaus lg : ANV — A¥1V, 1 <k < Dim V on
hyvinmddritelty ja lineaarinen.

Todistus. Kuvauksen a* : V' — R lineaarisuudesta johtuen kuvaus [,+ kuvaa tenso-
rien lineaarikombinaatiot lineaarikombinaatioiksi. Tarkistetaaan sitten, ettd mieli-
valtaisen tensorin w € A*V kuva [, (w) ei riipu tensorin w esitystavasta. Esimerkiksi
tensori w = vy A va A v3 voidaan esittdd usealla eri tavalla:

W:V1/\V2/\V3:VQA(Vg—Vl)/\(V3+V2) 3:\71/\\72/\\73.
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Kiilatulon laskusaannosta [11] seuraa

(X+AY)A .= XA+ AYA

Edelleen kuvauksen a* : V' — R lineaarisuudesta ja kuvauksen [, induktiivisesta
méédrittelystd seuraa, ettd tensori [« (w) ei riipu tensorin w esitystavan muutoksesta
saannon [ mukaan.

Laskusianto [@ antaa kuvauksen

XAYyAN...— =yAXA..

Osoitetaan ettéd tensorin w esitystavan muokkaus sdédnnon [9 mukaan ei myoskdan
muuta tensorin kuvaa [,-w. Kuvauksen [,+ induktiivisesta méaéarittelysté seuraa

lax(Vi AV A x) = a%(vi)va A x — a™ (Vo) vi A x 4+ vi A va A las(X).

Edeltavassa laskussa jatettiin kiilatulon loppuosa kirjoittamatta, ja sitd merkittiin
symbolilla y. Edelleen kuvauksen [, méarittelysta seuraa, etté

las(Vi AV A X) = —lax (Vo AVIAX) = las(—Va A vy A X).

Miké tahansa tensori w voidaan siis esittédéd usealla tavalla sddntojen [9] ja [L1] avulla,
mutta se kuvautuu aina samaksi tensoriksi [+ (w). Téten kuvaus [+ on hyvinmé&éari-
telty lineaarikuvaus. [

5.1.2 Vektorien lineaarinen riippuvuus ja avaruuden A*V dimensio

Kiilatulon antisymmetrisyyden avulla voidaan tarkastella vektorien lineaarista riip-
puvuutta. Esimerkiksi jos v = Au, silloin u A v = 0.

Lause 8. Vektoreiden joukko {vi,...,vi}, vk € V' on lineaarisesti riippumaton jos ja
vain jos (Vi A ... Avg) # 0.

Todistus. Oletetaan ensin, etté vektorit {vy, ..., v} ovat lineaarisesti riippuvia. T4l-
16in esimerkiksi vektori v voidaan kirjoittaa muiden vektorien lineaarikombinaatio-
na Z?:z Av;. Antisymmetrisyydesté seuraa

k
vl/\v2A...Avk:Z,\jvj/\VQ/\.../\vjA...Avk
=2

k
= Z(—l)j_l)\jw NV AVA L AVE =0,
=2

Todistetaan sitten, ettd mikéli vektorit {vy, ..., vi } ovat lineaarisesti rigppumattomia,
niin vy A ... A vy # 0.

Oletetaan etta vektorit {vy, ..., v} ovat lineaarisesti riippumattomia. Kaytetdan
sitten induktiota vektorien indeksin k:n suhteen, jossa induktion lahtokohta on k =
1. Téll6in vektorin {v, } lineaarisesta riippumattomuudesta seuraa vy # 0. Oletetaan
sitten, ettd viite pitda paikkansa k — 1 kappaleelle vektoreita, ja osoitetaan etta
talloin vaite péatee myos k-kappaleelle vektoreita.
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Vektorijoukko {vy,...,vi} voidaan lineaarialgebran perusteella tdydentdéd kan-
naksi, jolloin voidaan muodostaa sitd vastaava duaalikanta {ej,...,e;}. Nyt duaali-
kannan vektorille e} pétee ef(vy) =1 jaej(v;) =0 kun 2 <i < k.

Olkoon sitten ler : ARV — AF1V lineaarikuvaus, joka on médritelty induktiivi-
sesti vektorin e} avulla kuten kappaleessa [5.1.1} Tilldin avaruuden AFV tensoreille
péatee seuraava kaava:

le:(VIA . AVE) = Vo AL A Vg

Koska induktio-oletuksen mukaan vektoreille {vy, ..., vy} pétee vo A ... A vy # 0,
ja kuvaus le; on lineaarinen, niin vy A ... A vy, # 0. O

Todistetaan sitten muutama hyddyllinen lemma, ennen kuin siirrytaan kasitte-
lemiin kiilatuloavaruuden A*V dimensiota.

Lemma 2. Olkoon N avaruuden V dimensio. Talléin on olemassa sellainen vekto-
rijoukko {vy, ..., vx}, etti avaruuden ANV tensori w voidaan esittid kyseisten vek-
torien kiilatulona v; A ... N\ vy

Todistus. Oletetaan ensiksi, ettd w # 0. Talloin kiilatulon maéritelméasta seuraa,
ettd w voidaan esittdd summana

W=VIA AVNF+VIA LAV + .

eli siis kiilatulojen lineaarikombinaationa. Poistetaan sitten summasta sellaiset ter-
mit, jotka kiilatulon antisymmetrisyyden nojalla supistuvat nollaksi. Témaén jéalkeen
lauseen [§ perusteella jéljelle jadvissa kiilatuloissa esiintyvit vektorit ovat lineaarises-
ti riippumattomia. Oletetaan, ettéd edellamainitussa summassa termi ¢ = v{A...Avy
ei supistu. Talloin siiné esiintyvat vektorit muodostavat avaruuden V' kannan. Kos-
ka vektorit {vy, ..., vy} muodostavat kannan, summan muissa termeissé esiintyvét
vektorit voidaan esittédéd kannassa {v;}. Témén seurauksena termit supistuvat aina
muotoon A\, jossa A on jokin reaaliluku. Téten siis mikii tahansa tensori w € ANV
on mahdollista esittdd muodossa

AV A AVY).
[

Lemma 3. Olkoon {ey,...,ex} kanta avaruudessa V. Tdilldin mikd tahansa tensori
w € A"V woidaan esittia kantavektorien kiilatulojen lineaarikombinaationa, jossa
kiilatulot ovat muotoa ey, N ey, N ...\ ey, , jossa k; on jokin indeksi ja 1 < j < m.

Todistus. Mika tahansa tensori w € A™V voidaan esittda tulojen vy A...Av,, lineaari-
kombinaationa, ja vektorit v; € V' voidaan esittdd kannassa {ey, ..., ey }. Laskemalla
sitten kiilatulot kaavojen [}, [I0] ja[IT] avulla saadaan tensorin w esitys kantavektorien
kiilatulojen lineaarikombinaationa lemmassa esitetylla tavalla. O]

Esitelldin seuraavaksi havainnollistava esimerkki, miten tensori w € A%V voidaan
esittdd kantavektorien kiilatulojen lineaarikombinaationa.

12



Esimerkki 6. Tensori
(81 + 262) N (e1 — ey + 63) — 2(62 — eg) A (e1 — e3)

supistuu muotoon:
462/\83+63/\81+62/\61.

Lemma 4. Olkoon {vi,...,v,} joukko lineaarisesti riippumattomia vektoreita ava-
ruudessa V. Talloin (TZ) kappaletta tensoreita jotka ovat muotoa

{Vig AVig A e Avg, 1 <k < kg < oo < by <}
ovat lineaarisest: risppumattomia avaruudessa NV jossa 2 < m < n.

Todistus. Todistetaan lemman véite induktiolla indeksin m suhteen. Aloitetaan to-
distamalla induktion lahtokohta, joka on m = 2.

Oletetaan, ettéd vektorit {vy, ..., v, } ovat lineaarisesti riippumattomia, mutta ten-
sorien {v; A vi} joukko on lineaarisesti riippuva. Toisin sanoen on olemassa lineaa-
rikombinaatio

¢ = Z AV A vy =0,
1<j<k<n
jossa ainakin yksi kerroin \j; # 0.

Oletetaan, ettd Ao # 0. Oletus voidaan tehda, silld vektorit {vy, ..., v, } voidaan
indeksoidd mielivaltaisesti. Kuten lauseen |8 todistuksessa, on olemassa sellainen
duaalivektori f* € V* ettd £(vy) = 1 ja f*(v;) = 0 kun 2 < j < n. Muodostetaan
duaalivektorin avulla lineaarikuvaus lg- kuten kappaleessa [5.1.1] ja operoidaan silld
tensoriin ¢:

n

0= lf* [ Z )\jij A Vk] = Z )\1ka.
1<j<k<n k=2

Koska kuvaus l¢ on lineaarinen ja vektorijoukko {v;} on lineaarisesti riippumaton,

kertoimet Ajy eivét voi olla nollia joka on ristiriita oletuksen A5 # 0 kanssa.

Siirrytédn sitten véditteen todistamiseen mielivaltaisella indeksin m arvolla. Ole-
tetaan, ettd lemman {4 viite patee arvolla m — 1. Todistetaan sitten, ettd télloin
vaite patee myos arvolla m.

Olkoon {vi; A ... A vy, } joukko asteen (m,0) tensoreita, ja olkoon {vi,..., vy}
avaruuden V' kanta. Oletetaan ettd tensorien joukko on lineaarisesti riippuva eli
toisin sanoen

W = Z )\kl__,kmvkl VARVAN Vi, = 0,
Ky
mutta viahintdan yksi kerroin eroaa nollasta.

Koska {v;} on kanta, on olemassa sellainen duaalivektori f* ettd f(vy) = 1 ja
f(vi) = 0 kun 2 < i < n. Muodostetaan taas lineaarikuvaus lg : AFV — APV,
Lineaarikuvauksen avulla saadaan lg(w) = 0, eli w kuvautuu astetta (m — 1,0)
olevien tensorien vy, A ... A vy, , lineaarikombinaatioksi. Kuitenkaan kaikki lineaa-
rikombinaation termien kertoimet eivét ole nollia. Tam& on ristiriita, silld oletuksen
mukaan astetta (m — 1,0) olevien tensorien vg, A ... A v, joukko on lineaarisesti
riippumaton.

]

13



Siirrytédn sitten tarkastelemaan avaruuksien A™V dimensiota.

Lause 9. Kulatuloavaruuden AN™V dimensio on

- N=dmV,

N N!
dim ANV = =
m ATV ( > ml(N —m)l’

m

ja mikdli m > N, avaruuden NV dimensio on nolla.

Todistus. Todistetaan lause muodostamalla avaruuden A™V kanta. Valitaan ensin
avaruudelle V' jokin kanta {e, ...,ex}, jolloin lemman {4 mukaan tensorien

{ekl/\ek2/\.../\ek 1§]€1<k‘2<...</{3m§N}

joukko, jossa on (fX ) alkiota, on lineaarisesti riippumaton. Myos lemman [2| mukaan
miké tahansa tensori A € A"V voidaan kirjoittaa edellimainittujen tensorien line-
aarikombinaationa, joten tensorien {eg, Aeg, A...Aey,, } joukko muodostaa avaruuden
kannan. Téten siis dim A™ V = (T]Z) Jos m > N, niin tensorin vi A ... Av,, # 0
olemassaolo on ristiriita lauseen |8 kanssa. Vektorien joukko {vy,...,v,,} ei voi olla
lineaarisesti riippumaton, silla vektorien lukumééra m on suurempi kuin avaruuden
V' dimensio. Néin ollen kun m > N, avaruuden AV ainoa alkio on nollatensori.

O

5.2 Kiilatulon geometrinen tulkinta

Kiilatulo, jossa esiintyy k-kappaletta vektoreita, voidaan tulkita tilavuudeksi N-
ulotteisessa avaruudessa, jossa N = Dim V. Erityisesti mikdli {vy,..vx}, v; € V
on joukko vektoreita, kiilatulon vy A ... A vi voidaan ajatella olevan k-ulotteisen
suuntaissdrmion suunnattu tilavuus, jossa vektorit {vy, ..., vy } muodostavat sarmion
sivut.

Tarkastellaan seuraavaksi, miten kiilatulo maéarittada suunnatun tilavuuden. Tés-
sé tutkielmassa tyydytaan perustelemaan kiilatulon samaistus suunnatun tilavuuden
kanssa geometrian ja visuaalisten esimerkkien avulla.

Esimerkki 7. Olkoon V = R? ja vektorit {i,j} sen kanta. Olkoon sitten v = ci + dj
jau =ai+bj, a,b,c,d € R. Lasketaan vektorien u ja v kiilatulo, ja verrataan sité
vektorien muodostaman suunnikkaan pinta-alaan.

uAv=(ai+bj) A (ci+ dj)
= (ad — be)i \j.
Vektorien u ja v muodostaman suunnikkaan pinta-ala A taas saadaan kaavalla
| ad — be |. Kuvassa (1] on havainnollistettu esimerkin tilanne, jossa vektorit u ja v

muodostavat suunnikkaan tasossa.
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unv=(ad—Dbc)iAj
v=ci+dj

A = |ad — be|

Kuva 1: Vektorien u ja v muodostama suunnikas.

Esimerkin (7| perusteella on siis luonnollista samaistaa vektorien kiilatulo niiden
muodostaman 2-ulotteisen suuntaissdrmitn pinta-alan kanssa. Mainittakoon, etta
siind missé tilavuus A on reaaliluku, suuntaissdrmion méaarittavien vektorien kiila-
tulo on tensori. Kuitenkin kun valitsemme avaruudelle V' jonkin kannan, kuten vaik-
kapa vektorit i ja j kuten edellisessd esimerkissé, voimme samaistaa tensorin u A v
jonkin luvun A € R kanssa. Esimerkin (7| tapauksessa kiilatulon kerroin (ad — bc)
voidaan samaistaa etumerkkié vaille suunnikkaan pinta-alan A kanssa.

Tarkastellaan sitten seuraavan esimerkin avulla kahden vektorin kiilatuloa kol-
miulotteisessa avaruudessa.

Esimerkki 8. Olkoon {i, j, k} avaruuden V' = R?® (ortonormaali)kanta. Olkoon sitten
u=ai+bj+ckjav=di+ej+ fk. Lasketaan g = u X v ja verrataan sitd tensoriin
uAv.

uxv=(f—ec)i+ (cd—af)j+ (ae —bd)k
uAv=(bf —ec)jAk+ (cd—af)k Ni+ (ae —bd)iA j

Huomataan, ettéa tensorin u A v kantavektorien kertoimet ovat samat kuin vektorilla
u X v, kun se on esitetty kannassa {j A k,k Ai,iA j}. Tavallisesti kun avaruudessa
V' on maéritelty skalaaritulo (v, vs), vi,vy € V vektorin g = u X v pituus 1/(g, g)
madrittda vektorien u ja v muodostaman suunnikkaan pinta-alan A.

Mikéli skalaaritulo olisi médritelty avaruudessa A2R?, niin suunnikkaan pinta-ala
laskettaisiin kaavalla \/(w,w), jossa w = u A v.

Toisin kuin esimerkissé [7} nyt tulo u A v ei samaistu etumerkkié vaille suunnik-
kaan pinta-alan A kanssa, vaan pikemminkin vektorin u x v kanssa. Tama johtuu
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siitd, ettd avaruus A?R? ei ole yksiulotteinen, kuten esimerkissi [7 Mikili tensori
u A v tulkitaan suunnikkaaksi avaruudessa R3, tadmé tarkoittaa ettd suunnikas voi
olla suunnattu avaruudessa epétriviaalilla tavalla. Kuvassa [2] on havainnollistettu
esimerkin tilannetta.

- . -
F: T uxv=tbf—epfitled=af)j+ (ac — bd) /
|

Kuva 2: Vektorien u ja v muodostama suunnikas kolmiulotteisessa avaruudessa.

Esimerkki 9. Olkoon taas {i,j,k} avaruuden R?® ortonormaalikanta, ja {i A j A k}
avaruuden AR? kanta. Olkoon u = ai+bj+ck, v = di+ej+ fk ja w = xi+yj+ zk.
Vektorien u, v ja w muodostaman suuntaissérmion tilavuus V' on

a b c
(uxv)-w|l=||d e f
r Yy z
Ja vastaavasti vektorien kiilatulo on
a b c
uAvAw=|d e flinjAk.
x oy z

Jilleen kerran siis avaruuden A’R3 yksiulotteisuuden johdosta kiilatulo on merk-
ki vaille suuntaissdrmion tilavuus. Kuvassa[3|on esitetty tilanne esimerkin kiilatulon
madrittimastd suuntaissirmiosti avaruudessa R3.
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Kuva 3: Vektorien u, v ja w muodostama suuntaissarmio kolmiulotteisessa avaruu-
dessa.

Avaruuksien AFV tensoreille voitaisiin todistaa muitakin geometrisid ominaisuuk-
sia, kuten esimerkiksi miten eri tensorit méarittavat tilavuudeltaan samankaltaisia
suuntaissirmioitd. Lisiksi mainittakoon, ettd myds avaruuksien A*V* tensoreille on
olemassa geometrinen tulkinta.

Huomionarvoista on, ettd tdhén asti tarkastellut k-vektorit on ollut mahdollista
kirjoittaa yksittdisens kiilatulona. Kuitenkin avaruudet AFV sisiltévit tensoreita,
jotka ovat kiilatulojen lineaarikombinaatioita, ja joita ei voi kirjoittaa yksittaisena
kiilatulona. Tallaisille tensoreille ei ole olemassa samanlaista geometrista tulkintaa
n-ulotteisena suuntaissarmiona, kuten edellisissa esimerkeissa.
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