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Tyossé tarkastellaan graafisia esityksia ja niiden tulkitsemisen osaamisen merkitysta
opiskelussa seké arkieldmaésséd. Kuvaajat sekd kulmakertoimen kisite ovat keskeisessé
asemassa tasséd tutkielmassa. Tyossd méaritelldin proseduraalinen ja konseptuaali-
nen tieto seki representaatioihin ja tiedon siirtdmiseen liittyvia teoriaa, mitkd ovat
tarkeitd palasia matemaattisen ajattelun tarkastelussa. Kuvaajien tulkitsemista se-
ki kulmakertoimen késitettd tarkastellaan edelld mainittujen asioiden lisdksi myos
opetussuunnitelman niakokulmasta.

Etenkin kuvaajien tulkitsemisesta ja niissd esiintyvistd virhekésityksistd on tehty
laajoja tutkimuksia, joihin téssa tyossd perehdytddn. Tyon tarkoituksena on esitelld
kuvaajien tulkitsemisen perusteita representaatioiden ja tiedon siirtdmisen nakokul-
masta. Samalla luetellaan yleisimpid virheitd, joita oppilaat tekevit ja pohditaan
syitd nédihin. Kulmakerroin on keskeinen osa kuvaajien tulkitsemista ja sen vuoksi
sitd tarkastellaan tyon loppupuolella erikseen. Myo0s siihen liittyy paljon hankaluuk-
sia, jotka osittain johtuvat kuvaajien tulkinnassa ilmenevistd ongelmista.

Yleisin virhe kuvaajien tulkitsemisessa on kuvaajan tulkitseminen kuvana, jolloin
sen sisdltdmad informaatiota ei syvéllisesti ymmaérretd. Talloin on myos hyvin vai-
keaa ymmartad kulmakertoimen merkitysta tai muuttujien vilisia vuorovaikutuksia.
Toinen huomioitava asia on kulmakertoimen kisitteeseen liittyvit epamadraisyydet.
Joko kulmakerroin ei kerro oppilaalle mitdin tai sitten se osataan laskea, mutta
ei osata perustella, mitd se esittdi. Esimerkkiné tyypillisestd virheestd kulmaker-
rointehtédvissd on kulmakertoimen ja kuvaajan korkeuden késitteiden sekoittaminen.
Lopuksi tyossd kiinnitetddn huomiota siihen, miten hankaluuksia voitaisiin saada
vahennettyd, ja miten matematiikan soveltaminen muihin tieteisiin tulisi luonnolli-
semmaksi.

Asiasanat: matematiikka, kuvaajien tulkitseminen, kulmakerroin, tiedon siirtdmi-
nen.
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1 Johdanto

Graafisten esitysten kiyttdminen nyky-yhteiskunnassa on kétevéa, silld yk-
sinkertaiselta niyttivaan esitykseen saadaan mahtumaan paljon yksityiskoh-
taista informaatiota. Graafinen esitys voi olla esimerkiksi taulukko, diagram-
mi, kuvaaja, kaaviokuva tai kartta. Tassd tyossid keskitytddn kuvaajiin, nii-
den tulkitsemiseen seké niiden ominaisuuksiin. Kuvaajat ovat keskeisid eten-
kin matemaattisilla aloilla, silld niiden avulla on mahdollista esittdd mo-
nimutkaisia, muuttujien vilisid vuorovaikutussuhteita. Kuvaajan sisdltamaén
informaation ymmaértimiseksi niitd on kuitenkin osattava tulkita. Kuvaajan
tulkitsemistaitojen on havaittu olevan hyvin oppiainesidosteisia, jolloin toi-
sessa aineessa kaytettdvid prosesseja ei osata hyodyntda toisessa. Kuvaajien
tulkitsemistaidoilla on suuri rooli seki (luonnon)tieteissi ettd arkielaméssi.
Liahemmassd tarkastelussa kuvaajan ominaisuuksista on kulmakerroin,
silld se on keskeinen tyokalu kuvailemaan kiyrian kiyttidytymistd sekd mate-
matiikassa ettd monessa muussa tieteessd. Kulmakertoimen ymmaértaminen,
hahmottaminen ja sen méarittdmisen osaaminen luovat pohjan monille muil-
le matematiikan aloille, erityisesti differentiaali- ja integraalilaskennalle. Esi-
merkiksi luonnontieteissa se on keskeinen tyokalu kuvaamaan luonnon riippu-
vuuksia, kuten kiihtyvyyttd tv-koordinaatistossa. [33]. Téssd tyossa tarkas-
tellaan kuvaajien tulkitsemista seki tieteellisestd ettd todellisen maailman
ndkokulmasta. Kuvaajan tulkitsemistaitojen muodostuminen sekd sovelta-
minen eri konteksteihin luovat perustan tutkimukselle. Tdmén lisiksi poh-
ditaan kuvaajiin liittyvid representaatioita ja eri representaatioiden linkit-
tamistd toisiinsa [30]. Toisaalta linkittdmista tarkastellaan myos isommassa
mittakaavassa matematiikan ja muiden tieteiden valilld [17]. Naita linkkeja
sekd niiden puuttumista selitetddn tutkielmassa tiedon siirtdmisen nakokul-
masta. Samalla listataan ja pohditaan oppilaiden yleisimpié ongelmia, joita
kuvaajien tulkitsemisesta sekd kulmakertoimen maarittdmisesta aiheutuu.
Tutkielman alussa esitelliin opetussuunnitelman nikokulmaa aiheesta
sekéi aiheeseen liittyvid matemaattisia kisitteitd. Joutsenlahti [14] sekd Haa-
pasalo & Kadijevich [11] ovat tutkineet matemaattista ajattelua ja mate-
maattisen tiedon eri ulottuvuuksia. Naista erityisessa tarkastelussa ovat kon-
septuaalinen ja proseduraalinen tieto, representaatiot seké tiedon siirtami-
nen. Tiedon siirtdmisté tieteiden vililla on tarkasteltu tutkielmassa ldhinna
esimerkkien avulla fysiikan ja kemian ndkokulmasta. Edelld mainittujen ka-
sitteiden avulla tarkastellaan aiempia tutkimustuloksia ja pohditaan niiden
vaikutuksia kuvaajien tulkitsemisessa. Kontekstin vaikutusta tulkinnan on-
nistumiseen on tutkinut esimerkiksi Planinic kumppaneineen useaan ottee-
seen ja sitd tarkastellaan téssikin tutkielmassa. Kuvaajien tulkitsemisesta
siirrytddn kuvaajan keskeiseen ominaisuuteen, kulmakertoimeen. Kulmaker-



roin esitetddn maaritelména [33] seké kisitteend [32, 34| ja pohditaan, miten
eri kisitteiden kiyttdminen vaikuttaa kulmakertoimen hahmottamiseen. On-
gelmitta ei suju kuvaajien tulkitseminen eiké kulmakertoimen méaérittami-
nenkdén, joten nditd ongelmakohtia on esitelty tutkielman loppupuoliskolla.
Lopuksi tyossd tuodaan esille asioita, joihin tulisi kiinnittdd enemman huo-
miota opetuksessa, jotta kuvaajien tulkitsemistaitojen siirtdminen ja sovel-
taminen kontekstista toiseen olisi tehokasta ja luontevaa.

Tutkielman tavoitteena on esitelld, millaisia taitoja kuvaajien tehokkaa-
seen tulkitsemiseen tarvitaan ja millaisia hankaluuksia oppilailla esiintyy ku-
vaajien tulkitsemisessa seké kulmakertoimen késitteessd, sen laskemisessa se-
ki sen soveltamisessa erilaisiin konteksteihin. Samalla tavoitteena on l10ytaa
syitd ndihin ongelmiin ja lopuksi tarkastellaan, miten kyseisiltd ongelmilta
voisi vilttyd. Tavoitetta lahestytdan matemaattisen ajattelun, proseduraali-
sen ja konsenptuaalisen tiedon sekd representaatioiden nékokulmasta. Aluksi
tutkielmassa esitelldén késitteitd, joiden pohjalta tarkastellaan edelld mainit-
tuja asioita seka aiempia tutkimuksia aiheesta. Kirjallisuuskatsauksen perus-
tan luovat matematiikkaan liittyvit tutkimukset, joissa on esitelty perusteita
ja syitd kuvaajien ja kulmakertoimien opiskelun tarkeydelle seki perehdytadn
niissd esiintyviin vaikeuksiin. Oheismateriaalina tutkielmassa on kiytetty fy-
sitkkaan ja kemiaan pohjautuvia tutkimuksia, joissa on esitelty kattavasti
tiedon siirtdmisestd ja soveltamisesta johtuvia hankaluuksia. Ndmé& hanka-
luudet olisivat vaikeasti selitettdvissd ilman esimerkkejé, joten on tutkielman
etenemisen kannalta tdrkedd ottaa huomioon myos tdmé perspektiivi.

2 Graafiset esitykset ja kulmakerroin kiytin-
nossa

2.1 Graafisten esitysten ja kulmakertoimen osaamisen
merkitys

Graafinen esitys on numeerisista tiedoista muodostunut visuaalinen esitys, jo-
ka voi olla esimerkiksi taulukko, diagrammi, kuvaaja, kaaviokuva tai kartta.
Naistéd taulukot ja diagrammit sopivat diskreettien muuttujien tapauksiin ja
esittdmiseen. Kaaviokuvat ja kartat ovat omiaan erilaisten tilanteiden, koko-
naisuuksien tai suhteiden esittdmiseen. Usean muuttujan vélisia riippuvuuk-
sia on tehokkainta kuvata kuvaajien ja kiyrien avulla, mistd yksinkertaisim-
mat ovat suora tai kiddnteistd verrannollisuutta kuvaava lineaarinen esitys.
[1, 16]. Tyypillista kaikille graafisille esityksille on, etti tilastojen arvot ja
suhdanteet ovat helposti ja nopeasti tulkittavissa ja tiiviisti esitettyné [36].
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Juuri tdmén vuoksi paivittdinen tiedonvilitys medioissa, opetusmateriaaleis-
sa sekd tieteellisissd julkaisuissa on esitetty graafisesti.

Matemaattisilla aloilla erityisesti kuvaajat ja niiden sisdltdmét kayrit
ovat keskeinen apuviline tutkimustulosten késittelyssi ja esittdmisessi. Ku-
vaajat ovat kitevid, silli niiden avulla tilastoarvojen keskindisten suhdan-
teiden esittdminen on helppoa. Ne helpottavat monimutkaisten riippuvuus-
suhteiden ymmértdmistd ja tulkitsemista. [1, 18]. Esimerkiksi fysikaalista ti-
lannetta ja siiné esiintyvid vuorovaikutuksia on helpompi tulkita kuvaajasta
kuin taulukon arvoista. Vaikka kuvaaja niyttda helpolta ja yksinkertaiselta,
se sisdltdd suuren madrdn informaatiota ja sitd on osattava tulkita |3]. Juuri
tassd tuleekin esille kdyrien ainutlaatuisuus, silli ne ovat toisaalta kvalita-
tiivisesti helposti tulkittavia, mutta niistd saadaan myd6s tarkasteltua yksit-
taisid pisteitd kvantitatiivisesti [1]. Tdma seurauksena matematiikan ja luon-
nontieteiden opiskelussa laaditaan ja tulkitaan erilaisia kuvaajia kaikilla kou-
luasteilla. Kuvaajien kiiyttdminen ja niiden tarkoitus vaihtelevat eri aloilla.
Esimerkiksi matematiikassa, niitad kiytetdan kuvaamaan funktioita eli muut-
tujien vilisid riippuvuuksia, kun taas fysiikassa ja kemiassa kuvaajien avulla
ennustetaan muuttujien vilisid suhteita, esitetddn tutkimustuloksia graafi-
sesti sekdl sovitetaan tuloksia matemaattisten mallien mukaisiksi. [16, 17].

Matemaattisissa tilanteissa keskeisessé osassa kuvaajien tulkitsemisessa
on kulmakertoimen kisitteen hahmottaminen, ymmaértidminen ja soveltami-
nen. Stanton ja Moore-Russo [32]| ovatkin luonnehtineet kulmakerrointa voi-
makkaaksi yhdistdmiskonseptiksi, joka auttaa oppilaita ymmaéartaméadn funk-
tioita sekd niiden kuvaajia. Se kertoo tulkitsijalle kuvaajan kdyttiytymisesta,
miten sen suhdanteet vaihtelevat ja kuinka nopeasti. Sen liséksi kulmakertoi-
mella on suuri merkity muissa luonnontieteissé seké arkieliméssd. Luonnon-
tieteissd sen avulla on mahdollista kuvata ja havainnollistaa luonnon riippu-
vuuksia. Arkieldimésséi taas se saattaa kuvastaa vaikkapa méen jyrkkyytté
tai talouden suhdanteita. |3, 16].

2.2 Graafinen esitys ja kulmakerroin opetussuunnitel-
massa

Perusopetuksen opetussuunnitelman [23] mukaan opetuksen keskeisié tavoit-
teita kaikilla vuosiluokilla on oppilaiden laaja yleissivistdminen, mika edel-
lyttad tietoja ja taitoja eri tieteenaloilta. Opetussuunnitelma korostaa tiedo-
nalat yhdistivid taitoja seki laaja-alaista osaamista. [.aaja-alaiseen osaami-
seen sisdltyy monilukutaito, jolla tarkoitetaan erilaisten tekstien ja viestinnin
tulkitsemisen ja tuottamisen taitoja. Laaja kisitys teksteistd viittaa "sanal-
listen, kuvallisten, auditiivisten, numeeristen ja kinesteettisten symbolijar-
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jestelmien sekd ndiden yhdistelmien avulla ilmaistuun tietoon". Jokaisessa
oppiaineessa on tavoitteena harjoitella naita taitoja oppiaineelle tyypillisilla
tavoilla. Graafisten esitysten tulkitsemistaitoja edellyttdd myos opetussuun-
nitelmassa korostettu medialukutaito.

Graafisten esitysten tulkitsemiseen ja laatimiseen liittyvid asioita sisél-
tyy yldkoulun opetuksen tehtéviin kaikissa luonnontieteissd. Matematiikassa
yksi opetuksen tavoitteista vuosiluokilla 7-9 on: T'15 Ohjata oppilasta ym-
martdmadn muuttujan kdsite ja tutustuttaa funktion kdsitteeseen. Ohjata op-
pilasta harjoittelemaan funktion kuvaajan tulkitsemista ja tuottamista. [23].
Opetuksen tehtdvand on opetussuunnitelman [23] mukaan antaa oppilaal-
le valmiudet matemaattiseen mallintamiseen ja ratkaisemiseen. Tavoitteissa
mainitaan tdmén liséksi funktioissa olevien muuttujien vilisten vuorovaiku-
tuksien osaaminen seké graafisesti etté algebrallisesti. Téssé korostuu vakion
ja muuttujan erottaminen toisistaan sekd funktion, kulmakertoimen ja va-
kiotermin késitteiden hallitseminen. Taméan lisdksi siind korostetaan, etta
oppilasta on ohjattava havaitsemaan ja ymmartim&aan oppimiensa asioiden
vilisid yhteyksié.

Kuvaajien tulkinta ja kulmakertoimen késitteen ymmaértdminen kuulu-
vat keskeisesti opetussuunnitelman sisidltéihin, mutta sen lisdksi siind koros-
tetaan myos sekd ongelmanratkaisutaitojen kehittymistd ettd matematiikan
soveltamista. Kulmakertoimen merkitys matematiikassa korostuu siis siksi,
ettd sitd tarvitaan myo6s monien eri alojen "kentilld". Naglen, Moore-Russon,
Vigliettin & Martinin [21] mukaan sen osaaminen ja ennen kaikkea ymmér-
tdminen on tirked edellytys kehittyneeseen matemaattiseen ajatteluun seka
sen avulla on mahdollista ratkaista siihen liittyvia ongelmia myos muissa kon-
teksteissa. Kulmakertoimen konseptuaalinen ymmarrys on myos ratkaiseva
tekijd differentiaali- ja integraalilaskennassa seké fysiikassa [33].

3 Matemaattinen ajattelu

Matematiikan opetuksen tehtivind on ohjata oppilasta ajattelemaan mate-
maattisten kisitteiden yhteyksid laajemmissa kokonaisuuksissa [23]. Mate-
maattinen tieto voidaan jakaa kahteen eri osaan, konseptuaaliseen ja prose-
duraaliseen tietoon. Representaatiot, jotka toimivat matemaattisen ajatte-
lun apuvilineind, seké tiedon siirtdminen ovat keskeisié osa-alueita juuri laa-
jempien kokonaisuuksien hahmottamisessa. Téssd luvussa on esitelty naita
tarkemmin, minkd tarkoituksena on tuoda tutkimukseen ymmarrettavyytta.



3.1 Proseduraalinen ja konseptuaalinen tieto

Proseduraaliselle ja konseptuaaliselle tiedolle on olemassa monia méiritel-
mid, esimerkiksi Haapasalo [10] on méiritellyt konseptuaalisen ja prosedu-
raalisen tiedon julkaisussaan "Pitddko ymmaértaa voidakseen tehda vai pitda-
ko tehdd voidakseen ymmértaa?". Konseptuaalinen tieto méaritellddn siinéd
seuraavasti:

"Konseptuaalinen tieto on semanttinen verkko, jonka solmujen
ja linkkien tulkitsemiseen ja rakentamiseen yksilé kykenee osal-
listumaan, tiedostaen ja ymmaértden toimintansa perusteet seki
logiikan.”

Konseptuaalinen tieto rakentuu periaatteiden ja kisitteiden ymméartami-
sestd. Se sisiltdd my6s kyvyn ymmértdd niiden vilisid suhteita ja taidon
soveltaa niitéd erilaisissa konteksteissa. Konseptuaalista tietoa ei voi saavut-
taa ulkoa opettelemalla, vaan uusi tieto kehittyy, kun tiedon eri siséiltoja ja
riippuvuuksia jasennellaédn. [11].

Proseduraalisen tiedon mééritelmé Haapasalon [10] mukaan:

Proseduraalinen tieto tarkoittaa dynaamista ja tarkoituksenmu-
kaista sddntdjen, menetelmien tai algoritmien suorittamista kéyt-
tden hyviksi tiettyjd esitystapoja. Taméi edellyttdd tavallisesti
niiden esitystapojen pohjana olevien tietojarjestelméan syntaksin
ja esitysmuotojen ymmartamista, mutta ei sen sijaan valttamét-
td nédiden ominaisuuksien tietoista ajattelemista, ainakaan mikéli
suoritus on automatisoitunut.”

Proseduurilla tarkoitetaan vaihe vaiheelta tehtyd matemaattista algorit-
mia, jossa jokainen on tehtdvd ennen seuraavaan vaiheeseen etenemisti [9)].
Proseduurien jono tehtdvdn annon ja tehtdvin vastauksen valilli muodostaa
matematiikan koulutehtivéin ratkaisun [14]. Ta&méan médritelmén perusteel-
la proseduraalinen tieto koostuu tiedoista ja taidoista kdyttdd matemaattisia
operaatioita seké algoritmeja. Toisin sanoen se sisdltdd matemaattiset keinot,
joilla ratkaistaan matemaattisia ongelmia seké suoritetaan laskutoimituksia.
Haapasalo & Kadijevich [11] ovat tutkineet, ettd proseduraalista tietoa on
mahdollista kerryttdd ja yllapitdd laskurutiineilla, jolloin tietoa on helppo
palauttaa mieleen ja soveltaa. Proseduraalista tietoa mitataan padasiassa ta-
vallisilla kokeilla, jotka sisdltdvit hyvin médriteltyja tehtavid. Nailla pysty-
tdan mittaamaan oppilaan taitoja hallita erilaisia operaatioita symboleita
kiyttamalla sekd ongelmanratkaisutaitoja jollakin proseduurijonolla. [14].
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3.2 Representaatiot

Representaatiot méaritelladn usein ajattelun apuvéilineend. Ne muodostuvat
ja rakentuvat niiden kiyttdmisen my6ta. Representaatioita syntyy, kun jokin
matemaattinen rakenne esitelldéin eri esitysmuodossa kuin tavallisesti [20].
Hihkioniemi [13] jakaa representaatiot ulkoisiin ja siséisiin representaatioi-
hin. Sisdinen representaatio koostuu mentaalisesta kuvasta ja ulkoinen kon-
kreettisesta rakenteesta. Esimerkiksi jonkin funktion kuvaaja yksilon mieles-
sé on sisdinen ja paperille piirrettyné se on ulkoinen representaatio. Aina ei
kuitenkaan ole niin, ettd ulkoinen puoli on vain sisédisen heijastus, mutta néi-
den yhteys on edellytys sille, ettd representaatiota voi kiyttiad tehokkaasti.

Konseptuaalisessa tiedossa ja sen rakentumisessa muodostetaan yhteyksia
eri representaatioiden vilille. Proseduraalisessa tiedossa yleensd kiytetddn
jotakin yhté representaatiota. Representaatioita voidaan muuttaa toisiksi ja
vaihdella eri operaatioiden avulla. Useiden representaatioiden kiyttdminen
auttaa konseptuaalisen tiedon kehittymisessi. [11, 24].

Tassé tyossa representaatioita tarkastellaan matematiikan, ja etenkin ku-
vaajien sekd kulmakertoimen, nakokulmasta. Matematiikassa opetetaan tai-
toja, joiden avulla voidaan muotoilla seké tulkita taulukoita, kuvaajia ja kaa-
voja. Nama taidot ovat oppilaalla ikiddn kuin tydkaluina, joita tarpeen vaa-
tiessa voi kiyttad. Juuri nditd tyokaluja kutsutaan representaatioiksi, joita
oppilas kiyttad konseptuaalisen tiedon rakentamiseksi. [30].

Potgieter, Harding ja Engelbrecht [30] tarkastelevat tutkimuksessaan al-
gebrallisen sekd graafisen tiedon siirtamista seké representaatioiden merkitys-
td sen onnistumisessa. Kuvaajiin liittyvit representaatiot ovat tarkeité, silla
ilman niitd olisi vaikeaa hahmottaa muuttujien vilisii suhteita yhta tarkas-
ti. Kuvaajista on mahdollista havaita visuaalisesti seké suuria méaérié tietoja
ettd hyvinkin yksityiskohtaisia asioita. Kun oppilas rakentaa tai tulkitsee ku-
vaajaa, hin rakentaa representaatioita siitd, mitd nédkee ja yhdistda niita jo
valmiina oleviin representaatioihinsa. Ndin han pyrkii laajentamaan ymmar-
rystddn asiasta. Representaation laajentaminen ja kehittdminen johtaa oppi-
misprosessiin. Eri oppilaan tulkitessa samaa kuvaajaa, saattaa hénelld "ak-
tivoitua" tdysin erilaisia representaatioita. Representaatiot voivatkin esittad
taysin erilaisia asioita eri ihmiselle.

Esimerkkind tdstd on oppilas, joka kiyttaa kuvaajan jyrkkyytta funktion
kulmakertoimen /derivaatan representaationa. Silld tarkoitetaan, ettid jyrk-
kyys on tydkalu, jonka avulla oppilas hahmottaa ja oivaltaa funktion kiyt-
taytymista, kuten sen maksimikohdan (derivaatan nollakohta). Oppilaan k&-
sitys kulmakertoimesta ja derivaatasta on muodostunut ja muotoutuu edel-
leen representaatioiden kiyttdmisen mydtd. Representaation ulkoinen puoli
voi olla tassa tilanteessa vaikkapa paperille piirretty kuvaaja, jonka jyrkkyy-
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den voi silmin havaita. Se sisdltdd my0s sisdisen puolen, silld kaikille ihmisille
saman kuvaajan nékeminen paperilla ei tuo mieleen derivaattaa. [13, 30].

Sisédisen ja ulkoisen representaation yhteyden lisdksi téssd tyossa ollaan
kiinnostuneita graafisten ja algebrallisten representaatioiden vélisistd vuoro-
vaikutuksista. Potgieter ym. [30] esitteleviit kaksi erilaista lihestymistapaa
funktioiden tarkasteluun: prosessiperspektiivin ja objektiperspektiivin. Pro-
sessilla viitataan algebralliseen ja objektilla graafiseen perspektiiviin. Proses-
siperspektiivista katsottuna funktion ajatellaan olevan linkki x- ja y-arvojen
vililla. Sijoittamalla jonkin z-arvon lausekkeeseen, saadaan selville y-arvo.
Objektiperspektiivi sen sijaan tarkoittaa, ettd funktio ndhd&din itsendisena
kokonaisuutena. Funktion kuvaaja on objekti, jota voidaan liikuttaa esimer-
kiksi peilaamalla tai kiertdmalld. Funktion kisitteen syvé, konseptuaalinen
ymmarrys, voi syntya vain, jos sitd tarkastellaan objektiperspektiivista.

Kéytetysta perspektiivistd huolimatta oppilaalle syntyy sekéi graafisia et-
td algebrallisia representaatioita, jotka usein jédvit erillisiksi. Jotta konsep-
tuaalista tietoa rakentuisi, oppilaalla on oltava vahvoja aiempia representaa-
tioita, joihin uutta informaatiota on mahdollista yhdistda. Tahan vaikuttaa
olennaisesti se, ettd oppilas hahmottaa, mité on kuvattuna (funktio) ja miten
(funktion kuvaajan tulkitseminen). [1, 30].

3.3 Tiedon siirtaminen

Tiedon siirtdminen (transfer of knowledge) perustuu siihen, etté tietoa pysty-
tddn siirtamadn tilanteesta ja kontekstista toiseen ja se pystytdan liittAm&aan
uuteen tilanteeseen, jossa sille on tarvetta [30]. Taméa tarkoittaa kognitiivis-
ten tapahtumien aktivoitumista. Tieto ndhdadn tyovélineiné, jotka on varas-
toituna oppijan muistiin ja niitd voidaan tarpeen vaatiessa kiyttda. Oppijan
on siis osattava kiyttda oikeaa tyovilinettd oikeaan aikaan. Toisaalta jotkut
tutkijat esittavat, ettd oppijan kognitiiviset prosessit rakentuvat kontekstin,
oppijan aktiivisuuden, tyovélineiden ja niiden vuorovaikutuksen mukaan. On
néin ollen mahdollista, ettd oppija osaa kiyttda jotakin matematiikassa oppi-
maansa oikean eldmaén tilanteissa, mutta ei osaa rakentaa siitd mitédan yleista
periaatetta |2, 16, 26].

Tiedon siirtdminen tapahtuu usein tilanteessa, jossa jotakin opittua voi-
daan hyddyntdd jonkin uuden asian oppimisessa. Varsinkin proseduraalinen
tieto siirtyy télld tavalla. Konseptuaalisen tiedon tapauksessa tiedon siirté-
minen tai siirtdmisen onnistuminen ei ole yhté selvii. [30].

Matematiikassa tdméi tarkoittaa, ettd vanhoja tietoja voidaan kiyttia
vleisené kehyksend yksityiskohtaisempien uusien tietojen sisallyttédmiseen ja
oppimiseen. Tiedon siirtyminen matematiikassa ja etenkin matematiikasta
sen ulkopuolelle on kuitenkin havaittu olevan hankalaa. Aiempien esimerk-



kien sisaltdmié abstrakteja tietoja ei valttamatta osata kiyttad. Vanhoista
esimerkeistd mieleen muistuu asioita, joilla on erityisid yhtéldisyyksid eiké
asioita, joilla on yhteinen rakenne uuden asian kanssa. [30].

4 Kuvaajat

4.1 Kuvaajien tulkitseminen

Kuvaaja on symbolinen esitysmuoto muuttujien vélisille suhteille. Kuvaaja
niyttad yksinkertaiselta, mutta usein graafinen esitys sisaltdd paljon infor-
maatiota, jonka saavuttamiseksi on osattava tulkita sitd. |3, 16]. Kuvaajan
tulkitseminen tarkoittaa, millaisia toimintoja kiytetdan, jotta saadaan selvil-
le, mita tilannetta tai riippuvuussuhdetta kuvaaja esittda. Tulkitsija (usein
oppilas) siis antaa kuvaajalle merkityksen ja sisdllon, mitkd pohjautuvat ha-
nen omiin representaatioihinsa. [17]. Huomionarvoista on myos kyky kiinnit-
tdd huomio olennaisiin, katsojan kannalta tarpeellisiin, yksityiskohtiin. Tul-
kinta voi olla globaalia tai lokaalia, sekd kummassakin tapauksessa joko kva-
litatiivista tai kvantitatiivista. Kuvaajan tulkitseminen globaalisti keskittyy
koko kuvaajaan ja lokaali sen sijaan kiinnittda huomion yksittédiseen pistee-
seen. [16]. Hattikudur ym. [12] méérittelevit tutkimuksessaan kvantitatiivi-
sen seké kvalitatiivisen kuvaajan. Kvantitatiivisella eli méadralliselld tulkin-
nalla viitataan tdsmaéllisyyteen sekd laskennallisuuteen ja kvalitatiivisella eli
laadullisella tulkinnalla suurempiin linjoihin sekd kokonaisuuksiin. Kvalita-
tiiviset kuvaajat eivit sisdlla muuttujien tarkkoja arvoja eivitkd muutakaan
numeerista informaatiota. Akselit voivat olla méariteltyja, esimerkiksi viik-
kojen tai ansaitun rahan mukaan, jolloin oppilaan on keskityttivé yleisiin
suhdanteisiin sekd kokonaisuuteen tulkitakseen kuvaajaa ja muuttujien vali-
sid vuorovaikutuksia. Kvantitatiivisissa kuvaajissa muuttujat saavat tarkkoja
arvoja ja niistd voidaan maérittdd numeerisesti esimerkiksi kulmakerroin ja
y-akselin leikkauspiste. Kuvissa 1 ja 2 esimerkit molemmista tapauksista
Kuvaajaa tulkittaessa tulkitsijalla on kaksi ulottuvuutta, joiden valilla
hén liikkuu mielessdén: piirretty kuvaaja ja kuvaajan esittama tilanne. N&i-
den lisdksi matemaattisiin kuvaajiin yhdistyy kolmas ulottuvuus, matemaat-
tinen malli. Funktio kuvastaa matemaattista mallia, jonka perusteella kuvaa-
ja on muodostunut/muodostetaan. Algebrallisen ajattelun (matemaattinen
malli) ja graafisen ajattelun (kuvaajan) vililli tapahtuva liikkuminen on 14-
hes aina kuvaajan kvantitatiivista tulkitsemista. [31]. Kun kuvaajan avulla on
esitetty jokin konkreettinen tilanne tai tapahtuma, tulkinta tapahtuu usein
kvalitatiivisesti. Tulkitsija tarkastelee tapahtuman visuaalista mielikuvaa se-
ki symbolista esitysté ja liikkuu ndiden ulottuvuuksien vililld. On my6s mah-
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dollista, ettd yhtad kuvaajaa tarkasteltaessa kiytetddn kaikkia ulottuvuuksia
yhté aikaa. |17].

Kuvaajien tulkitseminen voidaan jakaa erilaisiin osiin sen mukaan, kuin-
ka syvillisesti niitd tulkitaan. Osa-alueet ovat: yksittdisen pisteen koordi-
naattien lukeminen, kiiyran interpoloiminen ja ekstrapoloiminen, muuttujien
vélisen suhteen ymmartadminen sekd kahden kdyrin informaation yhdistami-
nen. Osa-alueilla tapahtuvat toiminnot ja tulkinnat voivat olla joko kvali-
tatiivisia tai kvantitatiivisia. Esimerkiksi kuvaajan kulmakerrointa voidaan
tulkita kvalitatiivisesti muutosnopeutena jollakin hetkelld suhteessa muuhun
kuvaajaan tai kvantitatiivisesti tarkasti laskemalla sen arvo. [17, 18]. Kuvaa-
jien hahmottamista voidaankin tarkastella osa-alueittain niiden haastavuu-
den perusteella. Frielin [6] mukaan on olemassa kolmen tasoisia kognitiivisia
edellytyksid, jotta oppilas osaa tulkita graafista representaatiota: kuvaajan
datan lukeminen, datan vilistd lukeminen sekd datan ohi lukeminen. Glazer
[7] on antanut esimerkkejé edelld mainituista tasoista teoksessaan Challenges
with Graph Interpretation: A Review of the Literature. Kuvaajan datan lu-
kemisella tarkoitetaan pisteiden koordinaattien lukemista, mikd on kaikista
helpoin tehtavatyyppi. Taméan tyyppisisissa tehtdvissd haluttu informaatio
on esitetty kuvaajassa selvisti ja tulkitsijan tarvitsee vain osata 16ytdé piste
kuvaajalta ja lukea sen arvot. Kysymys voisi olla esimerkiksi "Kuinka monta
autoa myytiin vuonna 19807". Keskimmaisellad tasolla tulkitsija osaa interpo-
loida ja tulkita muuttujien valisid suhteita, esimerkiksi vastata kysymykseen
"Mikd on autojen myynnin ja moottorin koon véilinen suhde vuosina 1970-
19857". Viimeiselld, korkeimmalla, tasolla ekstrapoloidaan seké analysoidaan
kuvaajan ulkopuolista tietoa. Esimerkkini téstd on kysymykset, "Kerro au-
tojen myynnin vaihteluista kahden moottorin koon valilla." tai "Millainen
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sidd on huomenna?".

Planinic, Milin-Supus, Katic, Susac & Ivanjek [25] méaaritteleviit avaruu-
dellisen hahmotuskyvyn (spatial ability) intuitiona muodoista ja niiden vili-
sistd, suhteista eli kykyné luoda, sdilyttad, hahmottaa ja muokata visuaalisia
"kuvia”. Avaruudellinen hahmottaminen edesauttaa kuvaajien tulkitsemista.
Avaruudellinen hahmotuskyky on tédrkedd myos luonnontieteissa. Se vaikut-
taa oppilaan kykyyn ratkaista esimerkiksi fysiikan ongelmia, jotka siséltavét
avaruudellisia muuttujia. Sen on havaittu myos vaikuttavan ihmisen kykyyn
sisaistad konseptuaalista tietoa, silld avaruudellinen hahmotuskyky voi vah-
vistaa ihmisen kykya oppia.

Tulkitsijan kognitiivinen kyvykkyys vaikuttaa siis olennaisesti tulkintaan.
Kuvaajan tulkitseminen onnistuu, jos oppilas osaa tunnistaa systeemin omi-
naisuudet. Talla tarkoitetaan seké yksityiskohtien I6ytamiseen liittyvid etta
kokonaisuuksien hahmottamiseen liittyvid ominaisuuksia. Representaatioilla
ja niiden kiyttdmiselld, mielikuvilla sekd muistilla on myds oma osansa vai-
kuttamassa tulkitsemisessa [18]. Ennakkokésitykset ja konseptuaalinen tie-
to kuvaajan kisittelemastd aihealueesta sekd matematiikasta luovat pohjan,
jonka avulla tulkitsija rakentaa lopputuloksen. Jos lopputulos on samanlai-
nen kuin tulkitsijan aiemmat aiheeseen liittyvit representaatiot, vahvistuvat
ne edelleen. On kuitenkin myos mahdollista, etti lopputulos eroaa ennakko-
kasityksista. Talloin tulkitsija muokkaa aiempia representaatioitaan ja ku-
moaa aiemmat ennakkokéasityksensid. Tulkinta ndhdain siis prosessina, jossa
omaa tietoaan on mahdollista kerryttdé tai muokata vastaamaan tilannetta.
[16, 17].

Tehtavitasolla onnistunut tulkinta edellyttda, ettd tunnistaa akseleiden
yksikot sekéd osaa tulkita kuvaajan kiyttdytymistd. Tamé vaatii avaruudel-
lista hahmotuskykyéa sekd formaalista operationaalista padttelyd. Kuvaajan
sisaltdméi tietoa on hankala tulkita, jos tulkitsijalle ei ole kehittynyt tarvit-
tavaa loogista paittely- ja hahmottamiskykya. Oppilaan loogisen péattely-
kyvyn ja kuvaajien tulkitsemisen véililld onkin havaittu olevan positiivinen
korrelaatio. Jos hahmottamiskyky ei ole tarpeeksi kehittynyt, kuvaaja nah-
ddin visuaalisesti pelkkénd kuvana ja sen ominaisuuksia ei osata tulkita.
[16, 25].

4.2 Tiedon siirtyminen algebrallisen ja graafisen ajatte-
lun valilla

Leinhardtin [17] mukaan funktioiden seké kuvaajien tulkitsemisessa algebral-
liset ja graafiset representaatiot ovat hyvin erilaiset ulottuvuudet, joita yhdis-
tamalla voidaan madritelld matemaattisesti funktion késite. Funktioita seké
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niiden kuvaajia ei voida tarkastella erillisind asioina, vaan ne muodostavat
keskenddn kommunikoivan systeemin. Téstd syystd kuvaajia ei voida tulkita
ainoastaan graafisina esityksiné ja funktioita algebrallisina esityksini, vaan
niiden vililld liikuttaessa myos tiedon on siirryttévé algebrallisen ja graafisen
ajattelun valilla.

Esimerkkin algebrallisen ja graafisen ajattelun yhdistdmisen tarkeydesta
on Potgieterin ym. [30] tutkimus matemaattisen tiedon siirtfdmistd kemiaan.
Ilman matematiikkaa olisi kiytidnnossd mahdotonta tutkia tai havainnollis-
taa luonnontieteitd, kuten kemiaa. Kuitenkin kemiassa esiintyvd matematiik-
ka tuottaa usein hankaluuksia oppilaalle, vaikka se ei matemaattisesti ajatel-
tuna olisikaan vaikea ymmartaa. Sen osaaminen edellyttdd usein kvantitatii-
visia taitoja, jolloin matematiikan "tyokaluja'pitdisi osata laajentaa kemian
ongelmiin. Toisin sanoen oppilaan on osattava siirtdd matematiikassa oppi-
miansa asioita uuteen, ei matemaattiseen, tilanteeseen. Esimerkkina oppilas,
joka menestyy algebrassa, mutta ei kemian oppitunnilla erota muuttujaa va-
kiosta.

Algebrallisilla taidoilla tarkoitetaan symbolisten esitystapojen kiyton ja
niiden muokkaamisen osaamista matematiikassa ja lisiksi kohdeaineen, tissa
tapauksessa kemian, konseptien osaamista. Graafiset taidot ilmaisevat, mi-
ten oppilas osaa esittdd algebrallisen asian graafisesti. Vaikeudet siirtdé al-
gebrallista osaamista graafiseen esitykseen saattavat johtua siitd, ettd mate-
maattisessa konseptuaalisessa ymmérryksessa on puutteita tai tietoa ei osata
muuttaa kontekstista toiseen. [30]. Vaikka téssd on kyseessi tiedon siirtdmi-
nen matematiikasta kemiaan, samankaltaisia hankaluuksia on havaittu myos
muissa tieteissd. Planinic ym. [26] mukaan tutkimuksissa on havaittu, ettd
tiedon siirtdminen tehokkaasti onnistuu todennékoéisimmin silloin, kun oppi-
las on ndhnyt kiytetyn prosessin ainakin kahdessa eri kontekstissa.

Mitd enemmén oppilaalla on proseduraalisia algebrallisia taitoja (pro-
sessiperspektiivi), sitd menestyksekkddmmin hén osasi siirtda niitd kemiaan.
Proseduraalinen tieto jollakin alalla ja sen soveltaminen toiseen, johtaa sii-
hen, ettd omaksuu uutta proseduraalista tietoa. Tama havaittiin selkedsti
kemian ja matematiikan valilld, kun kyseessd oli algebrallisia tehtdvid. Vaik-
ka oppilailla olikin hyvét ja yhtenevéit algebralliset representaatiot kemiassa
ja matematiikassa, heidén kykynsi siirtda néitd graafisiin representaatioihin
oli heikkoa. Algebrallisen tiedon soveltaminen graafiseen tuotti vaikeuksia jo
pelkistadn matematiikassa. Oppilas saattoi esimerkiksi todeta téaysin oikein,
ettd funktio saa myds negatiivisia arvoja ja tdmén jilkeen piirtdd kuvaajan,
jossa funktio ei mene lainkaan z-akselin alapuolelle. Graafiset representaa-
tiot tuntuvat olevan irrallisia algebrasta, eivitkd oppilaat osaa muodostaa
yhteyttd néiden valille. |30].
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4.3 Kontekstin vaikutus tulkintaan

Tiedon siirtyminen on olennainen osa ongelmanratkaisussa, jossa konteksti
onkin eri kuin mihin tulkitsija on tottunut. Kontekstin vaikutusta kuvaa-
jien tulkinnassa on tutkittu monesti. Eri tieteen aloilla usein oletetaan, ettd
kuvaajan tulkitsijalla on hallussaan matematiikan tyokalut ja hin kiyttaa
niitd uudessa kontekstissa, oli se sitten tuttu tai tdysin uusi. Néin ei kui-
tenkaan aina tapahdu, vaan matematiikan tietojen siirtdmisessd ja sovelta-
misessa esiintyy monenlaisia hankaluuksia. Tutkimuksissa on myd6s todettu,
ettd vaikeudet kuvaajien tulkinnassa tai tuottamisessa, esimerkiksi fysiikas-
sa, eivat valttimittd johdu matemaattisen tiedon puutteista. Usein oppi-
lailla on tarvittavat matemaattiset tyokalut, mutta se ei takaa, ettd niiden
kiyttdminen onnistuu, kun tarkastellaan kuvaajatehtévid uudessa, erilaisessa
kontekstissa. [17]. Toisaalta on my6s muistettava, etté kontekstin lisdéiminen
matemaattiseen tehtidvadn kasvattaa sen vaikeustasoa, silld ratkaisuproses-
sisssa on talloin yksi askel enemmaén: kontekstin tulkitseminen ja muunta-
minen matemaattiselle kielelle. Vililla kontekstin lisdidminen tehtdvidan taas
niytti tekevin ratkaisusta intuitiivisemman ja néin ollen helpomman. Tiiviis-
ti ilmaistuna hankaluudet tiedon siirtdmisessa eri kontekstien vililld voidaan
jakaa kolmeen eri kategoriaan: 1) oppilaalla ei ole sopivaa tietoa kiytettévik-
si, 2) tietoa on, mutta se ei aktivoidu tarkasteltavan tehtavin kohdalla tai 3)
tieto aktivoituu, mutta sitd ei osata soveltaa tarkoituksen mukaisesti. |1, 26].

Oppilaan torméatessd kuvaajaan jossakin kontekstissa, joutuu hin pohti-
maan, mita ldhestymistapaa ja mita tietoja hén tilanteessa tarvitsee. Se, mil-
laiset taidot aktivoituvat, riippuu kontekstista, oppilaan aiemmista represen-
taatioista sekd kulttuurillisista odotuksista. Tamén lisdksi tietojen aktivoitu-
miseen vaikuttaa oppilaan kyky laajentaa osaamistaan toisesta kontekstista
toiseen. Keskeistd on myos se, tapahtuuko tietojen kontekstista toiseen siir-
tdmisen aikana oppimista eli voidaanko sen ajatella olevan tiedon uudelleen
rakentamista/jasentelyi eikd ainoastaan sen kdyttamisté eri tilanteeseen.

Planinic ym. ovat tutkineet oppilaiden kuvaajien tulkintaa eri konteks-
teissa monessa eri artikkelissaan. He toteuttivat tutkimukset vuosina 2013
ja 2016 kayttamalld kolmen kysymyksen settejd, joissa oli rinnakkaisia kysy-
myksid kolmesta eri aihealueesta - matematiikasta ilman kontekstia, fysiikas-
ta sekii matematiikasta jossakin kontekstissa (ei fysiikka, esimerkiksi talous).
Artikkelissa Student reasoning about graphs in different context |27] on esi-
telty heidan 1oytamidan padpiirteita oppilaiden kuvaajien tulkitsemisesta eri
konteksteissa:

1. Tulkitsemisstrategiat rinnakkaisissa tehtévissa eri kontekstis-
sa ovat usein riippuvaisia sekd kontekstista ettid aihealuees-
ta: Oppilaat kiyttivit erilaisia strategioita kuvaajien tulkitsemisessa

13



eri konteksteissa, vaikka tehtavit olivat keskenddn hyvin samankaltai-
sia. Tama saattaa olla seurausta siitd, ettd oppilas ei osaa siirtdi tai
soveltaa taitojaan aihealueesta toiseen. Toisaalta ongelmat saattavat
johtua siitéd, ettd koulussa eri oppiaineita opiskellaan hyvin erillisind
toisistaan, jolloin eri aihealueita lahestytdan oppiaineelle tyypillisesta
nakokulmasta.

2. Fysiikan kysymyksissd tukeudutaan kaavoihin (usein viiriin
sellaisiin): Fysiikan tehtévissd tutkimuksessa huomattiin, ettd ldhes
jokainen oppilas yritti soveltaa jotakin kaavaa saadakseen vastauksen,
vaikka kyseinen tapa ei olisikaan ollut kovinkaan tuottoisa. Esimerkiksi
kulmakerrointa laskettaessa oppilaat tiesivit, etta kiihtyvyys lasketaan
kaavalla a = ﬁ—;’, mutta laskun edetessd siirtyivit kdyttamaidn kaavaa

v

CI/:?.

3. Yleisissi tehtévissid (muu konteksti) kiiytetdin luovempia stra-
tegioita kuin fysiikan tehtdvissi: Muun kontekstin tehtavit niyt-
tivit aktivoivan oppilaiden kognitiivisia resursseja enemmén kuin fysii-
kan ja matematiikan tehtdvit. Oppilaat kdyttivit erilaisia strategioita
ja osasivat soveltaa tietojaan kysymyksiin. Samanlaiset ratkaisustrate-
giat olisivat johtaneet oikeisiin lopputuloksiin my6s fysiikan ja matema-
tiikan tehtavissd, mutta oppilaat eivat silti toimineet vastaavasti ndissi
tehtavissd. Oppilaat siis vaikuttivat ajattelevan luovemmin ja keksivin
ratkaisuja ongelmatilanteisiin paljon tehokkaammin.

4. Kontekstista riippumatta hankaluudet, joita esiintyy, ovat sa-
mankaltaisia: Tyypillisimmét virheet, kuten ikoninen sekaannus, kul-
makertoimen ja kuvaajan arvon sekoittaminen seki vélin ja pisteen se-
koittaminen, esiintyivit vastauksissa kaikissa kolmessa aihealueessa. Ne
eiviat kuitenkaan olleet yhta yleisid jokaisessa.

5. Kulmakerroin on epdméiriinen kisite - erityisesti sen laske-
minen: Oppilaiden perustelut sekd vastaukset olivat hyvin vajavaisia
tehtavissi, joissa tarkasteltiin kuvaajien kulmakertoimia. Matematii-
kan kysymyksissd kulmakerroin vaikutti vastauksien perusteella hyvin
epamadraiseltéd kisitteeltd, joka kuvaa, kuinka jyrkkd suora on. Kvali-
tatiivisissa tehtédvissi tdmaé tieto on usein riittavi, toisin kuin kvanti-
tatiivisissa tehtdvissa. Kulmakertoimen ymmaérrys muissa konteksteis-
sa oli vield heikompaa. Kaikista eniten vaikeuksia aiheutti negatiivisen
kulmakertoimen ymmaértadminen.

Kuten tuloksista havaitaan, oppilaat selvisti tarkastelevat kuvaajia kol-
messa eri maailmassa: todellisessa maailmassa, fysiikan maailmassa seké ma-
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tematiikan maailmassa [37]. Jokaiseen maailmaan liittyy omat uskomuksen-
sa sekd ominaisuutensa, jolloin oppilas ei ymmairrd hyédyntdd esimerkiksi
todellisen maailman toimintatapoja fysiikan kontekstiin. Fysiikan maailman
ajatellaan olevan pullollaan yksityiskohtaisia sdéntdja ja kaavoja, joita voi
kiyttdd vain tietyissd tilanteissa. Usein kaavamaisuus on tdysin sekd oppi-
laan omaa, intuitiivista paattelya ettd todellisen maailman ilmitta vastaan.
Todellisen maailman tilanteita oppilas pitdd monimutkaisina ja hankalina
tulkita, jolloin niitd on myos tyolids analysoida. Matematiikan maailma pe-
rustuu muuttujiin ja vakioihin liittyviin kaavoihin ja sddntoihin. Kuvaajat
eivit sisalld yksikoita ja akselit kuvastavat vain z- ja y-arvoja, jolloin link-
ki todelliseen maailmaan jaa kokonaan puuttumaan. Jokaisessa ymparistossa
on omat norminsa, joita kiayttdmalla oppilas pyrkii ratkaisemaan ongelman.
[17, 37].

Kun kuvaajien tulkitsemista on vertailtu fysiikan ja matematiikan vilil-
14, on alettu pohtia, onko suuresta matematiikan méaarasta fysiikan kursseilla
haittaa fysiikan konseptuaalisen tiedon kehittymiselle. Woolnough [37] poh-
tii tutkimuksessaan jaako oppilaille "tilaa" kehittad fysiikan konsepteja, silld
oppilaiden on jo valmiiksi siirrettéva paljon matemaattista tietoa ja taitoa fy-
sitkan ongelmien ratkaisemiseksi. Konseptien sisdistdminen ei tapahdu silla,
ettd oppilaat yrittdvat parhaansa mukaan parantaa algebrallisia ongelman-
ratkaisutaitojaan. Esimerkiksi Newtonin toiseen lakiin /' = ma liittyvat on-
gelmanratkaisutehtéavat sisaltavit usein vain numeerista ja algebraan perus-
tuvaa yhtilonratkaisua. Fysiikkaa yhtalon taustalla ei tarvitse edes ajatella,
jolloin linkki matemaattisten toimintojen ja fysiikan vélilld jaa puuttumaan.

Matemaattisen osaamisen soveltaminen uuteen kontekstiin vaatii myos,
ettd oppilaalla on hyvit konseptuaaliset tiedot molemmista aiheista. Linkin
puuttuminen saattaa siis viestid heikosta konseptuaalisesta tiedosta fysiikas-
sa. Osittain vaikeudet yhtildisyyksien hahmottamisessa johtuvat siitéd, ettd
matematiikka on niin abstraktia. Fysiikassa kuvaajat kuvaavat jotakin kon-
kreettista tilannetta, esimerkiksi matkaa ajan funktiona, jolloin kuvaajaa 1a-
hestytddn maanldheisemmaéstd nakokulmasta, eikd matemaattista tietoa ym-
mérretd siirtdd niiden tulkitsemiseen. [25].

5 Kulmakerroin

5.1 Kulmakertoimen maaritelma

Matematiikassa kulmakerroin on kaksiulotteisessa koordinaatistossa y-koordinaatin
muutoksen Ay ja sitd vastaavan x-koordinaatin muutoksen Ax suhde, joka
kuvastaa suoran kaltevuutta. Kulmakerrointa merkitddn yleensa kirjaimella
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k ja se ilmaisee my0s sen, onko suora nouseva vai laskeva. [15].
Pisteiden (z1,y1) ja (22, y2) kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

P AU _—u
Ar 29 —1q

kun x; # 5. [40].

T (x2,y2) ~ Ax=x—x >0 &
il i s (x5, ¥ EIHH“‘& Ay =
(X1, Y1) —" Y2a—y >0 . i T
] Y2—h H“‘x oyl <0
___.--"- - b w, B
- Ax=x,—x; >0 2 f-rg.}fg]-"x 1
- x [~ x
y=kx+b R“mh

Kuva 3: Kulmakertoimen mééritelmé [40]

5.2 Kulmakerroin kasitteena

Yleisesti matemaattinen késite on usein esitettavissi monella eri tavalla. Ta-
vallisimmin esittdminen onnistuu parhaiten esimerkkien sekd kuvien avul-
la. Stumpin [33] seké Lingefjardin & Farahanin [18] mukaan tavoitteena on,
ettd kisitteestd muodostuisi mahdollisimman kattava kokonaisuus oppilaal-
le. Kattavalla kokonaisuudella tarkoitetaan sitéd, etti oppilaan representaa-
tiot kisitteestd ovat monipuolisia ja hyvin toisiinsa linkittyneitd. Se, kuinka
monta erilaista representaatiota oppilaalla on tietysta kiisitteestd, on merkit-
tavissid osassa siind, kuinka hyvin hén osaa kiyttda sitd ongelmanratkaisus-
sa. Jotta ongelmanratkaisu olisi mahdollisimman tehokasta ja onnistunutta,
representaatioiden pitdd olla vahvasti ja oikein linkitettyja toisiinsa. Talloin
oppilas pystyy vaihtamaan representaatiota tai nikokulmaa tarvittaessa, jo-
pa tehtdvan aikana.

Kulmakerroin on matematiikassa hyvin keskeinen kisite, jonka avulla voi-
daan kuvailla funktion (tai pelkin kuvaajan) kiyttdytymistd. Sen avulla voi-
daan my0s hahmottaa algebrallisen ja graafisen puolen yhtéldisyydet funk-
tioiden ja niiden kuvaajien vililla. Kasitteend kulmakerroin voidaan maéaritel-
14 monella eri tavalla, riippuen siitd, mistd ndkokulmasta sitd tarkastellaan.
Kulmakertoimen hahmottaminen, ymmartédminen seké sen soveltaminen ovat
yhteydessd juuri valittuun ndkékulmaan. Se, ajatellaanko sen olevan esimer-
kiksi vain jokin geometrinen ominaisuus, jonka voi visuaalisesti havaita, vai
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ajatellaanko sen kuvaavan muuttujien véilisid suhteita, on ndkékulman va-
linnasta riippuvaista. [32, 33]. Monissa tutkimuksissa [29, 32, 34, 38| on ha-
vaittu, ettd kulmakerroin on monille epaméiriinen kisite ja usein oppilas ei
osaakaan perustella, mitd kulmakertoimella tarkoitetaan. Vaarana téssid on
se, ettd oppilas luulee kulmakertoimen olevan eri asia eri ndkokulmasta pe-
rusteltuna. Esimerkkind tasta tilanteet, joissa kuvaajan muutosnopeuden ei
ajatella olevan sama asia kuin kuvaajan kulmakerroin tai kuvaajan jyrkkyyt-
té el madritetd laskemalla kulmakertoimen arvo. Kulmakertoimen kéisitteen
moninaisuus ja hankaluus tulee esille myo6s silloin, kun se esiintyy muissa
konteksteissa kuin matematiikassa. Vaikka oppilas osaisi hahmottaa kulma-
kertoimen funktion kiyttdytymisen mittariksi, ei se ndytd tarkoittavan, ettd
hin ymmartaa kulmakertoimen esimerkiksi fysiikan tehtévissa, jossa tarkas-
tellaan kiihtyvyytta.

5.3 Kulmakerroin mittana - todellisen maailman tilan-
teet

Monet todellisen maailman tilanteet sisdltdvit kulmakertoimen kasitteen,
mutta sen merkitys ja "abstraktius" vaihtelevat. Usein kulmakertoimen aja-
tellaan mittaavan jotakin. Stump [35] on keskittynyt tutkimuksessaan to-
dellisen maailman tilanteisiin, joissa kulmakerroin esiintyy kahdenlaisissa ta-
pauksissa. Namé voidaan jakaa fysikaalisiin ja funktionaalisiin tilanteisiin.
Fysikaalisissa tilanteissa, esimerkiksi méet, kulmakerroin ajatellaan jyrkkyy-
den mittariksi. Funktionaalisissa tilanteissa, esimerkiksi hinnan muutoksissa
ja aika vs. matka-kuvaajissa, kulmakerroin mittaa muutosnopeutta. Jotta op-
pilaille syntyisi konkreettinen ja ymmaérrettiva kisitys kulmakertoimesta, on
hyodyllista kdyttdd todellisen maailman esimerkkeja. Niihin liittyvat repre-
sentaatiot ovat oppilaalle helpompia ymmaértiaa ja omaksua itselleen. Ne kai-
kessa konkreettisuudessaan auttavat myos kulmakertoimen abstraktimman
puolen sisdistdmisessi. Vaikka todellisen maailman esimerkit helpottavat ké-
sitteen omaksumista, ei voida olettaa, ettd oppilaat automaattisesti ymmér-
tavat kulmakertoimen mittaavan jotakin. Opettajan rooli on téssi keskeinen,
silld oppilas helposti luulee todellisen maailman esimerkkien olevan vain esi-
merkkejd, joiden avulla kulmakerroin voidaan kuvailla visuaalisesti. Ne yh-
distyvét kokonaisuudeksi vain, jos oppilas tarkoituksen mukaisesti muodostaa
yhteyksid geometristen, algebrallisten seké todellisen maailman representaa-
tioiden vilille [34].

Kummassakin tilanteessa oppilaiden hankaluudet liittyvit haparointiin
kulmakertoimen mééritelmén ja kisitteen saralla. Kun kulmakerrointa kay-
tetddn jyrkkyyden mittarina, huomataan, etti oppilas ei konkreettisesti ym-
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marrd, mitd kulmakerroin ilmaisee. Esimerkiksi vertailtaessa kolmea eri hiih-
toramppia, oppilas ei osannut yhdistdd suurinta kulmakerrointa jyrkimpaén
ramppiin. Myos kuvaajan ja akselin vélinen kulma ja kulmakerroin sekoi-
tetaan. Funktionaalisissa tilanteissa oppilaiden hankaluudet johtuvat siité,
ettd kulmakerroin on néissd tehtivissd abstraktimpi. Se ei endd kuvaakaan
mitdan konkreettista, kuten jyrkkyytté, jolloin on sen laskemisen lisdksi osat-
tava hahmottaa, mitd se kuvaa. Kaikista intuitiivisin tapaus funktionaalises-
ta tilanteesta on "rate of growth-problem", jossa jokin kasvaa/lisiéntyy ajan
suhteen. Vaikka tapaus onkin intuitiivinen ja oppilas osaa ratkaista muutos-
vauhdin, hén ei valttdmattd ymmérra asiaa graafisesti. [35].

Vaikka kulmakerroin kuvaa edelld mainituissa tilanteissa hyvin erilaista
asiaa, Stumpin [35] mukaan ei voida sanoa, kumman osaamisesta olisi enem-
man hyotyd matematiikan ulkopuolisissa konteksteissa. Vahva kulmakertoi-
men ymmarrys sisaltda kyvyn osata kidyttdd molempia sujuvasti. Oppilaita
pitdisikin rohkaista ajattelemaan, mitd kulmakerroin edustaa kussakin kon-
tekstissa, jolloin heille syntyy késitys, mité eroja ja yhtéldisyyksia tilanteissa
on. Oppilaan olisi samalla hyvi ndhda, miltd erilaiset vuorovaikutussuhteet
ndyttdvat graafisesti. Ndin hén pystyy vertailemaan tilanteita ja luomaan
omia representaatioita erilaisista todellisen maailman konteksteista. Tama
luo oppilaalle pohjan kulmakertoimen konseptuaalisesta ymmarryksesta.

5.4 Nakokulmia kulmakertoimesta

Stumpin [33] tutkimuksen perusteella kysymyksen "Miki on kulmakerroin?”
vastauksissa esiintyi kaikista eniten geometrisia tulkintoja. Kulmakerroin tul-
kittiin siis kahden pisteen vilisenéd suhteena eli nousuna suhteessa matkaan.
Toisena yleisend nidkdkulmana oli funktionaalinen nidkokulma: kuinka pal-
jon toisen muuttujan arvot muuttuvat, kun toinen muuttuja muuttuu tietyn
méadrian (esimerkiksi x = 3y). [32, 34]. Stanton [32] pohtii tutkimuksessaan,
ettd geometrisen tulkinnan yleisyys johtuu oletettavasti siité, ettd kulmaker-
toimen opetuksessa ja tulkinnassa keskitytdin pisteiden sijoittamiseen koor-
dinaatistoon seki kuvaajien piirtdmiseen, jolloin kulmakerroin helposti aja-
tellaan geometrisena ominaisuutena. Stump [33, 34| on padtynyt tutkimuk-
sissaan samoihin padtelmiin.

Planinic kollegoineen [25, 26, 27, 28, 29| on tutkinut kulmakertoimen ym-
marrystd eri ndkokulmista, silld se on térked konsepti matematiikassa ja sen
osaamista edellytetddn monilla muillakin kentilld. Matematiikassa esimerk-
kind differentiaali- ja integraalilaskenta, jossa teoriatausta ja kaavat pohjau-
tuvat kulmakertoimeen (gradienttiin). Fysiikassa ja kemiassa kulmakerroin
on myo6s keskeinen, silld sen avulla on mahdollista esittdd muuttujien vali-
sid suhteita ja luoda niistd kaavoja. Esimerkkejd gradienteista fysiikassa ja
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kemiassa ovat nopeus, kiithtyvyys sekd reaktionopeus. Kulmakerrointa kiyte-
tdan myds monilla muilla tieteen aloilla seki todellisessa maailmassa, kuten
taloudessa. Kaikissa aiheissa kulmakerroin pohjimmiltaan kuvaa samaa asi-
aa, vain sen tarkastelundkokulma saattaa olla erilainen. Juuri tdmén vuoksi
vaarana on, ettd tulkitsija/oppilas ei ymmaérré, ettd kyse on jokaisessa eri
kontekstissa tdysin samasta asiasta.

Ensimmaéinen askel kulmakertoimen ymmértémisessé Planinicin ym. [25]
mukaan on ymmaértda, ettd kuvaaja on symbolinen representaatio kahden
muuttujan vilisestd suhteesta. Kun tdmén asian hahmottaa, on mahdollis-
ta ymmartad, mitd kulmakerroin kuvastaa kussakin tilanteessa. Kulmaker-
toimen laskeminen yhdistyykin loogiseen paédttelyyn, avaruudelliseen hah-
motuskykyyn seké aiempiin matemaattisiin "saavutuksiin", kuten jo kuvaa-
jien tulkitsemisen kohdalla todettiin. Aiemmilla matemaattisilla saavutuk-
silla tarkoitetaan oppilaan representaatioita aiheesta: millaisia kognitiivisia
rakenteita héanelle tulee mieleen kisitteestd sekd miten han kuvailisi késitet-
ta. Tésséd tapauksessa on otettava huomioon sekd geometriset ettd algebral-
liset representaatiot seké ennen kaikkea niiden yhdistyminen. [34]. Oppilaan
tulee siis osata yhdistdd geometriset aspektit, kuten koordinaatisto, pistei-
den sijoittaminen ja kuvaajan piirtdminen, algebrallisiin aspekteihin, kuten
muuttujat, kaavat ja yhtiloiden ratkaiseminen. [32, 34].

Juuri edelld mainittu kyky liitetddn kulmakertoimen konseptuaaliseen tie-
toon. Se sisaltdd ymmaérryksen eri representaatioiden valisistd suhteista seké
ymmérryksen kulmakertoimesta jyrkkyyden ja muutosvauhdin mittana to-
dellisen maailman tilanteissa. Proseduraalinen tieto kulmakertoimesta sisél-
tda toiminnot ja sddnndt sen laskemiseksi. Oppilas siis osaa kiyttda tarvit-
tavia symboleita, kuten m yhtélosta y = max + b ja kaavoja, kuten ﬁ—z. Niita
taitoja yhdistelemélld oppilaalla on kattava késitys kulmakertoimesta ja hin
osaa soveltaa sitd eri konteksteissa. [34].

Tutkijat ovat havainneet, ettd mitd vihemmén matemaattista tietoa tul-
kitsijalla on, sitd useammin kulmakertoimen ajatellaan kuvastavan jyrkkyyt-
td. Taméa on melko intuitiivista, silld se on visuaalisesti helppo hahmottaa.
Kvalitatiivisesti tarkasteltuna tdmé tulkinta usein onkin taysin riittava, mut-
ta se ei riitd suoriutumaan kvantitatiivisista tarkastelua vaativista ongel-
mista. Kvantitatiivisissa kulmakerrointehtévissd matemaattisen proseduurin
hallitseminen on vilttdmétonti. Kuitenkin on myds mahdollista, ettd mate-
maattisen kaavan osaaminen ja ulkoa muistaminen hiiritsee tulkitsijan loo-
gista padttelyd. Jos tulkitsija nojautuu litkaa kulmakertoimen matemaatti-
seen kaavaan, jonka liittda kyseiseen tapaukseen, hin samalla tulee poissul-
keneeksi loogisen ajattelun ja maalaisjirjen. Suurimmassa osassa tillaisista
tapauksista paddytaankin vadriaan lopputulokseen, vaikka tehtévé olisikin ol-
lut ratkaistavissa tdysin jarkeilemalld. Maalaisjarki ei kuitenkaan aina auta,
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silla siind keskitytadn liiaksi konkretiaan. Konkreettiseen ndakokulmaan kes-
kittyminen estdd oppilasta ajattelemasta formaalisti, jolloin kuvaaja tulki-
taan pelkkind visuaalisena kuvana [25]. Télloin kulmakerroin esimerkiksi se-
koitetaan kuvaajan (tai pisteen) korkeuteen. Kuvaajaa tulkitaan ennemmin-
kin jonakin konkreettisena asiana kuin abstraktina ja informaatiota sisalté-
vana, jolloin kulmakertoimen edustama asia jad aivan merkityksettomaksi.
[4, 29, 33, 34].

Planinic ym. [25] tutki oppilaiden kulmakertoimen ymmértdmistd mate-
matiikassa seké fysiikassa. Oppilaat menestyivit paremmin tehtdvissé, joissa
matematiikkaa ei tarvinnut soveltaa erilliseen kontekstiin. Tama on loogista,
silld esimerkiksi fysiikan tehtdvissé oppilaan tarvitsee osata soveltaa mate-
maattista tulosta fysiikan kontekstiin. Matemaattinen osaaminen ei siis takaa
sitd, ettd tietoa osaisi soveltaa erilaiseen aihealueeseen. Matematiikan osaa-
mattomuus ei ole paasyy sille, ettd kulmakertoimen méarittdminen on oppi-
laille hankalaa fysiikassa ja muissa oppiaineissa [25]. Christensen & Thomp-
son [4] sekd Planinic kumppaneineen [25, 26, 29]) havaitsivat oppilaiden kéyt-
tavan erilaisia keinoja kuvaajien tulkitsemisessa matematiikassa ja fysiikassa.
Ongelmaa ldhdetddn alusta alkaen ldhestyméén eri tavalla, jolloin matema-
titkkan osaaminen jad varjoon. Tama johtuu siitd, ettd linkki matemaattisen
ja fysikaalisen maailman valilla puuttuu.

6 Ongelmakohtia kuvaajien tulkinnassa ja kul-
makertoimen maarittamisessa

Virheitd, joita kuvaajien tulkinnassa ja kulmakertoimen méarittdmisessi ta-
pahtuu, on tutkittu monesti. Tutkimuksien perusteella on havaittu, ettd op-
pilailla on samankaltaisia ongelmakohtia ja virheitd tulkinnassa idsta riippu-
matta.

6.1 Hankaluudet kasitteessa

Késitekuvalla (the concept image) tarkoitetaan kokonaista kognitiivista ra-
kennelmaa, joka liittyy kyseessi olevaan kisitteeseen [33]. Se siséltaa kaikki
mentaaliset kuvat sekd siithen liittyvdt ominaisuudet ja prosessit, toisin sa-
noen siis sekd sisdiset ettd ulkoiset representaatiot. Kasitekuva on rakentu-
nut ja muokkautunut ajan kuluessa sen oppimiseen ja kiyttdmiseen liittyvien
kokemuksien tuloksena. Késitteen oikea ja vahva méérittely taas luo pohjan
rakentaa tietoja kyseisesté asiasta. Tésté syystd ongelmat kuvaajien tulkitse-
miseen liittyen juontavatkin juurensa kisitteiden hallintaan. Ongelmat ldhes
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aina joko johtuvat matemaattisten késitteiden huonosta ymmartdmisesta tai
rajoittavat luonnontieteellisten késitteiden oppimista. [5, 22].

Tutkijat, kuten Stump [33], ovat huomanneet, ettd oppilaiden késitys kul-
makertoimesta kasitteend on usein epadméirdinen. Tadmé yleensd johtuu sii-
té, ettd oppilaat eivit osaa yhdistda siihen liittyvié erilaisia representaatioita
eivitkd ymmaérrd kulmakertoimen ja muutosvauhdin yhteyttid. Kappaleessa
5.2 lueteltiin erilaisia nidkokulmia kulmakertoimen tarkasteluun, mista sel-
kedsti kdytetyin on geometrinen tulkinta. Kun kulmakerroin ajatellaan geo-
metrisesti ilman sen yhdistdmistd muihin representaatioihin, jia se helpos-
ti irralliseksi ominaisuudeksi ja sen merkitystd ei ymmaérreta. Talloin myd6s
matemaattinen ymmarrys on vajavaista.

6.2 Virheet tehtavissa

Kriittisin ongelmakohta kuvaajien tulkitsemisessa on kuvaajan tulkitsemi-
nen kuvana, silld se vaikuttaa tulkinnan onnistumiseen niin monella tavalla
|1, 19, 27]. Kuvaaja siis tulkitaan objektina tai liikkeen kuvana, jolloin op-
pilas luulee kuvaajan esittavin kirjaimellisesti jotakin tilannetta tai liiketta.
Vaikka kuvaajan tulkitsisi kuvana, se ei estd yksittiisten pisteiden maarit-
tamistd. Tamaé johtaa siihen, ettd pisteitd sekd perdkkéisid arvoja ei pystyta
yhdistaméaan kuvaajan esittidméiédn asiaan. Esimerkiksi kiivelijan liiketté esit-
tavan aika-nopeus -kuvaajan kiyrad tulkitaan kavelijan reitiksi. Siitd seuraa,
ettd vaakasuorat osiot tulkitaan liikkeen pysdhtymisend. Téalléin on tdysin
mahdotonta ymmartda kuvaajan muita ominaisuuksia, esimerkiksi kulma-
kerrointa kiihtyvyytené.

Kuvaajan tulkitseminen kuvana johtaa osittain myo0s kisitykseen, jossa
kulmakertoimen arvon ajatellaan muuttuvan kuvaajan arvojen muuttuessa
[27]. Kulmakertoimen késitteen ja kuvaajan korkeuden vélilld tapahtuu se-
kaannus ja oppilas sujuvasti sekoittaa kaksi tiysin eri asiaa keskendin. Se-
kaannuksia on havaittu esiintyvin niin kvantitatiivisissa kuin kvalitatiivisis-
sakin tehtavissa kaiken ikaisilli. Muutosnopeuden kvantitatiivinen maaritta-
minen tarkoittaa kulmakertoimen matemaattista maarittamista. Esimerkik-
si, jos oppilaalta kysytadn kulmakertoimen arvoa pisteessi ¢ = 2, hin ajat-
teleekin, ettd kulmakerroin on funktion arvo téssé pisteessi (eli kuvaajan
korkeus). Virheitéd esiintyy kaikista eniten tilanteissa, jossa kuvaaja ei esiti
matemaattista funktiota. Oppilas ei osaa yhdistdd tilannetta matemaatti-
siin tietoihinsa ja taitoihinsa. Kvalitatiivisessa kulmakertoimen tulkinnassa
on kyse muutosnopeuden ja suoran jyrkkyyden vilisen yhteyden ymmarta-
misestii. Todellisen maailman tilanteet sisdltdviat tdmén kaltaisia tehtdvia,
joissa helposti jatetdan huomioimatta akselien muuttujat ja muutosnopeutta
koskeviin kysymyksiin vastataan arvon muutoksien mukaan. Tama saattaa
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osittain johtua siita, ettd kulmakertoimen késitettd kiytetdin todellisen maa-
ilman tilanteissa eri tavalla. Toisaalta tassikin tapauksessa syy virheelliseen
tulkintaan on matemaattisen tiedon soveltamisen puute. [4, 27|. Fysiikassa
virhe ilmenee esimerkiksi paikka-aika-kuvaajissa, kun pitdisi méarittda kap-
paleen nopeus. Kuvaajan korkeuden ajatellaan ilmaisevan nopeutta, jolloin
kulmakerroin jatetéain kokonaan huomioimatta [8, 19]. Sama ajattelutapa
esiintyy myos tilanteissa, jossa oppilas luulee, ettd suoran kulmakerroin ei
ole vakio.

Glazerin tutkimuksessa [7] esimerkkind sekaannuksesta on kuva 4, jos-
sa on paikka-aika-koordinaatistossa kuvattuna kaksi objektia suorilla, jotka
leikkaavat toisensa. Objektien nopeudet eivit ole missddn kohtaa samat, silla
suorien kulmakertoimet eivit ole samat. Kuitenkin kun oppilailta kysyttiin
"Liikkuvatko objektit A ja B missdin kohtaa samalla nopeudella?", moni
vastasi nopeuksien olevan samat suorien leikkauspisteessa.

A

m/s MAnopeid
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5 40- B 15 Fa AV
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20 - o ¥
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b 4 If =}
I L] L] L} ] 1 O ’
0z 4680 T 0 5 10 15 20 25 30 S
Time (sec)
Kuva 4: Kulmakerroin ja kuvaajan ar-  Kuva 5: Hetkellinen kiihtyvyys oikein
vo sekoitetaan [7] laskettuna [39]

Kulmakertoimeen liittyy muitakin hankaluuksia. Glazer |7] ja Planinic
ym. [27] ovat havainneet, ettd kulmakerrointa mééritettdessi oppilas sekoit-
taa vilin ja pisteen merkitykset. Vilin ja pisteen merkitys sekoittuu, kun
oppilas laskee ¥, eikd kiytd jotakin vilid %. Talldisia virheita esiintyy esi-
merkiksi tehtavissé, joissa vertaillaan kahden populaation kasvua tai pitéisi
madrittda hetkellinen kiihtyvyys tv-kuvaajalta. Kuvassa 5 lasketaan hetkel-
linen kiihtyvyys kohdassa t = 24 oikein, laskemalla tangentin kulmakerroin.
Vilin ja pisteen merkityksen sekoittava oppilas ratkaisisi kyseisen tehtivin
laskemalla 1295.

Kolmas yleinen virhe kulmakertoimeen liittyen on se, ettd z- ja y-arvot

menevit laskettaessa vadrinpdin. Kulmakerroin siis lasketaankin £ = ﬁ—z.
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Tamé& voi johtua monesta eri asiasta, esimerkiksi kaava tai akselien paikat
muistetaan vadrin. Akselien nimedminen eri tavalla kuin kaavassa (esim. tv-
koordinaatisto) lisdd virheen riskid. Tamén lisdksi kuvaajan ja kulmaker-
toimen ominaisuuksien hahmottaminen tuottaa oppilaille hankaluuksia. Esi-
merkiksi se, miten kulmakertoimen positiivisuus tai negatiivisuus vaikuttaa
suoran kayttaytymiseen. Padttely kulmakerrointehtavissa perustuu usein sii-
hen, milta kuvaaja niyttaa. Jos y-arvot vihenevit z-arvojen kasvaessa, oppi-
las muistaa, ettd kyseessé on negatiivinen kulmakerroin. Paéttely voi néilla
tiedoilla menné oikein, mutta usein téstd seuraa késitys, ettd myds kulma-
kerroin muuttuu arvojen muuttuessa. Toisaalta ei myoskdan ymmaérreta, et-
td kulmakertoimen arvo 3 tarkoittaa sitd, ettd kun y-akselin arvo muuttuu
3 yksikkod, niin x-akselin arvo muuttuu vain yhden yksikon verran, jolloin
lineaarisen suoran kulmakerroin pysyy vakiona. [25, 29, 33].

Matematiikan ulkopuolisessa kontekstissa hankaluuksia aiheuttaa yksikoi-
den merkitseminen. Vaikka luonnontieteiden (esim. fysiikka ja kemia) opin-
noissa yksikoiden merkitysti korostetaan, todella moni jattad kulmakerrointa
médrittdessdin yksikot pois. Oppilaat kylld ymmaértavit yksikdiden merki-
tyksen tai ainakin vahintdan muistavat, ettd niiden kiyttamista korostetaan,
joten sen laittamatta jattdminen ei niinkdin kerro fysiikan taidoista. Wool-
nough [37] selittééikin, ettd yksikoiden kdyttdminen kulmakerrointehtévissa
ei oppilaiden mukaan tunnu luontevalta. Kulmakertoimen ajatellaan olevan
matemaattinen konsepti ja matematiikassa oppilaat eivit olleet tottuneet
kiyttamaan yksikoitd. Matematiikan kulmakerrointehtavat sijoittuvat yleen-
si xy-koordinaatistoon, jossa akseleilla ei ole yksikoitd. Oppilaat myos ko-
kevat, ettd fysiikan tehtdvin yksikot sekoittavat heitd, jolloin on helpompi
ratkaista tehtéva ilman.

6.3 Linkin puuttuminen

Kuvaajat ja kulmakerroin ovat vain esimerkkejé aihealueista, joiden sovelta-
minen matematiikasta sen ulkopuolisiin konteksteihin aiheuttavat vaikeuksia.
Kaikki ndihin liittyvat ongelmat pohjautuvat siihen, ettd linkki eri aineiden
valiltd jaa puuttumaan. Linkkien luomiseen on keskityttdvd aiempaan tar-
kemmin, jotta ongelmat tiedon siirtamisessa vihenisivat. Talloin oppilaalle-
kin tulisi selviiksi, ettd matematiikkaa ei opiskella ainoastaan sen takia, etta
osaisi matematiikkaa, vaan siksi, ettd osaa tulkita ja ymméartadd myods ympé-
roivad maailmaa.
Miten linkkeji voisi luoda?

- Koetoissé, varsinkin fysiikassa ja kemiassa, pitaisi kiyttda yksinker-
taisia vélineitd kuvaamaan yksinkertaisia tilanteita, jolloin oppilas voi
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helposti n&dhd&, miten tyo liittyy oikeaan tilanteeseen [37].

- Fysiikan tai kemian (my6s muut aineet) kéisite tai kaava pitiisi rakentaa
graafisesta datasta lahtien. Tuotettua dataa tulkitsemalla pitdisi pystya
johtamaan kelvollinen kaava kuvaamaan tilannetta [37].

- Oppilaan ei voi olettaa huomaavan yhteytta datan ja kaavan vélilld, jos
data ei sovi kaavaan [37].

- To6iden pitéda olla riittavan helppoja ja yksinkertaisia, jotta data yhdis-
tyy oikean maailman tilanteeseen ja oppilas oivaltaa yhteyden [37].

- Esimerkkejd kulmakertoimesta tarkasteltaessa on annettava oppilaalle
mahdollisuuksia tutkia sekd fysikaalisia ettd funktionaalisia tilanteita
ja rakentaa yhtildisyyksid ja eroja niiden vilille [35].

- Opetuksessa tulee rohkaista oppilasta pohtimaan, mitd kulmakerroin
kussakin tilanteessa edustaa ja miten erilaiset tilanteet liittyvéit toisiin-
sa [34].

- Kaavojen kiyttoon tukeutumisen lisdksi, oppilasta tulisi haastaa ajat-
telemaan kokonaisuutta jokaisessa kuvaajiin liittyvissd kontekstissa [34].

- Esimerkkejd kuvaajista ja kulmakertoimesta tulisi esittdd mahdollisim-
man laajasti my6s todellisen maailman tilanteista (talous, uutiset), jol-
loin niiden viliset erot ja yhtéldisyydet tulisivat selviksi ja ne osattaisiin
perustella matemaattisesti [28].

7 Pohdintaa

Kuvaajien tulkinta on osa joka péivaistd elaméi, silld niiden avulla on help-
poa ja yksinkertaista esittdd informaatiota. Kuitenkaan kuvaajien tulkitse-
minen ei ole yhtd yksinkertaista. Tasta syysta tulkitsemistaitoihin on kiinni-
tettava huomiota kouluissa.

Tassé tutkielmassa oli tarkoitus selvittad, millaisia taitoja kuvaajien te-
hokkaaseen tulkitsemiseen tarvitaan sekd minkéilaisia ongelmia oppilailla on
niiden tulkinnassa. Asiaa ldhestyttiin sekd matemaattisen tiedon (prosedu-
raalinen ja konseptuaalinen tieto) ettd tiedon siirtdmisen nékokulmasta. Yk-
si yleisimmin toistuva ongelma kuvaajien tulkitsemisessa on se, ettd mate-
maattisen tiedon ja kiytdnnon esimerkkien vililld ei ndhda yhteyttd. Mate-
maattista tieoa ei osata eikd edes ymmaérretd soveltaa kdytantoon. Oppilas ei
myoOskiddn osaa ldhestyd kuvaajaa esimerkiksi fysiikan oppitunnilla matema-
tiikasta tutulla tavalla, vaan hdn on hyvin kiinnittynyt fysiikasta tuttuihin
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ja turvallisiin proseduureihin. Toisaalta kuvaajat konteksteissa, jotka eivit
liity luonnontieteisiin, saavat oppilaat kiayttdméain luovempia ratkaisustrate-
gioita. Tamé& johtuu siitd, ettd oppilaalla ei ole olemassa tarkkoja kaavoja,
joihin tukeutua, vaan hin pohtii asiaa maanldheisemméstd nakokulmasta.
Muita mahdollisia syitd ongelmiin havaittiin olevan konseptuaalisen tiedon
puute joko matematiikassa tai kohdealassa sekd kuvaajan tulkitseminen ku-
vana. Pohjimmiltaan suurin osa ongelmista kuvaajissa pohjautuivat juuri
kuvamaiseen tulkintaan.

Kulmakerroin on keskeinen asia kuvaajiin liittyvien sovellutusten yhtey-
dessé ja juuri siitd syystd sen ymmarrysta on tutkittu melko paljon. Tutki-
muksissa kiy ilmi, ettd kulmakertoimen késite on oppilaille usein hyvin epé-
madrainen ja sen merkitystéd ei kokonaan ymmarretd. Oppilas saattaa osata
laskea kulmakertoimen arvon, mutta se jai irralliseksi osaksi kuvaajan luo-
masta kokonaisuudesta. Tadmé& huomataan selkeimmin, kun kulmakerrointa
ratkaistaan matematiikan ulkopuolisissa tehtavissd. Esimerkiksi yksikdiden
kdyttdminen kulmakertoimen arvon perassd tuntuu opppilaista kummallisel-
ta tai sen ei ymmarretd merkitsevin kiihtyvyytta tv-koordinaatistossa. Myds
puhtaasti matemaattisissa tehtévissid on hankaluuksia, kuten kuvaajan arvon
ja kulmakertoimen arvon kisitteen sekoittaminen. Télloin suoran kulmaker-
toimen ei ymmaérretd pysyvan vakiona. Kulmakertoimen ja kuvaajan arvon
véliset sekaannukset juontavat juurensa varmasti arkielimééin, jossa kulma-
kertoimella saatetaan tarkoittaa eri asiaa. Kulmakerroin jo sanana viittaa
kulmaan ja kaltevuuteen, joten oppilaille saattaa muodostua viara késitys
asiasta "vahingossa". Kaltevuuteen liittyvit representaatiot onkin havaittu
liittyvan matemaattisesti heikompien oppilaiden kuvauksiin kulmakertoimes-
ta, jolloin jokin yhteys intuitioon siind on oltava.

Kuvaajien esittdmat asiat seka kisitteet, joita ne sisaltavit, tuntuvat ole-
van oppilaille hyvin oppiainesidosteisia ja niiden tulkitsemiseksi on jokaisessa
aineessa omat prosessinsa. Tutkimuksissakin on havaittu, ettd tdmé johtaa
linkkien puuttumiseen sekd oppilaan omien representaatioiden vililtd etta
matematiikan ja muiden tieteiden vililtd. Opettajan kdyttdmilla represen-
taatioilla on suuri merkitys siind, millaisia representaatioita oppilaalle syn-
tyy. Erityistd huomiota vaatii eri representaatioiden yhdistdminen toisiinsa,
jolloin oppilaalle jaa kasitys, ettd esimerkiksi kulmakerroin kertoo kuvaajan
muutosnopeuden tai jyrkkyyden. Opetuksessa tulisi tdmén lisdksi keskittyé
luomaan matematiikasta perusteita muiden tieteiden matemaattiseen ongel-
manratkaisuun sekd tyokaluja arkielamén tilanteisiin. Opetuksen tulisi olla
monipuolista, jossa erityyppisid kuvaajia tarkastellaan, tulkitaan ja piirre-
taan. Talloin oppilaalle syntyy kattava kokonaiskuva kuvaajille tyypillisista
piirteistd ja ominaisuuksista ja hén osaa soveltaa tietojaan erilaisiin konteks-
teihin.
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