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Téssé tutkielmassa késitellddn DCLCC-optimointitehtévien ratkaisemista DCA-
algoritmeilla. DCA-algoritmi késittelee DC-tehtavia (Difference of two Convex func-
tions) eli tehtévid, joissa kohdefunktio on kahden konveksin funktion erotus. DCLCC-
tehtavit ovat alaluokka DC-tehtéaville, joissa on lineaariset komplementaariset ra-
joitteet. Tyo alkaa pohjatiedoilla konveksisuudesta ja optimoinnista, jonka jélkeen
esitellddn DC-tehtéavat ja DCA-algoritmit.

Tutkielman keskiossd on DCLCC-optimointitehtéva ja se, kuinka neljilla erilaisella
sakkofunktiolla voidaan formuloida DCLCC-optimointitehtéva DC-tehtavaksi. Uu-
delleen formulointi halutaan tehda siksi, ettd DC-optimointi on tehokas tapa ldhes-
tyd epakonveksia optimointia. Optimointitehtdvien muodostamisen jilkeen tyOssé
kidydaan lapi algoritmien soveltamista QPLCC- ja EiCP-tehtéville. QPLCC-tehtavit
ovat kvadraattisia tehtavia lineaarisilla komplementaarisilla rajoitteilla. EiCP-tehtéavat
ovat puolestaan epasymmetrisia ja komplementaarisia ominaisarvotehtavia. Tutkiel-
man lopussa esitelladn numeerisia tuloksia, joista ilmenee algoritmien tehokkuus ai-
empiin kiytdssa oleviin algoritmeihin verrattuna.
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1 Johdanto

Matemaattisessa optimoinnissa tavoitteena on loytaé paras mahdollinen ratkaisu an-
netuissa olosuhteissa, joita kutsutaan rajoitteiksi. Optimointitehtévat esitetdan ylei-
sesti minimointitehtavind, jonka vuoksi konveksit funktiot ovat mielekkaitd. Epési-
leys puolestaan tarkoittaa, ettd funktio ei ole jatkuvasti differentioituva kaikkialla.
Epésiledssd optimoinnissa (Nonsmooth Optimization) tata funktiota arvioidaankin
usein aligradienttien avulla muodostetuilla linearisoinneilla. Aligradientit ovat yleis-
tyksid gradienteista ja alidifferentiaali on joukko, joka muodostuu aligradienteista.
Alidifferentiaalia ja aligradientteja kiytetdan silloin, kun funktiolla ei ole jatkuvia
gradientteja. Téllaisia tilanteita tulee vastaan juuri epésiledssid optimoinnissa. 1]

Kahdesti differentioituva funktio voidaan aina esittdé kahden konveksin funk-
tion erotuksena eli niin sanottuna DC-funktiona. DCA-algoritmi on kehitetty DC-
funktioiden optimointiin ja siind arvioidaan jalkimmaistd DC-komponenttia lineari-
soinnilla, jolloin kohdefunktio on muotoa "konveksi miinus lineaarinen".

DCLCC eli DC-tehtéva lineaarisilla komplementaarisilla rajoitteilla on tutkiel-
man keskeisin optimointitehtéavi. Kyseinen tehtévé formuloidaan DC-tehtaviksi sak-
kofunktioiden avulla. DC-tehtdvin muodostamisen jélkeen esitelldén, kuinka muo-
dostetut DCA-algoritmit voidaan muokata QPLCC- ja EiCP-tehtéviin sopiviksi.
QPLCC-tehtava tarkoittaa kvadraattista tehtévaa lineaarisilla komplementaarisilla
rajoitteilla ja EiCP-tehtavd on epdsymmetrinen ja komplementaarinen ominaisar-
votehtédva. Tutkielman loppuun on listattu numeeriset tulokset. Tamé tyo perustuu
erityisesti artikkeliin [8|.

Tutkielman rakenne on seuraava: Luku 2 koostuu konveksisuuden ja optimoinnin
pohjatiedoista. Luku 3 késittelee DC-funktioita ja DCA-algoritmeja. Liséksi luvussa
esitelldan yleinen DCA-algoritmi. Luvussa 4 esitellidn DCLCC-optimointitehtavé ja
sakkofunktiot, kuten myos optimointitehtévin formulointi DC-tehtavéiksi eri sakko-
funktioiden avulla. Luku 5 esittaé kasiteltyjen optimointimenetelmien soveltamisen
QPLCC- ja EiCP-tehtaville. Luvussa 6 on puolestaan listattu numeerisia tuloksia,
joista ilmenee kasiteltyjen algoritmien tehokkuus.



2 Pohjatietoa

Aluksi esitelldan tutkielmassa kdytettyja merkint6ja sekd konveksisuuteen ja opti-
mointiin liittyvid maéritelmia ja lauseita. Luvun tulokset perustuvat ldhteisiin [1] ja

3]

Merkintoja:
R" n-ulotteinen Euklidinen avaruus
r—y x ldhestyy arvoa y
t40 t— 04
sup supremum eli pienin ylaraja
inf infimum eli suurin alaraja
max maksimsi
min minims

arg min f(x)

piste, jossa funktio f saa minimiarvon-
sa

f(x) funktion arvo pisteessi @

Vif(x) funktion f Hessen matriisi pisteessa @

Vf(x) funktion f gradientti pisteessd x

fl(x,d) funktion f suuntaderivaatta pisteessa x
suuntaan d

Ocf(x) funktion f alidifferentiaali pisteessé x

Of (x) konveksin funktion f alidifferentiaali
pisteessa x

a% x) osittaisderivaatta pisteen & suhteen

Kg(x) joukon S kontingenttikartio (contin-
gent cone) pisteessi x

Ts(x) joukon S tangenttikartio pisteessé x

Ng(x) joukon S normaalikartio pisteessa x

Kaikki vektorit & € R™ ovat pystyvektoreita ja vastaavasti niiden transpoosit x’
ovat vaakavektoreita. Sisdtuloa merkitadn (x, y) ja Euklidisen avaruuden R™ normia
merkitéén ||z||. Néin ollen

<$,y> = szyz ja HwH =V <w7m>7

missd ¢,y € R" ja z;,y; € R ovat vektoreiden komponentteja.

Neliomatriisi on matriisi, jolla on yhtd monta vaaka- ja pystyrivid, n X n matriisi
on n-kertainen neliomatriisi. Neliomatriisi A € R™*" on symmetrinen, jos A = AT
eli, jos (A);; = (A);; kaikilla 7, j € {1,...,n} ja (A);; on matriisin A alkio vaakari-
villd 4 ja pystyrivilla j. Matriisin A transpoosi on AT € R"*"

Neliomatriisi A € R™ ™ on posititvidefiniitti, jos
(x,Az) >0,V e R", x £ 0
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ja megatiividefiniitti, jos

(¢, Az) < 0,V x € R", & # 0.

Vastaavasti matriisi A € R™*™ on positiivisemidefiniitti, jos
(x,Axz) > 0,Vx ¢ R"
ja negatiivisemidefiniitti, jos
(X, Az) <0,V € R".

Jos matriisi ei ole kumpaakaan edellisista, se on indefiniitti.

Ominaisarvo matriisille A € R™*™ on skalaari A, jos
Az = \x
jollekin nollasta eroavalle vektorille & € R™. Vektoria & kutsutaan ominaisarvoa A
vastaavaksi ominaisvektoriksi.
Avointa ja suljettua palloa, jonka keskipiste on & € R" ja sidde on r > 0, merki-
téadn B(x,r)(avoin) ja B(x,r)(suljettu) eli
B(x,r)={y eR"|[ly—z||<r} ja Blx,r)={yeR"||y—=|<r}

Merkinté [z, y] tarkoittaa suljettua viivasegmenttid pisteiden @ ja y vilissé siten,
ettd paatepisteet  ja y kuuluvat kyseiseen joukkoon eli

[,y ={z€R"|z=dx+ (1 - Ny, kan0< A< 1}

Vastaavasti merkinté (x, y) tarkoittaa avointa viivasegmenttié, jossa padtepisteet x
ja y eivat kuulu mukaan joukkoon.

Merkinté d(x, S) tarkoittaa pisteen & € R" etdisyytta epétyhjésté joukosta S C
R™. Sen maaritelma on

d(z, S) = inf{||z — s|||s € S}.

2.1 Konveksisuus

Kaydaédn 1api muutamia perustuloksia konveksisuudesta asioiden késittelyn helpot-
tamiseksi. Perusmadaritelmén liséksi kerrataan myos konveksi kartio ja normaali kar-
tio, sekd konveksit funktiot.

Maaritelma 1. Olkoon S joukon R™ osajoukko (S C R™). Joukko S on konveksi,
jos
A+ (1—-Nyes

kaikilla x,y € S ja A € [0, 1].



Geometrisesti tamé tarkoittaa, ettd joukko on konveksi, jos suljettu viivaseg-
mentti [z, y| kuuluu joukkoon S kokonaan riippumatta siitd, missé padtepisteet x
ja y ovat joukon S sisalla.

Maaritelma 2. (Konveksi kartio) Joukko C' C R™ on kartio, jos Ax € C kaikilla
x € C'ja X > 0. Liséksi, jos C on konveksi, niin sitd kutsutaan konveksiksi kartioksi.

Lause 1. Joukko C C R"™ on konveksi kartio, jos ja vain jos
e+ py € C kaikilla x,y € C ja A\, p > 0.

Todistus. Jalkimmaisestd ominaisuudesta selvéistikin seuraa, ettd C' on konveksi kar-
tio. Oletetaan, etté joukko C' on konveksi kartio ja x,y € C'ja A, u > 0. Koska joukko
C on kartio piatee Ax € C ja uy € C'. Lisdksi koska C' on konveksi saadaan

1 1
e+ (1=2=
2)\ + ( 2)#1/6(]

ja kayttamalla kartion ominaisuutta saadaan

1 1
AT + py = 2(5)\:1: + (1 - é)uy) eC.

]

Maaritelma 3. (Tangenttikartio) Epatyhjan joukon S tangenttikartio pisteessa @ €
S on joukko

Ts(x) ={d € R" | Vt; L 0 ja x; = « kun «; € S,3d;, — d siten ettd x; + t;d; € S}.

Maaritelma 4. (Normaalikartio) Epatyhjan joukon S normaalikartio pisteessa @ €
S on joukko

Ng(x) :=={z € R"| (2,d) <0,Vd € Ts(x)}.
Joukon Ng(x) alkioita kutsutaan normaalivektoreiksi.
Seuraavaksi kiyyddan 1api konveksit funktiot.
Maaritelma 5. Funktio f : R" — R on konveksi, jos
FO + (1= Ny) < Af(@) + (1 - N f(y),

kun pisteet x ja y kuuluvat joukkoon R™ ja A € [0, 1]. Jos epdyhtélossa ylld on aito
epasuuruus kaikilla @,y € R" siten, ettd « # y ja A € (0,1), niin funktio f on
aidosti konveksi. Jos on olemassa o > 0 jolla f(x) — ||z||* on konveksi, niin funktio
f on vahvasti konveksi. Funktio f : R™ — R on konkaavi, jos —f on konveksi.

Seuraava lause esittaa toisen maaritelman konveksille funktiolle.



Lause 2. (Jensenin epiyhtilé) Funktio f : R™ — R on konveksi, jos ja vain jos

/ < Z /\imi) < Z Aif (x4),

aina kun x; € R", \; € [0,1] kaikilla i =1,...,m ja > ;" N\ = 1.
Todistus. Seuraa induktiolla konveksin funktion méaritelmésta. ]

Funktio f on lokaalisti Lipschitz-jatkuva, jos kaikissa pisteissd & € R™ on ole-
massa Lipschitz vakio L > 0 ja skalaari ¢ > 0 joilla

[f(y) = f(2)| < Llly — 2 Vy,z € B(xe).

Konveksi funktio on aina lokaalisti Lipschitz-jatkuva [1].

Suuntaderivaatta antaa arvion funktion arvojen muutoksesta, minké vuoksi sité
voidaan kiyttda 10ytamadan niitd suuntia, joihin funktion arvo kasvaa, pienenee tai
pysyy samana. Funktion f : R" — R suuntaderivaatta pisteessi & € R™ suuntaan

d € R™ maaritellaan
’ 10 t '

Gradientin yleistystd kutsutaan aligradientiksi [3]. Se on térked tyokalu opti-
moinnissa silloin, kun jatkuvia gradientteja ei funktiolla ole.

Maaritelma 6. Alidifferentiaali konveksille funktiolle f : R™ — R pisteessid € R"
on joukko

Of (x) = {€ €R" | f(y) > f(z) + (£, y — x) kaikilla y € R"}.
Jokainen vektori € € df(x) on funktion f aligradientti pisteessi x.

Seuraavan lauseen mukaan konveksi funktio voidaan esittédd sen aligradienttien
avulla.

Lause 3. Jos funktio f : R™ — R on konveksi, niin kaikille pisteille y € R”

fy) =max{f(x) + (£ y—=x) |z cR" {cif(x)}.

Todistus. Oletetaan, ettd y € R™ mielivaltainen piste ja ¢ € df(y). Olkoon

Si={f(@)+ (& (y—2)) | & e R"€ € Of(@)}.

Konveksin funktion alidifferentiaalin méaaritelmin mukaan

fly) > f(x) + (& (y — x)) kaikilla x € R" ja € € Of ()

vihjaten, ettd joukko S on ylh&alté rajoitettu ja
sup S < f(y).

>



Toisaalta péatee
fy)=fy)+{ (y—y)) €5,
miké merkitsee, ettd f(y) < supS. Téten
f(y) = max{f(z) + (§, (y — =) |z e R", £ € Of(x)}.
]

Maaritelma 7. (Clarken yleistetty suuntaderivaatta) Olkoon funktio f : R" — R
lokaalisti Lipschitz-jatkuva pisteessd & € R™. Funktion f yleistetty suuntaderivaatta
pisteessd « suuntaan d € R™ maaritelladn

Fo(@, d) = limsup LY+ 14 = /@)

y—x,tl0 t

Maaritelma 8. (Clarken alidifferentiaali) Olkoon funktio f : R® — R lokaalisti
Lipschitz-jatkuva pisteessid & € R”. Silloin funktion f yleistetty alidifferentiaali tai
Clarken alidifferentiaali pisteessi @ on joukko O¢ f(x) vektoreita & € R™ siten, etta

dof(x) ={£ €R" | [*(x,d) > (§,d),Vd € R"}.

Jokainen vektori € € Oc f(x) on funktion f yleistetty aligradientti tai Clarken ali-
gradientti pisteessa .

Lause 4. Jos funktio f : R" — R on konveksi, niin

(i) f'(x,d) = f°(x,d), VdeR"ja

(ii) Of (@) = 00 f ().
Todistus. Todistettu lédhteessa [1]. O
Aligradientit ovat yleistyksid normaalista gradientista.
Lause 5. Jos funktio f on jatkuvasti differentioituva pisteessd x, niin
I f(x) ={V[(x)}.
Todistus. Todistettu lédhteessa [1]. O

2.2 Optimoinnista

Tassa tyossa tarkasteltava optimointitehtéva on muotoa

{mln f(x) (1)
st. xes,

missé kohdefunktio f : R™ — R on lokaalisti Lipschitz-jatkuva ja sallittu joukko
S C R" on epétyhja. Minimize (lyhyesti min) tarkoittaa kohdefunktion minimointia
ja subject to (lyhyesti s.t.) merkitsee rajoitteita. Jos funktio f on konveksi ja S on
konveksi joukko, niin tehtévid (1) kutsutaan konveksiksi. Jos S = R", niin tehtiavaa
(1) kutsutaan rajoitteettomaksi.



Maaritelma 9. Piste * € S on tehtévan (1) globaali optimi (tai minimi), jos se
toteuttaa

flx*) < f(x) Vaxebs.

Maaritelma 10. Piste * € S on tehtévin (1) lokaali optimi (tai minimi), jos on
olemassa sellainen 0 > 0, etté

f(x*) < f(x) VxeSnB(x").

Optimointi on helpointa konvekseille ja lineaarisille funktioille. Kaytannossa useat
reaalimaailman mallinnustehtavét eiviit ole kumpaakaan [3]. Kun kohfefunktio on
jatkuvasti differentioituva, sitd kutsutaan siledksi. Puolestaan, kun tehtéva ei ole si-
led, kutsutaan sité epésiledksi. Kyseessa on talloin siis epdsiledn optimoinnin tehtéava.

Rajoitteettomassa siledssé optimoinnissa optimaalisuusehtona on se, ettd opti-
missa gradientin arvo on nolla. Kuitenkaan se, ettd gradientti on nolla, ei takaa
optimaalisuutta, ellei funktio ole konveksi. Mikéli kaikki gradientin nollakohdat 16y-
detdén, on optimi vélttamétta oltava ndiden joukossa, jos se ylipaataén on olemassa.
Liséksi optimi on pisteisté se, jolla kohdefunktion arvo on pienin.

Nama tulokset voidaan yleistdd myos rajoitteiseen epésileddn tapaukseen.

Lause 6. Olkoon x* tehtdvan (1) lokaali optimi, missa funktio f : R™ — R lokaalisti
Lipschitz-jatkuva pisteessia x* € S # 0. Tdlloin

0¢e 8cf(w*) + Ns(w*)
Todistus. Todistettu lahteessa [1]. O

Lause 7. Jos optimointitehtiva (1) on konveksi, niin x* € S on tehtdvin (1) globaali
optimzi, jos ja vain jos

0cOf(x") + Ng(x").
Todistus. Todistettu lahteessa [1]. O

Jos tehtévé on rajoitteeton eli S = R™, niin silloin Ng(x) = R” ja lauseiden 6 ja
7 optimaalisuusehdot redusoituvat muotoon 0 € do f(x*) ja 0 € Jf (x*).

Maaritelma 11. Pistettd & € R™ jolle pitee 0 € J¢ f(x) kutsutaan funktion f
stationddriseksi pisteekst.

Seuraavaksi tarkastellaan kohdefunktion laskeutumissuuntaa. Konveksille funk-
tiolle laskeutumissuunta osoittaa aina kohti globaalia minimia.

Maaritelma 12. Suunta d € R" on funktion f : R* — R laskeutumissuunta
pisteessi & € R", jos on olemassa sellainen ¢ > 0, ettd kaikille ¢ € (0, ]

flx+td) < f(x).

Lause 8. Olkoon funktio f : R™ — R lokaalisti Lipschitz-jatkuva pisteessi x € R™.
Suunta d € R™ on funktion f laskeutumissuunta pisteessd x, jos

&dy<0 VvV &€dcf(x) tai [fo(x,d)<O.
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Todistus. Todistettu léhteessa [1]. O

Lauseen 8 tuloksen perusteella voidaan generoida laskeutumissuunta epasileélle
funktiolle. Tulos edellyttda kuitenkin koko alidiferentiaalin tuntemista, mika vali-
tettavasti kiytédnnossd on usein lilan suuri vaatimus [3]. Néin ollen perusoletuksena
epésiledissd optimoinnissa onkin, ettd koko alidifferentiaalin sijaan jokaisessa pistees-
sé on saatavilla yksi mielivaltainen aligradientti.

Kimppumenetelmét puolestaan arvioivat kohdefunktion alidifferentiaalia joukol-
la edellisilld iteraatiokierroksilla keratyilla aligradienteilla. Saatujen tietojen avulla
kohdefunktiosta luodaan malli, jonka avulla voidaan maéarittad alkuperdisen funk-
tion laskeutumissuunta. Vaikka kimppumenetelmien konvergointinopeudet eivit myos-
kdan ole kovinkaan hyvid, ovat ne yleisesti ottaen tehokkaampia menetelmia kuin
aligradienttimetodit. [3].

Esitelldan vield Slaterin rajoite-edelletys, joka on keskeinen késite jatkossa. Ni-
mittain valttdmattomien KKT-optimaalisuusehtojen oletuksena on Slaterin rajoite-
edellytyksen toteutuminen [1].

Maaritelma 13. Funktio g toteuttaa Slaterin rajoite-edellytyksen, jos on olemassa
x € S siten, ettd g(x) < 0.

3 DC-funktioista

DC-funktiot (Difference of Convexr) muodostavat erittdin suuren osan epékonvek-
seista funktioista, silla kaikki ainakin kahdesti differentioituvat funktiot voidaan kir-
joittaa kahden konveksin funktion erotuksena [3]. Télld valinnalla voidaan arvioida
erikseen konveksia ja konkaavia osaa.

3.1 DC-funktiot

DC-funktio on kahden konveksin funktion erotus. DC-funktio on muotoa

misséd g ja h ovat konvekseja funktioita. Téssé on hyva huomata, ettd kahden kon-
veksin funktion erotus on yleenséd epakonveksi. Témaén takia perinteiset konveksit
optimointimenetelmét eivit sovellu suoraan DC-funktioille.

Lause 9. Seuraavat DC-tehtivin muotoilut ovat ekvivalentteja:
(i) sup{f(x) : & € C}, missd funktio [ ja joukko C ovat konvekseja,
(11) inf{g(x) — h(x) : € R™}, missd funktiot g ja h ovat konvekseja,

(111) inf{g(x) — h(x) : x € C, fi(x) — fo(x) < 0}, missd funktiot g, h, fi ja fo sekd
joukko C' ovat konvekseja.



Todistus. Todistettu l&hteessd [10]. O

DC-tehtéavit kasittelevit minimointitehtdvdaa funktiolle f, joka on konveksien
funktioiden erotus koko maarittelyjoukossa X. Yleisesti ottaen, niin kutsuttu stan-
dardi DC-tehtdvd on muotoa

a=inf{f(x) = g(x) — h(x): x € X}, (2)

missé g ja h ovat konvekseja funktioita. DC-funktiolla f on DC-komponentit ¢ ja h.
Erotus g — h on DC-hajotelma funktiosta f. [6]

Maaritelma 14. Polyhedraali DC-tehtdvd on DC-tehtavd, jossa ainakin toinen
funktioista f tai h on konveksi ja polyhedraalinen. [5]

Lause 10. Olkoot funktiot g, h : R™ — R konvekseja. Jos piste * € R™ on funktion
f =g — h lokaali minimi, niin seuraavat ehdot pdtevdt

Oh(x") C dg(x"),
0 € dcf(x") ja
dg(x*) N oh(x*) # 0.

Toisin sanoen mikéli ratkaisu on olemassa, on naiden kolmen ehdon myo6s toteu-
duttava [3].

Piste «* on priméérisen DC-tehtévéin (2) (eli funktion f = g — h) kriittinen pis-
te, jos Dg(x*) N Oh(x*) # 0. Sitd kutsutaan primédirisen DC-tehtavian (2) vahvasti
kriittiseksi pisteeksi, jos O # Oh(x*) C dg(x*) [6].

3.2 DCA-algoritmi

Alkuperédinen DCA-algoritmin paéidea nojautuu DC-tehtévin kohdefunktion raken-
teeseen f = g — h seké kriittisten ja vahvasti kriittisten pisteiden tarkasteluun. Jo-
kaisella iteraatiolla k& DCA-algoritmi arvioi komponenttia h(x) sen affiinisella ap-
proksimaatiolla. Matemaattisesti voidaan siis ilmaista h(x*) + (y*, & — x*), missi
y* € Oh(x") [6]. Tamén jilkeen saatu konveksi funktio minimoidaan. Toisin sanoen
linearisoidaan funktio A, jolloin kohdefunktio on muotoa "konveksi miinus lineaari-
nen".

Tavallinen DCA-algoritmi standardin DC-tehtédvin (2) ratkaisemiseen

Alustus Valitse aloituspiste ¥ € R", aseta k := 0.
Toista

Askel 1: Laske y* € 0h(x").
Askel 2: Laske 1 € argmin{g(z) — h(z*) — (y*, = — x*) : x € R"}.

Askel 3: Aseta k:=k + 1.



Kunnes {z*} konvergoi.

DCA-algoritmin konvergointi kriittiseen pisteeseen standardille DC-tehtéaviélle on
todettu lédhteen [12] lauseessa 3.

3.3 Yleinen DCA

Niin sanotun yleisen DC-tehtdvin muoto on
min{g(x) — h(x) : x € C, g;(x) — hi(x) <0,i=1,...,m}, (3)

missd C' on epatyhja suljettu konveksi joukko euklidisessa avaruudessa R"™ ja g, h, g;, h;,
kun i =1,...,m, ovat konvekseja funktioita. Témén luokan DC-tehtévat ovat kaik-
kein yleisimpia DC-tehtévien muotoja. Lisdksi ne ovat vaikeampia kuin standardit
DC-tehtéavét, koska rajoitteet ovat epdkonvekseja. Optimointitehtavin (3) ratkaise-
miseksi on esitetty pari vaihtoehtoa ldhteessa [8|. Ensimmaéinen tavoista hyodyntaa
sakkofunktiota, jolloin rajoitteinen tehtévd (3) muuntuu standardin DC-tehtdvéin
(2) muotoon. Tehtava ratkaistaan DCA-algoritmista kehitetylld versiolla, jossa péi-
vitetddn sakkoparametria. Toinen tapa kasitellda DC-tehtévan rajoitteita on kiyttaa
vastaavaa ideaa kuin standardin tehtdvin (2) DCA-algoritmissa. Téll6in linearisoi-
daan DC-tehtévin rajoitteiden jélkimmaiset DC-komponentit, jotta voidaan luoda
arvio sallitusta joukosta. Tulokseksi saatu konveksi aliongelma on jokaisella iteraa-
tiokierroksella muotoa

min{g(x) — (yk,:c) cx € C,gi(x) — hz(:ck) — <yf,az - azk) <0,Vi}, (4)

missi y* € Oh(x*),y* € Oh;(x*) kaikilla i = 1,...,m. Usein télldinen konveksi ap-
proksimaatio ei kuitenkaan ole riittavan hyva, ja se voi tehdé konveksin aliongelman
(4) ratkaisemisen mahdottomaksi. T#ll6in aliongelmiin voidaan kokeilla relaksointia.
Télloin tehtévin (4) sijaan ratkaistaankin ongelmaa

min{g(z) — (y*,x) + tys : x € C, 5 > 0,
gl(m)_h’L(mk)_ (yf,w—wk> < st = 17-‘-7m}7

(5)

missé £, > 0 on sakkoparametri. Selvésti (5) on konveksi optimointitehtévéi, joka on
aina mahdollista ratkaista. Lisdksi Slaterin rajoite-edellytys téyttyy optimointiteh-
tavin (5) rajoitteille, jolloin Karush-Kuhn-Tuckerin (KKT) optimaalisuusehto pétee
ratkaisulle (¥, s**1) tehtiviissi (5) [8]. Optimointitehtiviin (3) DCA-algoritmi on
seuraavanlainen.

DCA-algoritmi yleisen DC-tehtéviin (3) ratkaisemiseen

Alustus: Valitse aloituspiste £° € C;0;,0, > 0 ja aloitussakkoparametri t, > 0.
Aseta k := 0.

Askel 1: Laske y* € Oh(z"), y* € Oh;(x¥), missi i = 1,...,m.
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Askel 2: Laske konveksin tehtiiviin (5) ratkaisu (21, s**1) ja vastaavat Lagrangen ker-
toimet A¥*! kaikille s = 1,...,m.

Askel 3: (Pysdytystesti) jos ! = ¥ ja s¥t1 = 0 niin lopeta, muuten siirry askeleeseen
4.

Askel 4: (Sakkoparametrin péivitys) laske
= min<||azk+1 — LY 51)
i=1

ja aseta

tp , Jos ty 2> 1y,
lht1 = i
ty + 00, jos t < 1g.

Askel 5: Aseta k := k + 1 ja siirry askeleeseen 1.

Y14 olevan algoritmin globaali konvergenssi kriittiseen pisteeseen on todistettu lah-
teessd [5]. Sakkoparametrin péivitys ry on valittu ldhteen 8] mukaan.

4 DCLCC ja sakkofunktiot

Seuraavaksi esitellidan DCLCC-optimointitehtévé, joka formuloidaan DC-tehtéviksi
sakkofunktioiden avulla.

4.1 DCLCC-optimointitehtava ja stationairisyyden kasitteet

DCLCC (DC lineaarisilla komplementaarisilla rajoitteilla) on optimointitehtéva, jo-
ka on muotoa

min  f(z,y) = g(x,y) — h(z,y)
st. Ax+ By+a <0,

Nx 4+ My + q = w,

y>0, w>0, (y,w)=>0,

(6)

missi funktiot g,h : R"™™ — R ovat konvekseja ja jatkuvasti differentioituvia,
parametrit a € RP,q € R, A € RP*" B € RP*" N € R™" ja M € R™™,
Lineaariset komplementaariset rajoitteet rajaavat tehtdvan sallittut ratkaisut, eli
mitkd ratkaisut ovat kiytdnnossd mahdollisia. Optimointitehtdvin muotoilu seuraa
ldhteesta 8]

Selkeyden vuoksi kidydéan lapi joitain DCLCC-tehtavén stationédarisia konsepte-
ja. Olkoon F optimointitehtévin (6) sallittujen pisteiden joukko. Kaikille (x*, y*, w*) €
F, maaritelldan indeksijoukot:

L(y" w') = {i:y; <wj},
w(y®,w') = {iy; > wi},
Ly, w") = {i:y; = w; =0}



Maaritelméa 15. Piste z* = (z*, y*, w*) € F on:

(a) heikosti stationddrinen, jos on olemassa kertoimet 3 € RP ja vY,v* € R™
siten, etta

V.f(x*,y*)+ AT — N"v" =0,
V,f(x*,y*)+ BB - M"v" —v¥ =0,
B>0,(8,Ax" + By" +a) =0,

v =0,i€ L,(y",w"),

v/ =0,i € I,(y", w"),

(b) wahvasti stationddrinen, jos se on heikosti stationdédrinen ja

v > 0,0 >0 Viel(y',w"),

(¢c) B-stationddrinen, jos
<vl‘f<m*7 y*)’ dm) + <vyf(m*a y*)v dy> Z 07 V (dma dy7 d’l.U) 6 T]:(Z*),

missa T'’7(z*) on optimointitehtévin sallitun joukon F tangenttikartio pisteessa

*

z.

Lisatietoa stationddrityyksista 16ytty muun muassa lahteista [8] ja [13].

Huomautus 1.

(i) Jos (x*, y*, w*) on vahvasti stationéérinen piste optimointitehtévéissé (6), niin
se on myos B-stationédérinen piste samassa tehtavissa [13].

(ii) Jos f on konveksi ja (z*,y*, w*) on B-stationdérinen piste optimointitehté-
véssd (6), niin (z*, y*, w*) on optimointitehtdvin (6) lokaali optimi [9].

Seuraavaksi esitellaén DCA-algoritmi, joka sopii DCLPP-tehtéviille.

4.2 DCLCC-tehtavan formulointi DC-tehtavaksi sakkofunk-
tioiden avulla

Oletetaan koko ajan, ettd optimointitehtévin (6) lineaaristen rajoitteiden méarit-
teleméd joukko on epityhji. Madritellddin funktio v : R? — R seuraavasti ¢ €

{wmin’ 77Z)FB} j&
Y™ (a,b) = min(a, b) (minimi funktio)

VB (a,b) = a + b — Va? + b* (Fischer-Burmeister funktio).
Voidaan todistaa [8], ettd v toteuttaa seuraavat ominaisuudet:

(i) ¢ on konkaavi ja jatkuva joukossa R ;

(ii) ¢(a,b) >0,Va,b> 0;
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(iii) ¢(a,b) =0« ab=0,a > 0,b > 0.
Téaten komplementaarinen rajoite (y,w) = 0 tehtivéssi (6) voidaan korvata
JOkO Z¢ yzawz) = 0 tai maX 77Z)(ywwz) = 0.
i=1

Olkoon nyt p lyhenne yhdestd neljistid sakkofunktiosta p; : R*™ — R,i =
1,...,4, jotka ovat

P1 (y7 'lU) . Z @/}mm Yi, wz Z min yza wz (7>
=1
P2y, w) == ZwFB Yi, wi) = Z(yz +w; — V(1:)? + (w3)?), (8)
=1
ps(y, w) := max Yy, w;) = max min(y;, w;), (9)

pa(y,w) == max P (yw) = max (yi+wi—+/(y:)” + (wi)?).  (10)

-----

Olkoon joukko C maééritelty optimointitehtévén (6) lineaaristen rajoitteiden mu-
kaan, eli

C = {(m,y,w) ER””’”:Aw+By+a§0,N:1:+My+q:w,y20,w20}.

Siten optimointitehtévén (6) sallittujen pisteiden joukko F on

F ={(z,y,w) € C: p(y, w) <0},

ja optimointitehtavé (6) voidaan kirjoittaa muotoon

min{ f(x,y) : (x,y,w) € F}. (11)

Tarkastellaan sakkotehtavaa

min{ f(z,y) + tp(y, w) : (z,y, w) € C}. (12)

Seuraava lause osoittaa, ettd kun joukko C on rajoitettu niin kiytetty sakkofunk-
tio on eksakti eli sakkotehtévd (12) on ekvivalentti tehtévén (11) kanssa, kun ¢ on
tarpeeksi suuri.

Lause 11. Olkoon C rajoitettu ja optimointitehtivin (6) sallittujen pisteiden joukko
epatyhja. Tdten on olemassa posititvinen luku to siten, ettd kaikilla t > ty optimoin-
titehtdvat (11) ja (12) ovat ekvivalentteja niin, ettd niilld on sama optimiarvo ja
optimaalinen ratkaisu.

Todistus. Todistus seuraa ldhteessé (8] esitettyéd todistusta. Ensin todistetaan, etté
on olemassa t > 0 jolle

d((z,y,w), F) <tp(y,w), VY(x,y,w)ecC.
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Lauseen 5 mukaan l&hteessé 7], on olemassa ¢; > 0 jolla
d((w7y’w)7f) S tlpl(yaw)’ V(mava) eC. (13>
Toisaalta,

2+/2
9

pl(yaw) S pZ(yaw)v Vy,’w Z 07 (14>

silld jos 0 < a < b, niin

2ab 2a 2a
a+b—Va?+b = = > .
a+b+vVaZ+b2 S+ 1+/($2+1  2+V2

Samoin mikali 0 < b < a niin

2
2+v2

a+b—vVa2+0b2>

Néista seuraa epayhtilod

a+b—vVa>+b>> min(a,b), VYa,b>0.

2
242
Téten epayhtalo (14) pétee.

Liséksi on helppo néhda, etta
pl(y7 w) S mp3(y7w)7 p2(y7 ’UJ) S mp4(y7 ’U)), vyv w Z 0. (15>
Epéyhtaloista (13)- (15) seuraa

d((z,y,w),F) <tp(y,w), VY(z,y,w)ecCjollat=

mtl.

2+/2
9

Selvésti, jos (z,y,w) € C, niin p(y,w) > 0 ja funktio f on Lipschitz-jatkuva jou-
kossa C (koska f on jatkuvasti differoituva ja joukko C on kompakti). Seurauksena
ldhteen [7] véitteen 4 mukaan on olemassa positiivinen luku t, jolle kaikilla t > to
tehtavit (11) ja (12) ovat ekvivalentit. O

Samantyylinen tulos lauseen 11 sakkofunktiolle p; on esitetty lihteessé [9] lausees-
sa 2.4.3 affiineille tasapainopisterajoitteisille matemaattisille optimointitehtéaville.
Kahdessa seuraavassa aliluvussa esitelladn DCA-algoritmi tehtévélle (12) kédyttden
sakkofunktioita (7)-(10).

4.3 Standardeja DCA-tehtavia sakkofunktioiden noudattaes-
sa L'-metriikkaa

Kun p(y, w) = p1(y, w), tehtévd (12) kirjoitetaan standardina DC-tehtévané:

min{ F}' (z,y, w) := G(z,y,w) — H} (z,y,w) : (x,y,w) € R"™"} (16)
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missa
G(QZ, Yy, ’UJ) = 9(337 y) + XC(m7 Yy, ’lU), Htl(m7 Yy, ’lU) = h(il}', y) - tz wmin(yi, wz)
i=1

Merkinté yc tarkoittaa joukon C' indikaattorifunktiota, joka maaritelladn xc(ax) = 0,
jos & € C| ja 400 muuten.

Kun p(y, w) = po(y, w), niin tehtdvéd (12) voidaan myos ilmaista standardina DC-
tehtévana:

min{ F}(z,y, w) = G(x,y,w) - H}(z,y, w) : (z,y,w) € R""}, (17)
missa
Ht2<w7y7 'UJ) = h(fB,y) - tszB(y’mwz)
=1

Standardin DC-tehtévin ratkaisuun kédytettavin tavallisen DCA-algoritmin mukaan
jokainen DCA-algoritmin iteraatiokierros tehtévidn (16) (vastaavasti tehtdviian (17))
edellyttaa aligradientin

(@, 5" w") € OH] (a*,y", w"), kun j =1,2,
laskemista, jolloin ratkaistavana on konveksi optimointitehtavé
mln{g(way) - <ikaw> - <yk7y> - <Ek7w> : (w7y7w) € C} (18>

Néin ollen kaksi ensimmaistd DCA-algoritmia tehtévien (16) ja (17) ratkaisemiseen
eroavat ainoastaan ensimmaisessa askeleessa.
Aligradientti (Z,y,w) € 0H}(x,y, w) voidaan laskea seuraavasti:

T =V,hz,y), y=V,hz,y) +ty, w=tw, (19)
missi (;, 0;) € O(—y™) (y;, w;), i € {1,...,m}. Koska
—Wmn(yi, wi) = maX(_yi> —wi),

voidaan aligradientti (g;, ;) € O(—¢™")(y;, w;) valita seuraavasti

~ -1 ) ] i < Wy, ~ 0 ) ] i < Wy,
{ Jos y w & = { Jos y, w (20)

0 ) jOS Yi 2 Wi, -1 ) jOS Yi 2 W .
Aligradientti (Z,y,w) € 0H?(x,y, w) voidaan myos laskea kaavan (19) avulla,
missi (75, ;) € (I P) (yi, w;).
Funktion ¢? méiritelméin mukaan

TP (ys, wi) = /(i) + (wi)? = yi — wi,

minki takia aligradientti (7;, @;) € (—¢"?)(y;, w;) voidaan valita seuraavasti
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—L———1 ,j iy Wi 0,0),
{ (i) 2+ (w;)? 2 Jos (g wi) # (0,0) (21)

Yi = )
—1 ,josy; =w; =0,
1 ) jos iy Wi 07 0 )

w; = (yi)?+(w;)? Jos (y ) 7(0.0) (22)
-1 ,josy =w; =0.

Seuraavaksi esitetdan tehtéviin (16) ja (17) sovellettavat DCA-algoritmit.
DCA1-algoritmi: DCA-algoritmi standardin tehtévin (16) ratkaisemiseen

Alustus: Valitse piste 2° := (z% y° w®) € R""*™  sakkoparametri ¢t > 0 ja tar-
peeksi pieni positiivinen luku €. Aseta k := 0.

Askel 1: Laske (2", 3", w") € 0H} (x*, y*, w*) kiiyttien kaavoja (19) ja (20).
Askel 2: Laske tehtiiviin (18) ratkaisu 2! := (2t yF+l 1),
Askel 3: Jos
1240 = 28| < ez + 1) tai | F (") = F (") < e(|F/ (2")] + 1),
niin lopeta. Muuten aseta k := k + 1 ja siirry askeleeseen 1.
Seuraavaksi esiteltdvd DCA2-algoritmi on samantyylinen DCA1-algoritmin kanssa.

Ainut ero on, ettd Askel 1 on korvattu Askeleella la alla ja funktio F}' Askeleessa 3
on korvattu funktiolla F?.

DCAZ2-algoritmi: DCA-algoritmi standardin tehtévian (17) ratkaisemiseen

Askel la: Laske (Z*,y", w") € OHZ(x", y*, w*) kiyttien kaavoja (19), (21) ja (22).
Huomautus 2. Hyvan sakkoparametrin ¢ valitseminen on vaikeaa, minka takia kay-

tdnnossd sakkoparametrit paivitetdan seuraavasti.

DCA1-algoritmi paivitetyllad sakkoparametrilla

Alustus: Valitse piste 2° := (2 y° w’) € R"™™  sakkoparametri t, > 0, para-
metri 0 > 1, ylaraja t,.. ja tarpeeksi pienet positiiviset luvut e, 5. Aseta k := 0.

Askel 1: Laske (Z*, 7", w") € 0H} (x*, y*, w") kiyttien kaavoja (19) ja (20).
Askel 2: Laske tehtéiviin (18) ratkaisu 2! := (2t yF+l wh 1),
Askel 3: Laske v, = p1(Yyp1, Wey1). Jos
241 = 24 < ey (28] + 1) i [F (25°1) — B (29)] < ey (| (25)] + 1)

ja v, < €9, niin lopeta.
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Askel 4: Paivita sakkoparametri.

173 , Jos vy, < &9,

Aseta t =
i {min(étk,tmax) , JOS v > €9.

Askel 5: Aseta k := k + 1 ja siirry askeleeseen 1.

Tamaén algoritmin pysaytysehto takaa, ettd sakkotermin mahdollinen virhe ei yli-
ta arvoa &o.
DCA2-algoritmin tapa péivittaa sakkoparametrit toimii samoin kuin DCA 1-algoritmin
sakkoparametrien paivitys.

Seuraava lause antaa osviittaa DCA1- ja DCA2-algoritmien konvergointiominaisuuk-
sista.

Lause 12. Seuraavat pdtevit:

(i) DCA1-algoritmi (vast. DCA2) muodostaa joukossa C lukujonon
{2k = (x¥ y*, wh)}, jolla {F}(2%)} (vast. {F2(2%)}) on laskeva.

(ii) Jos tehtivin (16) (vast. (17)) optimiarvo on ddirellinen ja lukujono {z*} on
rajoitettu, niin jokainen lukujonon rajapiste z* = (x*, y*, w*) on tehtivin (16)
(vast. (17)) kriittinen piste.

(11i) Lisdksi, jos p1(y*, w*) =0 (vast. po(y*, w*) = 0, niin 2* on heikosti stationdd-
rinen piste DCLCC-tehtdivdille (6). Jos vield y; # wi kaikilla i € {1,2,...,m},
niin (x*, y*, w*) on tehtdvin (6) vahvasti stationddrinen piste.

Todistus. Kohdat (i) ja (ii) seuraavat DCA-algoritmien konvergointiominaisuuk-
sista, (katso lause 3 ldhteessd [12]). Kohdan (éii) todistus on DCAI1- ja DCA2-
algoritmeille samanlainen, joten néytetdén vain DCAl-algoritmin todistus.

Selvésti (z*, y*, w*) € C. Koska pi(y*,w*) = 0, (z*, y*, w*) on sallittu DCLCC-
tehtéville (6).

Kohdan (i) mukaan (x*,y*, w*) on tehtdvan (16) kriittinen piste ja siten on ole-
massa (Z,y,w) € OH} (x*, y*, w*), missi

(Z,y,w) € 0G(z", y", w").
Tésté seuraa, etté
(Vah(2®,y"), Vyh(z®, y7) + ty, tw) € (Vag(z™,y"), Vyg(2", y7), 0) + Ne(27),
missé (7;, w;) € O(—™™) (yF, w}), Ne(2*) on joukon C normaalikartio eli
Ne(2*) = Oxe(2") = {u e R"™™ : (u,z — 2*) < 0,Yz € C}.
Taten

O € (vzvg(w*v y*)7 VyQ(iU*, y*)a 0) - (vﬂvh(w*’ y*>7 Vyh’<m*7 y*) + t§7 tib) + Nc<Z*).
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Téstd seuraa, ettd (x*, y*, w*) on optimiratkaisu tehtavélle

Ar+By+a<0, Nex+My+q=w, y=>0w>0}

Talloin on olemassa sopivasti valitut kertoimet 3,vY, 0", joilla

Vof(z',y") + A" - N (tw +7") = 0, (23)
Vuf(@'y") + BB — M (tw + ") — ty — v =0, (24)
B=0,(B,Az" + By" +a) =0, (25)
>0, vyr=0; >0, vw =0, i=1..m. (26)

Asetetaan v¥ =Y + ty, v¥ = 0" + tw.
Kaikille i € ,(y*, w*) péitee y; > w; = 0. Téten y; = 0 ja v/ = 0. Samoin w; = 0
ja vy =0, kaikilla ¢ € I,(y*, w*).

Talloin
V.f(@y") + AT8 — NTv" =0, (27)
Vyf(w*; y*) + BTIB - MT,Uw —vY = 07 (28>
U? = 07 Z c Iw(y*aw*)ﬂ U;‘U = 07 Z S Iy(y*aw*) (29)

Kohdista (25) ja (27)-(29) seuraa, ettd (x*, y*, w*) on DCLCC-tehtavén (6) heikosti
stationaarinen piste.

Jos yf # wi kaikilla ¢ € {1,2,...,m}, niin Iy(y*, w*) = (. Tasta seuraa, etta
(z*,y*, w*) on optimointitehtévin (6) vahvasti stationédérinen piste. O

Kun f on konveksi, niin olkoon g = f,h = 0, jolloin H} on konveksi ja po-
lyhedraalinen. Téaten (16) on polyhedraali DC-tehtavda. DCA-algoritmin déarellisen
konvergenssin, joka on todettu ldhteessé [8], sekd lauseen 12 seurauksina saadaan
polyhedraalisille DCA-algoritmeille seuraavat tulokset.

Seuraus 1. Olkoon f jatkuvasti differentioituva konveksi funktio ja tehtivin (16)
optimiarvo ddrellinen. Tdlloin seuraavat vdittamdt pdtevdt.

(i) DCA1-algoritmi muodostaa lukujonon {z" = (x*, y*, wk)}, jossa on ddrellisen
monta joukon C eri alkiota siten, ettd lukujono {F}(z*)} on laskeva. Téten
DCA 1-algoritmi padttyy darellisen monen iteraatiokerran jdlkeen.

(ii) Oletetaan, etti DCAI1-algoritmi pédttyy pisteessi 2" = (Pl ¢kl wh+l).
Silloin 8%t on tehtivin (16) kriittinen piste.

(iii) Lisiksi, jos pi(y*t, w*t) = 0, niin (", y*1 w*t) on DCLCC-tehtivin
(6) heikosti stationddrinen piste. Jos lisiksi yF™ # w™™ | kaikillai € {1,...,m},
niin (21, y* 1 wht) on tehtivin (6) lokaali optimi.
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4.4 Sakkofunktiot, jotka noudattavat L°°-metriikkaa

Kun p(y, w) = p3(y, w), niin tehtévd (12) voidaan myos kirjoittaa standardin DC-
tehtévin muodossa. Talloin DC-tehtéavéan hajotelma f(x,y) + tps(y, w) voidaan va-
lita kuten ldhteessa [12]| seuraavasti

f(x,y) + tps(y, w) = Gy(x,y,w) — Hy(x,y,w),

missé

Gil@, y,w) = g(@,y) + tmgX{— r?g}wmin(yj,wj)},
Ht(w> Y, ’LU) = h(mv y) - tmiaxqﬂmin(yi’ wz)

Kuitenkin téllainen hajotelma johtaa vaikeisiin aliongelmiin, koska talloin aliongel-
mien kohdefunktioissa on maksimissaan m epésiledd funktiota. Tamén vaikeuden
ylitsepaésemiseksi muunnetaan tehtéava (12) ekvivalenttiin muotoon

min{ f(x,y) +ts : (€, y,w) € C, ™ (y;,w;) < s,i=1,...,m; s >0}
Tehtéva voidaan edelleen muokata seuraavaan yleisen DC-tehtdvin muotoon:

min{ F(x,y,w, s) =G (x,y,w, s) — H*(x,y,w,s) : (x,y,w) €C,s >0,
— 5 — [ (ys, ;)] < 0,i=1,...,m},

(30)

missid G} (x, y, w, s) := g(x,y) +ts, H*(x,y,w, s) := h(z,y).

Luvussa 3.2 esiteltiin tavallinen DCA-algoritmi. Sitd soveltamalla yleisille DC-
tehtéaville voidaan muodostaa DCA-algoritmi, joka ratkaisee tehtévin (30). Talloin
jokaisella iteraatiolla k lasketaan

(@, @) € O(—y™™)(yF, wh), i=1,....m,
jonka jalkeen ratkaistaan konveksi aliongelma

min{g(z, y) + ts — (Vh(z" y"), @) — (V,h(z", y*),y) : (x,y,w) €C,s >0,
—s5+ P (yF wi) = U (g — yf) — Wi (w; — wf) <0,i=1,...,m}.
(31)

Seuraavaksi esitellddn yleinen DCA-algoritmi, jota on sovellettu tehtavadn (30).

DCAB3-algoritmi: DCA-algoritmi yleisen tehtévéin (30) ratkaisemiseen

Alustus: Valitse piste X! := (z!, y!, w!,s') € R*"™"Fl sakkoparametri t > 0 ja
tarpeeksi pieni positiivinen luku e. Aseta k := 1.
Askel 1: Laske (7F,wF) € 9(—¢™®)(yF, wk), kaikilla i = 1,..., m kiiyttien kaavaa (20).

1

Askel 2: Ratkaise tehtivii (31), jolloin saadaan X1 := (ghtl yFHl qphtl gty

19



Askel 3: Jos
X — XH < e(|XF(] + 1) tai [FP(XH) = FAXY)| < e(|FP(XP)] + 1),
niin lopeta. Muulloin aseta k := k + 1 ja siirry askeleeseen 1.

Seuraavaksi esitellddn algoritmi sille, miten DCA3-algoritmissa voidaan péivit-
taa sakkoparametrit. Taméa seuraa luvun 3.3 algortimia.

DCA3-algoritmi paivitetyilla sakkoparametreilla

Alustus: Valitse piste X! := (z!, y', w', s') € R"™?" ! sakkoparametri ¢; > 0,
parametrit 6 > 1,0; > 0, yliraja ., sekd tarpeeksi pienet positiiviset luvut €; ja
gy. Aseta k := 1.

Askel 1: Laske (gF,wF) € O(—y™) (y¥, wk), kaikilla i = 1,. .., m, kiiyttien kaavaa (20).

Askel 2: Ratkaise tehtiivi (31), jolloin saadaan X1 .= (zF 1 yF 1 wh+l $5F1) ja La-
grangen kertoimet \*! kaikille i = 1,...,m.

Askel 3: Jos
[ XFH— XF|| < ey (1 XF[| + 1) tai [F (X5 — F2(XF)] < e (JFS(XF)] 4+ 1)
ja s**1 < gy, niin lopeta.

Askel 4: Piivita sakkoparametri
laskemalla

= mm<||Xk+1 — XM DI+ 51> ,
=1

ja aseta

tk: ) jOS tk Z Tk,
let1 = . .
min(ds,, tmax) » jOS tp < .

Askel 5: Aseta k := k + 1 ja siirry askeleeseen 1.

Vastaavasti kuin p(y, w) = ps(y, w), voidaan tehtévi (12) kirjoittaa yleisen DC-
tehtdvan muotoon

min{ F}(z,y, w, s) =G (x,y,w,s) — H*(x,y,w,s) : (z,y,w) €C,s >0,

— 5 — [Py, w;)] <0,i =1,...,m}. (32)

Seuraava algoritmi esittdéd sen, miten DCA-algoritmia voidaan soveltaa tehtéviian
(32). Algoritmi on vastaavanlainen DCA3-algoritmin kanssa, mutta askeleet 1 ja 2
on korvattu askeleilla 1a ja 2a.

DCA4-algoritmi: DCA-algoritmi yleisen tehtavin (32) ratkaisemiseen
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Askel la: Laske (g%, w?) € (= B)(yF, wkF), misséd i = 1,..., m kiiyttden kaavoja (21)
ja (22).

Askel 2a: Laske konveksin tehtavan

mln{g<way> + tS - <V$h(xkuyk)7w> - <Vyh(wk’yk)’y> : (wvyuw) € C? S Z 07

optimiratkaisu X*+1 .= (zF+! yF+! qwk+! sF+1) ja Lagrangen kertoimet \F'
kaikille 1 = 1,...,m.

Huomautus 3. Kdytannossa sakkoparametrit paivitetddn DCA4-algoritmissa kuten
DCA3-algoritmissa.

DCAS3- ja DCA4-algoritmien konvergenssiominaisuudet tulevat ilmi seuraavassa
lauseessa.

Lause 13. Oletetaan, ettd joko g tai h ovat vahvasti konveksi ja tehtivin (30)
(vast. (32)) optimiratkaisut ovat ddirellisii. Olkoon {X* = (z*, y* w*, s*)} DCAS-
algoritmin (vast. DCAZ) muodostama lukujono. Tdlloin seuraavat patevit:

(i) {F3(X*)} on laskeva.

(ii) Jos lukujono {z*} on rajoitettu ja X* = (x*, y*, w*, s*) on lukujonon {X*} ra-
japiste, jolla s* =0, niin (x*, y*, w*) on DCLCC-tehtdvin (6) heikosti statio-
nddrinen piste. Jos lisiksi yF # w; kaikilla i € {1,2,...,m}, niin (x*, y*, w*)
on tehtdvan (6) vahvasti stationddrinen piste.

Todistus. Lause on todistettu ldhteessé [§]. O

Huomautus 4. Mikali g ja h eivat kumpikaan ole vahvasti konvekseja, niin funktio
g voidaan korvata funktiolla g + 1| - ||* ja funktio h funktiolla h + 1| - ||*. Télloin
saadaan vahvasti konveksit funktiot.

Kun f on konveksi, g = f,h = 0, niin DCA3-algoritmin &é&rellinen konvergoitu-
vuus voidaan osoittaa seuraavalla tuloksella.

Seuraus 2. Oletetaan, etti f on jatkuvasti differentioituva konveksi funktio ja teh-
tavin (30) optimiarvo on ddrellinen. Talldin seuraavat pdtevdt:

(i) DCAS3-algoritmi muodostaa lukujonon {X* = (x, y* w, s*)}, jossa on dd-
rellisen monta eri alkiota siten, etti lukujono {F2(X*)} on laskeva. Titen
DCAS3-algoritmi pddttyy ddrellisen monen iteraatiokerran jdlkeen.

(ii) Oletetaan ettd DCAS-algoritmi pécdttyy pisteessd XFT1 = (xh+1 yk+l whtl sk+1)
toteuttaen ehdon s*** = 0. Silloin (2", y**1 w**) on DCLCC-tehtivin (6)
heikosti stationddrinen piste. Lisiksi, jos y*™ # wi™ kaikilla i € {1,...,m},
niin (xFH yH L wrth) on tehtivin (6) lokaali optimi.

Todistus.
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(1) Koska funktio f on konveksi, aliongelma (31) saadaan muotoon

min{f(x,y) +ts: (x,y, w) €C,s 20,

min — — . (33>
— s+ Y™ E ) = Ty — ) — W (ws — wf) <0,i=1,...,m}.

Asetetaan I, = {i € {1,...,m} : y¥ < wF} ja huomataan, etti
PNy, wh) + giy; + wiw) = 0.
Télloin tehtéva (33) voidaan kirjoittaa muodossa
min{f(x,y) +ts: (x,y,w) € C;y; < s,i € Ij;w; < s, ¢ Iy;s >0} (34)

Selviisti {F(X*)} on laskeva, koska X**1 on tehtévin (33) optimiratkaisu,
kun X* on tehtivin (33) sallittu piste.

Jokaiselle I tehtévin (34) ratkaisu on X**!. Koska alijoukkojen I, miiri
kaikille {1,...,m} on &irellinen, lukujonolla {X*} on vain #irellisen monta

eri alkiota. Téma& johtaa siihen, ettd déarellisen monen iteraatiokerran jélkeen
F3(X*) = F2(X**+1). Siis kohta (i) on todistettu.

(11) on seuraus lauseesta 13 ja huomautuksesta 1.

]

Vertailtaessa naité neljad DCA-algoritmia voidaan tehdd muutamia arvioita nii-
den suorituskyvystd. Standardit DCA-algoritmit tehtévélle (12) ovat samanlaisia
ja niilla on sama ensimmainen DC-komponentti. Toisaalta toinen DC-komponentti
on joko ¢™1 tai B, Yleiset DC-tehtiviin formuloinnit tehtiville (12) ovat myds
samanlaisia, koska néilla tehtévilld on samat kohdefunktion DC-hajotelmat seké sa-
mat ensimmaiset DC-komponentit DC-tehtévan rajoitteissa. Téaten suoritusajan pi-
taisi olla nopeampi DCA1l-algoritmilla (vast. DCA3) kuin DCA2-algoritmilla (vast.
DCA4). Tdmé johtuu siité, etti aligradientin —)™™® laskeminen vie vihemmiin ai-
kaa kuin aligradientin —¢fB. Lisiiksi DCAl-algoritmin (vast. DCA2) voidaan ar-
vioida olevan nopeampi kuin DCA3-algoritmin (vast. DCA4). Taméa johtuu siité,
ettd yleisen DCA-algoritmin jokaisessa aliongelmassa on m + 1 kappaletta enemmén
rajoitteita kuin standardin DCA-algoritmin aliongelmassa. Télloin kohdefunktiot
saadaan samanlaisiksi (summa g(x,y) + lineaarinen funktio). Ndmé& havainnot on
varmistettu myos laskennallisissa tarkasteluissa [8].

5 Soveltaminen
Téssé luvussa késitelldan sitéd, miten esiteltyja algoritmeja voidaan kiayttaa QPLCC-

(Quadratic Problem with Linear Complementarity Constraints) ja EiCP-tehtavien
(asymmetric Eigenvalue Complementarity Problem) ratkaisemiseen.
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5.1 QPLCC-tehtava

Tarkastellaan erityistapausta DCLCC-tehtévéstéd (6), missé funktio f on muotoa

f(@.) = {(@.y), P@.y) + {(e.d), (z9)

oleva kvadraattinen funktio.
Téssd matriisi P € RO+Hx(+m) o symmetrinen, ¢ € R™ ja d € R™. Tarkastellaan
DC-hajotelmaa f(x,y) = g(x,y) — h(x,y), missa

9(x,y) = %<(w,y), (P +pD)(x,y) +((c,d), (x,y)), h(zy)= %p(llfﬂll2 +lyl*).

Téssd p = 0, jos P on positiivisemidefiniitti, muulloin —A i, (P) + 0.001 (Apin(P)
merkitsee matriisin P pienintd ominaisarvoa). DC-kaavat sakkotehtévaan (12) nel-
jan vastaavan sakkofunktion osalta on esitetty taulukossa 1.

Liséiksi jokaisen iteraatiokierroksen k kaksi askelta kustakin DCA-algoritmista on
esitetty alla.

QP-DCA1
1. Laske (z*, 5", w") € 0H}(z*, y*, w") kaavoilla:
z* = pa g + tyF, W = twh, (35)
missé yA’“Z ja @Z lasketaan kiyttaen kaavaa (20).

2. Laske kvadraattisen tehtévin (QPLC) ratkaisu (x*+!, y**1 w**!) lineaarisilla
rajoitteella:

min%((w,y)a (P+pD)(@,y) + ((c—T",d —F"), (2,9)) — (@"), w)
s.t. (xz,y,w) € C.

(36)

QP-DCA2

1. Laske (Z*, y", w") € OHX(z*, y*, w*) kaavan (35) mukaan, missi ;;l ja 17)\’2
lasketaan kaavoilla (21) ja (22).
2. Laske (21 yF™1 w"!) ratkaisemalla tehtéivi (36).
QP-DCA3
1. Laske (7%, w?) € O(—¢™™)(y¥, wk) kaikilla i = 1,...,m kiiyttien kaavaa (20).

2. Laske (xFt1 y#*1 w**t! sk+1) ratkaisemalla tehtivi:

min (@, ). (P + 1)) (@,9) + 15 + {(c — pa.d — py'). (a.9)
s.t. (x,y,w) €C, s>0, (37)

O (yE wl) =gy — yf) — Wi (w —wf) —s <0, i=1,...,m.
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QP-DCA4

1. Laske (g%, w?) € O(—"B)(yk, wF) kaikilla ¢ = 1,..., m kiyttien kaavoja (21)
ja (22).

2. Laske (x*+1, y*! wh*! sk+1) ratkaisemalla tehtivi:

ming (@, ). (P + D)) (@,9) + 15 + {(c — pa.d — py'), (. 9)

5.t (a:,y,w) S C7 s 2 07 (38>
PP (yE ) = g (s — ) — Wi (w —wf) — s <0, i=1,...,m.

7 7

Taulukko 1: DC-formuloinnit QPLCC-tehtaville

Sakko-

funktiot R

pi(y,w) | min{F(z,y, w) =Gz, y,w) — H(z,y,w) : (z,y,w) € R""}
G(z,y,w) = 3((z,y). (P+p))(x. y) +{(c,d), (x,9)) + xc(x, y, ),
Htl(wvva) = |mH2+ ||yH2> —752?;1 wmm(yiawi)

po(y,w) | min{f7(z,y,w) =Gz, y,w) — H (z,y,w) : (z,y, w) € R}
HE(xz,y,w) = 5p(||l]|* + [|y]]?) — t >0 5P (s, wi)

p3(y,w) | min{F?(z,y,w,s) = G;(x,y, w,s) — H(x,y,w,s) :

(z,y,w) € C;—s — [~y (y;,w;)] <0,i=1,...,m;s > 0},
Gz y,w,s) = (2, y), (P + pI))(z,y) +((c,d), (z,y)) + 13,
I (z,y,w,s) = 5p([|z|* + [ly]I*)

pa(y,w) | min{F(z,y, w,s) = G}(x,y, w,s) — H*(z,y,w,s) :
(-’E,y,’UJ) < Ca —S = [_wFB(yzawl)] < 0’7, = 17 S, Mis 2 O}a

5.2 FEiCP-tehtava

Olkoon A-matriisi n-kertainen neliématriisi ja B-matriisi n x n-kokoinen symmet-
rinen positiividefiniitti matriisi. CP-tehtavéssa (Complementarity Problem) tavoit-
teena on 16ytda reaaliluku A > 0 ja vektori y € R™\{0}, jolla patee

Mille tahansa EiCP-tehtdvén ratkaisulle (A, y), A on matriisin (A, B) komplemen-
taarinen ominaisarvo ja y on vastaava komplementaarinen ominaisvektori. Kuten
ldhteessd [4] mainitaan, matriisin A luokka on erittdin oleellisessa osassa EiCP-
tehtévin ratkaisemisessa. Kun matriisi A on symmetrinen, on EiCP-tehtéavd saman-
lainen tehtévé kuin sellainen tehtévé, jossa simplexilld etsitdan Rayleightin funktion
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stationddrista pistettd [4]. Kuitenkaan tdmé ei péde silloin, kun matriisi A on epé-
symmetrinen. Téssd sovelluksessa oletetaan, ettd matriisi A on epdsymmetrinen.

Olkoot

1,
v=qjau=vy.

Téalloin EiCP-tehtédva voidaan muuttaa matemaattiseksi optimointitehtdviksi line-
aarisilla komplementaarisilla rajoitteilla eli MPLCC-tehtaviksi

min {f(u,v,y) = |lu - Uy||2 tw = By — Au, (e,y) = 1,
u,v,yY,w (39)
lb S v Sub,u 2 O,y Z 07w Z 07 <va> :0}7

)\min(B)

)\maX(D)7D = %(A + AT)JM, on lineaarisen

missd e merkitsee yksikkovektoria, [, =
tehtavan

max{v: By — Au > 0, (e,y) = 1,(e,u) =v,u >0,y > 0,v > 0}

u,v,y
optimiarvo.
Mikali maksimointitehtava on rajoittamaton, voidaan wu, olettaa tarpeeksi suurek-
si positiiviseksi luvuksi. Téllin (A, y) on EiCP-tehtévan ratkaisu, jos ja vain jos
(4,+,y,w) on MPLCC-tehtévén (39) ratkaisu kohdefunktion arvolla nolla.
Olkoot p; = max{4uy, 2up + 2} ja py = max{2u? + 4uy, 4u; + 2}. Lihteen [11] perus-
teella valitaan seuraava DC-hajotelma funktiolle f:

f(U’?U?y) = g(“’?v?y) - h(u,v,y),

missé
P1 p1+ p2 p1+ p2
gw,v,y) = T+ 1) [ul* + v’ + Iy,
2 2 2
h(u,v,y) = g(u,v,y) — f(ua U, y)
Téten tehtdvd (39) on samassa muodossa kuin tehtéva (6), missé x = (u,v) ja

lineaariset rajoitteet ovat
_ 3n+1 w=By—Au, (e,y)=1, [,<v<uy
C= {(u,v,y,'w) ecR u>0, y>0. w>0 )

DC-funktiot sakkotehtévien (12) vastaaville sakkofunktioille on koottu taulukkoon
2.

Jokaisen iteraatiokierroksen k kaksi askelta vastaavasta DCA-algoritmista kuvail-
laan seuraavaksi.

Ei-DCA1

1. Laske (u*,v* y* w") € OH}(u*,v*, y*, w*) kiyttamilld kaavoja

)

ut = Vbt ohyb), 0 = h(ut o g, (40)
v

7 = Vh(h ot yt) +tyF, @ =tk (41)
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misséa

Vuh(u,v,y) = pru + 2vy,

(42)
50w, v, y) = (pr+ pa)v+ 2y, u) — 20|y (43)
Vyh(u,v,9) = (p1 + p2)y + 2vu — 20%y. (44)
Téssa 3;7“1 ja 1/07‘3, lasketaan kaavalla (20).
2. Laske konveksin kvadraattisen tehtavan
min g(u, v,y) — (@), u) = 7"v — (F"),y) - (@), w) (45)
st (uf oy w)eC.
optimiratkaisu (u*+1, vF Tl yh+l qphtl),
Ei-DCA2

1. Laske (u*, 7%, y*, w") € OH?(u*,v*, y* w*) kaavojen (40) —(44) mukaan, mis-
sé yF, ja wk; lasketaan kiyttden kaavoja (21) ja (22).

2. Laske (uf1 oF 1 yF 1 qp*t1) ratkaisemalla minimointitehtivi (45).
Ei-DCA3

1. Laske (7%, wF) € O(—¢™m)(y¥, wk) kaikilla i = 1,..., m kiyttien kaavaa (20).

2. Laske konveksin kvadraattisen tehtavan

min g(u,v,y) + ts — (V,h(u”, 0", y*), u) — %h(uk, oy — (V,h(u”, 0% y*), y)
st (u,v,y,w)eC, s>0

Y (R wk) — gy —yF) — T (w — ) — s <0, i=1,....m
optimiratkaisu (u*+t vFFL yFtl qphtt ghtl)

Ei-DCA4

1. Laske (yF,wF) € O(—¢FP)(yk, wk) kaikilla i = 1,...,m kiiyttien kaavoja (21)
ja (22).

2. Laske konveksin kvadraattisen tehtdvan

0
min g(u,v,y) +ts — <Vuh(uk, vk,yk), u) — %h(uk, o, yk)v - <Vyh(uk, o, yk), Y)

st (u,v,y,w)eC, s>0
wFB(yf,wf)—gf(yi—yf)—wf(wi—wk) —s5<0,

i 1=1,...,m

(46)

optimiratkaisu (u**!, vF 1l yhtl qpk+l ghtl),
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Taulukko 2: DC-formuloinnit EiCP-tehtavalle

Sakko-

funktiot DC kaavat
min{F} (u,v,y, w) = G(u,v,y,w) — H (u,v,y,w) : (u,v,y,w) €
pl(y7w> R?m—i—l}
G(U’?U7y7w) :g(u,v,y) +Xc(u,v,y,w), .
Htl(u’a v, Y, ’U]) = g(“? v, y) - f(u’v v, y) - tz:il wmm(yia wz)
min{Ft2(u7 U7y7 w) = G(“? U7 y7 w) - HE(U,U, y’ w) . (u’ U7y7 w) e
p2(y7 w) R3n+1}
HE(“’? v, Y, w) = g(u7 v, y) - f(u7 v, y) - tZ;L wFB<yi7 wl)
p3(y,w) | min{F?(u,v,y, w,s) = G (u,v,y,w,s) — H3(u,v,y,w,s) :
(’U,, v, Y, ’U)) S C7 —Ss = [_¢min(yi7 wz)] S 07Z = ]-7 <o, My S Z 0}7
G‘f(u’ /l)’ y7w7s) = g(u’ /l)’ y) —I— tS’ Hg(u’ /l)’ y7w7s) - g(u’ /l)’ y) -
f(u,v,y)
pa(y,w) | min{F}(u,v,y,w,s) =G} (u,v,y,w,s) — H*(u,v,y,w,s) :

(u,v,y,w) € Cv —S = [_wFB(y’nwz)] < 072 = 17 cee, S > 0}7

6 Numeeriset tulokset ja vertailua

Lahdeartikkelissa [8] esitellyt neljad algoritmia on testattu kahdella testitehtéva-
sarjalla, QPLCC-tehtévia testattiin tasapaino (equilibrium) rajoitteisilla tehtavilla,
eli MPEC-tehtévilld, AMPL-ohjelmistolla (24 tehtdvad) ja EiCP-tehtévid testattiin
Matriisi Marketin datalla (18 tehtdviaa). DCA-algoritmien tehokkuuden vertailuun
on kiytetty optimointiohjelmaa KNITRO.

6.1 Numeeriset tulokset

Tarkat numeeriset tulokset 16ytyvét artikkelista [8], téssé tulokset pahkindnkuoressa:

1. QPLCC-tehtavan tulokset

(a) Kohdefunktion arvon kannalta:

e Yleisesti DCA-algoritmit (QP-DCA3 ja QP-DCA4) ovat parempia
kuin KNITRO-ohjelma, kun taas standardi DCA-algoritmit (QP-
DCAT1 ja QP-DCAZ2) ovat vertailtavissa KNITRO-ohjelman kanssa.

e Kaikki algoritmit antavat saman tuloksen 4 /24 tehtéavissa. QP-DCA4-
algoritmi voittaa KNITRO-ohjelman 11/24 tehtévésséd ja on saman-
tasoinen viidessa tehtavissa. Kahdeksalla jaljelle jadneessa tehtavés-
si QP-DCA4-algoritmi ja KNITRO-ohjelma antavat saman tuloksen.

27



QP-DCA3-algoritmi voittaa myos KNITRO-ohjelman 11/24 tehté-
vassd mutta tuottaa hieman huonomman tuloksen kolmessa tehté-
vissd. QP-DCAl-algoritmi (vast. QP-DCA2) on KNITRO-ohjelmaa
parempi 8/24 (vast. 9/24) tehtévissd ja huonompi 7/24 tehtévissa.

e Huomautettakoon, ettd QP-DCA3- ja QP-DCA4-algoritmit 16yta-
vt erittdin hyvin ratkaisun yhteen tehtévddn (kohdefunktion ar-
vo on -683.0330 verrattuna KNITRO-ohjelman 16ytdmé&aan arvoon -
230.0386). Kun taas QP-DCA1- ja QP-DCA2-algoritmit eivit 16yté-
neet sallittua ratkaisua télle 3600 sekunnin jalkeen.

o Lisitellyistd algoritmeista yleiset DCA-algoritmit ovat samantasoi-
sia kuin KNITRO, kun taas standardeissa DCA-algoritmeissa QP-
DCAZ2-algoritmi tuottaa paremmat ratkaisut tehtévissa, joissa on
keskitasoinen maara komplementaarisia rajoitteita.

(b) Suoritusajan perusteella:

e QP-DCAT1-algoritmi on kaikkein tehokkain kaikista DCA-algoritmeista,
se on nopeampi kuin kaikki muut DCA-algoritmit 16/24 tehtavissa.
Keskiméarin se on 1.33 kertaa nopeampi kuin QP-DCA2-algoritmi ja
noin 2.2 kertaa nopeampi kuin QP-DCA3- ja QP-DCA4-algoritmit.

e QP-DCAIl-algoritmi (vast. QP-DCA3) on nopeampi kuin QP-DCA2-
algoritmi (vast. QP-DCA4) 17/24 tehtavissé ja QP-DCAl-algoritmi
(vast. QP-DCA2) on nopeampi kuin QP-DCA3-algoritmi (vast. QP-
DCA4) 21/24 tehtavéssé (vast. 18/24 tehtivéssd).

e DCA-algoritmien suoritusaika on melko vakaa, se vaihtelee 0.01 ja
15.03 sekunnin valilld kun taas KNITRO-ohjelman suoritusaika NEOS-
serverilla vaihtelee 0.005 ja 102.148 sekunnin vailla.

2. EiCP-tehtavan tulokset

(a) Kohdefunktion arvon kannalta:

e Fi-DCA3-algoritmi on paras. Ei-DCA3-algoritmi voittaa KNITRO-
ohjelman kaikissa tapauksissa ja jaa globaalista optimiratkaisusta
(39) vaille vihemmén kuin 1076 (vast. 107°) 15/18 (vast. 17/18) teh-
tavassa.

e Téaman jilkeen tulee Ei-DCA4-algoritmi, se voittaa KNITRO-ohjelman
17/18 tehtavéssi (missd se antaa globaalin optimiratkaisun EiCP-
tehtéville pienemmailla tarkkuudella kuin 107?).

e Ei-DCAI- ja Ei-DCA2-algoritmit voittavat KNITRO-ohjelman 16/18
tehtévissd. Ei-DCAl-algoritmi (vast. Ei-DCA2) tuottaa globaalin
ratkaisun EiCP-tehtéviin pienemmélld tarkkuudella kuin 107 15/18
(vast, 16/18) tehtdvissd ja epdonnistuu (toisin sanoen ei 16ydéa sal-
littua ratkaisua 3600 sekunnin jélkeen) kahdessa tehtavéssé (vast.
yhdessé tehtavéssa).

e KNITRO-ohjelman ratkaisuilla on huonommat tarkkuudet (suurem-
pi kuin 107%) 7/18 EiCP-tehtiviissi ja se 16ytii episallitun ratkaisun
kahteen tehtavian.
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e Yleinen DCA-algoritmi tuottaa oikein hyvén ratkaisun yhteen tehté-
vian (kohdefunktion arvo on pienempi kuin 1.1 x 107!), kun taas
muut algoritmit epdonnistuivat kyseisessa tehtavassa.

e Standardi (vast. yleisessd) DCA-algoritmissa, Ei-DCAl-algoritmi on
parempi kuin Ei-DCA2-algoritmi 10/18 tehtévéssé ja huonompi kuin
Ei-DCAZ2-algoritmi kahdessa tehtavissé (vast. Ei-DCA3-algoritmi voit-
taa Ei-DCA4-algoritmin 14/18 tehtévéssé ja on vertailtavissa lopuis-
sa tehtdvissa).

(b) Suoritusajan perusteella:

e Suurista dimensioista huolimatta, DCA-algoritmit suoriutuvat silti
sangen nopeasti (vihemmén kuin 12 sekuntia).

e Keskimadrin Ei-DCATl-algoritmi on nopein ja se on myo6s nopeampi
kuin kaikki muut DCA-algoritmit 8/18 tehtévéssé.

6.2 EIDCA3- ja DCA-NPL-algoritmien vertailua

Vertaillaan Ei-DCA3-algoritmia DCA-algoritmilla (paras néistd DCA versioista)
ldhteen [11] NLP1-tehtaviin, jotka ovat muotoa

min{ F(u, v, y,w) = [l — oyl + (y,w) : (w,0,y,w) € C}. (47)

Kaksi DC-hajotelmaa funktiosta F' on esitelty lahteessa [11]. Vastaavia DCA-algoritmeja
testattiin aikaisempaan 18 tehtédvaan ja seuraava DC-hajotelman mukainen DCA al-
goritmi huomattiin olevan parempi

F(u,v,y,w) = G(’u’?vava) - H(u?vava)a

p1+p2 o p1+ P2 2 ly +wl|

H(uavayaw) = G(u,v,y,w) - F(U,U,y,’lﬂ),

p
Glu, vy, w) = (2 + 1) ulP +

missé p; ja po on annettu osiossa 5.2. Taten verrataan Ei-DCA3-algoritmia DCA-
algoritmilla, jolla on téllainen hajotelma.

Keskitytéin kohdefunktion arvoon ||u—vyl||*+(y, w), joka saadaan kahdella vastaa-
valla DCA-algoritmilla ja ndiden suoritusaikaan. Huomataan, etté (A, y) on ratkaisu
EiCP-tehtéville, jos ja vain jos (y/A, 1/A, y,w) on ratkaisu tehtédvaan (47) kohde-
funktio arvolla nolla. Néin ollen, kohdefunktion arvo nolla merkitsee, etta (1/v,y) on
optimiratkaisu EiCP-tehtaville. DCA-NLP-tehtéaville valitaan tarkkuusrajan olevan
10~ parempien kohdefunktion arvojen saamiseksi. Ei-DCA3-algoritmin lopetusehto
on sama kuin DCA-NLP-tehtévissd. Laskennalliset tulokset 16ytyvét ldhteesté [8].
Tuloksista voidaan havainnoida, etta:

1. Kohdefunktion arvon kannalta, Ei-DCA3-algoritmi on hieman parempi kuin
DCA-NLP suurimmassa osassa tehtévistd, nimenomaan 12/18 tehtévisté. Ei-
DCA3-algoritmi (vast. DCA-NLP) tuottaa ratkaisun EiCP-tehtaville pienem-
mélld tarkkuudella kuin 107% 15/18 tehtévissi (vast. 12/18 tehtévissi).

2. Suoritusajan perusteella, Ei-DCA3-algoritmi on nopeampi kuin DCA-NLP
12/18 tehtévissd. Keskimédrin Ei-DCA3-algoritmi on 1.62 kertaa nopeampi
kuin DCA-NLP.
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7 Yhteenveto

Tassé tyossa on keskitytty DC-funktioihin ja DCA-algoritmeihin seké erityisesti sii-
hen, kuinka DCLCC-optimointitehtévd voidaan ratkaista DCA-algoritmin avulla.
Tutkielman alussa on kiyty ldpi matemaattisen optimoinnin perustietoja. Téman
jalkeen on kiyty ldpi DC-funtiot ja DCA-algoritmit, keskittymalld nimenomaan ylei-
seen ja standardiin DCA-algoritmiin. DCLCC-optimointitehtavén esittelyn jalkeen
on luotu nelja sakkofunktiota, jotka perustuivat min/Fisher-Burmeisterin funktioi-
hin. Téall6in sakottamalla komplementaaristen rajoitteiden rikkoontumista on voitu
formuloida DCLCC-tehtéva standardiksi DC-tehtévaksi. Vastaavalla tavalla on myds
esitelty nelja DCA-algoritmia, jotka soveltuvat nimenomaan DCLCC-tehtavien rat-
kaisemiseen.

Yleisesti ottaen, standardit DC-tehtévat ovat helpompia ratkaista kuin yleiset DC-
tehtavit. Kuitenkin téssé tyossa on huomattu asian olevan péainvastoin: kaksi neljésta
yleisen DC-tehtavan muotoon formuloidusta DC-tehtévésté ovat sopivampia DCA-
algoritmien formulointiin. Numeerisissa tuloksissa kaksi vastaavaa yleistd DCA-algo-
ritmia ovat olleet tehokkaampia ratkaisemaan tédydentavien rajoitteiden tehtavaa
kuin kaksi standardia DCA-algoritmia. Esitettyjen algoritmien ja lahestymistapojen
tehokkuus ilmenee erityisesti numeerisissa tuloksissa, jotka on esitetty tyon lopus-
sa. Tuloksista ilmenee kisiteltyjen algoritmien ylivoimaisuus KNITRO-ohjelmaan ja
vanhaan DCA-algoritmiin verrattuna EiCP-tehtavissi.
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