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Tassé tyossa tutkitaan 1-moodista kaviteettia, jossa on yksi hiukkanen. Tarkemmin
tutkitaan atomin evoluutiota kaviteetissa, kun sieltd vuotaa fotoneita ympéaristoon.
Tahén systeemiin tehddan jatkuva heterodyynimittaus, jossa fotodiodi havaitsee
systeemistd poistuvat fotonit.

Dissipaatio ja mittauksen aiheuttamat muutokset saavat aikaan systeemin evoluu-
tion, jota voidaan kuvata stokastisella master-yhtalolla. Téassé tyossd muodostetaan
stokastinen master-yhtélo télle systeemille, kun siithen tehdééan heterodyynimittaus.

Stokastisen master-yhtdlon ratkaiseminen tapahtuu cHEOM (conditioned hierarc-
hical equation of motion) menetelmélla. Se on 2022 kehitetty uusi variaatio HEOM
menetelméstd. HEOM ja sen variaatiot ovat olleet suosittuja ratkaisumenetelmié
erityisesti ei-Markovisille stokastistisille differentiaaliyhtéaléille.

Tassd cHEOMia kéytetdan Markoviselle dynamiikalle, jotta saadaan vain tutkitta-
van atomin evoluutio. cHEOM eliminoi kitevésti kaviteetin systeemin dynamiikkaa
kuvaavista yhtéloista. Ndin saadaan vain halutun atomin dynamiikkaa kuvaavat yh-
talot.

Lopuksi kiyttden ratkaistua atomin dynamiikkaa, muodostetaan sumennettu yh-
teismittaus paikalle ja liikemé&aralle. Husimin Q-funktio mééarittelee néille suureil-
le sumennetut yhteismittaukset, jotka saadaan katevéasti ratkaistusta stokastisesta
master-yhtalosta. Tata yhteismittausta verrataan likiméaréiseen yhteismittaukseen,
joka saadaan eliminoimalla kaviteetti cHEOMin sijaan adiabaattisella eliminaatiolla.

Asiasanat: Kaviteetti kvanttielektrodynamiikka, HEOM, stokastinen master-yhtalo,
yhteismittaus
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Johdanto

Kaviteetti kvanttielektrodynamiikka (cQED) on kvanttifysiikan tutkimusala, joka
tutkii valon kvanttimekaanisia ilmioita kaviteetissa. Kaviteetti on miké tahansa eris-
teestd tehty rakennelma, joka sdiloo sdéhkomagneettista energiaa diskreeteilld taa-
juuksilla [1, 2]. Kaviteettia kutsutaan optiseksi, jos se séil66 nékyvéid valoa peileilld
tai muulla optisella materiaalilla. cQED tutkii my6s valon vuorovaikutusta materian
kanssa, kun kaviteetti ei ole tyhja. Kaviteetti kvanttielektrodynamiikan voi ajatella
alkaneen vuonna 1946 kun Edward Purcell julkaisi artikkelinsa abstraktin [3]. Se ké-
sitteli ydinmagneettisen resonanssin siirtymié, joissa spinit ovat kytkeytyneet reso-
nanssipiiriin. Artikkelissaan Purcell osoitti, ettd spontaanin siteilyn todennékoisyys
kasvaa tekijilld 3QA3/4m2V | missid @ on laatuindeksi ja V' resonaattorin tilavuus
12].

Kaviteetti kvanttielektrodynamiikkaa on tutkittu laajalti. Ensimméisen kokeelli-
sen tutkimuksen spontaanista emissiosta tekivit Drexhage, Kuhn ja Schéfer vuonna
1968 [4]. Spontaanin emission havaitsivat myos myohemmin Gabrielsen ja Dehmelt
[5]. Spontaania emissiota on tutkittu sen jalkeen paljon, kuten esimerkiksi Ryd-
berg atomien emissiota |6, 7]. Muitakin kvanttifysiikan sovelluksia, kuten puolijoh-
de mikrokaviteetteja on tutkittu [8-10]. Esimerkiksi Yamamoto et al. demonstroivat
spontaanin emission vaimentamisen ja tehostamisen mikrokaviteetissa [11].

Kaikki #skeiset tutkimukset késittelivat heikosti kytkettyja kaviteetteja, mutta
myo0s vahvasti kytkettyja kaviteetteja on tutkittu. Varsinkin koherenttia mikroaalto-
sateilya tuottavat maserit ovat yksi tarked vahvasti kytketty systeemi. 1-atomi ma-
serin malli koostuu 2-tasoisesta atomista, joka on ldhes resonanssissa 1-moodi kavi-
teetin kanssa [2|. Tdméa kutsutaan Jaynes-Cummings malliksi, jota kiytetaan myos
tassa tyossa. Kerron siitd tarkemmin kappaleessa 1. Koherenttia valoa tuottava laser
voidaan mallintaa samalla tavalla ja muodostaa vahvasti kytketyn systeemin. En-

simmaéisen 1-atomi laserin demonstroivat An et al. vuonna 1994 [12|. Lasereiden ja



masereiden kokeellisesta tutkimuksesta kerrotaan lisdd artikkeleissa [13-17].

Téassa tyossa tutkin valon vuorovaikutusta, kun kaviteetissa on yksi atomi tai
muu vastaava hiukkanen. Systeemini on optinen kaviteetti, jolla on vain yksi moodi.
Tamaé systeemi on esitelty kuvassa 1. Systeemid kuvaamaan kidytetddn téssa tyossé
Jaynes-Cummings mallia [18]. Jaynes ja Cummings alunperin esittelivit sen vuonna
1963 tarkastellakseen spontaanin emission klassisia ominaisuuksia, mutta mallin on
todettu kertovan paljon muutakin [19]. Esimerkiksi sen on huomattu suoraan todis-
tavan fotonien olevan diskreetteja sahkomagneettisen energian kvantteja ja todista-
van ettei kaviteetissa esiintyvi sdhkokenttd ole klassinen [19]. Koska nimenomaan
yksi moodisten kaviteettien ja yksittdisten atomien vangitsemisessa on tapahtunut
suuria kehityksid, on mallin kokeellinen tutkinta ja testaus my6s mahdollista. Nama

seikat yhdessd ovat tehneet mallista suositun ja sitd tutkitaan yha [20-23].

Atomi

Kuva 1: Tutkittavaa systeemiéd havainnollistava kuva. Systeemi koostuu atomista,

joka on vuotavassa 1-moodisessa kaviteetissa.

Klassiselle systeemille ideaalinen mittaus méaérittdd mitattavan suureen arvon var-
muudella. Klassinen mittaus ei myoskdan aiheuta héiriota systeemiin, vaikka se voi

muuttaa systeemin tilaa. Systeemin tila kuvaa vain mittaajan tietoa systeemisté,



miké voi olla epataydellinen. Kun tieto on epétaydellinen, ei mittaustulosta voida
ennustaa varmuudella. Téalloin systeemin tilaa kuvataan jollain todennéakdéisyysja-
kaumalla p(x) [1]. Jos mittauksesta saadaan uutta informaatiota systeemisté, mit-
taus muuttaa tilaa, jolloin puhutaan ehdollisesta tilasta. Todellisuudessa mikian
mittaus ei kuitenkaan ole tdydellinen. T&ll6in mittaukseen liitetdén mukaan jokin

kohina = [1]. Tétd mittausta havainnollistetaan kuvassa 2.

Systeemi
X
% Mittaus[a_ite
Y=G(X,=)
Kohina
=

Kuva 2: Klassista mittausta kuvaava skemaattinen kuva.

Ideaaliset klassiset mittaukset antavat varmuudella saman tuloksen. Kvanttimit-
tauksissa taas on sisddnrakennettu epévarmuus, eli vaikka systeemista tiedettéisiin
kaikki, vain mittaustulosten todennédkéisyys voidaan ennustaa. Kvanttimittaukses-
ta siis tiedetddn vain tulosten todennékoisyysjakauma. Sen liséksi ettd mittaus voi
muuttaa systeemin tilaa, se myos aiheuttaa héiriotd systeemiin, muuttaen itse sys-
teemia. Riippuen mikd mittaustulos saadaan, systeemi muuttuu eri tavalla. Voi aja-
tella, ettd systeemin ja mittalaitteen véilillda on vuorovaikutus, joka aiheuttaa muu-
tosta molemmissa. Mittauslaitteistoa taytyy mallintaa ja tétd varten tassa tyossa
kiytetain Masanao Ozawan vuonna 1983 esitteleméé mittausmallia [24, 25].

Tassa tyosséd tutkittava kaviteetti vuotaa fotoneita. Nain ollen systeemin mit-
taamiseen tarvitaan fotonidetektoreja. Fotonidetektori havaitsee kaikki systeemisté
ulos tulevat fotonit. Niilld saadaan kaikki tarvittava tieto systeemistéd. Tata kutsu-
taan suoraksi mittaukseksi (engl. direct detection). Se on esitelty kuvassa 3. Siiné

kaviteetista vuotovien fotoneiden virtaus menee fotonidetektoriin, joka havaitsee yk-



sitellen jokaisen fotonin. Kéytédnnossa mittari ndyttad havaittiinko fotoni ajassa dt
vai ei [1]. Kun aika-askel dt on tarpeeksi pieni, vain yksi fotoni havaitaan detektorissa
mittausajassa ja mittaus on tarkka. Kun fotonin havaitaan poistuneen kaviteettis-
ta, uusi mitattu informaatio aiheuttaa muutoksen systeemin tilassa. Tatd muutosta

kutsutaan hypyksi.

Systeemi Fotonidetektori

Fotoni

N

Kuva 3: Suora mittaus. Téassd mittauslaite on fotodetektori, joka vain havaitsee

tuleeko fotoneita mittalaitteeseen.

Suoralla mittauksella on kuitenkin yksi ongelma: Oletetaan, ettd ympéristo aiheut-
taa valkoista kohinaa ja ympariston fotonivuo, jonka téssa voi ajatella olevan foto-
nien maéra per aikayksikko, on hyvin suuri. Koska mittari ndyttaéd vain havaittiinko
fotoneita vai ei, riippumatta kuinka pieni aika-askel dt on, havaitaan useita fotoneja
[1]. Tarvitaan siis mittaus, joka ei suoraan mittaa kaviteetista tulevia fotoneita.
Homodyynimittaus, mikd on esitelty kuvassa 4, mittaa yksittiisten fotonien
sijasta fotonivuota [1]. Kuten kuvassa on esitetty, systeemistd vuotaviin fotonei-
hin lisdtédan jokin vahvasta oskillaattorista saatava koherentti fotonivuo. Yhdistet-
ty fotonivuo menee mittalaitteeseen, joka téssd tapauksessa voi olla fotodiodi tai
muu vastaava valoherkké laite. Fotodiodi tuottaa sidhkovirran, joka on suoraan ver-
rannollinen sen vastaanottamaan fotonivuohon. Sdhkovirta tulee olemaan muotoa
Jhom (1) + vakio, jossa vakio on oskillaattorin tuottama sdhkovirta ja Jyem(t) vas-

taa kaviteetista vuotavia fotoneita. Téma erittelee systeemistéd tulevan fotonivuon



ympériston aiheuttamasta kohinasta, koska se ei pelkéstdan mittaa milloin fotoneja
otetaan vastaan, vaan myos kuinka monta fotonia havaitaan. Homodyynimittauk-
sen toinen etu suoraan mittaukseen ndhden on, etté silld voidaan mitata vaiheesta
riippuvia systeemin ominaisuuksia. Valitsemalla oskillaattorin vaihe, mikd tahan-
sa systeemin kvadratuuri on mitattavissa [1]. Homodyynimittaus on siis tapa, jolla
voi tarkasti mitata systeemin kvadratuurin. Tdméan mittausprosessin aiheuttamaa

muutos ldhestyy Gaussista kohinaa kun dt lahestyy nollaa [26].

Oskillaattori

Fotonidetektori

Systeemi joka

sybttaa »

signaalin

Fotonidetektori Jhom(t) + vakio

Kuva 4: Homodyynimittaus. Fotodetektorin sijaan mittalaite on fotodiodi tai muu
vastaava valoherkka laite, jolloin mittalaite tuottaa sihkoévirran. Systeemista tuleva
fotonivuo yhdistetdan jonkin vahvan oskillaattorin fotonivuohon kiyttéden sédteenja-

kajaa. Sidteenjakajasta saatavat fotonivuot mitataan ja vihennetaén toisistaan.

Enté jos halutaan mitata molemmat kanonisesti vastakkaiset kvadratuurit? Jaka-
malla systeemisté tuleva fotonivuo siteenjakajalla kahteen osaan ja tekemélld toi-
seen 7/2 vaihesiirto ja lopuksi tekemélld kumpaankin homodyynimittaus samalla
oskillaattorilla saadaan mitattua vastakkaiset kvadratuurit samanaikaisesti [1]. Té-
td on havainnollistettu kuvassa 5. Toinen tapa tehda tdmé& on virittamalla oskil-
laattori taajuudelle, joka on paljon suurempi kuin mikdén systeemin taajuus. Silloin
homodyynimittauksesta saatava sidhkovirta oskilloi talla suurella taajuudella ja sen

oskillaation kaksi Fourier komponenttia ovat systeemin kaksi kvadratuuria [1]. Tata



kutsutaan heterodyynimittaukseksi ja sitd kiytetadn téssa tyossa.

Oskillaattori

s Fotonidetektori

Systeemi joka
syottaa

signaalin |

\4

Fotonidetektori '

Kuva 5: Heterodyynimittaus. Toimitaan kuin homodyynimittauksessa, mutta lisa-
tddn toiseen siteenjakajasta tulevaan siteeseen 7/2 vaihemuunnos, jolloin voidaan

mitata kaksi vastakkaista kvadratuuria samanaikaisesti.

Yksi tarkeimmista kvanttimittauksien ominaisuuksista seuraavista tuloksista on et-
tei paikkaa ja litkemé&édrda voida samanaikaisesti mitata tasméllisesti vaan mittauk-
siin siséltyy aina pieni epétarkkuus. Tatd kutsutaan Heinbergin epatarkkuusperi-
aatteeksi [27|, jonka Werner Heisenberg esitteli vuonna 1927. MyShemmin tdmén
on todettu pétevin kaikille kanonisesti vastakkaisille suureille. Téassa tyGssd muo-
dostetaan epatarkka ns. sumennettu mittaus naille suureille.

Téllainen yhteismittaus kahdelle suureelle voidaan muodostaa suoraan tarkas-
telemalla mittauksen aiheuttamaa muutosta systeemiin. Kuten mainittiin, jokainen
mittaus aiheuttaa systeemin tilassa jonkin muutoksen, joka on satunnainen ja riip-
puu siitd, mikd mittaustulos saadaan. Téta systeemin evoluutiota kuvataan stokas-
tisella differentiaaliyhtalolla. Yhtalo huomioi myos, ettd kaviteetti ei ole taydellinen

eli fotoneita vuotaa ymparistoon. Talloin tatd kutsutaan dissipaatioksi ja talloin



sanotaan, ettd atomi tai kaviteetti on vaimennettu (engl. damped) [1]. Dissipaatio
aiheuttaa dekoherenssin eli systeemin muuttuminen klassisemmaksi. Dekoherenssia
voi myos ajatella informaation hévidmisena systeemistd ympéaristoon.

Jos kaviteetti on tarpeeksi huono eli disspaatiokerroin on suurempi kuin kavitee-
tin resonanssitaajuus, voidaan evoluutiota kuvaavasta yhtélosta poistaa riippuvuus
kaviteetista kiyttamaillad adiabaattista eliminaatiota [28|. Se on approksimaatio, jo-
ka mahdollistaa stokastisen differentiaaliyhtdlon ratkaisemisen. Jos halutaan ratkais-
ta yhtdlo eksaktisti tarvitaan toinen menetelmé, cHEOM (conditional hierarchical
equation of motion) [29]. Yleensd sitd kiytetddn ei-Markovisten systeemien stokas-
tisten differentiaaliyhtéloiden ratkaisuun [30], mutta téssd tyossd silla korvataan
adiabaattinen eliminaatio, jotta voidaan ratkaista yhtalo eksaktisti.

Kappaleessa 1 aloitetaan esittelemélld Jaynes-Cummings malli. Se antaa meille
Hamiltonin eli systeemin energiaa kuvaavan operaattorin atomille, séhkékentélle ja
niiden vuorovaikutukselle. Malli perustuu kolmeen kappaleessa esiteltyyn approksi-
maatioon. Jotta ndmé approksimaatiot voidaan tehda, tdytyy systeemiltd olettaa
tiettyjd ominaisuuksia. Nama oletukset kertovat milloin Jaynes-Cummings mallia
voidaan kayttaa.

Kun systeemié kuvaava malli on méaritelty tdsmaéllisesti, tarvitaan myos mal-
li mittaukselle. Kappaleessa 2 esitellaian Ozawan mittausmalli ja katsotaan miten
kvanttimittaukset eroavat klassista mittauksista. Térkein ero on, ettd mittaus muut-
taa systeemin tilaa, vaikka mittaus olisi tehty aiemminkin. Téssé kappaleessa esitel-
ldan tarkemmin miten.

Tassa tyossa tutkitaan tarkemmin kvanttimittauksen yhteismitallisuutta, joka
kasitteena esitelladn kappaleessa 3. Téssa kappaleessa méaaritelladn mika yhteismi-
tallisuus on ja milloin kvanttimittaukset ovat yhteismitallisia. Siiné esitellidn myos
Husimin funktio, joka kuvaa tilan jakaumaa faasiavaruudessa. Husimin jakauma an-

taa sumennetun yhteismittauksen paikalle ja liikemaéaralle.



Tamén jalkeen siirrytddn késittelemaan avoimien systeemien evoluutiota. Kap-
paleessa 4 esitelladn master-yhtalo, joka kuvaa systeemin muuttumista ajassa. Siité
on useita muotoja, mutta téssi johdetaan Born-Markov master-yhtalon kappalees-
sa esiteltyjen approksimaatioiden ja oletusten avulla. Sita kdyttdmalla saadaan tut-
kittavan systeemin Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad (GKSL) master-yhtalo,
jota tdssa tyossa kiaytetaan. Kappaleessa myos johdetaan tdsmaéllisesti ndma yhtélot.

Jos kappaleessa 4 esiteltiin master-yhtélo, joka kuvaa ympériston vuorovaiku-
tus systeemin kanssa, niin kappaleessa 5 esitellidn master-yhtalo, joka kuvaa mit-
talaitteen vaikutusta systeemiin. Master-yhtaloita, jotka ovat tatd muotoa, kutsu-
taan stokastisiksi master-yhtaloiksi. Niissd master-yhtaloon lisdtdan termi, joka ku-
vaa mittalaitteen aiheuttamaa satunnaista kohinaa. Tassd kappaleessa stokastinen
master-yhtalo johdetaan kolmelle eri mittaukselle, jotka esiteltiin johdannossa.

Kappaleessa 6 esitellain cHEOM (conditional hierarchical equation of motion),
joka on menetelmé kappaleessa 5 esitellyn stokastisen master-yhtéalon ratkaisuun.
Tassa sita kiaytetddn oikeastaan korvaamaan adiabaattinen eliminaatio, joka on liki-
méarainen tapa eliminoida sahkokentté systeemin evoluutiota kuvaavasta yhtalosta.
Kun saadaan muodostettua hierarkkiset yhtélot, ne voidaan ratkaista numeerisesti
ja saadaan atomin tilan evoluutio. Téta ratkaisua verrataan GKSL master-yhtdlon
antamaan evoluutioon.

Kappaleessa 7 muodostetaan yhteismittaus paikalle ja liikeméaéralle kayttamalla
kappaleessa 6 ratkaistua atomin tilan evoluutiota. Téasté saatavia tuloksia verrataan

adiabaattisen eliminaation antamiin likimé&araisiin tuloksiin.
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1 Valon ja materian vuorovaikutus kaviteetti kvant-
tielektrodynamiikassa

Systeemin mallina on Jaynes-Cummings malli, jonka E.T. Jaynes ja F.W. Cummings
esittelivat vuonna 1963 kuvaamaan semiklassisen ja kvanttimekaanisen sdhkdkentéan
eroja [18]. Jaynes-Cummings mallia on kutsuttu kvanttioptiikan vetyatomiksi [31].
Vaikka se on hyvin yksinkertainen, se on silti toimiva ja laajalti kiytetty seké kokeel-
lisessa |2, 14-17, 32|, ettd teoreettisessa tutkimuksessa [22, 29, 33, 34]. Se koostuu
kaviteetista, jossa on atomi ja sdhkokenttd, jolla on yksi moodi. Naiden valisia il-
miditd on normaalisti vaikea kuvata matemaattisesti, joten Jaynes-Cummings malli
soveltaa approksimaatioita yksinkertaistaakseen laskuja. Téssé kappaleessa seuraan

kirjan [35] johtoa Jaynes-Cummings mallille.

1.1 Sahkokentta

Aloitetaan katsomalla 1-ulotteista sdhkokenttad, joka on polarisoitu. Maxwellin yh-

talot antavat sille muodon:

By(st) = (2!2“”/2) (O sintha),

Tama sahkokenttd on 1-ulotteinen z-akselin suuntaan ja polarisoitunut x-akselin
suuntaan. Klassisen siahkokentén energia, eli sen Hamiltonin funktio, 1-moodiselle

sahkokentalle on:

1

H(t) = 5(a(t)* +wip(t)’).

Néissé ¢(t) on paikkafunktio ja p(t) on liikkem&édra. Tamé voidaan helposti kvantisoi-
da muuttamalla sdhkokenttéa-, paikka- ja liikemaarafunktiot operaattoreiksi. Kvan-

tisoitu sihkokenttd on diskreetti, eli silla on energiaominaistilat |n), missi n vastaa
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fotonien méaaria. Tilan vaihtumista kuvaavat annihilaatio- ja luomisoperaattori mer-
kitdadn a|n) = /n|n — 1) jad' |n) = v/n+ 1 |n + 1). Némé voidaan ilmaista paikka-

ja litkkeméaraoperaattorien avulla:

at) = (2hwe) ™ (weq(t) + ip(t))

a'(t) = (2hwe) ™ (wed(t) — ip(t)).

Néamaéa yhtalot ovat Heisenbergin kuvassa, jossa systeemin tiheysmatriisi on vakio.
Jotta voidaan tarkastella systeemin tilan evoluutiota, siirrytdédn Schrédingerin ku-
vaan. Vastaavat yhtélot annihilaatio- ja luomisoperaattoreille Schréodingerin kuvas-
sa saadaan vain poistamalla operaattoreista aikariippuvuus. Nyt voidaan ilmaista
sihkokenttd ja Hamiltoni operaattorit annihilaatio- ja luomisoperaattoreilla Schro-

dingerin kuvassa:

Bo(2) = ( Z“V) v (@ — af]sin(kz)

. 1
H = hwe(a'a + 3)-

n = a'a on numero-operaattori, eli se palauttaa systeemin fotonien lukumééran ja
jokaisen fotonin energia on hw,.. Se vastaa oskillaattorin energiatasoja, jotka ovat
esitelty kuvassa 6. Koska kaviteetilla on vain yksi moodi, kaikkien fotonien taajuus
on sama.

Jaynes-Cummings mallin sdhkdkenttd on 1-moodinen séhkokenttd. Koska nolla-
tason energia ei vaikuta systeemin dynamiikkaan, voidaan méaritella sen nollaksi,

jolloin mychemmaét laskut on helpompi tehda. Téten lopullinen Hamiltoni on:

Hy = hwa'a.
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n ‘ ’En=(n+,)ha)c
\ /. 7
n=3 \ /E3=5h wc
5
n=2 E2=§h W,

Kuva 6: Oskillaattorin energiatasot. Jokainen energiataso on Aw,. verran suurempi
kuin edellinen. Téma vastaa diskreetin siahkdkentédn energiatasoja, kun 1-moodisen

sahkokentédn taajuus on w,.

1.2 Atomi

Tarkastellaan seuraavaksi atomia. Approksimoidaan atomia antamalla sille vain 2
tilaa: Perustila |g) ja viritystila |e). Kuten séhkokentéille, myos atomille energian
nollakohta voidaan valita muuttamatta dynamiikka. Méaaritelldédn tilojen energiat
siten, etta energia on nolla energiatilojen puolessa valissa: F, = —F, = %hw Tata
on esitelty selkeAmmin kuvassa 7.

Tama approksimaatio on hyvin yleinen, koska se mallintaa atomia kaviteetissa
hyvin. Kaviteetilla on hyvin kapea resonanssi ja atomi pyrkii luonnostaan energia-
tasoille, jotka ovat ldhelld resonanssia, eli jos w. ~ w, approksimaatio toimii hyvin.

Silloin energiataso diagrammi nayttaisi samalta kuin kuvassa 8.



13

r 3 Ee= zh @
hw
——— e s e e s s s amy o= ()
X _ !
Eg~-3h W

Kuva 7: Atomin energiatasot. Téssé approksimoidaan energiatasoja olevan vain kak-
si. Koska energian nollakohta ei vaikuta dynamiikkaan, se voidaan méaritella olevan

energiatasojen puolessa valissa.

2-tila systeemin kaytto helpottaa myos laskuja, mahdollistaen esimerkiksi Bloch-

hajotelman kéyton:

1
p= 5(] + Xi:uz&i),

missd 6; ovat Paulin matriisit. 2-tila atomille voidaan maéritelld tilamuunnos ope-

raattorit o, o_, jotka yhdistyvit Paulin matriiseihin seuraavasti:

Atomille saatava Hamiltoni on méériteltyjen energiatilojen perusteella:
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hA

-------------:---l

hw

hw

e —— | )

Kuva 8: Atomin energiatasot, kun atomi on ldhelld resonanssia 1-moodisen siahko-
kentdn kanssa. Atomi pyrkii luonnostaan energiatasoille, jotka ovat lahelld resonas-

sia.

Hy = Ecle) (el + Eglg) (9] = %(|€> (el =g (9]) = =02

1.3 Atomin ja sdhkokentan vuorovaikutus

Seuraavaksi Jaynes-Cummings mallissa tehdédéan dipoli-approksimaatio. Siiné olete-

taan, ettd sahkokenttd on melkein vakio atomin sisilld. Jos aikaisemman sdhkoken-
T

tdn aaltoluku £ = Y on hyvin pieni verrattuna atomin sdteeseen, jolloin sdhko-

kentén vaihtelu atomin sisalla on hyvin pieni, niin sdhkokentan voi ajatella olevan

paikasta riippumaton eli:
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e\
E:2(260V> [a — al).

Tamaé oletus voidaan tehda, koska optisen séteilyn aallonpituus A on suuri, jolloin
k < raom- Kiyttden nyt tita paikasta riippumatonta sahkokenttad saadaan vuoro-

vaikutuksen Hamiltoni

H; = dE,
missd d on dipolimomentti operaattori. Voidaan todistaa, ettd dipoli operaattorin
diagonaalitermit ovat nollia, kun systeemilla ei ole pysyvaa dipolimomenttia. Tal-

16in jiié vain termit (g|d|e) = d. Olettamalla, ettéi d on reaalinen, dipolioperaattori

voidaan kirjoittaa muodossa:

d=d(6_+64).

Talloin vuorovaikutuksen Hamiltoni voidaan kirjoittaa muodossa:

H; =hg(6_+6,)a" + a).

Télle tehddédn vield yksi approksimaatio, ns. rotating-wave approksimaatio (RWA).
Approksimaation havainnollistamiseksi vaihdetaan Heisenbergin kuvaan, saadaan

operaattoreille evoluutiot:

Avaamalla sulut ndhdéan, ettd vuorovaikutuksen Hamiltoni saa neljé termié, jotka

ovat muotoa:
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Jos w =~ w., huomataan, etté kaksi ensimmaistd termié saavat paljon pienemmét
arvot. Nopeammat oskillaatiot voidaan unohtaa, jos A < w. + w. Tamé on de-
monstroitu kuvassa 9. Kun oskillaatiot ovat tarpeeksi nopeat, voidaan ottaa niista
vain keskiarvo, joka téssa tapauksessa on nolla. T&ll6in jaé jaljelle vain hitaammat

oskillaatiot ja saadaan vuorovaikutukselle Hamiltoni:

H; = hg(6_a' + 6.a).

20
15
10
05
00

-1.0

-15

=20

Kuva 9: Havainnollistetaan RWA:ta kuvitteellisella kiyralla. Jos mustasta kiyrasté
poistetaan nopeat oskillaatiot, eli tehdddn RWA, jaa jaljelle vain punainen kéyré,
joka on hyva approksimaatio siitd. Tamé kuva ei esitd mitdan fysikaalisia suureita,

vaan havainnollistaa, miltd nopeiden oskillaatioiden poistaminen kiyrasta nayttaa.
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RWA vaatii toimiakseen, ettd atomin ja kentdn vilinen kytkentd on korkeintaan
vahva. Jos kytkentd on ultravoimakas (ultrastrong/deep strong coupling) RWA:ta ei
voi kdyttaa |20, 23, 33, 34]. Talloin kiytetddn esimerkiksi Rabi mallia [36]. Jaynes-
Cummings malli oikeastaan vastaa Rabi mallia, jossa tehdadn RWA |19, 37].
Lopuksi siirrytadn kayttdméadan luonnollisia yksikoitd eli A = 1. Taméa on ylei-
nen yksikbnmuunnos ja on tehty vain edelld olevien laskujen yksinkertaistamiseksi.

Jaynes-Cummings malli lopulta antaa siis systeemille Hamiltonin:

Hy=H,+ H; + Hy = g&z +wedla+ g(6_a" + 6.a).
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2 Mittausmalli

Téssé kappaleessa kiytéan lahteend kirjoja [1, 38]. Késittelen mittausmallia, jonka
alunperin esitteli Masanao Ozawa [24, 25]. Yleisimméssd muodossaan kvanttimit-
taukset maaritelladn seuraavasti: On olemassa mittauslaite ja systeemi, kumpikin
jossain tilassa jota kuvataan tiheysmatriisilla. Mittausta voidaan ajatella vuorovai-
kutuksena néiden kahden vililld, jossa kummankin tila muuttuu. Mittauslaitteen
tilan kehityksella ei ole merkitysté, joten tarkastellessa keskitytddn vain systeemin
tilaan.

Merkitaan mittaus operaationa O, jossa r on mittaustulos. Oletetaan, etta sys-
teemin tila p(t), johon tehddéan mittaus, on tulotila. Jos tehdddn mittaus, joka kestda

ajan T, mittauksen jélkeinen tila on:

?
T

p(t+T) = O.(T)p(t) = Z Mr,j(T)p;t)Mr,j(T)T

missd {M, ;} on joukko operaattoreita, joka ei ole yksikésitteinen. Yhtélosséd oleva
todennakoisyys saadaan Bornin sdannosté, jonka esitteli Max Born vuonna 1926
[39]. Se on térked kvanttimekaniikan postulaatti, joka yhdistdd kvanttimekaanisen

mittauksen klassiseen todennékoisyyteen. Bornin kaava on:

Pr = tT[OTp] = tT[pET],

missé olevat efektit £, = > ]\LT M, j muodostavat positiivioperaattorimitan (POVM)
J

jos:

ZET:I.

Tata positiivioperaattorimittaa kaytetdan mittauksen kuvaamiseen. Kuten asken
todettiin, se on joukko efektejd, joiden summa on identiteettioperaattori. Jokainen

efekti F, vastaa mittaustulosta r.
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Voidaan huomata, etté saatu tila p,(t+7") on ehdollinen tila ja riippuu mittaus-
tuloksesta r. Jos ei haluta laskea ehdollista tilaa, jatetdan mittaustulokset huomioi-

matta ja saadaan keskiméarainen tila:

p(t+T) = 32 OLT)o(t).

Usein rajoitutaan tapaukseen, jossa mittauslaitteen tila on puhdas, eli tila voidaan
esittad muodossa p,, = [¢) (¢|. Talloin mittaukset voidaan esittdd yhden yksikésit-

teisen mittausoperaattorin avulla:

M, pM;]
P

O,p=

Tassé tutkielmassa keskitytdan tapaukseen, jossa myos systeemin tila on puhdas eli:

M,(T) [ (t))

[t +T)) = i
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3 Yhteismittaus

Yksi kvanttimekaniikan merkittdvimmistd ominaisuuksista on mittausten aiheutta-
ma muutos systeemiin. Sen seurauksena ei voi mitata useampaa systeemin ominai-
suutta, silld ensimméisen mittauksen jalkeen systeemin tila ei ole enad sama.
Kuitenkin on olemassa mittauksia, jotka eiviat muuta systeemia silla tavalla, etta
ne muuttaisivat toisen mittauksen tulosta [38|. Tarkastellaan néiden erikoistapausta,
yhteismittausta. Niiden ideana on mitata useampi suure yhdelld yhteismittauksella.
POVMit A; ovat yhteismitallisia, jos ne ovat jonkin yhteismittauksen G marginaaleja

[40]:

Az(ajz) - Z G(x17$277777$m)-

x; ,k#1

Tassa keskitytdan paikan ja liitkeméadrdan yhteismittaukseen. Téydellistd yhteismit-
tausta ei ole mahdollista muodostaa néille suureille. Tamé johtuu Heisenbergin epé-
tarkkuusperiaatteesta, jonka mainittiin jo aiemmin. Sen mukaan paikalla ja liike-

méadarilld on epétarkkuus, joka toteuttaa yhtéalon [27]:

AgAp >

l\D_l St

Naille voidaan muodostaa likimaarainen yhteismittaus. Tama tapahtuu kayttamalla

Husimin Q jakaumaa [41] ja Wignerin funktiota [42|. Husimin jakauma on mééritelty

z|plz
Q) = E2,
T
missé z = —(g+ip) kun oletetaan, ettéd se on koherentti tila |z). T4lloin se minimoi

V2

epavarmuuden paikka- ja litkemddrdmittauksille [35].
Wignerin funktiosta saadaan tdsméllinen todennakdisyysjakauma paikalle ja lii-

kemaérille. Wignerin funktio on
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o0

1 .
57 | {0+ gelela - o) v liaa,

—00

ja néiden vélill& on yhteys [43]:

Qlg,p) = %/dQ’dp’exp[—(q )= (p—p)IW(d.p).
Husimin jakauma on osoitettu olevan paikan ja liikeméaran yhteismittauksen toden-
nikoisyysjakauma tietyissd tilanteissa [44-53| ja yleisemmin se on todenndkdisyys-
jakauma, joka kuvaa kaikkia optimaalisia sumennettuja yhteismittauksia [54, 55].
Optimaalisella sumennetulla yhteismittauksella on mahdollisimman pieni epévar-
muus eli AgAD = g [35]. Todenndkdisyysjakauma paikka- ja liikkemédramittauksille

saadaan yhtaloilla:

P(le)—/dede(q,p)

P(pGY)Z/dp]OdqW(q,p)-

Kayttamaélla tata voidaan tehda vastaavanlainen yhtdlo Husimin jakaumalle:

/dq/dqup /dq/dp/dq/dpe“ ~eW (g, p)
== / dg / dg / dp'e” W (q,p) / dpe” ¥’
T
X

1 N2
- ! ,—(a—4q") P
NG / dq / dq'e tr[pg]
X
= tr[pEy (X)),

missd paikan sumennettu POVM on E,(X) = f dq [ dq'ge=9=9)". Samanlainen

yhtélo voidaan saada Husimin jakaumasta myos hlkemaaralle.



/dp/dqup

Ja POVM E,(Y) =

22

dp | dq / dp’ / dge” PPV (g )

Y
/dp/dp’/dq’e(pPI)ZW(q’,p')/dqe(qq/)Q
Y

ﬂl'—‘

=1IH
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4 Master-yhtalo

Seuraavaksi tarkastellaan systeemin evoluutiota. Téta kuvaa systeemin Hamiltoni,
joka saatiin Jaynes-Cummings mallista. Puhtaan tilan evoluutiota kuvataan Schro-

dinger yht&lolla [56]:

d 3
i () = H ().

Tama yhtalé on helppo ratkaista ja ratkaisu on:

[(t)) = e~ 1 [1p(0)) .

Kayttamalla Schrodingerin yhtéaloa saadaan vastaava yhtalo tiheysmatriisille:

Tatéa kutsutaan Liouville-von Neumann yhtéloksi. Se kuvaa systeemin evoluutiota,
kun mikddn ulkopuolinen tekija ei vaikuta siihen. Téllaista systeemid kutsutaan
suljetuksi.

Mikaéan oikea systeemi ei kuitenkaan ole taysin suljettu. Tarkastellaan siis avoi-
mia systeemejd, joilla on jokin ymparisto, joka vaikuttaa systeemiin. Nama ovat
kuitenkin monimutkaisempia kuin suljetut systeemit, eikd Schrédingerin tai Von
Neumannin yhtalo enda riitd kuvaamaan systeemin evoluutiota. Tésséd kappaleessa

esittelen Von Neumannin yhtdloa korvaavan yhtélon, ns. master-yhtalon:

p=—i[H,p] + kD(a)p.
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Master-yhtélosta on useita muotoja. Seuraavassa kappaleessa johdetaan Born-Markov
master-yhtalo ja siitd systeemin tilalle Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad master-

yhtals.

4.1 Born-Markov master-yhtilo

Téassé kappaleessa esitellddn ja johdetaan Born-Markov master-yhtalo. Tamé johto
seuraa kirjaa [1]. Aloitetaan méaérittelemélld systeemin tila uudelleen, télla kertaa

huomioiden ymparistd p = ps®@pg. Nyt vastaava Von Neumannin yhtalo olisi muotoa

pt) = —i[Hs + Hp+ Hr, p(t),

missd Hp on ympéristod ja H; ympdariston ja systeemin vuorovaikutusta kuvaava

Hamiltoni. Seuraavaksi vaihdetaan vuorovaikutuskuvaan ja saadaan vastaava yhtalo

pi(t) = =i[Vi(t), pr(t)];

missa.:

Vit) = eif{otlﬁjle—if{ot _ 6i(ﬁg+ﬁE)t[:I[€—i(ﬁs+ﬁE)t
p[(t) — eigotpefif{ot.

Koska systeemin ja ympariston valinen vuorovaikutus on heikkoa, voidaan differen-

tiaaliyhtalo ratkaista perturbaatioteorian mukaisesti aluksi integroimalla:

pr(t) = pr(0) — @/O dty [V (tr), pr(tr)],

ja sitten sijoittamalla takaisin:
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~

pi(t) = —ilV1(t), pr(0)] — /0 dt [Vi(t), [Vi(tr), pr(t)]]:

Koska olemme kiinnostuneita vain systeemin tilan kehityksestd, voidaan ottaa jalki

ympariston yli ja saadaan:

psi(t) = —iTrE([VI(t),pI(O)])—/O i Tep([Vi(1), [Vi(t), pr(t)]))-

Koska vuorovaikutus on heikko, voidaan approksimoida tilaa hetkella ¢ = 0:

p1(0) = ps,1(0) ® p.r(0).

Liséksi jaetaan vuorovaikutuskuvan Hamiltoni kahteen osaan:

~

Vi(t) = Vsr(t) + Vspr(t).

Téma jako tapahtuu siten, ettd Vs on systeemiin vaikuttava osa, ja IA/SE, 7 on loput
vuorovaikutuksen Hamiltonista. V gz, s lisiiksi toteuttaa yhtalon Trg[V gg 1 (£)pr(0)] =
0. Seuraavaksi oletetaan ettei ymparisté6 muutu, kun se vuorovaikuttaa systeemin
kanssa. T&lloin p;(t) ~ pss(t) ® prr(0). Tata kutsutaan Bornin approksimaatiok-
si. Néin voidaan olettaa, koska vuorovaikutus on heikko ja ympéristd suuri. Tésta

saadaan yhtalo:

ps(t) = —i[Vs1(t), pr(t)] — /0 At Trp([Vspr(t), [Vser(t), psi(t) ® pr(0)]]).

Seuraavaksi tehdaén viela Markov approksimaatio. Siiné oletetaan, ettd ympéariston
suuren koon ja ldhekkédisten energiatasojen seurauksena systeemi vaikuttaa yhta
paljon eri energiatasojen kanssa, jolloin voidaan olettaa integrandin olevan pieni

t1 &~ t lahiston ulkopuolella. TAlloin voidaan kirjoittaa integrandissa p;(t;) =~ p;(t)
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ps.(t) = =ilVs(t), pr(t)] — /0 At Trp([Vsp (), [Vsei(t), psa(t) ® ppi(0)]]).

Téata kutsutaan Redfield yhtaloksi. Vaikka aikaisempaa approksimaatiota kutsutaan-
kin Markov approksimaatioksi, yhtalo ei silti ole Markovinen. Jotta yhtalosta saa-
daan Markovinen taytyy tehda vield voimakkaampi Markov approksimaatio. Samoil-

la perusteluilla muutetaan integraalin alarajaksi —oo:

ps(t) = —i[Vs1(t), pr(t)] —/ At Tre([Vsei(t), [Vser(t), psi(t) © pei(0)])).

—0o0

Tamé on viimein Born-Markov master-yhtélo.

4.2 Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad master-yhtalo

Toinen tdrked muoto master-yhtélolle on Lindblad muoto. Evoluution A; : p(0) —
p(t) = Nip(0) saa Markovista dynamiikkaa vastaavat ominaisuudet, jos N; muo-
dostavat kvanttidynaamisen puoliryhmén. Kvanttidynaaminen puoliryhmé& on puo-

liryvhma téyspositiivisia kuvauksia, jotka toteuttavat ehdot:

1) MNs = Nits
2) tr[(N;pA] on jatkuva t:n funktio mille tahansa tiheysmatriisille p tai

hermiittiselle operaattorille A.

Vuonna 1976 V. Gorini, A. Kossakowski, and E. C. G. Sudarshan johtivat téasté,
ettd kvanttidynaamisen puoliryhmén generaattorit ovat darellisulotteiselle Hilbertin

avaruudelle muotoa [57]

N2-1

p H ps Z azg zps {F FMIOS})

i,7=1
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Samanaikaisesti G. Lindblad johti samanlaisen tuloksen separoituville Hilbertin ava-

ruuksille, jossa generaattorit ovat rajoitettuja [58]:

NZ-1
p= _Z[H>ps] + Z Kz(AzpsAz - {A Azaps})
Téata kutsutaan Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad (GKSL) master-yhtaloksi.
Tamaéan muotoinen yhtalo voidaan johtaa Born-Markov master-yhtalosta kayttamal-

14 Hamiltonia, joka saadaan Jaynes-Cummings mallista ja tekemélla RWA. Taméa

todistus on kédyty tarkemmin lapi kirjassa [1|. Tdstd saadaan yhtalo

missid D(a)p = (apa' — {a'a,p}). Titi evoluutiota on esitelty kuvassa 10. Siing
on naytetty atomin kehitysta kidyttden Blochin hajotelmaa. Evoluutio alkaa tilasta,
jossa atomi havaitaan aina olevan viritystilassa. Evoluution aikana todennakdoisyys,
ettd atomi havaitaan perustilassa kasvaa ja lopussa se havaitaan ainoastaan perus-
tilassa. Voidaan huomata, ettei todennékoisyys ole tdysin laskeva, vaan se nousee
hetkellisesti vélissa. Syy télle on havaittavissa kuvasta (d), jossa dissipaatiokerroin
on laitettu nollaksi. Ndhdaan, ettd todennikdisyys ei pysy vakiona vaan oskilloi. Té-
ma johtuu atomin ja sdhkokentén vuorovaikutuksesta, jossa ne vaihtavat keskenéan
fotoneita. Koherenssit pysyvit téasséa tapauksessa nollana, koska evoluutio aloitettiin
viritystilasta.

Kuten johdannossa mainittiin, dissipaatio aiheuttaa dekoherenssin, joka voidaan
myos haivaita kuvista. Tilan "koherenssit"eli Blochin hajotelman o, ja o, termit
ldhestyvéit nollaa, jolloin systeemi kidyttaytyy "klassisemmin". Tamé ilmi6 tullaan
nikemédn myos tulevissa kuvaajissa.

Yksinkertaistetaan kuvien piirtdmista eliminoimalla parametri g muuttamalla

w

K w
aikaskaalaa. T#lloin saan uudet parametrit &# = —, @ = —, O, = — ja g hividi
g g g

yhtalosta.
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(a) (6,) komponentti
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(c) (6,) komponentti
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0.0
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0 2 4 6 8 10
Aika t/g
(b) (6y) komponentti
0 2 4 6 8 10

Aika t/g

(d) (6-) komponentti, kun &£ =0

Kuva 10: Atomin tilan kehitys GKSL master-yhtélon mukaan numeerisesti ratkais-

tuna. Kuvissa on esitetty atomin tilan Bloch-hajotelman eri komponentit, jotka

saadaan GKSL master-yhtdlosta laskemalla (d;)

= tr[g;p] Atomi on aluksi tilassa

1
11(0)) 4, = Eﬂe) +19)) ja kuvaajista nahdaén sen lahestyvin perustilaa |g). Sahko-

kentédn fotonien lukumééraksi alussa valittiin kymmenen. Muut vakiot ovat: £ = 1,

W, =2, 0 = 1. Kuvassa (d) & = 0, jolloin ei lahestyti perustilaa, mutta sihkokentta

ja atomi silti vaihtavat fotoneita, joka nahdédén oskilloivasta (g;) arvosta.
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Kuvassa 11 kuvataan séhkokentéan fotonien lukuméaréan evoluutio. Fotonien méa-
ré laskee nopeudella, joka riippuu dissipaatiokertoimesta x. x vaikuttaa samalla ta-
valla my0s atomin siirtymiseen viritystilasta perustilaan. Tamé vastaa intuitiota:
Jos on kaviteetti, joka vuotaa fotoneita sdhkokentén, fotonien méara laskee. Liséksi,
koska kaviteetissa oleva energian madra laskee, atomi on todennékoisemmin perus-

tilassa.

10

0 2 4 6 8 10
Aika t/g
Kuva 11: Sdhkokentén fotonien lukumééran kehitys (n) = tr[np], kun GKSL master-

yhtalo on ratkaistu numeerisesti. Sdhkokentan fotonien lukumaééra on aluksi kym-

menen. Muut vakiot ovat: kK =1, W, =2, w = 1.
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5 Stokastinen master-yhtalo

Enté jos ympériston sijasta systeemiin vaikuttaakin jokin mittalaite? Miten mitta-
laitteen vaikutusta voidaan kuvata? Ilman mittausta systeemilld tapahtuu normaali
master-yhtéalon kaltainen evoluutio. Jos tdhén systeemiin tehdéén jokin mittaus M,
tila muuttuu kappaleessa 2 esitellyn yhtélon (1) mukaisesti. Tatd muutosta kutsu-
taan hypyksi. Hyppy on satunnainen, koska mittaustulos on satunnainen. Nyt jos
mittaus on jatkuva, se aiheuttaa jatkuvaa muutosta systeemissid. Tata voi ajatella

ikdan kuin kohinana. T&ll6in kehitys on muotoa

p=F(p)+£)G(p),

missa F' on normaali evoluutio ja £ satunnainen kohina. Téta kutsutaan stokastiseksi

differentiaaliyhtéloksi (SDE). SDE voi esiintyd my6s muodossa:

dp = A(p)dt + z(t)B(p)dWV .

Tata kutsutaan Ito muotoiseksi SDE:ksi. Aikaisempaa taas kutsutaan sen Stratono-
vich muodoksi. Naistd kerrotaan lisda liitteessd A. Seuraavaksi johdetaan stokasti-
nen differentiaali yhtalo tilan evoluutiolle eli stokastinen master-yhtélo. Sovelletaan
se myos tutkittavaan systeemiin. Johdetaan tutkittavan systeemin tilalle tallainen

stokastinen master-yhtélo (SME). Téssé johdossa seuraan kirjoja [1, 26].

5.1 Suora mittaus

Johdetaan nyt tilan evoluutiota kuvaava yhtalo suoralle mittaukselle, joka esiteltiin
johdannossa. Aloitetaan jo aikaisemmin esitellyista yhtéaloista. [lman mittausta tilan

evoluutio on Schrédinger yhtélon mukaan:
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[0t +T)) = exp(—iHT) [1)(t))

Nyt mitataan systeemié infinitesimaalisen ajan df. Aiemmin mainittu mittauksen

vaikutus tilan evoluutioon on yhtélén (1) mukaan:

|9 (t + di)) =

Kuten aiemmin mainitsin, suorassa mittauksessa systeemié mitataan fotonidetekto-
rilla. Talloin saadaan mittaustulokseksi M;(dt) kun ajassa dt detektoidaan fotoni ja

My(dt) kun ei detektoida yhtddn. Nama mittaustulokset voidaan esittdd muodossa:

M, (dt) =&Vt

efe

My(dt) =1 - <7 +z’I§I) at
missi ¢ = rka. Olkoon nyt N (t) mitattujen fotonien mééra ja luodaan siité stokasti-
nen askel dN(t). Talléin dN(t) = 1, kun havaitaan fotoni ajassa dt, ja dN(t) = 0,
kun ei havaita yhtéén fotonia. dN(¢) voi siis saada vain 2 arvoa, jolloin se on Poisson
askel. Nyt voidaan kirjoittaa tilan muutos Ito muotoisena stokastisena differentiaa-

liyhtalona:

dy(t)) = dN(t) [ (t +dt)) + (1 = dN(t)) [¢o(t + dt))

M) [9(0)
VM (dt) M () (1)

Téstd saadaan stokastinen Schrodinger yhtélo (SSE):

|9 (t + di)) =
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~

¢ ée e
dwmﬂMW————4u—wmmGJ@__

(#2)(1) o

Téllaisen stokastisen yhtélon ratkaisua kutsutaan trajektoriksi, koska yhtalon rat-

~ift ) 10(0).

kaisu eli tilan |¢(¢)) evoluutio on satunnainen ja riippuu satunnaisen stokastisen
prosessin dN(t) arvoista.
Téta yhtédloa voidaan sieventdd. Kun dN(t) = 0 jéa jaljelle vain dt termi. Toi-

saalta kun dN(t) = 1, dN(t)dt = dt, jolloin saadaan yhtélé muotoon:

(efey)y ee

416(8) = [N 1) ——%;+ﬁ(2 - G i) ll).

Lasketaan tasta tiheysmatriisi p, ja otetaan keskiarvo, jolloin saadaan yhtalo:

dp = Eld([¢(t)) ((8)])]
= Eld[y(0)) @]+ [9@)) d (b @)] + d [y () d (o (t)]]
= —idt[H, p] + dtD(c)p.

Tasta jakamalla dt:ll4 saadaan GKSL master-yhtélo. Nain ollen trajektorien kes-

kiarvo vastaa GKSL master-yhtalod, niin kuin kuuluukin.

5.2 Homodyynimittaus

Seuraavaksi kiytetddn fotonidetektorin sijaan fotodiodia systeemin mittaamiseen.
Télloin mittari antaa jonkin sdhkovirran 1. Voidaan silti kiyttaa dskeistd SSE:ta, sil-
14 ainoastaan fotonien havaitsemistapa on muuttunut. Mééritellddn py(t) = [1(t)) ((t)],

jossa |¢(t)) saadaan SSE:std. Talloin saadaan stokastinen master-yhtalé (SME)

dp;(t) = (dN(t)Q[é] — dtH {ZH + %D pr(t),
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missa kdytetdan merkintoja:

Dltlp = ipit — = (#17p + pi'h)
e
“ Tpr
Glrlp =
e tr[rpir']

H[P]p = 7p + pit — tx[ip + prl]p.

Askeisess# yht#lossa ei tehty vield homodyynimittausta, koska lokaalia oskillaattoria
ei ole lisatty. Matemaattisesti sen lisidminen tapahtuu muunnoksena ¢ — ¢ + 7,
missa v on homodyynimittaukseen liittyvan oskillaattorin amplitudi.

Koska v on hyvin suuri, jitetdin vain termi v~/2 ja hyddynnetién tietoa, etti

mittausten lukuméara on suuri ja saadaan:

dps(t) = —i[H, ps(t)]dt + dtD[e]ps(t) + dW (t)H[e] ps(1).

Kuten aiemmin sanottiin, kohina ldhestyy Gaussista kun mittausaika dt ldhestyy
nollaa. Koska Wiener-prosessi W (¢) on Gaussisen prosessin integraali, dWW (t) on
Wiener-askel. Koska sdhkovirta I muuttui, kdytetdan téasta eteenpéin uudelle sah-
kovirralle merkintda J. Téma on homodyynimittauksen SME. Silld voidaan mitata

hyvin systeemin kvadratuuri.

5.3 Heterodyynimittaus

Haluamme kuitenkin mitata kaksi vastakkaista kvadratuuria. Kuten aiemmin mai-
nittiin tdméa tapahtuu heterodyynimittauksen avulla. Kayttamalla homodyynimit-
tauksen yhtélod saadaan heterodyynimittauksen yhtélo detuunaamalla oskillaatto-

rin taajuus A:n verran systeemin suurimman taajuuden ylapuolelle:

dp,(t) = —ilH, p,(t)]dt + dtD[c]p, (t) + dW () [ (cps(t) = ()5 ()ps (1)) + hye)].
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Jos jaetaan Wiener-askel dWW kahteen osaan saadaan yhtald, joka vastaa kahden

homodyynimittauksen samanaikaista mittaamista:

dpy(t) = —i[H, p;(t)]dt + dtDlc]p,(t) + T(dW (O H[c] + dWy () H[=ic])p. (1)

Méiritelldin uusi Wiener-prosessi dZ = (dW,, + dW,))/v/2 ja saadaan yhtilo:

dp;(t) = —i[H, p;(t)]dt + dtDlc]p,(t) + H[dZ"(t)c]ps ().

Tata vastaava SSE vaimenevalle kaviteetille on:

A} = (—ifl |p) — Sala|p)dt + vk ) dZ

Stratonovich muodossa se on:

Oy [y = =i |v) — —a aly) + Vkaz"(t) [¥) .

Tasta on helppo laskea stokastinen master-yhtélo. Katsotaan nyt tata yhtaloa. Nor-
maalin Hamiltonin lisdksi on termi —ng&. Se kuvastaa systeemissé tapahtuvaa dis-
sipaatiota. Vakio k kuvaa vauhtia, jolla fotoneja siteilee pois kaviteetista. Siind on
myos numero-operaattori 7 = a'a. Niin ollen dissipaatio on myds suoraan riippu-
vainen kaviteetissa olevien fotonien méarésté.

Viimeinen termi on yhtalon ainut stokastinen termi ja kuvaa systeemissé tapah-
tuvaa kohinaa. MyéGs tdmé on riippuvainen dissipaatiokertoimesta x. Talla termilla
on myo6s suuri vaikutus saatavaan tilaan. Kuvassa 12 on esitelty tilan kehitys eri
trajektoreilla, eli eri kohinalla z(¢). Voidaan havaita, ettd tulokset ovat paapiirteit-
tdin samat, mutta eroavat silti merkittavasti satunnaisen kohinan takia. Kuitenkin,
jos katsotaan 2000 trajektorin keskiarvoa, kuten kuvassa 13, ndhdééan, ettd saadaan

sama tulos kuin GKSL-yhtélosté.
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Kuva 12: Verrataan kahta eri trajektoria. Atomin evoluutio on aloitettu tilasta
1

WJ(O»A = \/E

Kaviteetissa on aluksi nolla fotonia.

(le) + |g)) ja muut muuttujien arvot ovat w. = 2, @ = 1, & = 1.
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Kuva 13: Vertaillaan stokastisen yhtélon antamat tuloksia (musta), kun on otettu

keskiarvo 2000 trajektorista ja GKSL master-yhtdlon antamaa evoluutiota atomin
1
V2

arvot ovat W, = 2, @ = 1, kK = 1. Kaviteetissa on aluksi nolla fotonia. Kuvasta

tilalle (punainen). Systeemin alkutila on [¢(0)) 4 (le) + |g)) ja parametrien

voidaan ndhdé stokastisen master-yhtalon antavan keskiméarin saman evoluution

kuin GKSL master-yhtalo.
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6 Hierarkkinen kuvaus atomille kaviteetissa

Kun stokastinen master-yhtélo systeemille on selvitetty, se taytyisi saada ratkais-
tua. Téhén kédytetddn cHEOMia (conditioned hierarchical equation of motion) [29].
Téamén kaltaisia hierarkkisia menetelmia on kaytetty menestyksekkéaasti stokastisten
schrodinger yhtéloiden ratkaisuun, varsinkin ei-Markovisille systeemeille [30, 59-62].
Tassa keskityn Link et al. esittelemain cHEOM menetelméin ja kiytéan sitda Marko-
visille systeemille, korvaamaan adiabaattisen eliminaation. Adiabaattinen eliminaa-
tio, josta on kerrottu liséa liitteessé B, on menetelma, jolla voi eliminoida ympériston
master-yhtélostd, jattden vain systeemin, jota haluamme tarkastella. Se on kuiten-
kin approksimaatio, joka toimii vain tietylla rajalla, joten kidytdmme ympéariston

eliminointiin cHEOMia. Se toimii seuraavasti:

Aloitetaan kdyttdmaélla Bargmann tilaa

—1€
) = [ @

missd Wy (€*) = (€|y). Kayttamalla aiemmassa kappaleessa esiteltyéd Stratonovich

‘ 2

Wy (E)11€)

muotoista yhtélod heterodyynimittaukselle voidaan laskea tra[0;:(|¢(t)) (1 (t)])] sto-

kastisesta Schrodinger yhtalosté:
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Téssé on liséksi esitelty £* muodossa: £ = 8_5 Muodostetaan seuraavaksi vastaava

Stratonovich yhtéloé aputilalle:

an
()"

Néamaé aputilat tulevat muodostamaan aiemmin mainitun puhtaiden tilojen hierar-

[ ™) = (ig)" [¥) -

kian. Aputilojen Stratonovich yhtélot ovat:

n

0]
a’l’b
o" 0 0
= (ig)nm(—i(%ﬁz + (we + %)5*85* 900+ og0)) + Vi

= (i9)" s rm (=i — Zala+ Vraz" (1) [v)

a *
o 1),

Seuraavaksi halutaan poistaa derivaatat saadusta yhtélosta. Derivaatat voidaan kir-

joittaa muodossa:

o 0 o ot

Wﬁ o W) = "HEn ) + ¢ Ble )t 1)
on . B 871—1 . o

Talloin hierarkkiset yhtélot voidaan kirjoittaa muodossa:

Téastéd on helppo muodostaa vastaava yhtéalo tiheysmatriisille kiayttamalla kaavaa
P = trelj™) (™). Téstd yhtilostd poistetaan vield &:t kiyttamalld (™)

madritelmésta saatavia yhtaloita p’y™ :lle:
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trel=igg" [) (W] =

trofigé [p™) (] = T,

Nyt saadaan lopullinen puhtaiden tilojen hierarkia cHEOM:

n,m ~ n—1m nm—1) W . n,m
o™ = g (o ply ™ 4+ mply )U+)+Z[0z,pf4 )

. KR K n,m ~ n,m+1 ~ n+1,m
ti(we = g)m = (we + o )m)ps ™ + 6 i) = [, o)

\/E * n+1,m n,m-+1 R (n 1,m+1
+ (2 ) = a()p ) = Sty

A —5Pa .
g

Téastéd voidaan nyt ratkaista pf’o), joka maaritelméan mukaan on atomin tila p4. Nah-

daan, ettd kukin tila riippuu tiloista sekd suuremmilla ettd pienemmilld hierarkia

indeksien arvoilla. Pienempiin indekseihin liittyviit termit ovat: g%(né_pJ "™ +
mp%’mfl)6+). Niin ollen esimerkiksi pfffl’mfl) ei vaikuta suoraan pgl’m):n evoluu-

tioon. Namaé termit eivit myoskadn sisélla dissipaatiokerrointa s, mikd kertoo meille
tdmén riippuvuuden luonteesta.

Suuremmat indeksit taas vaikuttavat hyvin eri tavalla: [6_, p(:’mﬂ)] —loy, p%“’m)]qt

\Z/—f(z* (t)pglﬂ’m) — z(t)pfff’m“)) - E%p(fﬂ’mﬂ). Téssé dissipaation nopeus vaikuttaa
suorasti useisiin termeihin. Jos oletetaan ettei dissipaatiota tapahdu, useat termit
hévidvat. Naihin kuuluu esimerkiksi kaikki termit missé kohina z(t) esiintyy. Luon-
nollisesti, jos kaviteetti on taysin suljettu, kohinaa ei myoskéén ole.

Maaritelladn atomin alkutilaksi nyt viritystila, ja ettd, kaviteetissa on aluksi
nolla fotonia. Systeemin tilan kehittyessa kaviteetissa on maksimissaan yksi fotoni.
Talloin tilat, joiden hierarkkiset indeksit ovat suuremmat kuin tilan p(Al’l) voidaan
unohtaa. Nain voidaan tehd&, koska hierarkkisten tilojen maéaaritelmassa esiintyvét

tilat (a")™p ja (a)"p ovat nollia, kun n,m > 2, jos kaviteetissa on vain yksi fotoni.

Téstéd saadaan neljan stokastisen differentiaaliyhtélon ryhmaé, joka voidaan ratkaista
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ottamalla keskiarvo, jolloin saada tilojen E[p(™™)] evoluutiot. Kuvassa 14 on esitelty
talla tavalla saatu evoluutio pff’o):lle. Sitd verrataan numeerisesti ratkaistuun sto-
kastiseen differentiaaliyhtdaloon. Stokastisesta differentiaaliyhtéldsta on otettu 2000

trajektoria ja laskettu niiden keskiarvo. Nahdéaén, ettd tulokset ovat hyvin ldhella

toisiaan ja ne lahestyvat lisdé, jos trajektorien maaraé kasvatetaan.
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Kuva 14: Vertaillaan stokastisen yhtdlon antamat tulokset 2000 trajektorilla (mus-

ta) ja hierarkiaa, josta on jétetty pois pj,

('Y suuremmat tasot (punainen). Kuvis-

sa on esitetty saadun tilan Bloch-hajotelman eri komponentit. Atomin alkutila

1

~(le) + I9)

on|1(0)) 4

) ja muut parametrit ovat: £ =1, @, =2, © = 1.
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6.1 Vertailu Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad master-
yhtaloon

Edellisessa kappaleessa johdetun puhtaiden tilojen hierarkian cHEOM voi tarkistaa
toimivan ottamalla siitd keskiarvo ja vertaamalla sitd master-yhtalosta saatavaan

hierarkiaan. Hierarkia saadaan GKSL master-yhtélosta seuraavasti:

P47 () = tre((—igaty (iga) p).

Jatetadn pois termit, jossa ¢, 5 > 1:

X004y = — i w

pa () = —iwetr([a'a, p] + -0, tre(p)] — trc([igad, o)) + tre([—iga'e _, pl)

+ gtrc(ZapdT —a'ap — pa'a)

W 0,0 N 1,0 - 0,1
- %[Uzvpfax )} - [0-+7pf4 )] + [0-—7pf4 )]

. . . At At A At At A W . A TN
PO (1) = —iw (—ig)tr.(aatap — atpata) + Z[Um P — tro(—igatligas ., p))

+ tro(—iga'[—iga'é_, p]) — gtrc(—ig&Tp)

. 0,1 w 0,1 0,0 1,1 K (01
:chfq )+Z (0,1) (0,0) ( )]——p( )

N L R T
P N C atre A
p(ALO) (t) = —iw,.(ig)tr.(aa’ap — apa’a) + 2[02, pi] — tro(—iga'ligac ., p])

+ tro(—iga'[—iga'a_, p]) — gtrc(ig&p)

. 1,0 W 1,0 ~ 0,0 ~ 1,1 K (1,0

- chpfél ) 2 [O-zap; )] 920-—10; : [O-—’pfél )] 2 54 )
. (1,1 ~ 0,1 1,0) ~ W 1,1 1,1
pg )(t) = g2(0'_,054 )+P,(4 )0'+)—|——Z,[O'Z,pf4 )]—/1,054 )

Néiden yhtaloiden pitéisi vastata cHEOM hierarkiaa, kun siitd on otettu keskiarvo.

Seuraavaksi lasketaan keskiarvo cHEOM hierarkiasta. Hierarkia on:



43

n,m n—1m n,m—1 W, n,m
oo™ = gP(ne_py T+ mply" )U+>+Z[027p54 )
R KR n,m A n,m+1 n+1,m
i((we = )m = (we o )mply ™ + [0 o5 ] = [ P
\/E * n+1m n,m+1 R (n 1,m+1
2 AT =) = S,

Lasketaan nyt keskiarvo E[p(*)]. Keskiarvon ottaminen muuttaa kahta hierarkkisten

yhtéléiden termeista:

B (5™ (0] = / dE[ (G o5 )

o 0 (n+1,m)
_5 t_S 62(5) A (t)]
1 8 n 1,m
E[=(t)py "™ (1) = %E[ 828( >p(” ")

Lasketaan yhté&loissa esiintyvét derivaatat. Aloitetaan integroimalla yht&lo:

P )=/ 4L (= (5)5 ) — () “))+/ g (ne_p ™ 4 mpl" V)
0 0

tg
N n,m . K K n,m ~ n,m-+1 ~ n+1,m
o0 PG (e = 5 m = (e a6 o] = [ o)
. (n+1,m+1)
g '

Otetaan téstd derivaatta z(¢):n suhteen:

im apf: " (U) = lim t S£ ap(n—Hm (8) o N (n,m+1) . 3pf:’m+1) (S)
lim D) = lim ’ d ig( "(s)- IO d(s —u)py (s) z(s)—az(u) )
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Sijoittamalla tdmé keskiarvojen yhtaloihin saadaan keskiarvot:

Bl ()00 ()] = 2“; Pt )

B0 ™ 0] = g

E[p3™] = g*(ne—p§ ™™ 4 mp™ Vo) + [, o]
+i((we %)m — (we + %)n)p%’m) +[o_, pff ™6y, pff“ ™,
Téstd voidaan laskea E[py, ©, 0)], E[pff’”], E[,'o(Al’O)] ja E[pfq1 1)].
BpOOW) = 5005087 = 04 A4+ [0 o)
EpO(0)] = iwepy™ + 216 0 + 08 6 — [0 A0 = S0
B0 (0] = ey + 3100051+ 2003+ oo o) - 50"
BpC00] = 66"+ o300+ 51l o0 ey

Néamé yhtélot ovat samat kuin GKSL master-yhtalon antamat yhtéalot.
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7 Yhteissuure lineaarisista hierarkkisista liikeyhta-
l16ista

Muodostetaan nyt sumennettu yhteismittaus paikalle ja liikemaarille. Se saadaan
laskettua aikaisemmassa kappaleessa ratkaistusta pa:sta. p:lle voidaan maéaaritella

mstrumentti:

p(t) = Gi(2")(po) = ZAprAk'

Tassa esiintyvad G:té kutsutaan instrumentiksi ja sille on tehty Kraussin hajotelma.
Téamé instrumentti voidaan laskea helposti edellisen kappaleen tuloksia kayttéaen.
Nyt haluamme kuitenkin ratkaista siitéd yhteismittaukset tr4(E;). Aloitetaan aluksi

kiyttamalld yhtaloa:

E, = GlG,
=G/, ® 1.6,

= "G 11, 0) (9,01 G + G [9:,1) (4:,1]G.

Téstéd saadaan Bornin kaavalla todennékoisyys, kun oletetaan alkutilan olevan muo-

toa |1, 0):

p=tr{pE}

= cutr(|vr) (Y| @10) (0| Ey)
kl

= e (un, O] By, 0) .
kl

Sijoitetaan tdhan aiempi Ey:n yhtalo:
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p= Z Ckl(Mz%*Ml?i + lel*lek)
ikl

= cu(Fh+ Fy)

ikl

= > cutrallvn) (ol (F°+ F1),

missi on kiytetty merkint6ja M7, = (Yr, 7|Gi|0, ) ja MTM = F. Tisti seuraa,
ettd FP + F! = tra(F;). Toisin sanoen trs(FE), joka haluttiin ratkaista, saadaan
kiyttamalld aiempia tuloksia p4:lle. Taméa antaa meille M matriisien komponentit.
Niillda komponenteilla voidaan laskea F' matriisit ja niistd saadaan yhteismittaus
tra(E).

Kuvassa 15 on numeerisesti ratkaistu ¢r4(E) stokastisesta Schrodinger yhté&losté
asken esitetylla tavalla. Tarkemmin, siind on simuloitu 2000 trajektoria, ja lasket-
tu niiden keskiarvo. Yhteismittauksen operaattori on esitelty Bloch-vektorina, jonka
arvot on esitelty kuvissa ajan funktiona. Voidaan huomata, ettd mittausoperaatto-
rin keskiarvo lahestyy identiteettioperaattoria, kun trajektorien maéraa kasvatetaan,
mutta yksittéiset tapaukset eroavat keskiarvosta merkittéavasti mittaustulosten sa-

tunnaisuuden vuoksi.
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Kuva 15: Mittausoperaattorin evoluutio esitettyna Blochin hajotelmalla. Téssé esi-

tetddn keskiarvo 2000 trajektorista, jonka pitéisi lahestyé identiteettioperaattoria.

Muuttujien arvot ovat @w. = 2, @ = 3, k = 3. Ndhdé&én, ettd tulos on hyvin ldhella

identiteettioperaattoria.
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Keskiarvon kuuluukin lahestya identiteettioperaattoria, silla aikaisemmin POVM:lle

maariteltiin ehto

Y E =1,

joka jatkuvalle mittaukselle voidaan kirjoittaa integraalina:

/Exdq:zf.

Kun keskiarvo otetaan tarpeeksi suuresta maarasta mittausoperaattoreja, keskiarvo
vastaa askeisen yhtalon integraalia. Nahdaan siis, etta keskiarvo lahestyy identiteet-
tioperaattoria, niin kuin kuuluukin, mutta se ei kerro meille mitdén yhteismittauk-
sesta. Tatd varten voidaan tarkastella yksittéisia trajektoreja, jotka ovat esitetty
kuvassa 16. Kuvassa on esitelty kahden eri trajektorin Blochin hajotelmaa. Nah-
déan, ettd ne eroavat toisistaan selvasti. Koska jokaista eri mittaustulosta vastaa
erilainen mittausoperaattori, ja koska kvanttimittaukset ovat satunnaisia, tekemal-
14 sama mittaus kaksi kertaa saadaan erilaiset mittaustulokset ja talloin erilaiset
mittausoperaattorit.

Néita tuloksia voidaan vertailla vastaaviin tuloksiin, jotka saadaan tekemélla

adiabaattinen eliminaatio stokastiseen Schrodinger yhtaloon. Téstéd saadaan yhtalo:

W £ R A oA
010) 4 = (—i56. +av/zio — Slaf’6.6-) [0)4.

Jakamalla osiin [¢) , = ¢, ]0) + ¢ |1), téstd voidaan laskea erilliset differentiaaliyh-

talot:



0.0 15
-0.2
—04 1.0
-0.6
0.5
-0.8
-1.0 0.0

0.0
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1.0
-1.2
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00 25 50 75 100 125 15.0

Aika t/g

(a) 6, komponentti

00 25 50 75 100 125 150

Aika t/g

(c) 64 komponentti

00 25 50 75 100 125 15.0

Aika t/g

(b) 6, komponentti

0.4

0.2

0.0

00 25 50 75 100 125 150

Aika t/g

(d) 6, komponentti,

0.0 0.0
02 -0.2
-0.4
-0.4
-0.6
-0.6
00 25 50 75 100 125 150 00 25 50 75 100 125 15.0
Aika t/g Aika t/g

(e) 6, komponentti

(f) 6, komponentti

Kuva 16: Mittausoperaattorin evoluutio esitettynd Bloch-vektorina. Tarkastellaan
2 eri trajektoria, ensimmaéinen on esitetty vasemmalla ja toinen oikealla. Niiden
voidaan havaita eroavan selvasti. Mittausoperaattorien pitéisikin erota, kun saadut

mittaustulokset eroavat. Muuttujien arvot ovat w. =2, w = 3, Kk = 3.
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Naiden ratkaisut ovat:

w K
(i5 =5l

ce=¢€ 2 2 ¢(0)

W w ot

—i—t —i—t —i(—w——=]a|?)s
cg=e 2¢40)+e 2 /dsoz\/Ez:ce(O)e 2
0
Nyt jos [¢(t)) 4 = Gr.a [1(0)) , voidaan kirjoittaa:
WK

e(l 575 laf*) 0
Gia = —igt t —i(~w—i=|al?)s  —i—t

e 2 [dsavy/kzle 2 e 2

0

Nyt voidaan laskea E, = gj} 40t 4 kiyttden approksimaatiota z}z, = 0(s — ).

Tamén matriisin komponentit ovat:

Eaipo=1

Esn=1
t

—— | 25
Ea10= /dsa\/Ee 2 (xscos(ws) — yssin(ws) — i(yscos(ws) + xssin(ws)))
0

Eio1=(Ea10)",

jossa z; = x5 + iys. Bloch-vektoriksi u = (a, b, ¢) saadaan:

t

K
a= /dsa\/ﬁe?a' s(a:scos(ws) — yssin(ws))

0
t

K
——lal?s
b= —/dsoz\/ge 2" (yscos(ws) + zgsin(ws))

0

c=0.
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Tama tulos vastaa numeerisesta laskusta saatuja tuloksia, silld E4 g9 ja F4 11 olivat
numeerisen laskun mukaan 1. Numeerisen laskun tuloksena saadaan, ettd koherenssit
ovat keskimédrin nolla. Tété ei pystytd adiabaattisesta eliminaatiosta todistamaan,
mutta ei ole pois suljettua, ettd koherenssit ovat keskiméarin nolla. Jos kohinan ole-
tetaan olevan keskiarvoltaan nolla, saadaan koherenssien keskiarvoiksi nolla, samoin

kuin numeerisesti laskettuna.
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8 Loppupaatelmat

Tassé tyossd muodostettiin cHEOM vaimenevalle kaviteetille. Se tehtiin kdyttaen
heterodyynimittausta vastaavaa stokastista Schrodingerin yhtaloa. Tavoitteena oli
ratkaista tdmaé stokastinen Schrodingerin yhtélo eksaktisti. Normaalisti cHEOMia ja
muita vastaavia menetelmid kiytetddn vain ratkaistaessa ei-Markovista dynamiik-
kaa, mutta tdssd tapauksessa sitd kiytetdan Markovisen dynamiikan ratkaisuun.
Tavoite tassa tyossd on ratkaista kaviteetissa olevan hiukkasen dynamiikka. Tamé
voidaan tehda kitevisti cHEOMilla kayttamétta likimaaraisia menetelmid, kuten
adiabaattista eliminaatiota.

cHEOM antoi eksaktin ratkaisun dynamiikalle ja yhtilo tilalle p4 saadaan tés-
méllisesti, vaikka suuremmat hierarkiat unohdettiin. T&lloin jaljelld olevat hierark-
kiset yhtalot ratkaistiin numeerisesti kiyttden normaaleja differentiaaliyhtélon rat-
kaisumenetelmié. Naitd vertailtiin numeerisesti ratkaistuun stokastiseen differenti-
aaliyhtdloon ja nahtiin, ettd hierarkia antaa samat tulokset.

Lopuksi muodostettiin paikan ja lilkeméaéran sumennettu yhteismittaus kiyttaen
alempaa numeerista ratkaisua systeemin dynamiikalle. Husimin Q funktion margi-
naalit osoitettiin vastaavan paikan ja liikeméaran sumennettua yhteismittausta, joka
itsessdan ei ole uusi tulos. Téssa tyossa paikan ja liikeméaédrdn sumennettu yhteis-
mittaus saatiin ratkaisemalla heterodyynimittauksen stokastinen Schrodinger yhtalo
kiyttden cHEOMia.

Tatd numeerisesti ratkaistua yhteismittausta verrataan likiméaraiseen yhteis-
mittaukseen, joka saadaan kiyttdmalld adiabaattista eliminaatiota. Vertailemalla
nédiden Blochin hajotelmaa ndhdéén, etta tulokset vastaavat toisiaan.

cHEOMin dynamiikkaa vaimenevalle kaviteetille verrataan GKSL master-yhtélon
antamaan dynamiikkaan, joka vastaa cHEOMista saatuja tuloksia. Koska cHEOM
ratkaisee vaimenevan kaviteetin stokastisen master-yhtélon, silla voidaan myo6s rat-

kaista optimaalinen sumennettu yhteismittaus paikalle ja liikeméarélle, mitd GKSL
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master-yhtalosta ei voida selvittaa.

cHEOM ja muut vastaavat hierarkkiset menetelmét ovat kasvaneet suosiossa
viime vuosina ja niissé on vield paljon tutkittavaa. Esimerkiksi muutkin hierarkian
tasot kuin vain alin voivat kertoa systeemin fysiikasta, kuten kaviteetin tilasta ja
sen korrelaatiosta avoimen systeemin kanssa. Tulen véitoskirjassani tutkimaan téata
ja soveltamaan cHEOMia lomittumisen tutkimiseen.

Verrattuna GKSL master-yhtélon antamaan ratkaisuun, cHEOM mahdollistaa
my6s yhteismittauksen muodostamisen eri suureille. Téssd muodostettiin yhteismit-
taus paikalle ja litkeméérélle, mutta vastaavasti muillekin kanonisesti vastakkaisille

suureille voi olla mahdollista muodostaa samanlainen sumennettu yhteismittaus.
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Liitteet

A: Ito ja Stratonovich laskenta

Kappaleessa 5 kerrottiin lyhyesti Ito ja Stratonovich laskennasta. Téssé liitteessé
esittelen tarkemmin Ito ja Stratonovich integraalit ja niiden avulla Ito ja Stratono-
vich stokastiset differentiaaliyhtélot. Aloitetaan tarkastelemalla kappaleessa 5 esitel-

tya yhtaloa:

p=F(p)+ &G (p).

Kirjoitetaan tdmén muotoiset yhtalot yleisemmin, kuten kirjassa [63]. Tulen seuraa-

maan taté kirjaa téassé kappaleessa:

dx
- = a(x,t) + bz, 1)§(1).

Jos halutaan ratkaista tdmén yhtélon, tdytyy tarkastella integraalia. Tarkemmin
katsotaan termid u(z,t) = ft £(t")dt'. Kuten kappaleessa 6 sanottiin £(¢) on satun-
naista kohinaa (white noise;) ja sen integroiminen ei ole helppoa. Sille méaritellaan
ominaisuus (£(t")&(t)) = o(t' —t). Jos u(t) sijoitetaan Fokker-Planck yht&l66n, néh-
dédén, etta kyseessi on Wiener-prosessi W (t). Koska Wiener-prosessi ei ole derivoi-
tuva, alussa esiteltyd yhtaloa ei ole olemassa. Néin ollen yhtdlo taytyy kirjoittaa

muodossa:

t t

z(t) —x(0) = /a(x,t/)dt' —l—/b(x,t’){(t’)dt’.

0 0

Ensimmainen integraali on selked, mutta kohinan integroimisessa on yha ongelmia.

Koska kyseesséd on Wiener-prosessi, sen maaritelméasta saadaan, etté
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jolloin integraali voidaan kirjoittaa muodossa:

t

/ b, )W (£).

0
Nyt maéaritelladn uusi integraali, jotta voimme laskea tdmén stokastisen integraalin.

Aloitetaan ajattelemalla tdmén Riemann summaa:

(Ti — ti—l)-
=0

Selvasti tdma riippuu 7;:n valinnasta. Valitaan se seuraavan yhtalon mukaisesti:

T — C\Jti + (1 — Oé)ti_l.

Jos valitaan a = 0 saadaan Ito integraali, jolle 7; = ¢;_;. Tat& merkitsen seuraavasti:

t t

z(t) — x(0) = /a(m,t')dt' + /b(x,t’)dW(t')

& dr = a(x, t)dt + b(z, t)dW(t).
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Toinen vaihtoehto on Stratonovich integraali [64], joka saadaan vastaavasti valitse-

1
malla o = 3 Merkitadn sitd seuraavasti:

t t

z(t) — x(0) = S/a(z,t')dt' + /b(x,t’)dW(t')
dz
&= a(x,t) + bz, t)&(t).

Néiden valilla on yhteys:

dr dr a(z,t) + b(x, 1))

dt — dt
1
& di = (ale, 1) + 3000 t)dbg’; )

)t + b, t)dW ().

Stratonovich integraalin etuna on sille pateva ketjusaanto

df(2) _ df(a)

= L a(a,t) + bl L),

mutta sille odotusarvon laskenta on vaikeampaa. Téasta syysta téssé tyossa kiytetaan

molempia.

B: Adiabaattinen eliminaatio

Adiabaattinen eliminaatio on yleisesti menetelma, jolla voidaan vahentaé yhtéaloiden
méarad systeemin dynamiikan kuvaamisessa. Se on approksimaatio, joka hyodyntéia
tietoa, ettd systeemi kehittyy kahdessa eri aikaskaalassa. Aluksi nopeasti kehittyvéit
muuttujat voidaan ilmaista hitaasti kehittyvien funktiona, jossa hitaasti kehittyvét
muuttujat oletetaan vakioiksi. Sitten isommalla aikaskaalalla voidaan kirjoittaa yh-
talot hitaille muuttujille, nopeiden muuttujien funktiona. N&in voidaan eliminoida
nopeat muuttujat systeemin dynamiikkaa kuvaavista yhtaloista ja saada pienempi

joukko yhtaloitd [28].
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Téasséd eliminoimme kaviteetissa olevan sahkokentén, jonka voimme tehdé, kun
oletamme kaviteetin olevan huono. Huonolla kaviteetilla tarkoitetaan, etta kaviteetti
"vuotaa" nopeasti eli dissipaatiokerroin on paljon suurempi kuin atomin relaksaa-
tioaika. Kappaleessa 4 esitellyn GKSL master-yhtalon tapauksessa se tarkoittaa, etta

A = w,—w < k. Nyt kiyttden GKSL yhtéloa voidaan kirjoittaa differentiaaliyhtald

operaattoreille a, a'

a

weadla + =6.a + g(6 a0+ 6_a'a) — (weaaa’ + %d&z +g(aéia+ao_al))) — g

Jolloin annihilaatio-operaattori voidaan kirjoittaa muodossa:

(A
hga,

1 n K’
h 2

Tésté eteenpéin merkitdin @ = ad_ ja vastaavasti a' = oy

a=—

Lopuksi sijoitetaan takaisin master-yhtaloon:

R Kla|?
.y

Vastaavasti, adiabaattinen eliminaatio voidaan tehda stokastiselle Schrédinger

(26064 —6_-610—06-6+).

yhtélolle, joka antaa meille yhtalon:

R e K 0.4
5ﬂ¢9A::(—45024‘av@it0——‘§Vﬂ204‘0—)W0A-
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