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Tutkielmassa esitetdan Franciszek Mertensin vuonna 1874 todistama analyyttiseen
lukuteoriaan liittyva lause. Mertensin lause osoittaa, ettd alkulukujen resiprook-
kisumma on asymptoottisesti tuplalogaritminen. Tutkielmassa kidyddan ensin lapi
analyysin ja lukuteorian peruskéisitteita seka esitetdan ja todistetaan aputuloksia.
Lopuksi todistetaan Mertensin lause.
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1 Johdanto

Alkulukujen jakautuminen luonnollisissa luvuissa on jo pitkdan ollut kiinnostava
tutkimuskohde lukuteoriassa. Vuonna 1896 Hadamardin ja de la Vallée-Poussinin
todistama alkulukulause osoittaa, ettd lukua = pienempien alkulukujen p méara on

asymptoottisesti ¢~ eli

T

p<z

2p<a !
z/Inx
voilla lausekkeet ovat samaa suuruusluokkaa [I]. Lause siis formalisoi intuitiivisen
ajatuksen siité, ettd alkulukujen esiintyminen kidy harvemmaksi mitd suuremmaksi
luonnolliset luvut kiyvét [3].

Jo ennen yleisen alkulukulauseen todistusta, puolalais-itdvaltalainen matemaa-
tikko Franciszek Mertens todisti alkulukulausetta heikomman tuloksen. Mertensin

lause osoittaa, ettd jokaisella reaaliluvulla z > 1 on voimassa

Merkinnalld ~ tarkoitetaan sitd, ettd lim,_ . = 1, eli suurilla luvun z ar-

Z% =Inln|z] + B+ d(x),

p<x
missé || on lattiafunktio, eli luku x pyoristetddn alaspdin ldhimpé#én kokonais-
lukuun, B on vakio ja lim, . d(x) = 0. Lause siis osoittaa, ettd alkulukujen resi-
prookkisumma, eli alkulukujen kidanteislukujen summa, on asymptoottisesti tuplalo-
garitminen [7]. T4t& voidaan verrata tunnettuun tapaan arvioida harmonisen sarjan
osasummaa luonnollisella logaritmilla

Z % =1In(z) + v+ E(x),

n<x
missé v on vakio ja lim, ., F(z) = 0 [I]. Mertensin lause siis osoittaa epésuorasti al-
kulukujen harventuvan jakautumisen, silla mitd pidemmalle lukusuoralla mennéén,
sitd hitaammin alkulukujen resiprookkisumma kasvaa verrattuna luonnollisten lu-
kujen kdanteislukujen summaan.

Mertensin lauseen voidaan katsoa olevan seuraus yleisestd alkulukulauseesta, eli
sen voi todistaa alkulukulauseen avulla. Mertens kuitenkin todisti tuloksen ilman
alkulukulausetta, silla hanen aikanaan alkulukulausetta ei ollut viela todistettu. Tut-
kielman paétavoitteena on esittad Mertensin lause ja sen todistus Villarinon artik-
kelia [9] mukaillen. Vaikka lause todistetaan Mertensin tavoin ilman alkulukulauset-
ta, tutkielmassa ei esitetd Mertensin alkuperiista todistusta, vaan nykyaikaisempi
versio.

Tutkielman ymmértamiseksi suositellaan, etta lukijalla on hallussa analyysin ja
lukuteorian perusteet, mutta kaikki todistukselle olennaiset tulokset esitellddn en-
nen niiden kayttod. Tutkielman aluksi kerrataan hieman sarjoihin liittyvia kasitteitéa
seké esitetddn yleisid tutkielman kannalta tarkeitd tuloksia. Sen jalkeen esitetdén
ja todistetaan Mertensin lauseen todistukseen liittyvid aputuloksia ja viimeiseksi
todistetaan varsinainen Mertensin lause.



2 Sarjoista

Lukuteoria on matematiikan alana sellainen, etta se hyodyntaa paljon muiden alojen
tuloksia. Erityisesti lukuteorian osa-ala, analyyttinen lukuteoria, hyodyntad nimen-
sé mukaisesti analyysin menetelmia. Koska tutkielman kohteena on resiprookkisum-
man arviointi, sarjoihin liittyvat tulokset ovat luonnollisesti keskeisid. Analyysissé
ollaan yleensa kiinnostuttu sarjojen suppenemisesta tai sarjakehitelmien muodos-
tamista funktioille. Kédyd&an ensin siis lapi muutamia analyysin perusasioita, jotka
ovat oleellisia tutkielman kannalta.

Esimerkki 1. Harmoninen sarja

=1
2

hajaantuu. Tamé voidaan todeta esimerkiksi integraalitarkastimen tai minorantti-
periaatteen avulla.

Esimerkki 2. Geometrinen sarja
o0
>
n=0
suppenee jos ja vain jos —1 < x < 1, jolloin

o0 . 1
ey

[2, Lause 13.1.9]

Esimerkki 3. Luvun 1+ x luonnollisen logaritmin Taylorin sarjakehitelmé on

In(1+a) = Y (-1,
n=1

joka suppenee, kun —1 < = < 1 [2, Esimerkki 15.4.4].

Viimeisend yleisena sarjojen kasittelyn apuvélineena esitetdan osittaissummaus.
Se on samanlainen késite summille, kuin osittaisintegrointi on integraaleille. Sen
avulla voidaan kasitelld sarjoja, joiden summien laskeminen olisi muuten vaikeaa.
Seuraava kaava on osittaissummauksen analyyttinen versio, jossa integraalit ovat
tavallisia Riemann-integraaleja [4].

Lause 1 (Abelin osittaissummauskaava). Olkoon \; < Ay < A3 < ... reaalilu-
kujono, joka on joko ddirellinen tai ddreton ja rajatta kasvava. Olkoon x > A\ ja f,
sekd sen derivaatta mddritelty valilla (A, z]. Olkoon a, mielivaltainen reaalilukujo-
no. Merkitddan

Ax) = Z an,

An<z



silloin

> anf ) =A@ - [ A0F @) dr

A<z A1

Todistus. Lasketaan

A@) (@) =D anfa) = D anf(x) = D anf(hn)

An<x An<z A<z
= ; an(f(2) = F(An))
- MZS; /A an F/(t) dt
= /j <>\nz<t an> £(t) dt
- [ awr

josta saadaan
S anf ) = AW - [ AW
An<z A1

kun yhtalon termit jarjestetdén uudestaan. O

2.1 Sarjat lukuteoriassa

Tarkastellaan ensin muutamia olennaisia alkulukuihin ja jaollisuuteen liittyvia ké-
sitteitd. Tutkielmassa oletetaan, ettd pienin luonnollinen luku on 1.

Maaritelma 1. Kokonaisluvun n # 0, +1 yksikésitteinen kanoninen esitys on
n=+pi - p, (1)
missa p; ovat erisuuria alkulukuja ja luvut a; ovat luonnollisia lukuja.

Maaritelma 2. Funktioita, joka ilmaisevat kuinka monta kertaa alkuluku p esiintyy
luvun n kanonisessa esityksessa , merkitadn

V. (n) a;, jos luvulla n on kanoninen esitys ja p = p;
n)=
b 0 muuten.

5]

Lause 2 (Legendre). Kaikilla luonnollisilla luvuilla n ja alkuluvuilla p on voimassa

e =[5

k=1 p

3



18

Todistus. Tulolla
nl=n-(n—1)-...-2-1

on L%j tekijda, jotka ovat jaollisia luvulla p. Kun jaetaan namé tekijat luvulla p,
jaljelle jaaneelld tulolla on viela L[%J tekijad, jotka ovat jaollisia luvulla p. Koska
kaikilla luvuilla on vain darellinen maara tekijoita, jollakin ko saadaan, etté LI%J =
0, milloin kaikilla k& > kg taytyy olla, etta Lﬁj =0. O
Tarkastellaan seuraavaksi lukuteoriassa paljon esiintyvaé funktiota:

Maaritelma 3. Riemannin zeeta-funktio méaritellaan sarjaesityksen

avulla, kun s > 1.

Erityisesti seuraava zeeta-funktion avulla maaratty sarja on keskeinen tutkiel-
malle [3].

Esimerkki 4.

Se, ettd sarjan summa on %, ei ole taysin triviaali tulos, vaan sen eteen téytyy

rakentaa teoria sarjan transformaatiosta, mikd on tehty Knoppin kirjassa [0].

Yleisesti Riemannin zeeta-funktio on perustavanlaatuinen alkulukujen teoriassa.
Esimerkiksi myohemmin ndhdééan, ettéd funktio esiintyy myos itse Mertensin lausees-
sa. Funktion yhteys alkulukuihin ndhdéaan identiteetisté, jota joskus kutsutaan Eu-
lerin identiteetiksi tai tuloksi [I].

Lause 3. Kaikilla s > 1 on voimassa identiteetti

Todistus. Oletetaan, ettd p on alkuluku ja s > 1. Selvésti —1 < # < 1 kaikilla
alkuluvuilla p, eli geometrinen sarja

n=0 n=0




suppenee. Muodostetaan tulo naistd termeistd, kun p = 2,3,5,..., P:

1
1T — = (1427542724273 4 )
p<P P

X (1435432433 4+ .)

X(14+P 54+ P24 P54 ).

Kun tdma kerrotaan auki, huomataan, ettd muodostuu summa, jonka yleinen termi
on muotoa
n=% = 2*V2(n)s . 37‘/3(71)8 . P*Vp(n)s.

L jossa luonnollisen luvun n kaikki alku-

Toisin sanoen tulo muodostuu termeista -
tekijat ovat pienempid tai yhta suuria kuin P. Kéytetdén nédiden lukujen n joukosta

merkintééd (P), jolloin saadaan

1 1
H 1 —ps - Z E
ne(P)

p<P

Kun P — oo, aritmetiikan peruslauseen nojalla joukkoon (P) kuuluu kaikki luonnol-

liset luvut ja jokainen luku esiintyy ylld olevassa sarjassa vain kerran. Koska sarja
Zzo:l % suppenee itseisesti, kun s > 1, niin sarja, jossa on samat termit eri jar-

jestyksessd my0Os suppenee samaan arvoon. Siis termit voidaan jarjestelld uudelleen

haluttuun muotoon -

1 1
=== ne’

—s
peP p n=1

]

Sen liséksi, ettéd identiteetti osoittaa alkulukujen yhteyden zeeta-funktioon, voi-
daan sen avulla muuntaa alkulukujen avulla esitettyjé sarjoja luonnollisien lukujen
avulla esitettyihin. Tamaéan takia identiteetti on hyvin kiyttokelpoinen apuvéline,
silla yleisesti alkulukujen avulla esitettyja sarjoja on vaikeampi késitelld, kuin luon-
nollisten lukujen avulla esitettyjd. Tama johtuu siité, ettd alkulukujen tarkka jakau-
tuminen ei ole tiedossa, mutta luonnollisten lukujen jakautuminen on. Esimerkiksi
alkulukujen resiprookkisarjan hajaantumisen todistaminen on usein paljon tyolaam-
péad kuin aikaisemmin esitetyn harmonisen sarjan. Identiteettia kiayttden hajaantu-
minen on mahdollista todeta.

Esimerkki 5. Alkulukujen resiprookkisarja
>,
peP p

hajaantuu.
Aloitetaan Eulerin identiteetistd, kun s > 1 eli




Otetaan siitd puolittain luonnollinen logaritmi seké sievennetaén lauseke

“() (=)

n=1

pEP

Selvésti —1 < —}% < 1 kaikilla alkuluvuilla p, kun s > 1, joten Taylorin sarjake-

hitelmé& funktiolle In(1 — pi) suppenee. Sijoitetaan sarjakehitelmé oikeanpuoleisen

logaritmilausekkeen tilalle. Nyt siis

Kun s — 17, yhtélon vasen puoli hajaantuu, silld esimerkin (1| mukaan
lim In i L) = o0
s—1t - ns N ’

Siis myo6s oikeanpuoleinen lauseke

s—1t

pEP k=

hajaantuu. Arvioidaan lausekkeen viimeistd termié ylospédin geometrisella sarjalla
> ks o joka suppenee, silld —1 < & < 1. Nyt siis

ZZE<ZZ =2 Z =Y

=1
DI PP Prs
pE]P’ peP k=2

E]P’kl 1

1
1~ Z —
5 »eP p(p 1)

peEP k=2 peEP k=2 pGIP’ pG]P’
ja
(o]
1
Do <2
_ 27
peP p(p 1) n=1 n
jolloin

IEE IR IS B TR LD IS

pGIP peP k=2 pEIP’ pEIP’ peP



Y16spéin arviotu termi -, # suppenee, eli myo6s alkuperdinen sarja ZpG]P’ S, ﬁ
suppenee Koska todettiin, ettd lauseke hajaantuu, alkulukujen resiprookkisumman
Zpep 5 taytyy hajaantua.

Eulerin identiteetin avulla alkulukujen avulla esitettyjd sarjoja voidaan myos
muuntaa luonnollisten lukujen avulla méaariteltyihin.

Esimerkki 6. Aloitetaan Eulerin identiteetisté, kun s =1+ p

(e o]

1 1
Z nlte - 1;[ 1 _pflfp’

n=1

joka on voimassa, kun p > 0. Otetaan yhtalosta puolittain luonnollinen logaritmi
sekd sievennetadn lauseke

(S ) ()

n=1 peP
= Zln(l —— p)
peP
— Z(ln 1—In(1— p_l_”))
peP
=— Zln(l —p 7P,
peP

Derivoidaan yhtélé puolittain muuttujan p suhteen, jolloin

ZOO —Inn

n=1 n1+P _ E 1+p
— —1 —p’

Zn 1 n1+P pcP 1

Lopuksi sijoitetaan p = 1 ja sievennetédan lauseke, jolloin saadaan sarjan transfor-
maatio

2 et 12?

SR IF 2)

Vaikka esimerkin sarja nayttda téssd vaiheessa monimutkaiselta, myShemmin
nahdéaén, ettd tulos on tarkeé osa todistusta.

2.2 Summien arviointi

Seuraavaksi tarkastellaan harmonisen sarjan osasummia. Kun summataan aérelli-
nen maara sarjan termeja johonkin lukuun x asti, summa on oleellisesti luvun =
luonnollinen logaritmi [1].



Lause 4. Kaikilla reaaliluvuilla x > 1 on voimassa

1
Z— =In(z) + v+ E(z), jossa
n

n<x

E(a:):/oot_malzf—%_LxJ ja

Ct— |t
v=1-— / L Jdt = 0,57721566 (Eulerin-Mascheronin vakio).
1

Todistus. Aloitetaan merkitsemalld a,, = 1, jolloin

Ax)=>"1

n<x

ja f(x) = % sekéd sen derivaatta f'(z) = —%. Kéytetadn nyt Abelin osittaissum-
mauskaavaa ja sievennetadn lauseke haluttuun muotoon

> - Alx)f(z) - /11 At) f'(t)dt

n<x n
T 1
%] / “ 1t
== gt
x * . 2

x—x+[xj+/ t—t+LtJdt
x 1 12

r— |z] 1 Tt —|t]
=1- —dt — ———=dt

x +/1t /1 12

r — |z] Ct— |t Ct— |t
zl—T—i—lna:—lnl—/1 » dt+/$ t—2dt
:1nx+1—/ t_mdt+/ t_tLtJdt—x_m

1 T

12 2 T

=Inz +v+ E(z).
[

Oleellista on mainita, ettd luvusta x riippuva virhetermi E(x) ldhestyy nollaa,
kun z ldhestyy daretonta [I]. Siis arvio on hyvéa etenkin suurille luvun z arvoille.

Mertensin lause méarittaa alkulukujen resiprookkisummalle samanlaisen asymp-
toottisen arvion. Kiinnostavaa téssa on se, ettd arvio on tuplalogaritminen eli kun
termejd summataan lukuun z asti, on summa noin luvun z luonnollisen logarit-
min luonnollinen logaritmi. Seuraavassa lauseessa esitetdan Mertensin alkuperdinen
muotoilu tuloksesta.



Lause 5 (Mertens). Kaikilla reaaliluvuilla x > 1 on voimassa

1 . l
Z —=Inln|z| +~v+ Zu(n)M + 6,
p<z p n=2 n
jossa y on Eulerin-Mascheronin vakio, p(n) on Mébiuksen funktio, ((n) on Rieman-

nin zeeta-funktio ja |0 < ln(L;JH) + & fn[x].

Leonhard Euler arvioi elaméankerrassaan 1700-luvun alussa, ettd alkulukujen re-
siprookkisumma on tuplalogaritminen. Adrien-Marie Legendre antoi ensimméisen
konkreettisen arvion summasta 1800-luvun alussa. Kumpikaan heista ei kuitenkaan
méadritellyt lausetta tdsmallisesti tai todistanut sitd niin, ettd se vastaisi moder-
nin matematiikan standardeja [9]. Viimein, vuonna 1874, lauseen todisti puolalais-
itdvaltalainen matemaatikko Franciszek Mertens.

3 Peruslemma

Lauseen alkuperaisessa todistuksessa Mertens todisti ensin kaksi perustavanlaatuis-
ta lemmaa joiden avulla hén todisti lopullisen lauseensa. Tutkielmassa esitetysséa
modernissa todistuksessa ei kiytetd endé toista lemmaa, mutta ensimmaéinen lem-
ma on edelleen olennainen, joten téssd osiossa esitetdan seké todistetaan se. Luku
perustuu Villarinon artikkeliin [9] ellei muuta mainita.

Lemma 1. Kaikilla reaaliluvuilla x > 1 on voimassa

1
S 2P = lnw + R(x), jossa |R(2)] < 2.
p

p<w

Ennen lemman todistusta kiydadn lapi muutamia aputuloksia.

3.1 DMaairitelmia, lauseita ja lemmoja

Maéaritelladn ensin theeta- ja khii-funktiot, jotka ovat keskeisié kiytettavissa lauseis-
sa ja lemmoissa.

Maaritelma 4. Kun x > 1 on reaaliluku ja p on alkuluku, Chebyshevin theeta-
funktio méaaritelldén seuraavasti
O(x) = Z Inp.

Maaritelma 5. Kun x > 1 on reaaliluku, khii-funktio méaritellaan seuraavasti

X(@) = 0(n).



Seuraavaksi kiyddan ldpi viela muutama aputulos.

Lause 6 (Stirling). Kaikilla reaaliluvuilla x > 4 on voimassa epdyhtalit

1 1
ln(L:I;J!)<xlnx+§lnx—x+ln\/2ﬂ+ﬁ (3)
T

xr —

2111({%J !) >rlnz—a2n2—-Inz—z+2InvV2r+1In2 —

ja kaikilla kokonaisluvuilla n > 5 yhtdlo

)\
In (n')—nlnn—n+—lnn—|—lnv + , jossa |\ < 1. (5)

Lauseen todistus ja siihen vaadittavat esitiedot 16ytyviat Knoppin kirjasta [6].

Lemma 2. Kaikilla reaaliluvuilla x > 1 on voimassa
T
In(|z]!) = x(z )+ x( = 5 )3 )

Todistus. Jokainen alkuluku p < z jakaa luvun |z | kertoman V,(|x]!) kertaa. Teh-
dddn tdméan tiedon avulla luvulle |z]! alkutekijahajotelma

p<w

Seuraavaksi otetaan yhtalostd puolittain luonnollinen logaritmi, sievennetédén lo-
garitmin laskusdéntéjen avulla sekd kdytetddn Legendren lausetta termin V,(|z|!)
maarittamiseen:

1n(LxJ!):1n(Hpr<m'> Zm( VMM) > Vo(lz]) - Inp

p<w p<z p<x
—ZZ{ Jlnp ZZL Jlnp.
p<z k>1 k>1 p<z

Nyt summa voidaan tulkita niin, ettd Inp esiintyy siina LI%J kertaa. Erityisesti,
jos L%J = 0, niin In p esiintyy summassa 0 kertaa. Tama siis tarkoittaa sita, etta

Lﬁj In p tilallle voidaan sijoittaa Zm< : Inp, kun m > 1, eli

alzlh= > D> ) p

km>1 p<z m<4
Pk

Nyt yhtéalon oikea puoli on jo indeksejé vaille haluttu tulos, silld yhtalossa on nyt
theeta-funktiossa esiintyva Inp. Kun tarkastellaan muuttujasta m riippuvaa sum-
mausindeksia m < z%’ huomataan, ettd se voidaan muokata muotoon mp* < x ja

10



siitd viela muotoon p < {“/% , koska m, k > 1. Huomataan myés, etta epayhtalosta
mp”® < x seuraa, ettd p < x. Siis summausindeksi p < z voidaan poistaa kokonaan
yhtéalosté, eikd summan arvo muutu. Saadaan siis

n([z]) = > > Inp,
km2lp< k/Z

josta suoraan theeta- ja khii-funktioiden méaaritelmistid saadaan

I(lz))= > Y p=Y 0((/%)

k,m>1 p< k /% k,m>1

]

Seuraava lause on térked osa peruslemman todistusta, silla sitd kiytetaén virhe-
termin R(x) arvioimiseen.

Lause 7. Kaikilla reaaliluvuilla x > 1 on voimassa
f(x) < 2z.

Todistus. Kaytetdan edellisen lemman yhtalod, ja muodostetaan sen avulla uusi yh-

b In([z]!) — zln(EJ !) — \(2) +X(§) +x<§) +x(£> + .
_Q.X(g) _2.X(§) _
— (2) —X(g) +x<§) —x(%) + .

Suoraan khii-funktion méaaritelméasta on helppo nahdéa, ettéa

x(%)g x(%)x(%)z x(%)

11



joten

Saadaan siis epayhtalo

) = x(3 )< milaly - 2m( | 5]1). (6)

Nyt voidaan mééritdé yliraja termille x(z) — x(%) arvioimalla termid In(|z|!) —
2 ln< 5|!) ylospéin. Tamé voidaan tehdé Stirlingin kaavoilla (3) ja , kun olete-

taan, ettd x > 4. Nyt siis

1n<LxJ!)—21n(H!)

1 1 2
<xlnx+§1nx—x+lnv2ﬂ+ﬂ— (xlnx—xln?—lnx—x—|—2ln\/27r+ln2——1)
'I‘_

x
3 1 2
=r—z+-lne+znh2-I2-InvV2r4+ — +
2 120 o —2
o= (=2 — Sme+ 2+ Inyar — — — 2
=z n2)z - slnz+ln nV2r— oo = — ).
Huomataan, ettd termi (1 —In2)z — 2Inz —In2 + Inv27r — 5= — =25 < 0, kun

x > 4,789. Kun tdma yhdistetddn epayhtalon @ kanssa, saadaan

T

x(x) — X<§) <, kun x > 4,789.
Muokataan vield saatu epéayhtalé muotoon

x@)<w+x<g>

ja sijoitetaan luvun x paikalle z, 7, 7, £, .., kunnes 5757 < 2. Saadaan siis epdyhtalot

(35) < 3n +x(zm1)
X2m om X2m+1'

Koska 751 < 2, niin suoraan médritelméstd x (5m57) = 0. Nyt ketjuttamalla epéyh-
talot saadaan tulos

@ <o+ iror op(ieielo 4]
X(@) <zt+g+.+oo=u 5ttt o,

<$i2im:2x.
m=0

12



Selvésti 0(z) < x(z), joten 0(x) < 2z. Téassd vaiheessa on hyvd huomioida, ettd
todistuksessa kaytetty yhtalo patee vain, kun x > 4,789. Kuitenkin on helppo tar-
kistaa laskemalla, ettd 0(z) < 2z pétee myos silloin, kun z < 4,789. Sivuutetaan se
tassd yhteydessa, silla lausetta kiytetdan vain, kun = > 5.

]

Nyt esitetdan ja todistetaan viela viimeinen lause, joka tarvitaan peruslemmaa
varten.

Lause 8. Kun n > 5, nun

1 1 Inv/2 1 1
lnn—zﬁzl——lnn— nvir A ——erlnp—i——Z{%Jlnp—l—...
n n p

p<n p<n p<n

missd |A| < 1.

Todistus. Samalla tavalla kuin lemman [2| todistuksessa, muodostetaan luvun n ker-
tomalle alkutekijahajotelma Legendren lauseen avulla ja otetaan siitd luonnollinen
logaritmi. Saadaan siis

Inn! = ZZ{ Jlnp:ZL Jlnp—l—Z{ Jlnp+ZL Jlnp+...

k>1 p<n p<n p<n p<n

Merkitéén |2 = 2 — 7, missi 0 < 7, < 1. Sijoitetaan timé edelliseen yhtloon,

jolloin

1nn!:2”1np erlnp—i—Z{ meZ{ Jlnp+-.-

p<n p<n p<n p<n

Oletetaan, ettd n > 5 ja kdytetddn Stirlingin kaavaa (5]) termiin In n!, jolloin saadaan
yhtalo

1
nlnn—n+ = lnn+1n\/ +__Znnp erlnp—l—Z{ Jlnp—l—...,

p<n p<n p<n

missd |A| < 1.
Jaetaan yhtalo puolittain luvulla n ja jarjestellaan termit uudestaan, jolloin saa-
daan hauluttu tulos

lnn—zln—pzl—ilnn_ln\/ﬁ — erlnp+ Z{ Jlnp+...,

P 2n n 12n2

p<n p<n p<n

missd |A| < 1, kun n > 5. O
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3.2 Peruslemman todistus

Todistetaan seuraavaksi peruslemma. Kun lemman yhtalon termit jarjestetdan uu-
delleen, saadaan yhtélo

Iz —Y P _ R, jossa [R(z)| < 2

p<z

Huomataan, ettd yhtdlon vasen puoli on ldhes sama kuin lauseen |8 yhtéalon. Tar-
koituksena on siis kiyttaa lauseen yhtalon oikeaa puolta ja sen avulla arvioida, etta
virhetermi |R(z)| < 2.

Tarkastellaan siis lauseketta

2n n 12n2

Inn Inv27 A
1— — — — | |
anp np+ — Z{ J np+ .., (7)

p<n

missé [A| < 1 ja osoitetaan ensin, ettd 2 on sen ylaraja. Helpoin ldhtokohta on ensin
poistaa lausekkeesta kaikki negatiiviset termit. Termi —% > <, Tplnp on selvisti

Inn In /27 A

negatiivinen. My6s —5% — =Y=T — 2 on selvisti negatiivinen kaikilla [A| < 1

arvoilla. Siis kun poistetaan kaikki negatiiviset termit ylarajaksi saadaan

14— Z{ Jlanr Z{ Jlanr Z{ Jlanr...

p<n p<n p<n

p<n

Seuraavaksi arvioidaan lauseketta ylospédin arvioimalla summamuotoisia termeja
ylospéin. Lattiafunktion méaéritelméan nojalla

Z{ Jlnp<2—lnp

p<n p<n

Samalla voidaan arvioida aérellisia summia ylospéin korvaamalla ne identtisillé sar-
joilla. Eli summa jatkuu dérettomiin, sen sijaan, ettd termeji summattaisiin lukuun
n asti. Nyt yldraja on

1+Zlnp Zlnp Zlnp Zlnp

peP peP p€EP p€EP

Seuraavaksi tarkastellaan sarjoja, joiden potenssit ovat parittomia. Koska
kaikilla alkuluvuilla p, niin

YRR SRS DETES DT

pE]P’ pE]P’ pE]P’ pe]P’

N |

1<
p

Eli kun arvioidaan parittomien potenssien sarjoja ylospéin téalla tavalla, ylarajaksi

14



saadaan

1_i_zlnp Zlnp Zlnp Zh;—f—i-

peP peIP peP pEP
lnp lnp lnp
Sl (Thre e, )
p€eP peP peP
3 Inp 1 1
:1+—Z—2(1+—2+—4+...)
2pepp p* P
In
S () )
pGP n=0 p

Nyt huomataan, etté ZZOZO(Z%)” on geometrinen sarja. Selvisti —1 < 4 < 1, eli

P
sarja suppenee ja

—~/1\" 1

Z E 1 - L

n=0

Kun tama sijoitetaan ylarajaan, saadaan

1 _
pElP’

Kaytetaan nyt esimerkin |§| sarjan muunnosta , jolloin

p Inn
3
1+ 2 § : 1+_Zn 1 n2

pEP 2 2 Zn 1 n2
Esimerkisti || tiedetdan, ettd S°°° . L = Z Summan S ° . 22 arvo on vaikeampi
) n=1 n2 6 n=1 n2

laskea tarkasti, mutta integraalitestisté tiedetédédn, etté

1 1
Z e [ Afa,

joka on riittdvan pieni ylaraja tdhan tarkoitukseen. Lopulta saadaan siis

Inp 3 1 9
Inn — — <l+5 - Zz=1+5<2
nn Zp +2 ? +7T2

p<n

Seuraavaksi osoitetaan, ettd lausekkeen (7)) alaraja on —2. Mé&éritetdén alara-
ja taas poistamalla ensin kaikki lausekkeessa esiintyvét positiiviset termit. Selvasti
summat

p<n p<n p<n p<n
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ovat kaikki positiivisia. My06s termi 1 — 2i Inn — B¥Y2T _ _A_ o positiivinen, silld
n n 12n ’

1 Inv27 A

%lnn—i- - +12n2<1,kun\)\]<1jan25.

Termeisté jaa jaljelle siis

—%erlnp.

p<n

Huomataan suoraan mééritelmésté, ettd r, < 1. Saadaan siis

—%erlnp > —%Zlnp

p<n p<n

ja suoraan theeta-funktion méaritelmésta saadaan

1 1
2N " Inp=—=6(n).
- 5 np - (n)

p<n
Nyt lauseesta 7| tiedetédén, ettd 6(n) < 2n, eli

1 1
——0(n) > ——-2n = —2.
n n

Lopulta saadaan siis epéayhtalo

1
lnn—22>—2.
p

p<n

Nyt kun yhdistetddan saadut yla- ja alarajat saadaan tulos

1
—2<1nn—zﬂ<2,
p

p<n

jonka avulla saadaan perustavanlaatuisen lemman véite

1
S % =Inn+ R(n), missi [R(n)| < 2.

p<n

Téassé vaiheessa on hyvd muistaa, ettd saadut ylaraja ja alaraja todistettiin vain
luvuille n > 5, silld todistuksessa kdytetyssd lauseessa [§ oli tdma rajoite. Kuitenkin
tilanteet, jossa n < 5, on helppo tarkistaa laskemalla.

On myo6s hyva huomata, ettéd esitetty todistus on voimassa vain luonnollisille
luvuille, vaikka peruslemma on voimassa kaikille reaaliluvuille. Toisaalta jokaista
reaalilukua x voidaan approksimoida luonnollisella luvulla n, jolla n < x < n + 1.
Alaraja on tietenkin sama, kuin edelld arvioitu. Koska In(z) < In(n + 1) = In(n) +
In(1+1), ylirajojen ero on In(z) —In(n) <In(1+21). Kunn > 11, In(1+2) 4+ 5 <
1, eli suurilla luvun x arvoilla virhe sisdltyy arvioituun yldrajaan, silla aiemmin
yldrajan arvioinnissa luku % py¢ristettiin luvuksi 1. Tapaukset n < 11 voidaan
todentaa suoraan laskemalla.
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4 Mertensin lauseen todistus

Nyt kun peruslemma on todistettu, voidaan todistaa itse Mertensin lause. Tutkiel-
massa ei siis esitetd Mertensin alkuperaista todistusta, vaan moderni versio. Luku
seuraa myos Villarinon artikkelin [9] esitystd. Muotoillaan ensin Mertensin lause
eksplisiittisesti todistusta varten.

Lause 9 (eksplisiittinen Mertens).

1
Z—zlnlnx—i—B—i—(S,
p

R(t)

dt.
tin%t

4 o0
jossa 0] < — ja B =1 —lnln2+/
Inx 9

Kaytannossa lause eroaa Mertensin alkuperéisesta muotoilusta virhetermien suh-
teen. Eksplisiittisessé lauseessa esiintyvéa virhetermi B on itseasiassa hieman tarkem-
pi kuin Mertensin alkuperdinen termi, tosin sen arvojen laskeminen on vaikeampaa.
Tamaé ei kuitenkaan ole ongelma, silla esitykseeen ei kuulu virhetermien laskeminen
vaan paapaino on summan asymptoottisen arvion esiittdminen ja todistaminen.

Todistus. Kuten harmonisen sarjankin kanssa, aloitetaan todistus kiayttdmalla Abe-
lin osittaissummauskaavaa. Merkitdan ensin

p ?

i jos n on alkuluku
ay =
0 muuten,

silloin

A(z) = Zln—p.

p<z p
Merkitaan myos, etta
1
r)=—
fla) =
jolloin sen derivaatta on
1
!
x)=— .
J() rln®x

Saadaan siis lauseke, johon voidaan kiayttda Abelin osittaissummauskaavaa:

In In
Z Zlnp I ZPSxTP 4 Zp<t pp dt.
p<;v p<lz Inz 2 t 111 ¢
Kéytetaan nyt peruslemmaa, eli korvataan summa
muokataan lauseke haluttuun muotoon:

<o 1“75” termilld Inz + R(x), ja
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lzlnqﬂ—R(x)_i_/ Int+ R(t) @t
2

tIn%t

=1+R(m)+/ In? dt+/ R 4
2 2

Inz tin?t tin%t

1 B S RO

Inz 9 tIn%t
o o t
= 1+@+lnlnx—lnln2+/ R(t) dt—/ R(1) dt
2 x

Inz

:lnlnx+1—lnln2+/ R{t) 4 E@) —/ ) gt
2 x

tin?¢ Inz

P Inx

Nyt

le—lnln?—i—/
2

ja

18] = @—/f R(1) dt'<

Inz tin%t

2 =2
+ |- dt| =
‘ /x tin*t ’

< |2
“|lnx

—| 4+ | lim 2 — 2
Inz a—oo lna  Inz
2 2 4

Inz Inz - Inx

2 < =2
M_/x tantdt’
2
A
2

-2

Inz

2
Inz
2
Inz

eli saadaan Mertensin lause

1
Z—zlnlnx—i—B—l—é.
p

p<z
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