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Matematiikka
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Téssé tyossa tutkitaan Muckenhouptin painofunktiota varioivan eksponentin Lebesgue-
avaruudessa. Erityisesti osoitetaan kyseisessé avaruudessa riittava ehto Muckenhoupt-
luokalle, jolla Hardyn-Littlewoodin maksimaalioperaattori on rajoitettu.

Tyon alkuosassa esitellaén taustateoriaa, johon siséltyy tyossa tarvittavia maaritel-
mid, varioivan eksponentin avaruuden ominaisuuksia, log-Holder-ehdot eksponentille
p ja Muckenhouptin painofunktioiden klassinen teoria.

Neljannessa luvussa madaritelldén yleistetty Muckenhoupt-luokka ja osoitetaan luo-
kalle vastaavia perusominaisuuksia kuin klassisessa tapauksessa.

Viidennessa luvussa yleistetdan Muckenhouptin painojen parantuvuusominaisuus
yleisimmille joukkoperheille Lebesgue-avaruudessa ja todistetaan rajoittuneisuustu-
los maksimaalioperaattorille, joka on mééaritelty spesifin joukkoperheen yli. Naméa
tulokset ovat keskeisid Muckenhoupt-ehdon riittavyyden todistuksessa, jota késitte-
lee tutkielman kuudes ja viimeinen luku.
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1 Johdanto

Varioivan eksponentin avaruudet esiintyivat kirjallisuudessa ensimmaisen kerran jo
vuonna 1931 julkaistussa artikkelissa [12], jonka on kirjoittanut W. Orlicz. Orlicz
ei kuitenkaan jatkanut kyseisten avaruuksien tutkimista vaan keskittyi toisenlaisten
funktioavaruuksien tutkimiseen, jotka nyt kantavat hdnen nimeéén. Vasta tultaes-
sa 1990-luvulle varioivan eksponentin avaruuksia alettiin tutkia enemmén. Vuon-
na 1991 julkaistussa artikkelissa [I3], O. Kovacik and J. Rakosnik todistivat monia
avaruuden perusominaisuuksia. Viela 1990-luvulla tutkimuksen kehitys oli varsin hi-
dasta, mutta vuosituhannen vaihteessa avaruuksia alettiin tutkia intensiivisesti ja
systemaattisemmin. Varioivan ekspontin avaruuksille 16ydettiin yhteys integraale-
ja koskeviin varioimisongelmiin epastandardilla kasvulla [I7]. Tama liitti avaruudet
vahvasti yhteen osittaisdifferentiaaliyhtaloiden tutkimukseen. Lisdksi tutkimuksen
kiihtymiseen vaikutti omalta osaltaan teorialle 16ydetyt sovellukset, jotka koskevat
esimerkiksi elektroreologisten nesteiden mallinnusta ([14], [15], [16]). Téssa tyossé
keskitytdadan funktioavaruuksien teoriaan liittyviin aspekteihin.

Varioivan eksponentin avaruuksien teoriassa Hardyn-Littlewoodin maksimaaliope-
raattori on osoittautunut keskeiseksi tyckaluksi. Osittain sen takia, ettd sen ra-
joittuneisuudesta seuraa myos monien muiden tirkeiden integraalioperaattoreiden
rajoittuneisuus. Rajoittuneisuudella tarkoitetaan, ettd operattori kuvaa funktioava-
ruuden funktion funktioavaruuteen itseensd. L. Diening on osoittanut artikkelissa
[9], ettd maksimaalioperaattori on rajoitettu avaruudessa LP()(R™). Samassa artik-
kelissa on myos osoitettu eksponentin log-Holder ehtojen tarkeys rajoittuneisuudelle
seké, ehtojen geometrinen merkitys.

Tarked kysymys painotettujen funktioavaruuksien teoriassa on, ettd miten paino-
funktiot tulisi méaritelld, jotta Hardyn-Littlewoodin maksimaalifuntkio olisi rajoi-
tettu kyseisessa funktioavaruudessa? Vuonna 1972 B. Muckenhoupt onnistui maa-
ritteleméddn luokan painofunktioita A,, joilla Hardyn-Littlewoodin maksimaalifunk-
tio M on rajoitettu painotetussa Lebesgue-avaruudessa LP(R" w) [5]. Tata luok-
kaa A,, jolla maksimaalifunktio on rajoitettu, kutsutaan Muckenhoupt-luokaksi.
Vuonna 2011 D. Cruz-Uribe, L. Diening ja P. Hésto méérittelivit artikkelissa [1§]
Muckenhoupt-luokalle riittavin ja valttamattoméan ehdon painotetussa varioivan
cksponentin Lebesgue-avaruudessa LP()(Q, w). Heidén lihestymistavassa painoja w
késiteltiin kertoimina. Téassa tutkielmassa esitelldadn heiddn antaman ehdon kanssa
ekvivalentti Muckenhoupt-ehto luokalle A,y ja todistetaan itsendisesti, ettd kysei-
nen ehto on riittéava ehto maksimaalioperaattorin rajoittuneisuudelle. Tamén tyon
ldhestymistavassa painoa w késitellddn mittana. Tyossd kiytettdvéa lahestymista-
pa on suoraviivaisempi ja sen kiyton taustamotivaationa on, ettd vastaavalla 1a-
hestymistavalla Muckenhoupt-ehto voitaisiin yleistda edelleen yleistettyyn Orlicz-
avaruuteen, mikd on yhé avoin ongelma. Tamén tutkielman varioivan eksponentin
osuus perustuu P. Haston ja L. Dieningin julkaisemattomaan artikkeliin [10].

Luvussa 2 esitellddn tyossé tarvittavia esitietoja, kiytettavia merkintoja ja keskeisia
méadritelmié. Luku 3 alkaa klassisen Muckenhoupt-ehdon esittelylld ja sen perusomi-
naisuuksien todistamisella. Luvun lopussa todistetaan klassinen tapaus maksimaa-
lioperaattorin M rajoittuneisuudelle painotetussa Lebesgue-avaruudessa LP(Q,w).



Luvussa 4 madritellidn Muckenhoupt-luokka A, ) varioivan eksponentin tapauk-
sessa. Kappaleessa keskitytddan vastaavien perusominaisuuksien todistamiseen kuin
edellisessé luvussa vakioeksponentin tapauksessa. Seuraavassa luvussa 5 yleistetdaén
luvussa 3 esitetty Muckenhoupt-luokan parantuvuusominaisuus (lemma ylei-
semmille joukkoperheille ja osoitetaan riittdvyyden todistuksen kannalta keskeinen
rajoittuneisuustulos maksimaalioperaattorille Mg, joka on maéritelty spesifin jouk-
koperheen B yli. Lopulta luvussa 6 todistetaan Muckenhoupt-ehdon riittavyys. Toi-
sin sanoin, jos w € A,, niin maksimaalioperaattori on télloin rajoitettu avaruudessa

LPO(R™, w).

2 Esitietoja

Tassa luvussa esitetadn tarvittavia esitietoja. Varioivan eksponentin Lebesgue-avaruuden
LP0)(Q, w) perusominaisuudet ja miiritelms ovat kirjasta [1].

Maaritelmia ja merkintoja

Symbolilla € tarkoitetaan aina avaruuden R™ avointa osajoukkoa. Avaruuden R”"
kuulille kiytetddn merkintdd B ja sen kuutioille merkintad ). Kuutioilla tarkoite-
taan aina sellaista kuutioita, jonka sivut ovat koordinaattiakselien suuntaiset. Jou-
kon 2 Lebesguen mitalle kiiytetddn merkintdd |Q2]. Merkinnélla f < g tarkoitetaan,
ettd f < cg, jollakin vakiolla c. Sanotaan, ettd f ~ ¢, jos f < g < f. Merkin-
nat ¢ ja C' tarkoittavat geneerisid vakioita, joiden arvo saatta vaihdella kesken to-
distuksenkin. Funktion kantajalla tarkoitetaan joukkoa {z € R™: f(z) # 0}. Mak-
simaalifunktiossakin esiintyvélle integraalikeskiarvolle kiytetddn tésséd tyossa usein

merkintaa fQ = Iﬁll fQ f

Olkoon XY normiavaruuksia. Merkinnallda X — Y tarkoitetaan, ettd on olemassa
sellainen vakio Cy > 0, ettéd |[z|ly, < C|z|y kaikilla x € X. T&lléin sanotaan,
ettd avaruus X on jatkuvasti upotettu avaruuteen Y. Vakiota ' kutsutaan upotus-
vakioksi.

Mitallista funktiota p : Q — [1,00) kutsutaan varioivaksi eksponentiksi ja merkin-
nalld P(Q) tarkoitetaan niiden muodostamaa joukkoa. Kéytetdén joukon A C 2
kanssa seuraavia merkintoja:

phi=esssup p(x), p,:=essinf p(z), pT:=ps ja p :=pg
z€A zeA

Oletetaan aina, ettd p* < oo. Méaéaritellddan konjugaattieksponentti p' : Q — [1, 00]
pisteittain yhtalon le + ]% = 1 mukaan.

1 Maéritelmé. Olkoon f € L}, (R"). Hardyn-Littlewoodin maksimaalioperaattori
M maaritellaan niin, etta

1
M) = sup e /B L

r>0
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Edellisen méaritelmén maksimaalifunktiota kutsutaan usein keskitetyksi maksimaa-
lifunktioksi.

Voidaan mééaritelld myos ei-keskitetty versio maksimaalifunktiostavoidavastaavasti
niin, etta

Mf(x) = su
f@) B,;;\B|

missd supremum otetaan kaikista kuulista B, 9 x.
Keskitetyn ja ei-keskitetyn maksimaalifunktion rajoittuneisuus seuraa toisistaan.

y)ldy,

Maksimaalifunktio M f voidaan maéaritelld myos kuutioiden avulla niin, etté

Mg f(z) = sup |f(y)|dy,
T€Q ‘Qx’ Qux

missd supremum otetaan vastaavasti kaikista kuutioista @, > z.

Seuraavan lemman mukaan méaritelmét ovat verrattavissa, joten on selvdd, etté
molempien maksimaalioperaattoreiden rajoittuneisuudet ovat ekvivalentit toistensa
kanssa.

1 Lemma. Olkoon f € L} (R"). Tdilloin Mf ~ Mqf eli on olemassa sellaiset
vakiot ¢ ja C, etti
cMf(z) < Mfo(r) < CM f(z).

Vakiot ¢ ja C' ritppuvat vain dimensiosta n.

Todistus. Ensin todetaan, ettd jokainen z-keskinen kuutio Q(z,[) siséltyy johonkin
kuulaan B(z,r), missé [ on kuution sivun pituus ja r kuulan sdde. Nyt Q(z, \2/—%) C

B(z,r), silld jos z € Q(z, ) niin |z; — 2| < 7= ja

o — 2| = (f;p; —zi|2)2 < (m%f) <r

NG

Talloin
S m(B(z,1)) )
T s O S G N O

1
= B o, T

Seurauksena saamme, ettd Mg f(z) < CM f(x), missé

m(B(z,r)) _ Q,r" _ Q,
m(Q(z, ) (F)mm (F)

r) kuuluu johonkin kuutloon Q(z l).

C:

, (20 = m(B(0,1))).

gk

Seuraavaksi ndytamme, etté jokainen kuula B(z

Nyt B(z 72\f) C Q(z,1), silla jos © € Bz, %ﬁ), niin |z; — 2| < \F Talldin
m(Bz ) 1 1
dy < ——=——= dy.
m(Q(z,1)) m(B(z, 55)) /B(%%)W@/)' Y= L 0ED) /Q<Z,1) | (y)|dy



Joten cM f(z) < Mg f(x), missé

Siis eM f(z) < Mg f(x) < CMf(z). O

Logaritminen Holder-jatkuvuus

2 Maaritelma. Funktio p : Q — R toteuttaa lokaalin log-Holder-jatkuvuusehdon,
jos on olemassa sellainen vakio ¢; > 0, etta

< ‘1
~ log(e +1/[z — y|)

Ip(z) — p(y)]

on voimassa kaikilla z,y €  ja  # y. Jos on olemassa sellaiset vakiot p., € [1,00)

ja cg > 0, etta
Co

log(e + |z|)
kaikilla x € €2, niin p toteuttaa log -Hélder-hdivytysehdon avaruudessa ).

P(2) = Poo| <

Luokkaan P%(Q)) kuuluvat kaikki varioivat eksponentit, jotka toteuttavat lokaalin
log-Holder-jatkuvuusehdon ja myos log-Holder-héivytysehdon. Usein tdma luokka
on liian heikko ja tarvitaan vahvempaa luokkaa P:lfg(Q), johon kuuluvat kaikki p €
Ple(Q), joilla 1 < p~ < p™ < co. Vakiota ¢ log-Holder jatkuvuusehdossa ja arvoja
pt ja p~ kutsutaan eksponentin p ominaisluvuiksi.

Seuraava lemma antaan lokaalille log-Holder-jatkuvuudelle geometrisen karakteri-
soinnin.

2 Lemma. (Lemma 4.1.6) [I]) Olkoon p : R® — R jatkuva, ja 1 < p~ < pt < 0.
Talloin seuraavat ehdot ovat ekvivalentit:

(i) p on lokaalisti log-Hélder-jatkuva.
(ii) Kaikilla kuulilla B on voimassa |B[Ps—P5 < c.

Téastéd lemmasta seuraa, kiytettiessa pienia kuulia, ettd eksponentti kuulan séteesséa
voidaan vaihtaa mihin tahansa toiseen suurusluokaltaan polynomiaaliseen eksponet-
tiin.

3 Lemma. Olkoon p lokaalisti log-Hélder-jatkuwva. Téllgin |B|Ps ~ |B|P®@) ~ |B|Ps
kaikilla kuulilla B 3 x, joiden side r < C.

Todistus. Nyt pp < p(x) < pj. Olkoon B kuula, jonka siiteelle r on voimassa r < C'.
Télloin saadaan

sup |B|P® PO < max{1, ’B|pg,p§} <e,
z,yeB

josta seuraa
[BIs < |BIPY < |BP.

4



Nyt lemmasta [2] saadaan

sup |B|7P@ P < max{1, |B|pg—p§} <ec,
z,yeB

josta seuraa
B> S |BIPY < |BPS.
Siis |B|Pe ~ |B]P® ~ |BJP5. O

Eksponentin p harmonista keskiarvoa yli joukon B merkitaan

(1 )

ppi=\— | —dx) .

7 B[ J p()

4 Lemma. Olkoon p € PY8(R"). Tdllsin |BP? ~ |B|"")5 kaikilla kuulilla B C R",

missi (p)p = f5p(x)dx

Todistus. Silla py < pp < pg japy < (p)p < pj, niin edellisestd lemmasta saadaan,
ettd |B|P? ~ |B|'P)® kaikilla kuulilla B, joiden siteelle on voimassa r < 1.

B
ettd r r8 & 1. Arv101daan tata varten

][ ][ p(2)—p(y)|dz dy < 2][ |P(2) —Ppoo|da.
Nyt log- Holder hawytysehdosta saadaan
1 1
B0 o f 1 f 1o,
PB g log(e + |z]) B, log(e + |z|)

Nyt integrandi viimeisessé vaiheessa on enintdén 1 kaikilla s € [0, 1], joten
(p)
log(e + 'r’) 2

Oletetaan nyt ettd kuulan B séde r > 1. Silld p on rajoitettu, niin riittdé osoittaa,
|| f HEg
][ 1 c /1 "og(e + )
= ———dz = s
B(0,1) log(e +7[2]) log(e +7) Jo  log(e+rs)
1‘ < c. Téasté seuraa, etta r rs Al H

Varioivan eksponentin Lebesgue-avaruus

Merkinnalld w tarkoitetaan aina lokaalisti integroituvaa painofunktiota, joka saa
arvoja valilta (0, 0o).

3 Mairitelma. Olkoon p € P(£2). Médritellddn funktio

01 () = / (@) o) de

kaikilla f € L°(2). Funktiota ¢ kutsutaan modulaariksi.

Painotettu varioivan eksponentin Lebesgue-avaruus LP() (€, w) mééritelliin modu-
laarin avulla:

LPO(Qw) = {f € L, 1) 1 01000y (Af) < 00, jollakin A > 0}

5



Tama avaruus on varustettu Luxemburg-normilla

- f
HfHLW(Q,w) = Inf {A >0 0000 () (X <1;.

Varioivan eksponentin painotettu Lebesgue-avaruus voidaan mééritella my6s normin
avulla

LPO(Qw) ={f € L%Q, ) : 1] 2o () < 00}
Néiden avaruuksien perusominaisuudet on esitetty kirjassa [1].
Normin ja modulaarin vilille 16ydetdadn kirjan [I] lemman 3.2.5 mukainen karkea,
mutta hyodyllinen yhteys.
1

1
min {QLP(‘)(Q,w)(f)p ) Qch)(n,w)(f)]”+ }

< ||f||LP(')(Q,w) < max {QLP(')(Q,w)(f)p 7QLP(')(Q,w)(f)F

1 Ly (D)
L } '

Toinen hyodyllinen perustulos normille ja modulaarille on niin sanottu yksikképallo-
ominaisuus.

5 Lemma. (Lemma 3.2.4 [1]) Jos p € P(R), niin epiyhtdld || f||,, <1 on ekviva-
lentti sen kanssa, etti op)(f) < 1. Tdllsin myés funktiolle f € LPV)(Q) saadaan

(i) Jos | fllpy <1, miin o) (f) < Il

(ii) Jos 1< ||fll,0, min 1fll,e) < o500 (f)-

Holderin epéyhtilé on voimassa avaruuden LPO)(Q, w) funktioille seuraavassa muo-
dossa.

6 Lemma. (Lemma 3.2.20, [I])
Olkoon f € LPO)(R™ w), g € LIO(R™,w) ja p,q,s : Q — [1,00) mitallisia sek
L+ 1 =1 Tillsin

1£9]

LO(Qu) < QHfHLP(‘)(R",w)||g||Lq(‘)(R",w)'

Lokaalista-Globaaliin-menetelma

Jonoavaruus [P madaritellaan niin, etta sithen kuuluvat kaikki reaalilukujonot
.. . 1 .

r = (z;)ien, joilla normi ||z||, = (O, |:[?) /P < 0. Lebesgue-avaruudessa normille
on voimassa ominaisuus:

p

=> I
Ip . Le(Sh)
(2

kun (€2;) on avaruuden R™ ositus mitallisiin joukkoihin ;. Osituksella tarkoitetaan,
ettd joukot €; ovat erillisié ja peittévit avaruuden siten, ettd |[R™\ U;€2;| = 0. Témén
hyodyllisen ominaisuuden avulla voidaan saavuttaa haluttuja tuloksia globaalisti
summaamalla lokaaleja tuloksia.

1AWy = [|1 20



Tutkielmassa [7] Hésto osoitti, ettd varioivan eksponentin Lebesgue-avaruudessa nor-
mille saadaan vastaavanlainen ominaisuus, kun p(-) € P°8(R") ja joukot §2; ovat
samankokoisia kuutioita. Seuraava lause on hyvin keskeinen téssé tutkielmassa.

4 Madaritelma. Jarjestetty ositus avaruudessa R™ on ositus (€);) samankokoisiin
kuutioihin, jotka on jarjestetty siten, ettd ¢ > j jos dist(0, Q;) > dist(0, @Q);).

1 Lause. (Lause 2.4,[7])
Olkoon p € PY8(R") ja (Q;) mddritelmdn |{| mukainen ositus. Téllgin

1@ = 11060

[Poo

Huomataan, ettd edellinen lause vastaa Lebesgue-avaruuden normin ominaisuutta,
kun p on vakio.

Sanotaan, ettd painolla w on enintdédn polynomiaalista kasvua, jos on olemassa sel-
lainen g, ettd w(B(0,7)) = |||, (po,y < 7 kun r > 1. Seuraava hyddyllinen
tulos sanoo, ettad jos painolla w on enintdén polynomiaalista kasvua ja funktio f
on sopivasti rajoitettu, niin voidaan helposti liikkua varioivan - ja vakioeksponen-
tin avaruuden valilld. Tulos on yleistys tutkielman [7] Lemmasta 5.1 ja tutkielman
[8] Lemmasta 4.5, jotka késittelevit tapauksen 5 = 0. TAmé tulos on myds esitelty
artikkelissa [10], jossa néytettiin vain todistuksen toinen suunta. Seuraava todistus
osoittaa molemmat suunnat yhtaaikaisesti.

7 Lemma. Olkoon p € PE(R™), 8 € R ja f € LL_(R") sellainen funktio, jolle
If(2)| < (1 + |z])?. Tdlloin jos painolla w on enintddin polynomista kasvua, niin

1Al oo oy 2 1S Looo (e ) -

Todistus. Jaetaan todistus kolmeen tapaukseen. Oletetaan ensin, etté
[ f | oo oy = 0, josta seuraa, ettd f = 0 melkein kaikkialla, joten myds

HfHLP(')(R",w) =0.
Oletetaan seuraavaksi toista tapausta varten, ettd 0 < |[f|| jpw @n,,y < 00. Normin

homogeenisuuden nojalla voidaan olettaa vield, etté || f|| ;po gn ) = 1. Jos médéritel-
ld4n, etta

1 1 1 1 .
R {0’ p(@) P } T @) max{p(a),pet

1 1 1 1 1
() {0’ Do p<x>} T min{p(r), pe} (@)’

niin Holderin epayhtélostd (Lemma @ seuraa, etti

Lmax{p(~)7poo}(Rn7w) N Lp(')(]R”,w) SN Lmin{p(%poo}(]gn’w)’

308 [[1| i (g oy < 00 seké |[1f] oy (gn ) < 00. Huomataan, ettéd jos mééritelldén =

]ﬁ — }i’, niin s < ry; ja s < rp melkein kaikilla € R™. Tall6in jos on olemassa
sellainen A € (0,1), jolla 07s()(gn 4 (A) < 00, niin modulaarin mééritelmén nojalla

7



QLT1<4>(Rn’w)()\) < QLS(»(RnM)()\) < 00 ja QLTQ@)(RTL,W)()\) < QLS(.)(anw)()\) < oo. Télléin
my0s (|| 1, ga,) < 00 ja

11| prz e oy < 00- Riittdd siis osoittaa, ettd ops¢)(mn ) (A) < 00, niin upotukset ovat
voimassa.

Nyt log-Holder-haivytysehdosta seuraa % = ’ﬁ — zi‘ < p(x) — poo| < m,
jolloin s > clog(e + |x|). Jos painolla on enintédén polynomiaalista kasvua, niin on
olemassa sellainen luku ¢, jolla w(B(0,7)) < r? kun r > 1. T&ll6in

Op1,s() n o (>\ S / )\S(x)w x dx
LG (R w) ) Z B(0,j+1)\B(0,5) )

J

< Z )\Clog(e+j)/ w(x)dx
J

B(0,j+1)\B(0,5)

< Z(e + )78 (B0, 5 + 1))

< Z(e +j>clogA+q < 00,
J

kun valitaan sellainen \, ettd A < e=(“c)

Siis Lmax{P()poo}(R™ ) ey LPO)(R™, W) e [RIPC)Peck(R7 ().
Nyt silld | f(2)] < (14 ]2])? ja poo > min{ps, p}, niin saadaan

PP~ = @t )= (20 ) T S 1k ol o mntomsn i,

Nyt log-Holder-haivytysehdosta saadaan, etta

(14 []) (P mintpoe p2)}) < clog(e i poe —min{poe p())) < g€ — (.
Talloin
[ @presatnds 2 [ f@Ple)d = 1., =1

Koska p on rajoitettu, niin HfHLmin{poo,p}(Rn’w) > (. Tasta ja upotuksesta
LPO(R™ W) « LMin{POp=<}(R™ () seuraa, etti 1l oy e wy = C- Nyt ollaan 16y~
detty alaraja. Yldraja 10ytyy vastaavasti. Koska p,, < max{pe,p}, niin saadaan

max{p,poo }
max{p,poo} __ Bmax{p,psc } |f(l’)| )

S(L+ fal) omstord e (),

Taas log-Hélder-hiivytysehdosta saadaan, ettd (1 + |z|)max{rep@}-re) < O
Talloin

[ Ir@petramar s [ @l eds = 17 g =1

8



Koska p on rajoitettun, niin || f|| ; max(poo.r (o) < C. Tésté ja upotuksesta
LraxdpO)p(R? ) < LPO)(R™, w) seuraa, etti 1 ooy e wy < C-

Siis Hf“LP(-)(R",w) =C.

Kolmatta ja viimeistd tapausta varten oletetaan, etté || f|| LPOO(Ran = 00. Olkoon (f;)

sellainen kasvava jono ei-negatiivisia funktiota, ettd f; — [f| ja || fill freo (R ) < OO
T&llsin toisen tapauksen mukaan | fill ¢ g0 ) < 00. Nyt kirjan [I] lauseen 2.3.17

(Fatou property) nojalla HfHLm(Rn,w) = lim; HfiHch)(Rn,w) ~ Limg || fil| oo R w) — -

]

3 Klassinen tapaus

Painofunktioiden luokkaa, jolla Hardyn-Littlewoodin maksimaalioperaattori M on
rajoitettu avaruudessa LP(2, w) kutsutaan Muckenhoupt-luokaksi ja sille kiytetaan
merkintdd A,. Osoittautuu, ettd tdmé luokka voidaan karakterisoida seuraavan méé-
ritelmén mukaisesti.

5 Madritelma. Olkoon 1 < p < oo. Jos ei-negatiiviselle painofunktiolle w €

L} .(R™) on voimassa

- 1
Hw%:ggmwwmmbmm@<w,

missé B on kaikkien kuulien B C R™ muodosta perhe, niin w € A,,.

Arvoa ||wl|4, kutsutaan funktion w A,-vakioksi. Merkitddn arvoa ||w||p1(p) =: w(B).
Téssa mielessa kasittelemme painoa w mittana.

Tamaéan luvun tavoitteena on siis osoittaa, ettd Hardyn-Littlewoodn maksimaalio-
peraattori M on rajoitettu painotetussa Lebesgue-avaruudessa, kun paino maéaritel-
lddn niin kuin edelld. Kyseisen tuloksen todistamiseen kiytettdvin strategian paa-
piirteet ovat samankaltaiset kuin Coifmanin ja Feffermanin vuonna 1974 julkaistussa
artikkelissa [4], jossa esiteltiin yksinkertaisempi todistus maksimaalifunktion rajoit-
tuneisuudelle kuin alkuperéisessd B. Muckenhouptin tyossd vuodelta 1972. Luvun
perustuloksissa ja lemmoissa viitataan lahteisiin [2] ja [3].

Madéritelldan viela luokat A, ja A;.

6 Madritelma. Luokka A, saadaan kaikkien luokkien A, yhdisteené
Aw =4,
p

Luokkaan A; kuuluvat kaikki funktiot w € L, .(R"), joilla Mw < w.

loc
Painolle w voidaan mééritelld dunalipaino w'(y) := w(y)* 7, jolla on seuraava omi-
naisuus.
8 Lemma. Olkoon w € A,. Tilldin [|lwl|, = W[5, ja ndin ollen w € A,, jos ja
P

vain jos w' € Ay .



Todistus. Suoraviivaisella laskulla ndhdéaén, etta

- : 1 ot
np—1 __ — /
1, = sup (1B B

p—1
= sup |B|7'*~Y (/ wlp/d:c) / wA=PP/P gy
BeB B B

p—1
—sup B ([ wrde) ) = ol
BeB B !
O

Seuraavat kaksi lemmaa on esitetty kirjassa [3]. Ensimméinen antaa luokalle A, vaih-
toehtoisen maaritelmén, jonka avulla on seuraavan lemman mukaan helppo nayttia
mitan w tuplautuvuus.

9 Lemma. Olkoon 1 <p < oco. Tdlloin w € A, jos ja vain jos epdyhtilé

w(B) < (| 5 / fdx) / FPwdz 2)

on voimassa kaikille mitallisille f > 0 ja kuulille B C R™.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd w € A,. Silla

1
= dr 1/p l/pd
B /Bf =13 / fuw b e,

niin Holderin epayhtéilosta eksponenteilla p ja p’ saadaan

1 1 P v p'/p v
— der < — wdx w PPy .
1, 4 < (/Bf ) </ )

Nyt oletuksen nojalla

1 P ol |||,
() 20080 (] ) < ) o).

josta saadaan edelleen
1 —-p
w(B) <( /fdx) /fpwda:.
| Bl B

Oletetaan seuraavaksi, ettd epayhtalo on voimassa. Jos asetetaan f = w P/P,
niin saadaan ettd fPw = w Pt = wP/P = f ja epiyhtilo tulee muotoon

1 / 7p /
w(B) <c (—/ w™P /pdx> / w P dg
1Bl J5 B
’ —p
=c|B|™? (/ w? /pdx) :
B

10




Tésta ndhdaédn suoraan, etta

p—1
|B|Pw(B) (/ w_p//pdx) < ¢ < o0,
B

joten [|w|]a, < 00 jaw € A, O
Seuraava lemma osoitta, ettd w on mittana tuplautuva. Kuulalle, jolla on sama
keskipiste kuin kuulalla B ja kaksinkertainen séde, kiytetdan merkintaa 25.

2 Lause. Olkoon 1 < p < o0 ja w € A,. Tdlloin w on tuplautuva eli on olemassa
sellainen vakio ¢, etti w(2B) < cw(B) kaikilla kuulilla B C R™.

Todistus. Kaytetdan lemman [9] epayhtélod kuulalle 2B ja funktiolle f = y g, jolloin

saadaan
1 -p
w(2B) <c¢ (—/ XBd:L‘) / (xB) wdz
12B| J1p 2B

= 2"w(B). ]

Huomataan, ettéd lemmoissa [J] ja [2] oltaisiin voitu kdyttad yhtd hyvin kuutioita kuu-
lien sijaan. Téasta syysté loppu luvussa siirrytdaan kayttaméaan kuutiota. Talloin saa-
daan kiyttoon seuraava hyvin hyddyllinen Calderénin-Zygmundin peitelemma.

10 Lemma. (Lause 1.12 [2]) Olkoon f € LY(R™) ja t > 0. Tdlléin on olemassa sel-
lainen perhe sisdpistevieraita kuutioita {Q;}, joka muodostuu niistd maksimaalisista
dyadisista kuutioista, joilla fQ, |f|dx > t. Tdlle perheelle on voimassa:

J

(1) Jokaisella @QQ; on voimassa t < @ fQj |f(z)|de < 27t.

(it) Melkein kaikilla x ¢ U;Q; on voimassa | f(x)| < t.

Todistus. Olkoon D), joukko dyadisia kuutioita, joiden sivun pituus on 27* ja niiden
kirkipisteet hilalla A, = 27%Z". Olkoon D = |J D; kaikkien niiden dyadisten
kuutioiden muodostama joukko.

Nyt jos Q,Q" € D ja |Q'| < |Q], niin Q" C @ tai int@’ U int@ = (). Siis jokainen
Q € Dy, on yhdiste 2" sisdpistevieraita kuutioita Q' € Dy 1.

Olkoon joukko C} muodostettu suurimmista kuutioista () € D, jotka toteuttavat:
t< g7 [ 1@l ®)
— x)|dz.
Ql Jq

Té&ll6in jokainen @ € D, joka toteuttaa epdyhtalon (3)), sisdltyy johonkin Q' € C;.
Nyt kuutiot Q € C; ovat sisdpistevieraita edella méaaritellyn mukaan. Olkoon Q' €

11



Dy_1 ainoa kuutio, joka sisdltda kuution ). Nyt jos ) € D, kuuluu joukkoon Cj,

niin 1
— d

ja edelleen relaatiosta |Q'| = 2"|Q| seuraa, ettd

1 on i
o L 1fe@le < G [ 1@hae <2

Olemme nyt l6ytaneet perheen kuutioita C; = {Q;}, joille:

t<— [ f@)lde < 2. (4)
’Q]‘ Qj
Olkoon nyt x ¢ U;(Q),. Télloin kaikille dyadisille kuutioille R >  on voimassa, ettd
|—11%| [ |f(z)|dz < t. Olkoon (Ry) sellainen mitaltaan laskeva jono dyadisia kuutioita,
ettd {x} = N Ry. Téalloin jokaiselle Ry on voimassa, etté IR_lkl ka |f(z)|dz < t. Nyt
Lebesguen differentoituvuuslauseesta (esim. [6], Lause 2.23) seuraa, ettd melkein
kaikilla « ¢ U;Q; on voimassa

|f(x)| = | lim —— !f( )dx| <t

k—o0 ’Rk|

Seuraava lemma antaa vaihtoehtoisen méaaritelméan luokalle A,
(|2] 5.403 korollaari)

11 Lemma. Olkoon w € A,. Tdlloin jokaiselle 0 < o < 1 on olemassa sellainen
B < 1, ettd kun mitalliselle joukolle A, joka sisdltyy kuulaan B, on voimassa |A] <
a|B|, niin w(A) < fw(B).

Todistus. Kaytetaan lemmaa@téilléi kertaa funktiolle f = xp\ 4 ja kuulalle B, jolloin

<|;| / XB\Adx)p < ﬁ/;<XB\A)pwdx’

Silla A C B ja |A| < «|B|, niin edellisesté epayhtélostd saadaan

s (- 2) - Gl )

< S [ Cumarts
- (JJ(B) /B(XB - XA)wd:L‘
~ S w(B) — wl4)
Niin ollen kun valitaan 8 = ¢~ !(c — (1 — a)P), saadaan w(A) < Sw(B). O

Seuraavaksi todistetaan kddnteinen Holderin epayhtalo.
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12 Lemma. (Lemma 2.5 [2]) Olkoon w € A,. Tdlléin on olemassa sellaiset vakiot

e>0ja C, ettd
i 1+e liis L
<|Q| /Qw(a:) dx) <C (|Q| /Qw(x)d:c) , (5)

kaikilla kuutioilla Q). Vakiot C ja € > 0 ewat riipu joukosta Q).

Todistus. Olkoon ) C 2 jokin kiinnitetty dyadinen kuutio. Halutaan siis osoittaa,
ettd on olemassa sellainen kuutiosta @) riippumaton € > 0, etta

1+¢
L/ wH_adfo (W(Q)> )
Rl Jq Q|
Olkoon o < 1. Mééritelldén kasvava lukujono ();) rekursiolla A\ = 2"a~!); ja
asetetaan jonon ensimmaiseksi jaseneksi \g = %‘w(Q). Tehdéén seuraavaksi jo-
kaisella A\, lemman mukainen hajotelma kuutiolle () ja funktiolle w. Eli tutki-

taan niitd maksimaalisia dyadisia osakuutioita (); C (), joiden integraalikeskiarvo
ﬁ fQ_ w > . Merkitaan tata kokoelmaa {Qf}j:m,,,_. Talloin lemmasta (10| seuraa,
J J

ettd jokaisella j on voimassa

w(Q5)
Q51

A <

< 2"\

ja melkein kaikilla = ¢ U;Q%, w(z) < Ax.

Olkoon nyt Dy = UjQé?. Koska A\p11 > Ak, niin Q?H C QF jollakin i = 1,2... ja
Dy C Dy. Tutkitaan seuraavaksi kuinka suuri osa kuutiosta Qf voidaan peittaa
joukolla Djy. Lemman [I0] ominaisuuksien avulla saadaan, etta

|QF N Dy 1 k1
7 — Q~+
o1 w2 19

1 1
Sm Z _W<Q§+l)

k+1 - Ak
i CQi

Ak
+1
QytcQk

1 w(@))
>\k+1 ‘Qf‘
2" \j,

Akl

N

= Q.

Nyt lemman [11{mukaan on olemassa sellainen vakio 3, ettd w(Q¥N Dy 1) < Bw(QF).
Talloin myds w(Dyy1) = >, w(QF N Dyyq) < BY, w(QF) = Bw(Dy), josta seuraa,
ettd w(Dgy1) < BFw(Dy). Samoin argumentein |Dyiq| < «|Dyl, ja |Dy| < oF|Dy,
joiden seurauksena | N2 Dg| = limy_,0o0 | Di| = 0.

13



Saadaan

o0

/w(a:)“rsdx:/ w(x)1+5d$+2/ w(z) e dx
Q Q\Do k=0 ¥ Dr\Dr+1

<AW(@Q\ Do) + D~ Xipqw(Di \ Diy)
k=0

< XNw(@\ Do) + D (2" ) EDNs 8Dy

=% (aa(@ \ Do) + (2"a~)° Z((zna—lfﬁ)kwwo)) .

Nyt oikea termi on geometrinen summa, josta saadaan darellinen kun valitaan tar-
peeksi pieni € > 0 niin,

ettd (2"a~')B < 1. Muistetaan, ettd Ay = ﬁw(@), jolloin saadaan
1

=cC w
QI

(%,/@w(w)l“dx)lis <C (ﬁ/@w(m)dw).

Seuraava lemma on keskeinen parantuvuusominaisuus painolle w.

(Q)lJrs

/Qw(x)Hde < ey (w(Q\ Do) +w(Dg)) = cAgw(Q)

ja lopulta

13 Lemma. Olkoon 1 < p < oo ja w € A,. Tdlloin on olemassa sellainen € > 0,
etti w € Ap_..

Todistus. Olkoon 1 < p < 00 ja w € A,. Télloin lemman E mukaan w(x)P%ll €Ay,
missé p’ on luvun p Holder-konjugaatti eli sille on voimassa Z—)+I% = 1. Nyt kiidnteisen

Holderin epayhtalon mukaan on olemassa sellaiset vakiot ¢y ja C, etta kaikilla
kuulille () on voimassa

(ﬁ/{g (i) d:c)HlEO gc(ﬁ/{gw(@;—id;ﬁ).

Silla, 10 > _L_ nijin on olemassa sellainen 0 < £ < p—1, ettd X0 = L T3]lsin
p—1 p—1’ ’ p—1 p—e—1

<ﬁ/¢?w(m&dw)p—€_l - (ﬁ/Q (=) ™ df> e
<0 (g [ wterrr)

< Cllells, (5 / slalde)
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jonka perusteella

3 p—e—1
lela, .. =suplQl =9 ([ wiapds ) ([ wtr=1ae) < Clloll, <
Q Q Q
O

Edellisen lemman seurauksena huomataan, ettd kun ¢ < p, niin jokainen luokka A,
voidaan esittdd luokkien A, yhdisteené

4,=]4,.

q<p

Ulkomitta p on Borel-sddnnoéllinen, jos jokaista joukkoa A C R™ kohti on olemassa
sellainen Borel-joukko B C R™, ettd A C B ja pu(A) = u(B). Oletetaan lisiksi, ettd
(1 on tuplautuva. Méaritelladn nyt mitan g avulla maksimaalifunktio

1
Myf = sp—os /Q f(@)dp(z), (6)

missd () C R™ on kuutio.
Kirjan [2] lauseen 2.6 mukaan M, f on rajoitettu avaruudessa LP(RR, p1).

3 Lause. ([2] Lause 2.6)
Olkoon 1 < p < co. Tdlloin on olemassa sellainen vakio C, ettd kaikilla f € LP(R")
on voimassa epdayhtdlo

([ onseyaen) <o ([ 1swrme)

Nyt olemme valmiita todistamaan Muckenhouptin painofunktioiden ja maksimaali-
funktion vilisen yhteyden.

4 Lause. Olkoon 1 < p < oo. Painofunktio w € A, jos ja vain jos kaikilla f €
LP(R™) on voimassa epdyhtdlé

/ O1f@)eds <0 [ |f@)puds (7)

Todistus. Oletetaan, ensin ettd epayhtild [7] on voimassa. Kiinnittdmalla kuution @
huomataan, etta

M) > (ﬁ /Q f(y)dy) xa(a).

Tamén avulla yhtalosta [7] saadaan

¢ [ If@puds> / (M f(x))Puwdz

n

> [ (g1 L 10 (o)) s

= (ﬁ/@f(y)dy)pw@)-
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Uudelleen jarjesteleméalld ndhdaan, etta
C
o <~ [ frus
“ T w(@ g

missd fo = ; Q‘ I, f o [ (¥)dy. Nyt lemman I mukaan w € A,.

Oletetaan sitten vastaavasti toista suuntaa varten, ettd w € A,. Talloin lemman @
mukaan on olemassa sellainen € > 0, ettd w € A,_.. Nyt lemman [2 mukaan jokaiselle
f >0 ja kuutiolle @ on voimassa

(fo)’~ “fwdz.
Ottamalla supremumin puolittain saadaan, etté
_1
M f(x) < e (M (f"5) (@), (8)

missd M, f = supgs, Q) fQ z)wdz. Lauseen [2l mukaan w on tuplautuva. Nyt
asettamalla di = wdx lauseesta |3| seuraa, ettd

[ sy <o [ (s

kaikilla r» > 1.
Asettamalla r = - ja kéyttaméilla funktion f tilalla funktiota fP~¢, niin edellisestd
epayhtalosta saadaan epayhtalon |8 kanssa, etté

C |f(x)p_€|ﬁwdx > c/ (wap_e(:v))ﬁwdx
R

n

> M f(z)Pwdzx.

R

Uudelleenjarjestelemilld saadaan haluttu tulos

Mf(z)Pwdx < C | |f(z)[Pwdz. (9)
R7

R”

4 Muckenhoupt luokka A,

Maéritelldén luokka A, siten, ettd sithen kuuluvat kaikki ne painofunktiot w, joilla
||wlla,, == sup [B]7""w]| |Il|| / <
WilA,y = %lél; W{|L1(B) o 1LY O/PO)(B) o0,

missé B on avaruuden R™ kaikkien pallojen B muodostama perhe. Jos funktio p(-)
on vakiofunktio, niin Ay on tavallinen luokka A,. Luokka A;O(‘f) maéadritelladn vas-
tavaasti, mutta perheeseen B kuuluu vain kaikki kuulat, joiden séde on alle yhden.
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Jos kdytetddn jotain tiettyd perhettd B, niin kiytetddn merkintdé Af(,) ja [|w]] 4B -

o
Luokat A,y (D) ja Ag’(?) madritellddn vastaavasti, mutta joukkoperhe on nyt edel-
tavan tapauksessa kaikki kuulat, jotka kuuluvat joukkoon D C R" ja jalkimmaisen
tapauksessa kaikki kuulat, joiden sdde » < 1. Luokat A; ja A, maéaritellaan samalla
tavalla kuin klassisessakin tapauksessa.

14 Lemma. Olkoon p,q € PYER"). Jos q(x) < p(x) kaikille © € R™, niin on
olemassa sellainen vakio Ciya, ettd ||w| |Ap<‘> < Chpal|w| |Aq<‘). Lisdksi vakio Ciye Tiippu
vain eksponettien p ja q log-Holder vakioista.

Todistus. Silld ¢ < p, niin % > %. Asettamalla i = }% — % =p—q >0, seuraa
1

S = é + q,—l/q, jolloin Holderin epayhtélostd (Lemma @) saadaan

Hw_lHLp()/m () = 2 ([ e sy [Jow™ HLq<>/q( B)"

Nyt kirjan [I] lauseen 4.5.7 mukaan [[1{[;ac)(5) =~ \B]@ myds rajoittamattomalle
eksponentille o € PO5(R").

Huomataan, ettd - = fB “mdr = fp(x) —q(z)dz = (p)s — (@) 5, jolloin lemman
[] avulla saadaan, etti

1 —
||1||L°‘<'>(B) P~ |B|a |B| —(¢)p~|B|"B QB’
missé (p)p = f » P(z)dr. Yhdistdmailla edelliset epéyhtélot seuraa, ettd

|B| 77" ||w < 2¢|B|7% ||w

_IHLP/(')/P(')(B) _lHLq’(-)/q(B) ’

miké on yhté sen kanssa, ettd [|wl|a, , < Cinallwl|a,.,- O

1 Huomautus. Vakio Cj,q edellisessd lemmassa riipuu vain epayhtalon eksponenttien
log-Holder-vakioista. Voidaan huomata, ettd Cj, on riippumaton eksponentista ¢,
jos lemmaa kiytetddn eksponenteille p(-) ja g € (1,00).

Edellisen lemman perusteella A; C A, C Ap) C Apr C Ao, kun p € Pbg.

15 Lemma. Olkoon p € PE(R™). Jos w € Ay, niin

+

(Bl 2 B ) ()

o =yl + g R

kaikilla x,y € R™ ja R,r > 0.

Todistus. Edellisen lemman perusteella jos w € Ay, niin w € A,+. Silld p* on
vakio, niin sille voidaan kdyttda klassista maksimaaliepéyhtdlod (lause . Saadaan

W(B(z,7)) = / (o () w(2)dz 2 / (M () w(2)d

B.NB a
_ / (Zuap %) w(2)dz.
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lz—y|+r+R

Rajoitetaan z kuulaan B(y, R) ja valitaan B, = B(s, 5

yhtéalon dist(s, B(x,r)) = dist(s, By, R)).
Lisiiksi (‘*y'THR) <z —yl"+|r+ B < 2|z — y|" + |r|* + |R|"). Tallsin

), missé s toteuttaa

+

B.NB p* B ’
n \B.>z |Bz| B(y,R) |B(3a yT)l

pt

T.n

|lz—y|+r+R) "
2
+

2 Bl 1) (o )p

o =y R

= w(B(y, R))

+

Siis w(B(x,r)) 2 w(B(y, R)) (LY , kaikilla z,y € R™ ja R, > 0. O

FyT TR
2 Huomautus. Téstd voidaan n&dhda suoraan, ettd w(B(x,2r)) < w(B(x,r)), joten
w on mittana tuplautuva myos varioivan eksponentin tapauksessa.

3 Huomautus. Lemmasta |15 ndhddan myos, ettd painolla w on enintddn polynomi-
aalista kasvua eli w(B(0,7)) < 77", kun r > 1.

Edellisen lemman avulla voidaan myos nayttaa keskeinen yhtaldisyys karakterisen
funktion normin ja modulaarin vaille, kun w € A.

16 Lemma. Olkoon p € PYE(R™) ja w € Ay. Tilldin

1

~w(B)75 ~ w(B)7,

3
S

1
[l r0 () = w(B)? &~ w(B)

kun kuulan B side r <1 ja x € B. Lisdksi w(B)i A w(B)i, kun r € (ﬁ, 1].

Todistus. Silldaw € A, niin on olemassa sellainen ¢ € [1,00), ettdw € A,. Oletetaan
ensin, ettd kuulan B = B(z,r) séteelle on voimassa r < 1. Téll6in lemmasta
saadaan, etta

(1 + ’33‘”) W(B(()? 1)) 5 W(B) S, (1 + |$|n)q(,u(B(()7 1)) (10)

Jolloin
w(B)PePh < w(B(0,1))P5P5 (1 + |2|")1PE—Ps)p—na(P5—Ps)

< [1 + w(B(0,1))P P | (14 |a|) bl talps—pecly—nals—pp)

Nyt ensimméinen tekiji on vakio. Asetetaan p(a) := p}; ja p(b) := p5z. Nyt a,b € B,
niin |z| < |a| + 1 ja |z| < |b| + 1. Nyt toinen tekijd on rajoitettu, silld log-Holder-
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haivytysehdosta

(1 + [|m)lPB—pocalps—pool — calog(1+lel)elog(e+tlal) ~! alog(1+la")clog(e- 1)
—1 —1
< panclog(1-+]z]) log(c+al) ~! Lanclog(1+a]) log(e-+[b])

< e2qnc < 0.
My®és viimeinen tekija on rajoitettu, silld lokaalista log-Hdélder-jatkuvuusehdosta

Tfnq(pgfpé) < e—naclog(r)(log(e+1/]a—b])) ™
S enqclog(l/r)(10g(e+1/r))’1

< e™° < o0.
Siis w(B)Ps 5 < 1. Epéiyhtélon toisesta puolesta saadaan
(B h 2 (1 [a]") 0 =Pu(B(0, 1)) 7,

joten samoin perusteluin w(B)Ps?5 > 1.
Nyt ominaisuuden perusteella on niin, etta

1 1

1 1 1 1
win {(B)5 (B | < 1]y < max {(B)7F (87 |

Nyt yldraja on ekvivalentti alarajan kanssa, koska W(B)PE*PE ~ 1, ja ensimméinen
vaite seuraa.

Oletetaan seuraavaksi, ettd r € (#ﬁ, 1]. Talloin epéayhtalon vasemmalle puolelle

saadaan

n

) > W(B(0, 1))% > W(B0, 1)) (11 |a]") "

,
1+ |z

w(B) 2 w(B(0,1) (

Tallin tulee muotoon

(14 J2") " w(B(0,1)) Sw(B) S (1+ |2[")'w(B(0,1)),

1 1

jolloin hdivytysehdosta seuraa, ettd w(B)rs ~ w(B)r=. O

Seuraavaksi kiytetddn Lokaalista- Globaalitn-menetelmdd, jotta edellisestd lemmasta
saadaan versio suurille kuulille.

Sanotaan, ettd mitta on tuplatuva pienilld kuulilla, jos mitan tuplautuvuus ehto on
voimassa kaikille kuulille, joiden sidde r < 1.

17 Lemma. Olkoon p € Pliog(R”). Oletetaan, etti w on tuplautuva pienilld kuulilla
sekd ettd ||1| oo (p oy ~ w(B)P%-o kaikilla kuulilla, joilla r € (#ﬁ, 1). Tdlloin

_1
||1||Lp(-)(3,w) ~ w(B)r=

kaikilla kuulilla, joilla r > 1.
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Q;

Qi

2Qi

Kuva 1: Osituksen (Q}) muodostaminen.

Todistus. Olkoon (Q;) mééritelmé’m mukainen avaruuden R" jarjestetty ositus kuu-
toihin, joiden halkaisijan pituus on % Olkoon B kuula, jolle diam B > 2. Tavoitteena
on kiyttia oletusta jokaiselle joukolle BN @Q;, mutta kyseiset joukot eivét ole kuulia,
joten argumenttia tdytyy muokata hieman.

Olkoon nyt I niiden indeksien ¢ muodostama indeksijoukko, joille B N @Q; = (). Nyt
lauseesta |1] ositukselle (Q);) saadaan, etté

Ixell7 PO (Rn ) Z IxBll LrO)(Qiw) = Z x5l szt)(zQi,w) Z B8] LP() (BN2Q; w

el i€l

Olkoon (Q}) jarjestetty ositus, joka on saatu siirtdmalld jokaista kuutiota @); puoli-
halkaisijaa suuntaan (1,...,1).

Talloin kuvan [T] perusteella

2Q; = U an

JjeJ;

missd J; on indeksijoukko, johon kuuluu 2™ alkiota. Nyt voidaan kayttaa lausetta
uudestaan ja saadaan

Z H1||12('):(')(BQ2Q1 < 2" Z ||1||Lp() (BNQj,w) ||XB||1£;O(')(Rn,w) :
i€l
Siis

1150 = BN iy = S I (rmr (11)
el

Olkoon i € I. Talloin 16ydetddn sellaiset kuulat B~ ja BT, etta B~ € BN2Q; C
2Q; C B", kun diam B~ = ﬁé ja diam Bt = 1. T&lloin oletuksen nojalla

w(B™) =0 (8- vy < M0 (Brognw S 16 eguw < 0 B+ 0 & w(BT).

Nyt mitan w tuplautuvuudesta pienilla kuulilla seuraa , ettd w(BT) ~ w(BN2Q;) ~
w(B7). Talléin HlHiﬁ)(zQ ~ w(BN2@;). Tasté, yhdessé arvion|l1kanssa, saadaan

)

150 gy = D w(BN2Q;).

el
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Koska | N; 2Q;| < oo ja kuutioilla 2Q); on &érellinen peite avaruudessa R", niin
saadaan lopulta
121250 .y & (B).

]

Nyt ollaan valmiita todistamaan kuulan karakterisen yhtalon normin ja modulaarin
vélinen yhteys kaikilla kuulilla B C R™.

1 Seuraus. Olkoon p € PE(R™) jaw € As. Tillvin 1l Lo () & w(B)é kaikilla
kuulilla B C R™. Lisdksi, jos 0 & 2B, niin ||1| o) (g ) & w(B)ﬁ kaikilla y € B.

Todistus. Lemman perusteella viite on voimassa kuulille, joiden siade r < 1.
Samasta lemmasta seuraa myos, ettd edellisen lemman [17] oletukset ovat voimassa,

joten [|1]| ooy () & w(B)i kaikilla kuulilla, joilla séde r > 1. Riitt44 néyttés, etta

w(B)r> 7?5 & 1 suurille kuulille. Tata varten voidaan arvioida
11 ’ B

ERNY N T P

PB P B ()

Samalla tavalla kuin lemman [4| todistuksessa, edellisesté seuraa

\i — ]t] < (log(e + max{|z|,7}))"!, kun B = B(z,r) jar > 1. Silli w € A, niin
lemmasta seuraa, ettd on olemassa sellainen ¢ € [1,00), ettd w € A,. Talloin
lemmasta [15]| seuraa, etta

(L)qu(o, 1) S w(B) < (Jal* + 1+ ) w(B(0, 1)),

lz|m + 1+ 1
josta voidaan arvioida edelleen
(lz/r" + 1) w(B(0,1)) S w(B) < (|z[" +r")w(B(0,1)).

Nyt oikeasta puolesta seuraa, etté

1 1

1

w(B)l75 7! S (fo]" + 1) 178 = lwo(B(0, 1)) 757,
Nyt ottamalla logaritmi puolittain saadaan

1 1 1 1
log () \p— — L g faf* + g |- - -

[os) B 00

1 1

+ logw(B(0, 1
(B0.1) PB P

< log (|z]™ + r™)q(log(e + max{|z|,7})) ' + ¢
log (2 max(|x|, r)™)
log(e + max{|z|,r})
nlog (2) + nlog (e + max(|z|,r))

log(e + max{|z|,7})
(nlog (2) + n)q + c

IN

q-—+c

q-—+c

NN
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Vastaavasti yhtalon (4f) vasemmasta puolesta saadaan, etta

1 1
— — —| 2 log (|Jz/r|" +1")(—¢q
| 2 og (fa/r "+ 1))

1 1
— — — |+ logw(B(0,1
PB P (B0, 1))

1 1

PB P

log w(B)

2 —q(nlog(2)+n)+c
> 1.

Yhdistamalla edelliset arviot seuraa, ettd 1 < logw(B) ‘i

— 1| <1, mikél on ekvi-
PB Poo | 7~

a1
valenttia sen kanssa, ettd w(B)r>~ ?5 & 1.

Oletetaan seuraavaksi, ettd 0 ¢ 2B. Téalloin hdivytys-ehdosta seuraa, etta

1 1
— — ——| < |peo — p(¥)| < (log(e + |y])) ™ = (log(e + max{|y|,7})) ™",
|poo p(y)\ | ()| < (og(e+[y[)) ™ = (log( {lyl,7}))
kun y € B. Talloin vaite seuraa vastaavilla arvioilla kuin edella. O

Maééritellaédn painolle w € A,y duualipaino w'(y) := w(y)P' ¥ Klassisessa tapauk-

sessa ndhtiin, ettd |lwl, = ||(,u’||f'i;,1 ja siten w € A,, jos ja vain jos w' € A,.
P

Seuraavaksi todistetaan vastaava ominaisuus varioivan eksponentin tapauksessa.

18 Lemma. Olkoon p € PY5(R™) ja w € Ayy. Tilloin o' € Ay ja

w(B) (w’(B))pB‘l.

1
B|™Pp —lpromom ® 7o | B
Bl | llomom ~ 57 (775

Todistus. Olkoon w € A,.). Oletetaan ensin, ettd kuulan B C R" siade r» < 1.
Luokan A, mééritelméstd saadaan suoraan, ettd
w(B)
|B|PB

1

w

< fwlly,, - (12)

LP' () /p()(B)

Osoitetaan seuraavaksi, etta edellisen epayhtalon vasen puoli on my6s alhaalta ra-
joitettu.

Nyt kiyttdmalla ensin Holderin epéayhtdlod (lemma @ ja sen jalkeen hyodyntamalla
korollaaria [1| saadaan, etta

__1
Hw p(*)

Lp(-)(B)

1 1 1
Bl = p(v) “rwdy < 2 H »()
| B| /B w(y) @ w(y) y < 2w L)
1

P~ H(,U(B)iw_m

LY ()(B)

Télloin yksikkopallo-ominaisuudesta [5| seuraa epayhtalon oikean puolen normia vas-
taavalle modulaarille, etta

1 1\ P'(Y)
15 w(B)s w0 —/ w(B)re . w( )J;,éy))d
NQLP(‘)(B) |B| - B ‘B’ y y
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1
Nyt lemmasta |16| saadaan, ettd w(B)rs = w(B)ﬁ, kun » < 1 ja y € B. Lisdksi
P
lemmastaseuraa, ettd |B| =~ |B\W€) Té&lloin

(B)i - () (B)\ »® ()
w PB ' (y w Py P (y
1§/ wy_p(y)dy%/( > w(y) W dy
B< B] ) W s \ipe) W

w(B) 1)

= O’ ()/p()(B) (W;

Palaamalla takaisin normiin modulaarista yksikkopallo-ominaisuuden avulla saa-
daan, etta
1

w(B) 1
|B|pB w

_ w(B)

1< —
womp  |BPE

Y

Wl Lr' /e (B)

josta yhdessé epayhtalon kanssa seuraa, etta

1 ~ 1B (13)
Wl Le'()/p()(B) w(B)
Tésta taas seuraa kiyttamalla lemmoja [3] ja [16] ettd
1
= rp_ rp - -
Hl e ~ ]B\PE*lw(B)pE’l ~ |B|*stw(B)Pr ! & Hl BT . (14)
Wl L' )/p()(B) Wl L' /p()(B)

Kéytetédéin ominaisuutta (1) p'(+)/p(-)-normille ja funktiolle 1, jolloin se tulee muo-
toon

: 1,-— 1, +_ 1
min {QLP/(')/P(')(B)<Z)I)B 17 QLP’(~)/p(~)(B)<a)pB 1} <||—= o
LP p
1 e
< max QLP’C)/P(')(B)(;) B ,QLp<>/p(>

Nyt yhtilon (13) perusteella yli- ja alarajat ovat samat. Lisiksi silld p; < pp < pf,
niin saadaan

1

1 pp—1
1L Lot 3000 (B ory = ~ <9Lp'(->/p<-)(3)(;)> =w'(ByPE~t (15)

LP'()/p()(B)

kaikille kuulille, joiden sade r < 1.

Huomataan vield, ettd samoin perusteluin yksikkopallo-ominaisuudesta [f] seuraa,
etta

1
Wl pocrror () & w(B) 7B (16)

Tutkitaan seuraavaksi duaalisuutta pienilla kuulilla, joten oletetaan yha, ettd kuulan
B séteelle on voimassa r < 1. Télloin korollaarin |1 ja edellisen yhtélon avulla
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saadaan, etta

L 1 _
| B| pB||W/||L1(B)||J||Lp(-)/p'<»>(3) = |B|""Pu(B

L Locrrr ) (B w)

~ | B[ 50 (B)w(B)75

w(B
:%)( B|))BTBI

_1

pp—1
pg—1
<l
Lp’(-)/p(-)(B)

josta nihd#in, ettd w € AL‘?‘({). T&lloin lemmasta [14] seuraa, etti w € A ja erityi-
sesti, ettd w on mittana tuplautuva pienilld kuulilla. Télloin voidaan kiyttaa myos

lemmaa , jolloin w’ (B)i ~ W (B)P%-o kaikilla kuulilla, joiden side r € (ﬁ, 1].
Nyt yhtalo saadaan muotoon

1

W

[ w(B)
EE

Q

L] Lot w0 By = @' (B)PEH & W (B)P=1,

jolloin lemman 17|oletukset ovat voimassa ja seuraa, ettd |[1{| /o0y (p ) & W' (B Jpeet
on voimassa myo0s kaikille kuulille B, joiden sdde r > 1. Samoin perusteluin saadaan
arviosta (16)), ettd ||wl| ;oc)me) (B) w(B)poo%l. Talloin nédiden seurauksena saadaan
yhdessé korollaarin [T] ja lemman [3] kanssa, etté

- 1
1B 77 |w'| |25 H—Hmu/p() = |B] Py (B)HlHLP(')/P’(~)(B,w)
~ | B b (B)w(B
~ | B P (B)uw(B) 7T
)

)]

1

)7

e | -
| [BIP= {[w || Loy /m0 )
_ 1
w(B) |1 - —
~ BpB - S HMHZP(A)I ?
_| | Wl Lr' /e (B)

kun kuulan B sidde r > 1. Talloin w toteuttaa luokan A, () maaritelman my6s suu-
rilla kuulilla, joten w’ € Ay (.. Tdmén seurauksena voidaan nyt kdyttédd korollaaria
painolle w', jolloin saadaan, ettd [|1[| 1m0 (p oy ~ W (B)PE~! kaikilla kuulilla
B C R™. Talloin lopulta saadaan, etta

1 w(B) w(B) (w’(B))PB—{

|B‘_pBHUJHL1(B)H;HLP,(‘VP(')(B) = —‘B’pB Hl”Lp’(»)/P(-)(B,W/) ~ ’B‘ ‘B|
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Luokka A,y voitaisiin vaihtoehtoisesti mééritelld edellisen lemman perusteella eli

painon w pitaisi silloin toteuttaa ehto supg % <w|/$) o
etuna duaalisuus saataisiin suorana seurauksena, mutta haittana luokan A,y kasva-
vuus eksponentin p suhteen olisi huomattavasti hankalampi tulos saavuttaa. Suurin
osa tdmén luvun tuloksista pohjautuu edeltéiville tulokselle, joten on jarkevampéa

pidattaytya nykyisessa madritelméssa.

. Taman maaritelméan

5 Parantuvuusominaisuuksia painolle w

Lemman mukainen parantuvuusominaisuus todistettiin klassisessa tapauksessa,
kun luokka A, madriteltiin kuutioiden avulla. Tésséd luvussa on tarkoitus todistaa
vastaava ominaisuus, kun luokka A, on méaéritelty erilaisten joukkoperheiden avulla.
Seuraavat tulokset on esitelty myos artikkelissa [10].

19 Lemma. Olkoon M € N. Oletetaan, etti By ja By ovat joko perhe kuutioita tai
kuulia varustettuna sellaisella ominaisuudella, ettd jokainen joukko B € By voidaan
peittia lukumdardlla M joukkoja B; € Bsy, joista jokaisen halkaisija on verrattavissa
joukon B halkaisijaan. Talloin jos w € AS> on tuplautuva, niin ||ou||qus1 S ||w||Aq32.

Todistus. Olkoon B € By, ja olkoon B; € B, kaikilla ¢ = 1,..., M sellainen pei-
te, ettd diam B; ~ diam B, jolloin myos |B| &~ |B;|. Voidaan olettaa lisdksi, ettd
B N B; # 0 kaikilla 7. Tilloin on olemassa sellainen vakio k > 1, ettd B C kDB;
kaikilla 4. Lemman [2] mukaan w on tuplautuva, niin saadaan [|wl|. gy S [[wll 11z,
Yksinkertaisella arvioinnilla seuraa, etté

1 M
— < — < Msup ||— .
Wiedray = 19 Le /ey i NWllpe s
Télloin
—q 1 < i 1 !
1Bl lwll sy || = S infsup [ B[ |wl 11, || =
Lq//q(B) B i w Lq’/q(Bi)
_ 1
I - I
? Ld'/9(B;)
Nyt véite seuraa, kun otetaan supremum yli kuulien B € B;. O

2 Seuraus. Olkoon § > 0 ja Q kuula tai kuutio. Olkoon By kaikkien kuutioiden perhe
joukossa (1 + 0)Q, ja By kaikkien kuulien perhe joukossa Q. Tilloin A N AP C
AqBQ. Sama padtelmd on voimassa, vaikka kuutioiden ja kuulien roolit vaihdettaisiin
keskenddn.

Todistus. Olkoon Q' € By ja B € By. Nyt kuula B voidaan peittaa lukumaéralla M

kuutioita ()’, joilla diam B =~ diam (), kun M valitaan tarpeeksi suureksi. Lemman

mukaan w € AP on tuplautuva, joten edellisesté lemmastaseuraa, ettd [|wl| ;5 S
q

|wl| 51 - TalSIn As N AP C A N AP C AP Liséiksi sama péditelmé on voimassa,
q
jos kuulien ja kuutioiden roolit vaihdettaisiin. O]
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Nyt saadaan vastaava parantuvuusominaisuus kuulille kuin kuutioille.

3 Seuraus. Olkoon 6 > 0 ja Q kuula tai kuutio. Jos w € Ax(R™) N A, ((1+96)Q),
niin on olemassa sellainen € > 0, ettd w € A,_.(Q).

Todistus. Olkoon w € A (R™) N Ay ((1 + 0)Q). Télléin edellisen seurauksen [2] pe-
rusteella saadaan, ettd w € AS((1+ 0)Q), misséd B on kaikkien kuutioiden @ € R"
muodostama perhe. Nyt lemman (13| parantuvuusominaisuudesta kuutioille seuraa,
etté on olemassa sellainen e > 0, ettd w € AZ__((1+4 6)Q). Kéyttamalld uudelleen
seurausta [2| saadaan, ettd w € A,_.(Q). ]

4 Seuraus. Olkoon § > 0 ja joukko D kuula. Olkoon By kaikkien kuutioiden muo-
dostama perhe joukossa R™ \ D, ja By kaikkien joukkojen B \ (1 + §)D muodos-
tama perhe, missi kuulien B keskustat kuuluvat joukkoon R™ \ (1 4+ 6)D. Talldin
A N Afl - Aff% ja sisdltyvyyteen listtyva upotusvakio on ritppumaton joukosta D.
Kuutiotden ja kuulien roolit ovat vaihdettavissa.

Todistus. Voidaan rajoittua tarkastelemaan tilannetta o < % Oletetaan ensin, et-
td By on perhe kuulia ja By perhe kuutioita. Valitaan perheestd B sellaiset kuulat
By, ..., By, joilla diam B’ = diam D ja jotka sivuavat kuulaa D ulkopuolelta ja peit-
tavit pallokuoren 9(1 4 0)D. Olkoon py, ..., pr ne reunajoukon 0D pisteet, joissa
kuulat Bj,..., B; sivuavat kuulaa D. Voidaan todeta, ettd lukumééra £ riippuu lu-
vusta ¢, mutta ei kuulasta D valintojen ja symmetrian vuoksi.

Olkoon @ € B,. Jos diam () < diam D, niin () voidaan peittdd seurauksen [2| tavoin
adrellisella maaralla kuulia perheestd B;. Olkoon By, ..., B, kuulia perheestd Bj,
jotka sivuavat kuulaa D ulkopuolelta pisteissa py, ..., pr ja joiden halkaisija on yhta
suurta kuin 3diam ). Silld diam ) > diam D, niin kuulat By, ..., By peittavit an-
nuluksen ((1+ $2m9) DY\ ((1+6)D) ja erityisesti ne peittivit myds joukon Q. Nyt

diam D
perhe B; toteuttaa lemman [19] ehdot, joten viite seuraa. Huomataan, etté tassiakin
kuutioiden ja kuulien roolit voitaisiin vaihtaa keskenaén. O]

Nyt seurauksen [3| todistuksen tavoin saadaan lopulta seuraava tulos.

5 Seuraus. Olkoon 6 > 0 ja joukko D kuula. Olkoon B kaikkien joukkojen

B\ (14 0)D muodostama perhe, missi kuulien B keskustat kuuluvat joukkoon R™\
(1+0)D. Josw € Ax(R™) N ALR™\ D), niin on olemassa sellainen joukosta D
rippumaton € > 0, ettd w € Aqsfs

Jotta tdmén luvun tuloksia paastaisiin hyodyntdméan, niin maéritellaan seuraavaksi
maksimaalioperaattori Mg, joka on maéritelty mitallisten joukkojen perheen B yli
niin, etta

Mof(z) = sup f|f )|d.

BeB, zeB

Téamén luvun lopuksi osoitetaan kyseiselle maksimaalioperaattorille My rajoittunei-
suustulos jossa joukkoperhe B on maéaritelty tutkielman kannalta hyodyllisella
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tavalla.

Maéaritellaan avaruuden R™ mitalliselle osajoukoulle £ indusoitu Muckenhoupt-luokka

A,(E), johon kuuluvat kaikki painot w, joille on voimassa

qg—1
] ~ ::sup|B|q/ w(:c)d:c/ w(z) T g ) <o, (17)
Ag(E)  Bep BNE BNE

missé B on kaikkien kuulien B C R™ muodostama perhe.

Jos maaritelldan vield lisdksi indusoitu maksimaalifunktio

~ 1
Mgf(z):= sup —
BeB, zeB |B| JpnE

|f ()] d,

niin saadaan artikkelin [T19] proposition 2.8 mukainen maksimaaliepayhtilon kaltai-
nen estimaatti.

20 Lemma. (Propositio 2.8 [19])

Olkoon E C R"™ mitallinen joukko, jolle |[E| > 0. Jos 1 < ¢ < p, w € Zq(E) ja
f € LP(E,w), niin

/E (Mg f(2))w(z)dz < C /E | fPw(x)da.

Téasta saadaan yhdessé seurauksen [H| kanssa seuraava lemma, jota kiytetaan Muckenhoupt-
ehdon riittavyyden todistamisessa.

21 Lemma. Olkoon p > 1 ja B kaikkien joukkojen B\ B(0,2p) muodostama perhe,
missd kuulien B keskustat kuuluvat joukkoon R™\ B(0,2p). Jos

w € A (R") N A,(R™\ B(0, p)) ja funktiolla f € LY(R"™, w) on kantaja joukossa
R"™\ B(0,p), niin HMBfHLq(R”\B(O,2p),w) S HfHLq(Rn\B(o,p),w) :

Todistus. Olkoon f € LI(R", w) funktio kantajalla joukossa R™\ B(0, p). Merkitéén
mitallista joukkoa E :=R"\ B(0,2p). Ensimmaéiseksi voidaan huomata, etté

1 |B| 1
1B/B(0,2p)| dv = o dz.
BIB0,29)] Loy /()

~|B/B(0,2p)] |B] J @ 5(0.20))
Koska kuulien B keskustat kuuluvat joukkoon R™\ B(0,2p), niin #ﬂ%)‘ <2ja

seuraa, ettd Mpf < Mpf. Huomataan indusoidulle luokalle, etta

r—1
ol gy = sup B [ wmdm( / w@)—wu)/mdx)
ArtE) - peny BNE BNE

1
< sup B/B(0,2p)|"w(B/B(0,20)||—|| 7 /» = l|w|| ;51 ,
ol B/B(0,20) (B BO 20D aysnsn = 1ol
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missd B} on avaruuden R™ kaikkien kuulien muodostama perhe ja B; avaruuden R™

kaikkien joukkojen B/B(0,2p) muodostama perhe. Luokan A5! ainoa ero luokkaan

AB on se, etti joukossa B/B(0,2p) € B; kuulan B keskusta saa kuulua joukkoon

B(0,2p). Talléin joukko B/B(0,2p) € B; voidaan peittia dérelliselld madralla jouk-

koja B;/B(0,2p) € B, ja lemmasta |19 saadaan, cttd [|w[ ;5 S [|w|[ 45 - Néin ollen
B

||w]| ~ ) S w45 Seurauksenmukaan on olemassa sellainen € > 0, ettd w € A _,

An(E

jolloin my6s w € A, .(F). Télloin lemmasta [20| saadaan eksponentilla ¢ > ¢ — ¢,
etta

||MBf||LQ(R”\B(0,QP)»W) S’ HMEf’

S [ fllea@n\B0,20).0) < N fll 2@\ B(0,p)0)-

La(R™\B(0,20) )

6 Ehdon A, riittavyys
Téasséd luvussa strategiana on osoittaa ensin painotettu maksimaaliepayhtalo rajoi-
tetuille maksimaalioperaattoreille.
Maaritellaan ylhailta rajoitettu maksimaalioperaattori
Merf(w)i=suw  |f(o)lde.
r<RJB(y.r)
Alhaalta rajoitettu maksimaalioperaattori méaritellddn vastaavasti

M.orf(y) = sup]i( | |f(z)|dz.
y,r

r>R

Voidaan huomata, ettd M f(y) < M<rf(y) + Msgrf(y), joten maksimaaliepéyhtlo
seuraa sen rajoitetuista versioista.

Aloitetaan tarkastelemalla ylh#éltd rajoitettua maksimaalioperaattoria ja todiste-
taan sille lokaali versio maksimaaliepdyhtélostd. Seuraavan lemman todistuksessa
hyodynnetédén Lars Dieningin kiyttdmaéaa tekniikkaa ei-painotetun avaruuden mak-
simaaliepayhtlon todistuksessa [9].

22 Lemma. Olkoon p € PLE(RY) ja w € Ayy. Tdllsin on olemassa sellainen
ro € (0, 1), joka ritppuu vain arvosta ||w||Ap(') ja eksponentin p ominaisluvuista, ettd

Mcp - IPY(2Q,w) = LPV(Q, w),
missa () on kuutio, jonka sivun pituus on enintddn ry ja R < %7’0.

Todistus. Ensimmaiseksi voidaan todeta, ettd eksponentin p(:) tasaisen jatkuvuu-

den perusteella voidaan valita jokaista ¢ > 0 kohti sellainen ro < In~'/2 etti

28



p;Q — € < Pyg, kun kuution @ sivun pituus on enintéén ro. Lemman perus-
teella w € AP;Q(ZQ), jolloin taas seurauksen |4/ mukaan on olemassa sellainen £ > 0,
ettd w € A4 to- .(2Q)). Téllsin voidaan kdyttaa uudestaan lemmaa [14] ja saadaan, et-
thwe A, ( @), kun valitaan ry niin kuin edellé.

Olkoon f € LP1)(2Q,w) ja oletetaan ensin, etti [f e 20wy < 1. Merkitdén seu-
raavaksi ¢(r) := p(z)/pyg. Seuraavaksi kiytetddn Dieningin esittelemid tekniikkaa
[9]. Olkoon y € Q ja B := B(y,r), missé r < R < 3ro. Télloin Jensenin epiyhtélds-
té (esim. Lemma 1.19 [6]) ja yksinkertaisesta estimaatista, joka on voimassa kaikille
B > 0, saadaan

(@) - iz

(]iw)’dm) < (f, o) = (é%{\fmwér%x) g

a(x)

1 1@ 5 } )qﬁ
s(éﬁ[vw foa +1|d

() a(z) 1 q;ig)
= (f 1 are 1)

Valitaan (§ := max{l,w(Q)l/ng}. Koska kuution @) sivu on enintdan rq ja y € Q,
niin @ C B(x,2ry), kun = € B(y,r). Lemmasta |15 saadaan t&lloin arvio

w(Q) € w(B(x,2r0)) Sw(B(0, 1)) (|a]" +2"r§ + 1) S (1+ |2)™".

22 (g(2)~qj)
Talloin seuraa, ettd B1®)/as=1 < (1 4 |z])"2es < (1 + |z))Cl@—a5) < O,
missé Vumemen epéayhtélo seuraa log-Hdlder—hdivytysehdosta eksponentllle q. Silla
q(x) > qp Ja L <1, niin edellisen arvion kanssa saadaan

a(z)

(f 1swnae)"" 5 (f 15moae) ™ <2 (1)

1_a@)

9(z)—ap -1
1B opr () 5 ][If(rv)|(’(“")dfv+min{17w(62) }
B

_a(@)
Eksponentin g log- Holder-jatkuvuudesta saadaan, ettd |B| ‘¢ < 1. Youngin epéyh-
télostd (esim. Lemma 1.14 [6]) eksponentille p,, saadaan toiselle tekijélle eli modu-
laarille arvio

—_

p(z) p(z)
ora00 ) () = / ()]0 de = / (@) w(e) w(x)dz

p(@)Pyg

</ Sl e el e

P2q Paq

/|f )P@w dx+/B w(z) ”5;‘1dx.




Oletuksen || f]| 0w < 1 nojalla yksikképallo-ominaisuudesta 5/ saadaan, ettd
01r0) () < 1. Liséksi silld w € Ap;Q<B)’ niin saadaan

1

o) (f) <1+ ([wlla  (p | B|P2ew(B) ™),
Pog

Eksponentin ¢ log- Holder-jatkuvuudesta taas seuraa, etté |B |p27Q(q(x)*q§) < ¢, jalem-
masta, ettd w(B)~4®)~95) < ¢ Tallsin QLq(.)(B)(f)(q(‘”)*qg)/qg < C. Nyt epéyhtalo
I8 on saatu muotoon

<]{3 ’f(x)|da:> (@) < ]i |£(2)]“®dz + min {LM(Q)‘p:Q}

ja ottamalla supremumin yli kuulien B = B(y,r), missid r < R, saadaan

(Merf(2)"® < Mep(1f179)(x) + min {Lw(Q)_%} |

kun z € Q. Korottamalla potenssiin p,, (muistetaan, ettd ¢ = p/p,,) ja integroi-
malla puolittain muuttujan = € () suhteen saadaan, etté

[ rzar@y st 5 [ [M<R<|f|q<'>><x>+min{1,w<cz>_5@}]pmw<x>dx

Q
g/M<R(|f|q('))(x)p2_c?w(x)d1:—i—w(Q)min{l,w(Q)_l}.
Q

Nyt silla w € Ap;Q’ PP >1ljaR< %To, niin lauseesta || seuraa, etta

Mg : [22(2Q,w) — L@ (Q,w) ja niin ollen edellisesti saadaan, etti

/ (Myenf (@) w(z)de < / @)@ w(z)dz +1 <2,
Q 2Q

missé viimeinen epdyhtilé seuraa yksikkopallo-ominaisuudesta [5] Nyt viite on to-
distettu tapauksessa || fl| o000y < 1. J0os [ fllr) (2@ > 1. niin kiytetddn dsken
saatua tulosta funktiolle f/ || f{|1s()(2q,.)» Jonka normi saa arvon 1. Saadaan

p(z)
B — g (@)
M, P@ yyde = | | Moop [ —E q
111220 2@y /Q< CAUER /Q ( ’ <||f||LP(‘)(2Q,w))> sl

p(z)
f(z)
<
<

— | w(z)dx
||f||LP(')(2Q,w)

2)[P@ () dx
g/mm )X eo()de,

joten viaite seuraa kokonaisuudessaan.
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Edellisen tuloksen avulla saadaan todistettua ylhaaltd rajoitetun maksimaaliope-
raattorin rajoittuneisuus kayttamaélla lokaalista-globaaliin-menetelmaa.

23 Lemma. Olkoon p € PLE(R") ja w € Apy. Olkoon ro > 0 niin kuin edellisessd
lemmassa[23. Talloin

Mg : LPO(R™, w) — LPO(R™, w),
kun R < %ro.
Todistus. Olkoon (Q);) mééritelmén [4] mukainen ositus avaruudelle R”, missé kuu-

tioiden sivujen pituus on ry. Olkoon R < %7’0. Edellisen lemman [22| mukaan
IM<rfll 1o @iwy S I I1Eee) 2, - T8llSIN lauseesta 1 saadaan, etté

< 1910 ¢
lpoo

1Ml e |1 Ml

lPoo

Olkoon nyt (@) avaruuden R™ jérjestetty ositus, joka on saatu siirtamélla jokaista
kuutiota @); puolihalkaisijaa suuntaan (1,...,1) kuvan (1| mukaisesti. T&ll6in

QQZ = U an

JE€Ji

missd J; on indeksijoukko, johon kuuluu 2™ alkiota. Nyt voidaan kayttaa lausetta
uudestaan , jolloin

Z ”f‘ Lr()(2Q;,w)

< an 1 f] %f(»)(@f ~ I

171250 e

Néin ollen ||M§Rf||Lp(-)(Rn,w) < ”f”Lp(J(Rn,w) :

Edellisen lemman seurauksena saadaan seuraava tulos.
6 Seuraus. Olkoon p € PLE(RY) ja w € Ay seki ro niin kuin lemmassa |24 Jos
Qf = f*xp (0,1r0)7 nin

®: LPO(R™, w) — LPO(R™, w).

Seuraavaksi osoitetaan alhaalta rajoitetun maksimaalioperaattorin rajoittuneisuus.

24 Lemma. Olkoon p € PLYE(R"), w € Apy ja R = 3ro, missi ro niin kuin lem-
massa 22, Télloin

Mg : POR", w) — LPO(R™, w).
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Todistus. Olkoon f € LPO)(R™,w). Oletetaan ensin, etté £ ot e,
epayhtalon avulla saadaan, etta

]ilf(y)ldyz ﬁ/jglf(y)!w(y)@w(y)_@dy

_ 1
‘Q} MO‘

< 1. Hélderin

w) =

2
< = .
_.|13||LfHLP(MEiw) Lr'()(B)

1-p/() 1
Nyt || fIl 1o O(Bw) <ljaw O = wN) LT = W70 , joten edellisesta saadaan
yhdessd lemman [1§] ja seurauksen [I] kanssa, etta

1 L

2 W'(B)s _ [ lwlla,, \ "2

fWldy < = Mlwome —=— S| —3v | -
F 1@y < T o ~ S5 5 | S

Kuulalle B = B(z,r), missa r > %’I“O, seuraa lemman |15] perusteella, ettd w(B) >
Cw(B(0,1))(1 + |z|)~"". Talléin

M. spf(e) S (L4 )™ /P2 < (14 Ja)" 77 (19)

kun oletettiin, ettd R = ro.

Olkoon B perhe kaikista joukoista muotoa B\ B(0,2p), missé kuulien B keskustat
kuuluvat joukkoon R™\ B(0,2p). Eksponentin p log- Holder-haivytysehdon nojalla
jokaiselle € > 0 voidaan valita tarpeeksi suuri p = Ry niin, ettd pf, — ¢ < poo,
missd D := R™\ B(0, Ry). Lemman (14| perusteella w € A (D), joten seurauksesta
seuraa, ettd w € A +_ Télloin aikaisemman pédttelyn perusteella lemmasta

saadaan, ettd w € AB

Merkitdén By := B( (1 + k)Ro) ja Dy := R™\ By luonnolliselle luvulle k£ € N.
Oletetaan, ettd g on mitallinen funktio, jolla on kantaja joukossa D;. Jos B on
kuula, jonka keskusta on joukossa Dj ja séde vahintdan %R, niin

B\ B
Flote =22 gars f pglan
B |B| B\B; B\B;

Nyt kun perhe B on maaritelty niin kuin edelld saadaan, etta M. 1 1R9 S < Mpg joukos-

sa. Dy. Aikaisemmin todettiin, ettéd M., 1 pf(x) < (14 |z))™" /7" Liséksi painolla w
on enintdan polynomiaalista kasvua (Huomautus ' joten lemman |7 I oletukset ovat

voimassa ja seuraa, etté H ‘ H ‘ Silla w € AB_|
J 3RY LP() (Do w) LPoo (Dayw) poe
niin lemmasta 2] saadaan
< <
HM%RQ‘ 0y S NMEG e (D S N9l oo (D1 0 (20)

kun ¢ € LP~(R", w) ja silld on kantaja joukossa D;.
Olkoon nyt ®f = |f| * x B(0,LR): Integraalikeskiarvo voidaan esittdd konvoluution

avulla niin, etta
XB(0,r)
d
]@W) () ldy = (,B( g \f!)()
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Liséaksi voidaan tehd& arvio

n

XBon)(®) S (XBOr) * XBO.R/2)(T) = / XBo) Y)XBO.R/2) (T — Y)dy
= /( / )Xs(o,r)(y)dy = [B(z, R/2) N B(0,7)] S XB(0.r+R/2) (%),
z,R/2
joka on voimassa kaikilla r > R/2. Néiden seurauksena saadaan, etté

Morf o) =sup (X2 1)) 2)

r>R |B(
(XBon) * (XBOR/2) * \f’))
< sup ( ’ x)=M_1,0f(x
R ‘B(O,’I")‘ ( ) >2R ( )
ja
_ XB(0,r) ) _ ( XB(0,r+R/2) )
M r)=sup | = * r)= su
nf @) = sup (O 111) (1) = sup (D 1) (0
(XB(o 7“)) (XB (0,R/2) |f|)>
Zsup( ’ x) = M_1,0f ().
r>R/2 |B(07T>| ( ) 2k ( )
Siis Mpf ~ M, 1z®f. Titen epéyhtélosté |19 seuraa, etté Of(z) < (14 |z,

Avaruus R" v01daan kirjoittaa kahden erillisen joukon yhdisteend, R™ = By U D,
joten epdyhtélosta (20) . funktiolle g = ® fxp, saadaan, etta

IVl ny < I ey Ll gy + || Mo 3 (@FX1)

LP(')(D27¢,_))

+ H R (I)fXB1) LPO) (Do w)

S oo 809+ N2 Fl ose (54 ) F NP FN oo (31 ) IMXB | 2o (0, 0
~1+ ||(I)f||LP(-)(D1,w) + ||MXB1 ||Lpoo(D2,w) )

misséd viimeinen ekvivalenssi seurasi lemmasta

Seurauksen@nomﬂa 1P fll 1o Dy ) < N1l poey(pwy < 1. Olkoon B’ C Ds saman suu-
ruinen kuula kuin Bj. Nyt silla M XB, = Myp/, niin saadaan [|[Mysg, || L,,OO (Do) ™
||MXB/||Lpoo Dy Funktiolla XB' on kantaja joukossa Ds, joten Mxp, < Mgxs,
joten Vastaavanlamen arvio on voimassa myos summan viimeiselle termille
IMXB, | Lroc (Dy - TMED perusteella viite seuraa oletuksella || || o) gn ) < 1 ja ko-
konaisuudessaan, kun saatua tulosta kiiytetddn taas funktiolle f/ [ fl o0 gn - O

5 Lause. Olkoon p € Plog(R") jaw € Ayy. Tdlloin
M : LPO(R", w) < LPO(R", w). (21)
Todistus. Lemmojen [22] ja 24| nojalla saadaan, etta

||MfHLP(~)(Rn7w) < ||M§Rf”Lp(<>(Rn,w) + ||M>Rf||Lp(->(Rn7w) 5 HfHLP(')(Rn,w) )

kun R = %ro, missd rg on niin kuin lemmassa . O
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