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1 Johdanto

Kauppamatkustajan ongelma (travelling salesman problem), jatkossa voidaan kiyt-
tdd englanninkielistd lyhennettd TSP, on yksi kombinatorisen optimoinnin suosi-
tuimmista ongelmista. Tama ongelma on helppo ymmartasd, mutta vaikea ratkaista
optimaalisesti. Se alkoi nousta suosioon noin 1950-luvulla. Teoksen Solution of a
large-scale traveling-salesman problem |Dantzif, Fulkerson & Johnson, 1954] esiin-
tyminen lehdessd Journal of the Operations Research Society of America oli yksi
kombinatorisen optimoinnin historian paatapahtumista [3]. On kuitenkin olemassa
todisteita siitd, ettd termid "kauppamatkustajan ongelma" kdytettiin mahdollises-
ti ensimmaéisen kerran matemaattisissa piireissi jo vuosina 1931-1932 [3]. Tietojen
mukaan ensimmaéisen virtausmuotoilun kauppamatkustajan ongelmalle julkaisivat
Gavish ja Graves teoksessaan The travelling salesman problem and related problems
vuonna 1978.

Kauppamatkustajan ongelma on optimointiongelma, jonka ymmértdminen ei
vaadi edistynyttd matematiikan taitoa. Oletetaan, etté tiedossa on joukko kaupunke-
ja ja kaikkien kaupunkiparien véliset etdisyydet (kustannukset). Kaupungeista yksi
valitaan aloituskaupungiksi. Nyt kauppamatkustajan ongelma on etsia optimaalinen
(toisin sanoen lyhin tai edullisin) reitti, jossa jokaisessa kaupungissa vieraillaan ta-
san kerran, jonka jalkeen palataan takaisin lahtokaupunkiin.

Kauppamatkustajan ongelma on hyodyllinen kiytdnnon ongelmien ratkaisemi-
seen. Monet merkittavit tosieldmén ongelmat voidaan muotoilla kauppamatkusta-
jan ongelmaksi. Muutamia téllaisia ongelmia ovat esimerkiksi piirilevyjen poraami-
nen, tilausten keraily varastoissa ja tietokoneen johdotus.

Kauppamatkustajan ongelmalla on kolme huomattavaa variaatiota. Yleisesti ot-
taen kauppamatkustajan ongelma voidaan luokitella symmetriseen kauppamatkus-
tajan ongelmaan (sTSP), asymmetriseen kauppamatkustajan ongelmaan (aTSP), ja
monen kauppamatkustajan ongelmaan (mTSP) [4]. Jos etéisyys (kustannus) kau-
pungista ¢ kaupunkiin j on sama kuin kaupungista j kaupunkiin ¢ kaikilla kaupun-
kipareilla niin on kyseessa sTSP. Taas aTSP tapauksessa namé kaupunkien véliset
etaisyydet (kustannukset) voivat olla erisuuret tai jotkin néista etiisyyksista (kus-
tannuksista) voivat puuttua. Monen kauppamatkustajan ongelmassa kauppamat-
kustajia on useampia kuin yksi. Monen kauppamatkustajan ongelmasta kiinnostu-
neet voivat perehtyé Lawler, E. L. teoksen The traveling salesman problem: a guided
tour of combinatorial optimization lukuun 2 sivuihin 23-25.

Tassé tutkielmassa esitetdan yhden kauppamatkustajan ongelmalle yhden, kah-
den ja monen resurssin virtausmuotoilut ja ndiden muodostamiseen tarvittava graafi-
ja verkostoteoria sekd muutama oleellinen optimointiongelma. Kauppamatkustajan
ongelman virtausmuotoiluissa on suhteellisen vahéan rajoituksia, mika tekee niis-
ta kdyttokelpoisia kiytdnnon ongelmien ratkaisemiseen. Virtausmuotoilut voi myos
yksinkertaisesti mallintaa erilaisilla optimointiohjelmilla lineaarisena sekalukuopti-
mointitehtavana, mika tekee niistd myos kiyttajaystavillisia. Naiden liséksi virtaus-
muotoilujen relaksaatiot ovat rajoituksien méaédraén verrattuna suhteellisen vahvoja.

Tutkielman luvussa 2 késitellaan lyhyesti graafi- ja verkostoteoriaa, ja luvussa 3
optimointiongelmia. Luvussa 4 késitellidn kauppamatkustajan ongelmaa seka tut-
kielman paaaihetta eli kauppamatkustajan ongelman virtausmuotoiluja. Pdalahteina



toimivat Marko M. Méakel& (2019): Matemaattinen optimointi 11 [1] ja Kontoghiorg-
hes, E. J., & Gatu, C. (2007). Optimisation, Econometric and Financial Analysis
[2]. Virtausmuotoilut mukailevat jalkimmaéisen péaéléhteen esityksié, jotka on pienilld
muutoksilla tehty vastaamaan Turun yliopiston merkintéatapoja.

2 Graalfi- ja verkostoteoriaa

Téassé luvussa kasitelldan lyhyesti graafi- ja verkostoteoriaa. Graafi- ja verkostoteo-
rian késitteet ovat tarpeellisia esitellessd kauppamatkustajan ongelmaan liittyvia
tuloksia ja kauppamatkustajan ongelman muotoiluja. Kaupunkiverkostoa ja monia
muitakin asioita voidaan esittdd graafina (Q, F), missid Q = q1, 2, 3, ... on solmugjen
ja E = ey, eq,es,... on niitd yhdistévien kaarien joukko. Kaari e, = (g;, ¢;) voi olla
suunnattu tai suuntaamaton. Suunnatussa tapauksessa kaarta pitkin voi kulkea ai-
noastaan suuntaan ¢; — ¢; ja usein tallaista kaarta kutsutaan nuoleks:. Talloin g; on
alkusolmu, josta kuljetaan loppusolmuun ¢;. Suuntaamattomassa tapauksessa kaar-
ta pitkin voi kulkea molempiin suuntiin. Kaaren merkinté ei ole yksikésitteinen, jo-
ten voidaan sopia, ettéd jarjestysnumeroltaan pienempi solmu on ensimmaisend. Jos
kaarilla (nuolilla) on reaalilukupainot ¢;; niin voidaan formuloida ja ratkaista eri-
laisia laskennallisia optimointiongelmia, jolloin graafia kutsutaan verkoksi. Kaarien
(nuolien) paino voi kuvata etéisyyttéd, hintaa, aikaa tai muuta suuretta.

Esitelladn seuraavaksi verkkoihin liittyvid tdmaén tutkielman kannalta oleellisia
késitteita :

- Verkko on suunnattu, jos sen kaikki kaaret ovat nuolia.
- Verkko on suuntaamaton, jos sen kaikki kaaret ovat suuntaamattomia.

- Polku tai tie solmujen i ja j vélilld on katkeamaton kaari- tai nuolijono (i, k1),
(i, k2), ..., (kp—1,kp), (kp,J), joka yhdistéé verkon solmut ¢ ja j. Nuolet on kul-
jettava oikeassa jarjestyksessa eikd missddn solmussa kiayda kahdesti.

- Polun pituus on polkuun kuuluvien kaarien (nuolien) painojen summa.
- Silmukka on nuoli (i,4) solmusta i itseensé.

- Sykli on polku, jonka alku- ja loppupiste ovat samoja ja p > 1. Sykli on
positiivinen, jos sen pituus on positiivinen ja sykli on negatiivinen, jos sen
pituus on negatiivinen.

Verkoilla voidaan havainnollisesti esittdd monenlaisia ongelmia. Useat ongelmat
voidaan myo6s formuloida verkko-ongelmiksi, vaikka niiden verkkorakenne ei olisikaan
ilmeinen. Kuvassa [l esitetdéan esimerkki verkosta. Suuntaamattoman verkon voi for-
muloida suunnatuksi verkoksi asettamalla jokaisen suuntaamattoman verkon kaaren
(1,7) tilalle kaksi nuolta (7, j) ja (j, 7). Talld tavalla symmetrisen suuntaamattoman
verkon voi kuvata asymmetrisend suunnattuna verkkona.



Kuva 1: Esimerkki mahdollisesta viiden solmun muodostamasta verkosta.

3 Verkostovirtaukset

Virtausongelmat ovat lineaarisen optimoinnin erikoistapauksia. Virtausongelmat voi-
daan yleisesti esittda verkkojen avulla. Virtausongelmissa verkon kaaria pitkin virtaa
yhté tai useampaa resurssia solmusta toiseen. Namé resurssit voivat olla konkreet-
tisia, kuten ihmisié, autoja, vettad tai resurssi voi olla jotakin késitteellistéd, kuten
kauppamatkustajan ongelman tapauksessa myohemmin esitetddn. Kun puhutaan
virtauksesta on syyté olettaa, ettd verkko on suunnattu ja ettd virtaus kulkee aina
nuolen suuntaan. Seuraavissa alaluvuissa esitetaén tutkielman péaaiheelle oleellisia
virtausongelmia.

3.1 Minimikustannusvirtausongelma

Tarkastellaan minimikustannusvirtausongelmaa

(i,7)EF

s.t. Z Tgj — Z Tig =by, VEEQ (2)
JEQ,(k,j)EE 1€Q,(i,k)EE
OSZEUSU”, V(ZL])GE? (3)

jossa paatosmuuttujat ovat
x;; : Nuolta (4, j) pitkin tapahtuvan virtauksen méaéré.
Ja parametrit ovat

c;; : Nuolella (7, j) virtaavan resurssin yksikkokustannus
by : Virtauksen kysynté tai tarjonta, eli nettotarjonta, solmussa k

w;; : Virtauksen yléraja (kapasiteetti) nuolella (i, 7).

Jos nettotarjonta b, > 0, kutsutaan solmua k ldhteeksi ja se sisaltdéd resurssia by
yksikkod. Tama médra resurssia virtaa yhteensd ldhteestd muihin solmuihin. Jos



nettotarjonta b, < 0, kutsutaan solmua k nieluksi ja téllaisella solmulla on kysyn-
tad by yksikkoa. Nieluun virtaa yhteenséa b, yksikkoa resurssia muista solmuista. Jos
b = 0, kutsutaan solmua kauttakulkusolmuksi ja se ei sisilld tai tarvitse resurs-
sia. Kysynnén ja tarjonnan summa on oltava ZkEQ b = 0. Tarvittaessa voidaan
muodostaa ylimadrdinen virtuaalinielu tai virtuaalildhde, jotta kysynté ja tarjonta
saadaan tasapainoon.

Minimikustannusvirtausongelmassa voi esiintya myos useampaa erillista resurs-
sia. Téllaisessa tapauksessa téaytyy jokaiselle resurssille méaaritelld omat muuttu-
jansa. Nailla resursseilla voi olla toisistaan eroavat nuolet, kustannukset ja nuolien
ylarajat. Edella mainitussa minimikustannusvirtausongelman mallissa resursseja on
vain yhta tyyppi.

Minimikustannusvirtausongelman kohdefunktiossa (|1) minimoidaan jokaisella nuo-
lella kulkevien virtauksien kustannuksien summaa eli kokonaiskustannusta. Rajoitus
(2)) varmistaa, ettd kaikki ldhteen siséltdmét resurssit virtaavat muihin solmuihin,
nielut vastaanottavat riittavisti resursseja ja kauttakulkusolmut eivit muuta vir-
taavan resurssin méaras. Naissd rajoituksissa solmusta lahtevit virtaukset ovat ei-
negatiivisia ja solmuun saapuvat virtaukset ei-positiivisia. Nettotarjonta b; on sol-
musta lahtevin ja solmuun tulevan resurssiméaéaran erotus. Lahteista siis virtaa sen
nettotarjonnan verran enemman resurssia kuin sinne tulee ja nielujen tapauksessa
tdma on painvastoin. Néin ldhteet kasvattavat virtaavan resurssin méarad, nielut
vahentédvat virtaavan resurssin méaarda ja kauttakulkusolmut pitévit virtaavan re-
surssin maaran ennallaan. Rajoitus varmistaa, ettd kaikilla nuolilla tapahtuva
virtaus on ei-negatiivista ja alle nuolen ylarajan. Luonnollisesti nuolia pitkin ei voi
virrata resurssia negatiivista maaraa.

Parametrien by ja u;; ollessa kokonaislukuja 16ytyy minimikustannusvirtauson-
gelmalle varmasti ainakin yksi kokonaislukukomponenttinen optimiratkaisu. Esimer-
kissa [1| ratkaistaan yksinkertainen minimikustannusvirtausongelma.

Esimerkki 1. Yritys valmistaa tynnyreitd kahdessa eri tehtaassa. Erés tilaus tarvit-
see yhteensa 200 tynnyria. Molemmat yrityksen tehtaat ovat valmistaneet tilausta
varten 100 tynnyrid. Tynnyrit on ensiksi kuljetettava yrityksen kolmeen varastoon,
joista ne voidaan vasta kuljettaa tilaajan kahdelle eri toimipisteelle jotka molem-
mat tarvitsevat 100 tynnyria. Tehtaat ovat lahteité, varastot kauttakulkusolmuja ja
toimipisteet nieluja. Téassé tehtavissa ei tarvitse muodostaa virtuaalinielua tai vir-
tuaalilahdetté. Etsitdédn reitit tehtaista varastoiden kautta toimipisteille, joissa kul-
jetuskustannukset minimoidaan. Tamén voi formuloida verkko-ongelmana. Yleensé
verkon nuolien viereen merkitdén pari (c;;, u;5), jossa ¢;; on téssé tapauksessa yhdes-
td tynnyristd aiheutuva kuljetuskustannus nuolella (4, j) euroina, ja u;; on rajoitus
sille kuinka monta tynnyrié nuolta (4, 7) pitkin voi korkeintaan kuljettaa. Verkkoon
merkitddn myo6s ldhteiden ja nielujen nettotarjonnat. Kuvassa [2] ndkyy tehtévan
verkko ja tdmén alla optimointitehtava.



Kuva 2: Tynnyriesimerkin verkko

min 5[E13 + 12[[‘14 + 13[[‘24 + 61’25 + ]_0.1736 + 201746 + 171’47+
141’57 + 4.1343 + 2%45

s.t. @13+ 214 = 100 (solmu 1)
Tog + Tos = 100 (solmu 2)
T3g — T3 — Tz = 0 (solmu 3)
Tag + Ta7 — X1q — Tog = 0 (solmu 4)
Ty — Tos — Tz = 0 (solmu 5)
— T35 — T4 = —100 (solmu 6)
— X47 — 57 = —100 (solmu 7)
213 < 50 (nuolen (1,3) kapasiteetti)
Tos < 60 (nuolen (2, 5) kapasiteetti)
x; >0, V(i,5) €E. (nuolet ei-negatiivisia)

Solmu 1 ja solmu 2 kuvaavat tehtaita eli niissé on molemmissa 100 tynnyria. Nais-
td solmuista on molemmista siis virrattava 100 tynnyrid muihin solmuihin. Solmu
3, solmu 4 ja solmu 5 kuvaavat varastoja joiden kautta tynnyrit kulkevat toimipis-
teisiin. Namé solmut toimivat kauttakulkusolmuina. Solmu 6 ja solmu 7 kuvaavat
tilaajan toimipisteitd ja niihin on siis molempiin virrattava 100 tynnyrid muista sol-
muista. Kahdella nuolella on myos kapasiteettirajoitukset. Kapasiteettirajoitukset
voivat johtua esimerkiksi kiytetyn kuljetusvélineen tilarajoituksesta. Tynnyreita ei
voi kuljettaa negatiivista méadrdd ja siksi nuolilla virtaavien tynnyrien ma#ra on
oltava ei-negatiivinen.

Tamén tehtdvian voi ratkaista esimerkiksi optimointiohjelmalla CPLEX. Tehté-
van optimiratkaisu on

x13 = 50, 214 = 50, wo4 = 40, x95 = 60, 236 = 50, 146 = 50, 247 = 40, w57 = 60, 143 = 0, 245 = 0.

Talla ratkaisulla kohdefunktion arvo on 4750€.



3.2 Jarjestelyongelma

Jarjestelyongelmassa muodostetaan kahden eri joukon alkioista optimaaliset parit.
Olkoon ensimmaéinen joukko A ja toinen joukko B. Mééritellddn jirjestelyongelmaa
varten paatosmuuttuja

1, jos alkio i € A yhdistetddn alkioon j € B
T =
! 0, muulloin.

Parametreina toimivat ¢;;, jotka kuvaavat parin (7, j) yhteensopivuutta. Nyt voidaan
etsia ratkaisua, jossa muodostettujen parien yhteensopivuuksien summa on suurin
tai voidaan etsid ratkaisua, jossa muodostettujen parien yhteensopivuuksien summa
on pienin. Jarjestelyongelman malli on

Opt Z Z CijTij (4)

i€A jeB

JEB

injzla VJGB (6)
€A

l'ij:O,l, ViEA,VjGB, (7)

jolloin ratkaistavana on tavallinen lineaarinen jarjestelyongelma. Rajoitus var-
mistaa, ettd jokainen alkio yhdistetdan tasan yhteen toiseen alkioon. Toisin sanoen
jokaisesta solmusta i € A voi valita vain yhden ldhtevan nuolen. Rajoitus @ var-
mistaa, ettd jokaiseen alkioon yhdistetddn tasan yksi toinen alkio. Toisin sanoen
jokaiselle solmulle 7 € B voi valita vain yhden solmuun saapuvan nuolen. Rajoitus
(7) varmistaa, ettd muuttuja =;; on bindérinen. Pari siis joko muodostetaan tai jéte-
tddn muodostamatta. Pareja ei voi muodostaa osittain. Rajoitus (7)) voidaan myos
korvata rajoituksella , jossa kaikkien nuolien ylaraja u;; = 1. Taméa on sallit-
tua, koska rajoituksien ja (@ oikeat puolet ovat kokonaislukuja, jolloin myés
ratkaisun komponenttien on oltava kokonaislukuja ja ykkostéd suurempaa lukua ei
voi esiintyéd. Tédten muodostuneen lineaarisen optimointitehtdvin ratkaisu on myos
jéarjestelyongelman ratkaisu.

4 Kauppamatkustajan ongelma

Olkoon kaikissa muotoiluissa kaupunkien joukko @ = {1,2,...,n}, n > 2 ja aloi-
tuskaupunki on kaupunki 1. Kun kaupunkeja on yksi tai kaksi, eli n = 1,2, on
kauppamatkustajan ongelman ratkaisu triviaali. Silmukat eivit ole kauppamatkus-
tajan ongelmassa oleellisia, joten ne estetdan jokaisessa muotoilussa erikseen. Lu-
vussa tutkitaan kauppamatkustajan ongelman asymmetrisia muotoiluja silla nama
ovat yleisempia. Kauppamatkustajan ongelman symmetrisid tapauksia voi ratkais-
ta asymmetrisilld muotoiluilla asettamalla x;; = xj;, V 4,7 € () asymmetrisessa
muotoilussa.

Kauppamatkustajan ongelman perustavanlaatuisena piirteena on, etté jokaises-
sa kaupungissa voi vierailla tasan kerran. Jarjestelyongelman kohdalla maariteltiin



jo rajoitukset ja @ joiden tarkoituksena oli varmistaa, etta jokainen alkio yhdis-
tetdan tasan yhteen toiseen alkioon ja jokaiseen alkioon yhdistetdan tasan yksi toi-
nen alkio. Nama rajoitukset ovat siis usein myos oleellinen osa kauppamatkustajan
ongelman muotoiluja. Nama rajoitukset eivit kuitenkaan ole kauppamatkustajan
ongelman tapauksessa riittaviat. Ne eivat huomio mahdollisten alisyklien muodos-
tumista. Siksi jarjestelyongelman rajoituksien liséiksi on muodostettava rajoituksia,
jotka estavat alisyklien muodostumisen.
Maaéritelladn binddrimuuttuja

{1, jos nuoli (4, 7) on osa reittia
T =

0, muulloin.

Toisin sanoen muuttuja ;; = 1, jos kaupungista ¢ kuljetaan seuraavaksi kaupunkiin
j. Tama muuttuja on kiytossd myods kauppamatkustajan ongelman virtausmuotoi-
luissa. Parametri ¢;; kuvaa etdisyytta tai kustannusta nuolella kaupungista ¢ kaupun-
kiin j. Nyt kauppamatkustajan ongelman kohdefunktiona voidaan kayttéa jarjeste-
lyongelman kohdefunktiota , jossa minimoidaan edelld maéritellylla muuttujalla
reitissd kiytettyjen nuolien kustannuksien summaa, eli reitin kokonaiskustannusta.
Nyt voidaan muodostaa kauppamatkustajan ongelman perinteinen malli

min E CijTij

1,J€Qi#]
s.t. Z ri; =1, Vie@
JEQ,j#1
Y oay=1, VjeQ
i€Q,ij
+ Alisyklien estdminen (8)

l’ij:O,l, VZ,jEQ

Tama malli sisaltaé rajoitukset ja @ ja naiden lisdksi rajoituksien (8)) (subtour
elimination constraints (SEC)) tarkoituksena on estéé alisyklien muodostuminen.
Monet kauppamatkustajan ongelman eri muotoilut eroavat siind, miten alisyklit
estetddn. Tahéan tarkoitukseen on kehitetty useita erilaisia keinoja. Perinteisin néista
on ehto

> ay<|S|-1, SC{2,..n} 2< (8] <n—1, (9)

§,jES,i#]

joka on toimiva, mutta rajoiterikas tapa estda alisyklien muodostuminen. Télla eh-
dolla rajoitetaan kuinka monta nuolta osajoukon S solmuista ldhtevista nuolista voi
valita reittiin. Silld jokaisessa osajoukossa S voi valita korkeintaan |S| — 1 nuol-
ta, ei niissd osajoukoissa voi syntyd syklejd, koska tdmé vaatisi |S| nuolta. Té-
mén vuoksi alisyklejé ei voi esiintyd reitissd. Kutsutaan kauppamatkustajan on-
gelman muotoilua, jossa alisyklit estetddn ehdon @ avulla, sen kehittdjien mu-
kaan Dantzig-Fulkerson—-Johnson muotoiluksi. Dantzig—Fulkerson-Johnson muotoi-
lussa on 2"~! +n rajoitusta ja n(n — 1) binddrimuuttujaa. TAmé muotoilu on tyolés
implementoida optimointiohjelmalla CPLEX, sillda muotoilussa téytyy muodostaa
eksponentiaalinen méaéra joukon () osajoukkoja S.
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Kauppamatkustajan ongelman virtausmuotoilut noudattavat perinteistda mallia
ja alisyklien muodostuminen estetdan niissa virtausten avulla, jolloin rajoituksia on
edellistd keinoa vihemmén ja muotoilu on yksinkertainen muodostaa CPLEX opti-
mointiohjelmalla. Esimerkki [2] havainnollistaa miksi alisyklien estdminen on kaup-

pamatkustajan ongelman tapauksessa tarpeellista.

Esimerkki 2. Tarkastellaan piirilevyyn tarvittavien reikien optimaalista poraus-
ta. Ratkaistaan tdm& minimoivana jirjestelyongelmana. Kuvassa [3| ndkyy reikien
sijainnit ja taulukossa [1| on nékyvilla reikien véliset etédisyydet kahden desimaalin
tarkkuudella. Naistd tiedoista muodostetun optimointitehtavin ratkaisun reitti néa-

10

4
Kuva 3: Piirilevyn reiét
i/j 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
1 - 3,61 447 8,00 8,06 5,83 7,07 894 849 10,63
2 | 3,61 - 224 6,71 5,10 224 412 539 5,00 7,21
3 | 447 224 - 447 361 3,16 583 6,00 4,47 6,40
4 | 8,00 6,71 447 - 412 707 990 894 6,32 7,00
5 | 806 5,10 3,61 4,12 - 412 6,71 5,00 2,24 3,16
6 | 583 2,24 3,16 7,07 4,12 - 283 3,16 3,16 5,39
7| 707 412 583 990 6,21 283 - 3,16 5,10 7,00
8§ | 894 5,39 6,00 894 5,00 3,16 3,16 - 283 4,12
9 | 849 5,00 447 6,32 224 3,16 5,10 2,83 - 2,24
10 | 10,63 7,21 6,40 7,00 3,16 5,39 7,00 4,12 224 -

Taulukko 1: Reikien viliset etéisyydet

kyy kuvassa [d] Taméi reitti koostuu neljasté erillisesté alisyklistd. Tamé ratkaisu ei
siis ole kauppamatkustajan ongelman ratkaisu ja siksi alisyklien estdminen kauppa-
matkustajan ongelmassa on tarkeéa.



Kuva 4: Tehtévan optimireitti

4.1 Virtausmuotoilut

Kauppamatkustajan ongelman virtausmuotoilut yhdistavét piirteitd minimikustan-
nusvirtausongelmasta ja jarjestelyongelmasta. Alisyklien muodostuminen voidaan,
riippuen resurssien lukuméérésté, estda maarittelemalld yksi tai useampi jatkuva
muuttuja ja méarittelemélld naille virtausrajoituksia . Kaupunkien nettotarjon-
nat valitaan niin, ettd jokaisessa kaupungissa on vierailtava ja aloituskaupunkiin
palattava. Tdméa yhdessé rajoituksien (5] ja @ kanssa estavat alisyklien muodostu-
misen. Eri kauppamatkustajan ongelman virtausmuotoilut estévit alisyklit hieman
eri tavoilla.

4.1.1 Yhden resurssin virtausmuotoilu

Ensimmaiseksi esitelldédn kauppamatkustajan ongelman yhden resurssin virtausmuo-
toilu. Tatd muotoilua varten tdytyy maéritella jatkuva muuttuja

y;; = Virtauksen mééra nuolella (4, j).

Nyt perinteisen mallin rajoitukset ja sédilyvét ja korvataan rajoituksilla

- > ya=—-(n-1) (11)
1€Q,i#£1
Z Yrj — Z yiw =1, VkeQ\{l}. (12)
JEQ.j#k i€Q itk

Rajoitus varmistaa, ettd n — 1 yksikkoa resurssia virtaa kaupunkiin 1 ja rajoitus
varmistaa, ettd yksi yksikko resurssia virtaa ulos kaikista muista kaupungeista.
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Aloituskaupunki toimii siis nieluna ja muut kaupungit ldhteina. Aloituskaupungin
nettotarjonta on —(n — 1) ja muiden kaupunkien nettotarjonnat ovat 1. Rajoitus
rajoittaa virtaukset nuolille, joita reitissa kiytetaan. Tamé takaa, etta virtauk-
set riippuvat valitusta reitistd. Muuten ne voisi valita vapaasti kunhan virtausrajoi-
tukset silti patevat, miké ei estd alisyklien muodostumista. Jokaisessa kaupungissa
on siis vierailtava, jotta n — 1 resurssia voi virrata kaupunkiin 1. Lisdksi rajoitukset
ja @ varmistavat, etta aloituskaupungista voi ldhted ja sinne voi palata vain
kerran. Téten kaupungeista ei voi muodostua alisykleja. Lopullinen kauppamatkus-
tajan ongelman yhden resurssin virtausmuotoilu on

min E CijTij

1,J€Q,iF]
JEQ,jFi
Z ;=1 VjeqQ
1€Qi#]

Ogyljg(n_1>xm7 VZ,]EQ,Z%]

1€Q,i#1
S ou— > wk=1 VkeQ\{1}
JEQ.j#k 1€Q,i#k

Téata muotoilua voi parantaa tiukentamalla rajoitusta kaupungeille ¢ # 1 aset-
tamalla

Yij < (n = 2)y, Vi, j€Q\{1}, i #J.

Tama perustuu havaintoon, etta korkeintaan n—2 yksikkoa voi virrata pitkin nuolia,
jotka eivit lahde kaupungista 1 [4].

Téssd muotoilussa on n(n + 2) rajoitusta, n(n — 1) binddrimuuttujaa, ja n(n —1)
jatkuvaa muuttujaa [4]. Esimerkissa (3| ratkaistaan kauppamatkustajan ongelman
yhden resurssin virtausmuotoilu.

Esimerkki 3. Ratkaistaan esimerkin [2| tapaus kiayttamalla kauppamatkustajan on-
gelman yhden resurssin virtausmuotoilua. Nyt aloituskaupunki voidaan merkita nie-
luksi ja muut kaupungit lahteiksi. Muodostettu verkko nikyy kuvassa [} Verkkoon
ei ole merkitty nuolia selkeyden vuoksi. Nyt kdyttdmalla yhden resurssin virtaus-
muotoilulle CPLEX optimointiohjelmaa saadaan optimiksi kuvassa [0] nédkyvé reitti,
jolloin kohdefunktion arvo on 33,13. Jatkuvien muuttujien y;; virtaukset on optimi-
reitissd merkitty nuolien viereen.

4.1.2 Kahden resurssin virtausmuotoilu

Kauppamatkustajan ongelman kahden resurssin virtausmuotoilu sailyttaa perintei-
sen mallin rajoitukset (B]) ja (6]). Téatd muotoilua varten téytyy mééritelld jatkuvat
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Kuva 5: Yhden resurssin virtausmallin reidt

Kuva 6: Tehtavan optimaalinen reitti
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muuttujat

vy;; = Resurssin 1 virtauksen mééra nuolella (7, j)

2z;; = Resurssin 2 virtauksen mééra nuolella (4, j)

Perinteisen mallin rajoitukset korvataan rajoituksilla

S o= Y = ——1) (13)

JEQ,j#1 1€Q,i#1

Z Ykj — Z yiw =1, VkeQ\{l} (14)
JEQ,Jj#k 1€Q,i#k

Z 215 — Z zin=mn-—1 (15)
JEQ,j#1 i€Q,i#1

Z Zkj — Z zip=—1, VkeQ\{l} (16)
JEQ.i#k i€Q,i#k

Z Yij + Z zij=n—1, VieQ (17)
JEQ,jFi JEQ.jFi
Yij+ 2y =(n—1xy, Vi,jeQ, i#] (18)

Yi; >0, 2;; >0, Vi, jeQ, i#7].

Rajoitukset ja varmistavat, etta resurssia 1 virtaa n — 1 yksikkoa kaupun-
kiin 1 ja kaikista muista kaupungeista virtaa resurssia 1 yhden yksikon verran muihin
kaupunkeihin. Nama rajoitukset toimivat resurssin 1 suhteen samalla tavalla kuin
yhden resurssin virtausmuotoilun vastaavat rajoitukset. Rajoitukset ja var-
mistavat, ettd resurssia 2 virtaa kaupungista 1 n — 1 yksikkod ja kaikkiin muihin
kaupunkeihin virtaa resurssia 2 yhden yksikon verran. Resurssilla 2 aloituskaupunki
on siis ldhde ja kaikki muut kaupungit ovat nieluja. Resurssilla 2 aloituskaupungin
nettotarjonta on n» — 1 ja muiden kaupunkien nettotarjonnat ovat —1. Rajoituk-
set ja varmistavat, ettd jokaista nuolta pitkin virtaa yhteensé korkeintaan
n—1 resurssia ja sallivat virtausta ainoastaan nuolissa joita reitissa kiaytetaan. Tama
rajoitus on ldhes sama kuin yhden resurssin virtausmuotoilun rajoitus , mutta
tassa nuolella virtaavan resurssin méara on aina n — 1, silld lahtotilanteessa kaupun-
gista 1 virtaa n — 1 yksikkoa resurssia 2 ja jokaisessa aloituskaupungista eroavassa
kaupungissa resurssin 1 méaéré virtauksessa kasvaa yhdella ja resurssin 2 méara pie-
nenee yhdelld. Kaikissa kaupungeissa on vierailtava, jotta n — 1 yksikkoa resurssia 1
virtaa kaupunkiin 1 ja jokaiseen muuhun kaupunkiin virtaa yksi yksikko resurssia 2.
Alisykleja ei muodostu silld kaupungista 1 voi rajoituksien ja @ mukaan ldhtea
ja palata vain kerran.
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Lopullinen kauppamatkustajan ongelman kahden resurssin virtausmuotoilu on

min E Cij T4

1,JEQiF#]
s.t. Z ri; =1, Vieq
JEQ,j#i
Z ri; =1 VjeQ
1€Q,I#]
Z Y1 — Z ya = —(n—1)
JEQ,j#1 1€Q,1#L
Z Ykj — Z vik =1, VEeQ\{1}
JEQ,j#k 1€Q,i#k
Z z1j — Z zn=mn—1
JEQ,j#1 1€Q,1#1
Z Zrj — Z zie =—1, VkeQ\{1}
JEQ,JF#k i€Q ik
Z Yij T Z Zij:n—l, VieQ
JEQ.jFi JEQ,jFi

yij—i—zij:(n—l)mij, Vi,jeQ, Z#]
iy; = 0,1, y;; >0, 25 >0, Vi, je@Q, i#]

T&amé& muotoilu sisdltdd n(n+4) rajoitusta, n(n—1) binddrimuuttujaa ja 2n(n—1)
jatkuvaa muuttujaa [4].

4.1.3 Monen resurssin virtausmuotoilu

Viimeinen esiteltdvd muotoilu kauppamatkustajan ongelmalle on monen resurssin
virtausmuotoilu, jossa eri resurssien maéra k = n — 1. Tatd muotoilua varten taytyy
méaritelld jatkuvat muuttujat

yfj = Resurssin k virtauksen méaéra nuolella (7, j).
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Taméa muotoilu sailyttda perinteisen mallin rajoitukset ja @ ja rajoitukset
korvataan rajoituksilla

W<y, VigkeQ k#£1, i#j (19)
- Z ?/1‘61 =-1, VkeQ\{l} (20)

i€Q,i#l

> k=0 VkeQ\{1) (21)
JEQ,j#1

> =1 YkeQ\{1) (22)
JEQ,j#k

ST k=0, VieQ\{1} (23)
i€Q, itk

SToub— D vh=0, VIkeQ\{1} I #k (24)
JEQ,jA 1€Q,i#£l
gk >0, Vi keQ, k#1, i#]. (25)

Rajoitukset ja varmistavat, ettd kaupunkiin 1 virtaa yksi yksikko jokais-
ta resurssia ja sieltd ei virtaa resursseja muihin kaupunkeihin. Rajoitukset ja
(23) varmistavat, ettéd yksi yksikko resurssia k virtaa ulos kaupungista k ja resurssia
k ei virtaa kaupunkiin k. Rajoitus takaa, ettd jokainen kaupunki kaupunkia &
ja 1 lukuunottamatta on resurssille k£ kauttakulkusolmuja. Jokaisella resurssilla on
nieluna aloituskaupunki, jonka nettotarjonta on —1 kaikilla resursseilla. Resurssin k
ainoa lahde on solmu k, jonka nettotarjonta on 1, ja kaikki muut aloituskaupungista
ja solmusta k eroavat kaupungit ovat télle resurssille kauttakulkusolmuja. Rajoitus
(19) varmistaa, ettd resurssia virtaa ainoastaan sellaisia nuolia pitkin, jotka ovat osa
reittid. Tamaéa rajoitus on jokaisella resurssilla sama kuin yhden resurssin virtaus-
muotoilussa. Jokaisella kaupungilla on oma resurssinsa ja jokaisen niistd on virrat-
tava aloituskaupunkiin. Kaupungista 1 voi rajoituksien (5] ja @ mukaan ldhted ja
palata vain kerran. Téten jokaisessa kaupungissa on vierailtava ja alisykleja ei voi
muodostua.
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Lopullinen kauppamatkustajan ongelman monen resurssin virtausmuotoilu on

min E Cij T4

1, €Q,IF#]
JEQ,jF#i

Z r; =1 VjeQ
1€Q,iF#]

yfjgmzjﬁ Vl,j,k’EQ,k}%l,Z#j
- > yh=-1, YkeQ\{l}

i€Q,i#1

Yoy =0, VkeQ\{1}

JEQ,Jj#1

Y ou=1 VkeQ\{1}

JEQ,j#k

Y uh=0, VEe\{1}

i€Q,i£k

dowli— > =0, VIikeQ\{1}, [#k

JEQ,j#! 1€Q 1l

vy =0,1, g >0, Vi jkeQ, k#1, i#j.

Tamé virtausmuotoilu siséltdéa n® +n?+6n — 3 rajoitusta, n(n— 1) bindédrimuut-

tujaa ja n(n — 1)? jatkuvaa muuttujaa [4].

4.2 Muotoilujen vertailu

Téssé aliluvussa verrataan lyhyesti tutkielmassa esitettyjen kauppamatkustajan on-

gelman muotoilujen ominaisuuksia.

Virtausmuotoiluissa on hyvéd huomata, ettd muuttujien z;; arvojen ollessa kiinni-
tettyja on kaikissa muotoiluissa jatkuvien muuttujien ylarajat kokonaislukuja. Jat-
kuvat muuttujat muodostavat virtausongelman ja jokaisen kaupungin kohdalla net-
totarjonta on kokonaisluku. Jatkuvien muuttujien arvot ovat optimiratkaisussa siis

kokonaislukuja.
Malli Rajoitteet Binadarimuuttujat | Jatkuvat muuttujat
Dantzig-Fulkerson-Johnson 21+ n n(n—1) 0
Yhden resurssin virtaus n(n + 2) n(n —1) n(n —1)
Kahden resurssin virtaus n(n +4) n(n—1) 2n(n — 1)
Usean resurssin virtaus | n® +n? +6n — 3 n(n—1) n(n — 1)

Taulukko 2: Eri mallien rajoitteiden ja muuttujien lukuméérét.

Taulukkoon [2| on merkitty eri muotoilujen rajoitteiden, binddrimuuttujien ja jat-
kuvien muuttujien lukumaarat. Taulukkoon (3| on vielé tiivistetty eri muotoilijen ra-
joitteiden ja muuttujien aikavaatimukset. Taulukon [3| tiedot ovat peraisin ldhteesta

[5].
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Malli Rajoitteet | Muuttujat
Dantzig-Fulkerson-Johnson |  O(2") O(n?)
Yhden resurssin virtaus O(n?) O(n?)
Kahden resurssin virtaus O(n) O(n?)
Monen resurssin virtaus O(n?) O(n?)

Taulukko 3: Eri mallien rajoitteiden ja muuttujien aikavaatimukset.

Aikaisemmin mainitut muotoilut voidaan relaksoida lineaarisiksi optimointion-
gelmiksi muuntamalla bindérimuuttuja z;; = 0,1 jatkuvaksi muuttujaksi 0 < z;; <
1. Relaksoidun tehtavén optimi on vahintdéan yhtéa hyvé kuin alkuperéisen ja téten se
on alkuperiisen tehtavan optimille alaraja. Tata alarajaa voi kayttaa tehostamaan
algoritmeja, kuten Branch-and-Bound. Mitéd ldhempéana relaksaation optimi on al-
kuperaisen tehtdavan optimia niin sitd vahvempi ja parempi relaksaatio on. Téssé tu-
kielmassa mainittujen muotoilujen relaksaatioiden vahvuutta tutkitaan Oncan et al.
teoksessa A comparative analysis of several asymmetric traveling salesman problem
formulations ja seuraavat tiedot ovat perdisin tasté ldhteestd. Monen resurssin vir-
tausmuotoilulla ja Dantzig-Fulkerson-Johnson muotoilulla on vahvimmat relaksaa-
tiot ja néiden relaksaatiot ovat ekvivalentit. Yhden ja kahden resurssin virtausmuo-
toilujen relaksaatiot ovat ekvivalentit ja néiden relaksaatiot ovat heikompia, kuin
monen resurssin virtausmuotoilun ja Dantzig-Fulkerson-Johnson muotoilun. Monen
resussin virtausmuotoilu ja Dantzif-Fulkerson-Johnson muotoilujen relaksaatioiden
optimiarvot eroavat keskiméarin 1,073 prosenttia alkuperiisen tehtévan optimiar-
vosta. Yhden resurssin ja kahden resurssin virtausmuotoilujen relaksaatioiden opti-
miarvot eroavat keskimédrin 6,825 prosenttia alkuperdisen tehtévin optimiarvosta.

Dantzig-Fulkerson-Johnson muotoilulla ja monen resurssin virtausmuotoilulla re-
laksaatiot ovat yhtd vahvat, mutta monen resurssin virtausmuotoilussa on viahem-
man rajoitteita. Tosin téssd muotoilussa on myos enemman muuttujia. Yhden re-
surssin ja kahden resurssin virtausmuotoilujen relaksaatiot ovat yhta vahvat, mutta
yvhden resurssin virtausmuotoilussa on vihemmén rajoitteita ja muuttujia.
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